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estd caracterizada por la propiedad de la interseccion finita.

Resumen: Tras las primeras propiedades analizamos cémo son los
subconjuntos compactos de la recta real y del espacio euclideo R".
Posteriormente nos centramos en los espacios métricos, lo que nos
conduce, a través de la compacidad por punto limite, hasta el teorema
de Heine-Borel-Lebesgue. Finalizamos estudiando la relacién entre la
compacidad y las funciones continuas, y probando que la compacidad
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Seccién 1: Compacidad 3

Mientras que la nocién de conexidén que hemos introducido y estudiado en el Capitulo
6 es muy facil de presentar, por lo que nos resulta bastante familiar e incluso intuitiva, la
nocién de compacidad no nos es tan cercana ni natural. La estandarizacién del concepto
de compacidad tardé muchos afios en producirse. Desde principios del siglo pasado se
fueron introduciendo distintas definiciones de compacidad, que pretendian extender a
espacios topoldgicos arbitrarios alguna propiedad conocida de los intervalos cerrados
[a, b] de la recta real que era crucial en la demostracidn de ciertos teoremas, tales como
el teorema del valor maximo y el teorema de la continuidad uniforme. Surgieron asi los
distintos “tipos” de compacidad: compacidad numerable, compacidad por punto limite,
compacidad secuencial, etc. Posteriormente, los matemdaticos asumieron que era posible
encontrar una definicién en términos mas débiles y generales; de hecho, en términos de
cubrimientos del espacio por conjuntos abiertos.

1. Compacidad

Definicion 7.1 Sea X un conjunto y sea S C X. Un cubrimiento de S es una familia
A = {Ai}ic1 de subconjuntos de X tales que S = UicjA;. Un subcubrimiento es una
subfamilia B C A que es también un cubrimiento de S. Un cubrimiento se dice que es
finito si estd formado por una cantidad finita de conjuntos. Cuando (X, T) es un espacio
topoldgico y cada A; es un abierto de X, se dice que A es un cubrimiento abierto de

S.
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Seccién 1: Compacidad 4

Ejemplo 7.1. Sea X = R, entonces la familia A = {[—n,n]}32; es claramente un
cubrimiento de S = R, pero no es un cubrimiento abierto en la topologia usual. Un
ejemplo de un subcubrimiento de A seria D = {[—2n,2n]}22 . La familia {(—n,n)}52,
también es un cubrimiento, esta vez abierto, de R, pero no es un subcubrimiento de A.

Definicién 7.2 Un espacio topolégico (X, T) se dice que es compacto si todo cubri-
miento abierto de X admite un subcubrimiento finito.

Ejemplo 7.2. La recta real R no es compacta, pues el cubrimiento de R por intervalos
abiertos
A={(n,n+2)|neZ}

no contiene ningdn subcubrimiento finito que cubra R.
Ejemplo 7.3. El siguiente subespacio de R es compacto:

X={0}U{l/n|neN}.
Para todo cubrimiento abierto A de X, existe un elemento U de A que contiene al 0.
El conjunto U contiene a todos los puntos de la forma 1/n excepto a un ndmero finito
de ellos; elijamos para cada uno de estos puntos que no estan en U un elemento de A

que los contenga. La coleccién de estos elementos de A, junto con el propio U, es un
subcubrimiento finito de A que cubre X.
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Seccién 1: Compacidad 5

Ejemplo 7.4. Cualquier espacio X que contenga a un nimero finito de puntos es tri-
vialmente compacto, pues cualquier cubrimiento por abiertos de X es finito.

Ejemplo 7.5. El intervalo (0,1] no es compacto; el cubrimiento abierto
A={(1/n1]|neN}

no contiene ningln subcubrimiento finito cubriendo (0, 1]. Aplicando un argumento ana-
logo se demuestra que tampoco es compacto el intervalo (0,1).

Ejemplo 7.6.
(1) La recta real con la topologia de los complementos finitos (R, J¢f) es compacta.
(2) Cualquier espacio con la topologia trivial (X, J7) siempre es compacto.

(3) Cualquier conjunto infinito con la topologia discreta (X, Tp) no es compacto.

Es facil ver que la compacidad es una propiedad topoldgica. Dejamos como ejercicio
la demostracién de este hecho.

Teorema 7.1 Sea f : X — Y un homeomorfismo entre dos espacios topolégicos. En-
tonces X es compacto si, y sélo si, Y es compacto.
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Seccién 2: Subconjuntos compactos 6

2. Subconjuntos compactos

Definicion 7.3 Sea (X,T) un espacio topoldgico y K C X un subconjunto. Diremos
que K es un conjunto compacto en (X, T) si (K, Tk), con la topologia relativa, es un
espacio compacto. En este caso se dice que (K, Tk) es un subespacio compacto.

Proposicion 7.2 Sea K un subespacio de un espacio topoldgico (X, T). Entonces K es
compacto si, y sélo si, para toda familia {A;}ic| de abiertos en X tal que K C Uig/A;,
existe una subfamilia finita {A;}"_; tal que K C U, A;.

Demostracién. Supongamos que K es compacto y sea K C UicjA;, donde {A;}ic
es una familia de abiertos de (X, T). Entonces, segtin la definicién de topologia relativa,
{Ai N K}ic| es un cubrimiento de K por abiertos de (K, Jk). Como este subespacio es
compacto, existen abiertos A, ..., A tales que

K:(AilﬂK)U“'U(Aian).

De aqui se deduce que K C A, U---UA;,.

Supongamos ahora todo cubrimiento de K por abiertos de (X, T) admite un subcu-
brimiento finito y veamos que (K, Tk) es compacto. Para ello, sea {A;}ic; una familia
de abiertos de (K, Tk) que recubren K. Entonces cada abierto A; se puede escribir de la
forma A; = B;N K, donde B; es un abierto en (X, T) y asi se tiene que K C Ui¢B;. Por
hipdtesis, existirdn By, , ..., B;, tales que K C B;, U--- U B, de forma que

K=B,NK)U---U(B;, NK)=A, U---UA,
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Seccién 2: Subconjuntos compactos 7

y, por tanto, K es compacto. O

Teorema 7.3 Todo subconjunto cerrado C de un espacio topoldgico compacto (X, T)
es compacto.

Demostracion. Sea A = {A;}ic| un cubrimiento de C por abiertos de (X,T). Entonces
AUCE es un cubrimiento abierto de X, del cual se puede extraer un subcubrimiento finito;
si este subcubrimiento finito no contiene a C¢, estard formado (inicamente por elementos
de A: {A;,,..., A, } ycomo C C X ya estaria probado. Si C€ estd en el cubrimiento finito,
dicho cubrimiento serd de la forma {A;,...,A; ,C} ycomo C C X = A, U---UA; UCE,
tenemos que C C A, U---UA;,. O

Teorema 7.4 Todo subconjunto compacto de un espacio topoldgico de Hausdorff (X, T)
es cerrado.

Demostracién. Probaremos que K€ es abierto demostrando que es entorno de todos
sus puntos. Sea a ¢ K; si x € K, x # a, la propiedad de Hausdorff nos asegura que
existen abiertos disjuntos A, y B, con a € A, y x € By; y esto se puede hacer para cada
x #a, x € K.

Pero {By}xek es un cubrimiento de K por abiertos de X del cual se puede extraer
un subcubrimiento finito By,,...,By,, para ciertos puntos xi,...,x, € K. Entonces
tomemos

A=A N---NA,,
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Seccién 3: Compactos en Ry R" 8

que es abierto y contiene a a. Veamos que A C K¢ Si b € A, entonces para cada
i=1,...,n se tiene que b € A, vy, por tanto, b ¢ By, lo que implica que b ¢ K. De
esta forma, A C K€. O

Durante la demostracién del teorema anterior hemos probado el siguiente resultado.

Lema 7.5 Si K es un subespacio compacto de un espacio de Hausdorff (X,T) y a no
estd en K, entonces existen abiertos disjuntos A y B de X conteniendo al punto a y a
K, respectivamente.

Ejemplo 7.7.

(1) Usando el Teorema 7.4, los intervalos (a,b] y (a,b) no pueden ser compactos
(hecho que ya sabemos) ya que no son cerrados en el espacio de Hausdorff R.

(2) La condicién de Hausdorff es imprescindible para demostrar el Teorema 7.4. Con-
sideremos, por ejemplo, la topologia cofinita en la recta real. Los tnicos subcon-
juntos propios de R que son cerrados en esta topologia son los finitos. Pero todo
subconjunto de R es compacto con esta topologia, como ficilmente se puede
comprobar.

3. Compactos en R y R"

Siguiendo un camino paralelo al que hemos seguido en la bisqueda de espacios conexos,
vamos a buscar espacios compactos en la recta real para, a partir de ahi, construir
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Seccién 3: Compactos en Ry R" 9

nuevos espacios compactos. Probaremos que cada intervalo cerrado en R es compacto.
Las aplicaciones de este hecho incluyen el teorema de los valores extremos y el teorema
de la continuidad uniforme. También proporcionaremos una caracterizacién de todos los
subespacios compactos de R".

3.1. Compactos en R

Teorema 7.6 (Teorema de Heine-Borel) Todo intervalo cerrado y acotado [a, b] en
R con la topologia usual es compacto.

Demostracion. Supongamos que {A;}ici es un cubrimiento abierto de [a, b]. Vamos a
ver que se puede extraer un subcubrimiento finito. Consideremos el conjunto siguiente:

G = {x € [a,b] | [a, x] se recubre con una subfamilia finita de {Ai}ici}.

Paso 1. G # @. Ademds existe ¢ > 0 tal que [a,a+J) C G.

En efecto, como a € [a,b] C Uig/A;, existird un indice j € | tal que a € Aj. Como A
es abierto, existe § > 0 tal que (a — d,a+ J) C Ajy, por tanto, [a,a + J) C Aj. Esto
implica que si x € [a,a +d), [a,x] C [a,a+ ) C Aj, que es un subcubrimiento finito.
Por tanto, [a,a +d) C G.

Paso 2. G es un intervalo.

Six,y € G, entonces [x,y] C G ya que para todo z € [x,y] se satisface [a,z] C [a,y] C G.
Aplicando el Lema 6.8, G debe ser un intervalo.
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Seccién 3: Compactos en R y R" 10

Paso 3. b € G.
Consideremos ¢ = sup{G}, que eventualmente puede ser ¢ = +o0o. Como a es cota
inferior de G, entonces a < c. Pueden presentarse los siguientes casos:

Caso 1: b < c. Entonces b € G, pues existiria, por la definiciéon de supremo, un
punto x € G tal que b < x < ¢y ya hemos visto que G es un intervalo.

Caso 2: ¢ < b. Ahora también b € G, pues como [a,b] C UicjA;, entonces ¢ € Ay
para algin k € . Ay es abierto, luego es entorno de c y, por tanto, existe ¢ > 0 tal
que (c —&,c+¢) C Ax. Pero como ¢ = sup{G} entonces c — ¢ € G. Por tanto,
[a,c—¢] C Ay U---UA, con lo cual tenemos que ¢ + ¢ también estd en G, ya que
[a,c + ] tiene un subcubrimiento finito de la forma

[a,c+e] CALU---UA UA,

y esto es una contradiccién con el hecho de que ¢ = sup{G}.
Por tanto, b € G y [a, b] tiene un subcubrimiento finito. O

3.2. Compactos en R"

Vamos a ver en esta seccién que los rectdngulos, o cubos, generalizados [a1, by] X
[a2, bo] X -+ X [an, by] son compactos en R" con la topologia usual. Haremos la prueba
en R? y con un procedimiento similar por induccién se prueba en R".
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Seccién 3: Compactos en R y R" 11

Lema 7.7 Sea [c,d] C Ry x € R. Entonces S = {x} x [c,d] es compacto en R? con la
topologia usual.

Demostracion. Es ficil ver que S = {x} x [c, d], con la topologia relativa, es un espacio
homeomorfo al intervalo [c,d], también con su topologia usual. Basta considerar la
aplicacion:

f:S={x} x[c,d] — [c,d], f(x,y) =y.

Ahora no hay mas que aplicar los Teoremas 7.1 y 7.6. (|

Lema 7.8 Sea un intervalo [c,d] € R, x € Ry {Aj}ic/ un cubrimiento abierto de
{x} x[c, d]. Entonces existe r > 0 tal que el producto (x—r,x+r) X [c,d] estd recubierto
por una cantidad finita de elementos de {A;}icr.

Demostracion. Por el Lema 7.7 se sabe que {x} X [c, d] es compacto, por lo que admite
un subcubrimiento finito {Aj}; C {Ai}icl.
Para cada y € [c,d], (x,y) € Ak para algiin k € {1,2,...,n}. Por tanto, existe
ry > 0 tal que
(X7y> € Boo((xv y)v ry) = (X - I’y,X + ry) X (y - ryvy + ry) C Ak-

Tenemos entonces que {(y — ry,y + ry)}ye[c,q € un cubrimiento abierto de [c,d], que
es compacto. Por tanto, admite un subcubrimiento finito {(y; — ry,,yj + ry;) }[L;.
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Seccién 3: Compactos en Ry R"

Ahora tomamos r = min{ry, | j=1,...,m}, de modo que
m
(x—r,x+r)= m(x =y, X+ 1y,).
=1

Se concluye entonces que

m

(x=rx+r) x[cd C U{(x—nx—&-r) X (yj =1y Y1)} C
=1

m n
- U{(X - ryNXJr r)’j) X (y - ryJ"y + r}’j)} C U Ak»
j=1 k=1
obteniendo el subcubrimiento finito buscado.

Proposicién 7.9 Un rectdngulo [a, b] x [c,d] C R? es compacto.

12

Demostracion. Si {A;}ic| es un cubrimiento abierto de [a,b] x [c,d], también es un
cubrimiento de {x} x [c,d], para cada x € [a,b]. Por el Lema 7.8, para cada x existe
r« > 0 tal que el conjunto (x — ry,x + rx) X [c,d] admite un subcubrimiento finito. Pero
{(x = 1, X+ 1) }xe[a,b] €5 un cubrimiento abierto de [a, b]. Por la compacidad de [a, b],
dicho cubrimiento admite un subcubrimiento finito {(xx — ry,, Xk + rx,) }j;. Entonces
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Seccién 3: Compactos en R y R" 13

tenemos que
[a, b] x U{ — o Xk + 1) X [c,d]}

y cada uno de los conjuntos (xx — rxk,xk + 1y ) X [c,d] estd recubierto por un niimero
finito de elementos de {A;}ic|. Luego el rectdngulo [a, b] x [c, d] estd contenido en unién
finita de elementos A;. O

Corolario 7.10 Los rectangulos generalizados [a1, b1] X [ag, bp] X - - - X [an, by] sON com-
pactos en R".

Demostracién. La demostracién es un proceso de induccién a partir de la Proposicién
7.9. O

Finalizamos esta seccién con la siguiente generalizacién del teorema de Heine-Borel.

Teorema 7.11 (Teorema de Heine-Borel en R") Sea K C R" con la topologia usual.
Entonces K es compacto si, y sélo si, K es cerrado y acotado.

Demostracion. Como R" es de Hausdorff y K es compacto, la Proposicién 7.4
implica que K es cerrado. Por otra parte, si a € K la coleccién de bolas {B(a, n)}nen
constituye un cubrimiento abierto de K que, como es compacto, admite un subcubri-
miento finito. La unidn de esta subcoleccién serd la bola B (a, m) mas grande. Por tanto,
K C B(a, m) estd acotado.
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Seccién 4: Compactos en un espacio métrico 14

Si K estd acotado, hay alguna bola cerrada tal que K C Byo(a,r), para algiin
a € R". Esta bola es un rectangulo cerrado que, por el Corolario 7.10 es compacto.
Como K es cerrado y estd contenido en un compacto, la Proposicién 7.3 implica que K
es compacto. O

Ejemplo 7.8. La esfera unidad S"~! y la bola cerrada unidad B" en R" son compactos,
pues son cerrados y acotados. El conjunto

A:{(x,§)|0<x§1}

es cerrado en R?, pero no es compacto porque no estd acotado. El conjunto
S = {(x,sen(1/x)) |0 < x <1}

estd acotado en R?, pero no es compacto porque no es cerrado.

4. Compactos en un espacio métrico

En esta seccién vamos a demostrar algunos resultados que generalizan propiedades de
los compactos de R" a cualquier espacio métrico.

Proposicion 7.12 Todo subconjunto compacto K de un espacio métrico (X, d) estd aco-
tado.
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Seccién 4: Compactos en un espacio métrico 15

Demostracion. Basta repetir la prueba de la implicacién directa del Teorema 7.11. O

Teorema 7.13 Sea (X, d) un espacio métrico y (xn)n C X una sucesién. Entonces (x,)n
converge a x € X si, y sélo si, cada subsucesién (x,, )k converge a x.

Demostracion. Supongamos que x, — X, entonces para cada ¢ > 0 existe ng € N
tal que si n > ng, entonces d(x,, x) < €. Esto quiere decir que x, € B(x, €) vy, por tanto,
sélo hay una cantidad finita de términos de la sucesién que no estdn en dicha bola.
En consecuencia, ninguna subsucesién (x,, )« puede tener infinitos términos fuera de la
bola, luego debe ser convergente a x.

Es evidente puesto que cualquier sucesidn es subsucesién de si misma. O

Ejemplo 7.9. Si una sucesidén no converge, no quiere decir que ninguna subsucesién
sea convergente. Por ejemplo, la sucesién ((—1)"), no es convergente pero tiene dos
subsucesiones convergentes: (1,1,...) que converge a 1y (—1,—1,...) que converge
a —1. En realidad hay infinitas subsucesiones convergentes. ; Cémo son?

4.1. Espacios sucesionalmente compactos y totalmente acotados

Definicion 7.4 Sea (X,T) un espacio topolégico y K C X un subconjunto. Diremos
que K es sucesionalmente compacto si dada una sucesién (x,), en K existe una
subsucesion (x,, )k convergente a un punto de K.

Ejemplo 7.10.
Toc <4< > > R | > Volver <« Doc Doc »



Seccién 4: Compactos en un espacio métrico 16

(1) Cualquier espacio topoldgico finito es compacto y sucesionalmente compacto.

(2) El intervalo abierto (0,1), con la topologia inducida por la usual de R, no es
sucesionalmente compacto: la sucesién (£)22, C (0,1) converge a 0 y, por tanto,

cualquier subsucesién suya también converge a 0; pero 0 ¢ (0,1).

Definicion 7.5 Dado un espacio métrico (X,d) y T C X un subconjunto, diremos
que T es totalmente acotado si para cada r > 0 existe un nimero finito de puntos
X1,...,%n € T tales que T C B(xy,r) U---UB(xn,r).

Proposicion 7.14 Sea (X,d) un espacio métricoy T C X. Se verifican:
(a) Si T es compacto, entonces T es totalmente acotado.

(b) Si T es totalmente acotado, T es acotado.

Demostracién. La prueba de estas dos propiedades es muy sencilla.
(a) Sear > 0. Entonces {B(x,r) | x € T} es un cubrimiento abierto de T. La compacidad
de T implica que existe un subcubrimiento finito, es decir, existe un nimero finito de
puntos xi,...,X, € T tales que T C B(xq,r) U---UB(xn,r).
(b) Sea r > 0y supongamos que T C B(xq,r) U--- U B(xs, r). Definamos

R = méx{d(x1,x) | i=2,...,n}
Entonces T C B(xy, R+ ), lo que significa que estd acotado. 0
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Seccién 4: Compactos en un espacio métrico 17

Ejemplo 7.11.
(1) (0,1) C R, con la distancia usual, es totalmente acotado, pero no es compacto.

(2) R, con la distancia discreta, es un espacio métrico acotado, pero no es totalmente
acotado.

Proposicién 7.15 Si (X,d) es un espacio métrico y K C X es sucesionalmente com-
pacto, entonces K es totalmente acotado.

Demostracion. Supongamos que K es sucesionalmente compacto y no es totalmente
acotado. Existird r > 0 de modo que no existe un cubrimiento finito de K con bolas
de radio r y centro en un punto de K. Vamos a construir un sucesién de la siguiente
manera.

Sea x; € K un punto arbitrario. Escogemos x, € K tal que d(x1,x2) > r, que existe
pues de lo contrario B(xy, r) serfa un cubrimiento finito de K. Tomamos x5 € K tal que
d(x1,x3) > ry d(xa,x3) > r, que existe pues en caso contrario {B(xy,r), B(xa,r)} seria
un cubrimiento finito de K. Y asi sucesivamente. Obtenemos una sucesién (xn), en K
que verifica que d(X,,Xm) > r si n # my que no tiene ninguna subsucesién convergente
en K, pues si tuviéramos (x,, )k con limy x,, = x € K, dado r > 0 existiria k, € N tal
que si ng > ny, entonces d(xp,,X) < 5, con lo que tendriamos que si ni, Ny > Ny,

d(Xngs Xny ) < d(%n, s X) +d(X, %n,,) < % + % =r,
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Seccién 4: Compactos en un espacio métrico 18

en contra de que d(xy,,Xn,) > r. Entonces K no seria sucesionalmente compacto. [

Lema 7.16 (Lema de Lebesgue) Sea (X,d) un espacio métrico, K C X un subcon-
junto sucesionalmente compacto y {A;}iei un cubrimiento abierto de K. Entonces existe
r > 0 tal que para cada x € K existe i € | de modo que B(x,r) C A;. Este nimeror > 0
se llama niimero de Lebesgue del cubrimiento.

Demostracién. Supongamos que {A;}ic| es un cubrimiento abierto de K para el que no
existe ninglin nimero de Lebesgue. Entonces para cada n € N existird x, € K tal que
B(xn, 1) no estd contenida en ningtin A; para todo i € .

Como K es sucesionalmente compacto, ha de existir una subsucesién (xn, )k conver-
gente a un punto x € K. Ademds, como {A;}ic| es un cubrimiento de K, entonces x € A;
para alglin j € |. Pero Aj es abierto, luego existe nj € N tal que B(x, n%) CA;.

Como la subsucesién anterior converge a x, dado nj > 0 existird ro € N tal que si
n, > n,, entonces x,, € B(x, nij)

Tomemos ahora n, > n,, tal que también sea n, > n;. Entonces B(xu,, ni) C B(x, n%)
ya que si y € B(xy,, o-) entonces

112
d(x,y) < d(x,xn,) +d(xn,y) < —+ = < —.

n o noTon

De aqui se deduce que B(x,,, ni) C Aj, en contradiccién con la hipétesis. O
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Seccién 5: Compacidad por punto limite 19
5. Compacidad por punto limite

Existen otras formulaciones de compacidad equivalentes que son frecuentemente utili-
zadas. En esta seccién introducimos la mas débil, en general, aunque coincide cuando
se trata de espacios metrizables.

Definicion 7.6 Un espacio se dice que es compacto por punto limite si cada subcon-
junto infinito de X tiene un punto limite.

Esta propiedad, que es mds intuitiva y natural que la definicién de compacidad,
constituyd la definicidn original, mientras que la definicién en términos de cubrimientos
era llamada “bicompacidad”.

Teorema 7.17 La compacidad implica compacidad por punto limite, pero el reciproco
no es cierto.

Demostracién. Sea X un espacio compacto. Dado un subconjunto A de X, quere-
mos probar que si A es infinito, entonces tiene un punto limite. Vamos a demostrar el
contrarreciproco —si A no tiene un punto limite, entonces es finito.

Supongamos pues que A no tiene un punto limite. Entonces A contiene todos sus
puntos limite, luego es cerrado. Mds atin, podemos elegir para cada a € A un entorno
U, de a de modo que U, interseque a A sélo en el punto a. El espacio X estd cubierto
por el conjunto abierto X — A y los abiertos U,. Como es compacto, puede ser cubierto
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por un nimero finito de tales conjuntos. Como X — A no interseca a A y cada conjunto
U, contiene tinicamente un punto de A, el conjunto A debe ser finito. O

Ejemplo 7.12. Sea Y un conjunto con dos puntos; consideramos en Y la topologia
trivial, es decir, la formada por el conjunto vacio y el propio Y. Entonces el espacio
X =NxY es compacto por punto limite, pues cada subconjunto no vacio de X tiene un
punto limite. Sin embargo, no es compacto, ya que el cubrimiento de X por los abiertos
U, = {n} x Y no admite una subcoleccién finita que cubra a X.

6. El teorema de Heine-Borel-Lebesgue

Veamos ahora que las tres definiciones que hemos dado de compacidad son equivalentes
en el caso de los espacios métricos.

Teorema 7.18 (Teorema de Heine-Borel-Lebesgue) Sea (X,d) un espacio métrico
y K C X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) K es compacto.
(b) K es compacto por punto limite.

(c) K es sucesionalmente compacto.

Demostracion. [QEQ] Supongamos que K es compacto y que S C K es un subconjunto
infinito que no tiene ningln punto de acumulacién. Entonces para cada x € K existe
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r« > 0 tal que la bola B(x,r,) no corta a S o bien sélo corta a S en el propio x.

La familia {B(x, r«) }xek €s un cubrimiento abierto de K que, al ser compacto, admite
un subcubrimiento finito. Este subcubrimiento finito también recubre a S, con lo que
segun lo visto en el parrafo anterior S seria finito, en contra de la hipétesis.

Si (xn)n €s una sucesién en K con infinitos términos iguales a x, no hay nada que
probar, pues ella misma converge a x. Supongamos entonces que (x,), €s una sucesién
en K con infinitos términos distintos. Segdn (b), dicha sucesién tiene un punto de
acumulacién x € Ky por la Proposicién 4.30 existe una subsucesién de (x,), convergente
a x. Por tanto, K es sucesionalmente compacto.

Supongamos que K es sucesionalmente compacto y que {A;}ic| es un cubrimiento
abierto de K. Por el Lema de Lebesgue existe un nimero de Lebesgue r > 0 para este
cubrimiento. Por la Proposicion 7.15 K es totalmente acotado, de modo que existe

un cubrimiento finito de X por bolas de radio r, {B(xy,r),...,B(xs,r)}. Pero cada
bola B(x;,r) ha de estar contenida en un abierto del cubrimiento {A;i}ici, por lo que
{A1,...,A,} es un subcubrimiento finito de X. O

e El caso de R"

Después de los resultados que hemos demostrado en los espacios métricos referidos a la
compacidad, podemos completar el Teorema 7.11 de Heine-Borel.
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Teorema 7.19 (Teorema de Heine-Borel-Lebesgue en R") Sea K C R" con la to-
pologia usual. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) K es compacto.
(b) K es cerrado y acotado.

(c) Todo subconjunto S C K infinito tiene un punto de acumulacién en K.
(d) K es sucesionalmente compacto.

7. Compacidad y funciones continuas

Teorema 7.20 Si f : X — Y es una aplicacién continua entre espacios topoldgicos y
K C X es compacto, entonces f(K) es compacto en Y.

Demostracion. Supongamos que {A;}ic| es un cubrimiento abierto de f(K) en Y. En-
tonces

{1 (A }ie
es un cubrimiento abierto de K. Por la compacidad de K, existe un subcubrimiento finito:
Kcfl(A)U---Uf YA, =f1(A U---UA,), lo que implica que {Ay,..., A} es
un subcubrimiento finito de f(K). O

Corolario 7.21 Sea K C X un subconjunto compacto de un espacio X. Entonces toda
funcién continua f : X — R estd acotada en K.
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Corolario 7.22 (Teorema de Weierstrass) Sea K C X un subconjunto compacto de
un espacio X. Entonces toda funcién continua f : X — R alcanza sus extremos en K.

Demostracién. Si K es compacto entonces f (K) es un subconjunto compacto de Ry, por
tanto, es cerrado y acotado. Por ser acotado, existen ¢ = inf{f(K)} y d = sup{f(K)};
y por ser cerrado, los puntos c,d € f(K), de modo que existirdn x,y € K tales que
f(x) =cyf(y) =d. O

Teorema 7.23 Sea f : X — Y una aplicacién biyectiva y continua entre un espacio
compacto X y un espacio de Hausdorff Y. Entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Veamos, en primer lugar, que f transforma cerrados de X en cerrados
de Y. En efecto, por la Proposicién 7.3 se tiene que si C C X es cerrado, entonces C es
compacto; y por el Teorema 7.20 f(C) es compacto. Pero Y es de Hausdorff, de modo
que la Proposicion 7.4 implica que también es cerrado.

Veamos ahora que f es un homeomorfismo. Para esto hay que probar que la aplicacién
inversa g = f~1 es continua; y lo es puesto que si C C X es cerrado entonces g ~1(C) =
f(C) es cerrado, tal y como acabamos de ver. O

EJERCICIO 7.1. Sea f : R — R una aplicacién continua. Prueba que el conjunto imagen
f([a,b]) es un intervalo cerrado y acotado |[c, d].
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CUESTION 7.1. jEs cierto que toda funcién continua y estrictamente monétona f :
[a,b] — R admite una inversa f~1 : [c,d] — [a, b] continua?

(a) Si (b) No

7.1. Compacidad y continuidad uniforme

Proposicién 7.24 Toda aplicacién continua f : (X,d) — (Y, d’) entre espacios métri-
cos, donde (X, Ty) es compacto, es uniformemente continua.

Demostracion. Como f es continua, dado x € X y dado € > 0, existe §, > 0 tal que si
d(x,y) < & entonces d’(f(x),f(y)) < 5.

Fijado € > 0, la coleccién de bolas {B(x, %)}xex constituye un cubrimiento abierto
de X que, al ser compacto, admite un subcubrimiento finito {B(x;, %)}{‘:1. Tomemos
d =min{d/2|i=1,2,...,n}. Tomemos x,y € X arbitrarios cumpliendo d(x,y) < J;
tendremos que x € B(xk, dx/2) para algin k € {1,...,n}. Entonces

6
d(y, xi) < d(y,x) +d(x,x) < 6+ Ek < &,

lo que implica que
d'(f(y), f(x)) <

N ™
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y entonces

d'(f(x), f(y)) < d'(F(x), Fu)) + d'(F(x), Fy)) < % + g —.

Por tanto, f es uniformemente continua. O

Corolario 7.25 Toda funcién continua f : [a,b] — R es uniformemente continua.

8. Propiedad de la interseccidn finita

Definicion 7.7 Sea F una familia de subconjuntos de un conjunto X. Se dice que F
tiene la propiedad de la interseccidn finita si la interseccién de cualquier subfamilia
finita de F es no vacia.
Ejemplo 7.13.
(1) La familia {(0, 2)},en de subconjuntos de R tiene la propiedad de la interseccién
finita.
(2) La familia {[n,n + 1]}nen de subconjuntos de R no tiene la propiedad de la
interseccion finita.

CUESTION 7.2. ;i Qué familias de subconjuntos de R satisfacen la propiedad de inter-
seccién finita?
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(a) {(n,n +2)}nen (b) {(*5H, ) tnen (€) {(=n,n)}nen

Proposicion 7.26 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es compacto si, y sélo si,
toda familia {F;}ic) de cerrados en X que tiene la propiedad de la interseccién finita
tiene interseccién no vacia.

Demostracion. Supongamos que X es compacto y que {F;}ic| es una familia de sub-
conjuntos cerrados de X con la propiedad de la interseccidn finita tal que Ni¢|F; = @. Si
tomamos complementarios tendremos que Uic|Ff = X, luego obtenemos un cubrimiento
abierto de X que, por ser compacto, admite un subcubrimiento finito, F{U---UF§ = X.
Tomando de nuevo complementarios tendremos que F; N ---NF, = &, en contra de
que la familia {F;}c tiene la propiedad de la interseccidn finta.

Sea {Ai}ici un cubrimiento abierto de X; entonces (Uic/A;)¢ = &. Por tanto
NielAf = &, con lo que tenemos una familia de cerrados {Af}¢| que no tiene la propie-
dad de la interseccién finita; luego debe existir una subfamilia finita cuya interseccién es
vacia: Af N---NA? = &. Tomando complementarios obtenemos que A;; U---UA; = X
y asi hemos obtenldo un subcubrimiento finito. 0

Ejemplo 7.14. (R,T,) no es compacto, cosa que ya sabemos porque no es acotado.
Pero esto mismo puede deducirse de otra forma. La familia de cerrados {[z,+o0)}
tiene la propiedad de la interseccién finita y, sin embargo, la interseccién de todos los
elementos de esta familia es vacia. Ahora basta aplicar la Proposicién 7.26.
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9. Problemas propuestos

Problema 7.1. Sea (X,T) un espacio topolégico. Demuestre que si K, K’ C X son
subconjuntos compactos, entonces K U K’ también es compacto.

Problema 7.2. Demuestre que una unién finita de subespacios compactos de X es
también compacto.

Problema 7.3. Sea (X, T) un espacio topolégico de Hausdorff. Demuestre que si {K;}ic)
es una familia de subespacios compactos de X, entonces Ni¢K; también es compacto.

Problema 7.4. ; Cudles de los siguientes subespacios de R y R? son compactos? Justi-
fique la respuesta.

(1) [0,1)
[0, +00)

(2)

3)

(4) y) € R? [x* +y* =1}
(5) E={(xy) e R?| x| +|y| <1}
(6) y)
(7)
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Problema 7.5. Demuestre que un espacio topoldgico (X, T) es compacto si, y sélo si,
para toda familia de cerrados {C;}ic tales que Mig|C; = @ existe una subfamilia finita
{Cy,...,C} satisfaciendo C;; N--- NG, = @.

Problema 7.6. Sea (X,T) un espacio topolégico de Hausdorff, K C X un compacto y
x ¢ K. Pruebe que existen dos abiertos Uy V en X talesquex e U, KC Vy UnV = g.

Problema 7.7. Sean K y K’ dos subconjuntos compactos y disjuntos de un espacio de
Hausdorff (X, T). Pruebe que existen subconjuntos abiertos y disjuntos U y V tales que
KcUyK cV.

Problema 7.8. Demuestre que si f : X — Y es continua, donde X es compacto e Y es
de Hausdorff, entonces f es una aplicacién cerrada (esto es, f lleva conjuntos cerrados
a conjuntos cerrados).

Problema 7.9. Demuestre que si Y es compacto, entonces la proyeccién 71 : XXY — X
es una aplicacién cerrada.

Problema 7.10. Sea X un espacio compacto por punto limite.
(a) Sif: X —Y es continua, jes f(X) compacto por punto limite?
(b) Si A es un subconjunto cerrado de X, jes A compacto por punto limite?

(c) Si X es un subespacio de un espacio de Hausdorff Z, jes X un cerrado de Z?
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Problema 7.11. Un espacio X se dice que es numerablemente compacto si cada
cubrimiento numerable de abiertos de X contiene una subcoleccién finita que cubre a
X. Demuestre que para un espacio T1, la condicién numerablemente compacto equivale
a la de compacto por punto limite.

Problema 7.12. Demuestre que X es numerablemente compacto si, y sélo si, cada
sucesién encajada C; D C; D -+ - de conjuntos cerrados no vacios de X tiene interseccién
no vacia.

Problema 7.13. Sea (X,T) un espacio topoldgico sucesionalmente compacto y sea
(Y,T") otro espacio topoldgico. Sea f : (X,T) — (Y,T’) una aplicacién continua.
Demuestre que (f(X), ‘Ié(x)) es sucesionalmente compacto.

Problema 7.14. Sea X = [—1, 1] con la topologia T = {A C X | 0 € A, o bien (-1,1) C
A}. Demuestre que (X,T) es un espacio topoldgico compacto.

Problema 7.15. Estudie si la recta de Sorgenfrey R, es un espacio compacto. jSon
compactos, en este espacio, los subconjuntos [0,1) y [0, 1]?

Problema 7.16. Sea (R, d) el espacio métrico de los niimeros reales con la distancia

Ix —y|
14 x—y|’

Sea A = [1,+00). Estudie si A es cerrado, acotado o compacto en dicho espacio.

d(X, Y) =
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Problema 7.17. Sea (X,T) un espacio compacto y consideremos una topologia T’
menos fina que J. Demuestre que (X,J”) es también compacto.

Problema 7.18. Sea (X, T) un espacio topoldgico y una sucesidn (a,), en X que con-
verge hacia a € X. Pruebe que el conjunto A = (a,), U {a} es compacto en X.

Fin del Capitulo
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Soluciones de los ejercicios

Ejercicio 7.1. Sabemos que el intervalo cerrado [a,b] es compacto, de modo que su
imagen f([a, b]) por la aplicacién continua f serd también un conjunto compacto. Como
la recta real es de Hausdorff, la imagen f([a, b]) debe ser cerrada. Por otra parte, como
la conexidn se conserva por las aplicaciones continuas, el conjunto imagen también debe
ser conexo; pero los conjuntos conexos de R son los intervalos. En conclusién, f([a, b])
es un intervalo cerrado [c,d]. Ejercicio 7.1
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Soluciones de las cuestiones

Cuestién 7.1. En efecto, utilizando la compacidad y la conexién del intervalo [a,b]
podemos deducir, por ser f una aplicacién continua, que la imagen f([a, b]) es un in-
tervalo cerrado [c,d]. Utilizando ahora la monotonia estricta de f puede deducirse que
la aplicacién es inyectiva y, por tanto, biyectiva en la imagen. Ahora basta utilizar el
Teorema 7.23 aplicado a la funcién f : [a, b] — [c,d]. Fin de la cuestidn
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