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Resumen: En este capitulo introducimos la adherencia de un conjun-
to y sus principales propiedades, y particularizamos el concepto a los
espacios métricos. Presentamos los conjuntos densos y numerables.
Estudiamos los puntos aislados, de acumulacidn, interiores, exteriores
y frontera. Cuando entra en juego un subespacio, es necesario estudiar
la adherencia, interior y frontera relativos. Finalizamos con una seccién
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1. Adherencia

Definicion 4.1 Sea (X,J) un espacio topolégico y sea S un subconjunto de X. Se dice
que x € X es un punto adherente de S si todo entorno U de x cumple que UNS # &,
es decir, no hay ningln entorno de x totalmente contenido en X — S. El conjunto de
puntos adherentes de S se llama la adherencia o la clausura de S y se representa por

S.

Nota 4.1 Tal y como hemos definido la adherencia de un conjunto S, es evidente que
ScS.

Proposicion 4.1 Sea (X, T) un espacio topoldgico, S1 y Sz subconjuntos de X. Entonces
se satisface lo siguiente:

(a) Si Sy C'S, entonces S; C S,.
(b) S;US; =S, US,.
Demostracion.
(a) Si x € Si, entonces para todo U € Uy se cumple que U N'S; # @. Como
UNS; C UNS,, se cumple también que U NS, # &. Por tanto, x € S,.

(b) Tenemos que S; gSlusg yS2 C S USQ,ILegoEor la propiedad (a) se cumple
que S; CS1US, y S, € S;USs,. Por tanto S;US, € S; USs.
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Seccién 1: Adherencia 4

Para ver la inclusién contraria, sea x € S; U S». Si x no es adherente a S ni a
S,, existiran dos entornos Uy, U, € U, tales que U1 NS =y U, NS, = @.
Por otra parte, U;NU; es un entorno de x y cumple que (U1 NU>)N(S1US,) = &;
pero esto es contradictorio con el hecho de que x € S; U'S; pues todo entorno de
x deberia cortar a S; N Ss.

O

La definicién no nos da un método adecuado para encontrar la clausura de un
conjunto, ya que exige que se compruebe una propiedad para todos los entornos de
un punto. Por tanto, seria util disponer de una caracterizacién que permita reducir el
nimero de comprobaciones. Esta es una de las razones mas importantes de la utilidad
del concepto de base de entornos.

Proposicién 4.2 Sean (X, T) un espacio topoldgico, S C X un subconjunto de X, x € X
y B(x) un base de entornos de x en la topologia T. Entonces x € Ssi, y sélosi, VNS # &
para cada V € B(x).

Demostracion. Supongamos que x € Sy V € B(x). Como B(x) C Uy, segln la
definicién de punto adherente se tiene que VNS # @.

Supongamos ahora que todo V € B(x) cumple que VNS # &. Como B(x) es base
de entornos de x, para todo U € Uy existe un entorno V € B(x) tal que V C U. Como
VNS#A@yVNScUNS tenemos que UNS # &. O
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Seccién 1: Adherencia 5
1.1. La adherencia en un espacio métrico

En particular, si la topologia estd generada por una distancia, se pueden utilizar bases
de entornos formadas por bolas y obtener los siguientes resultados particulares.

Corolario 4.3 Sea (X,d) un espacio métrico y S un subconjunto de X. Entonces x € X
es un punto adherente de S (x € S) si, y sélo si, B(x,r) NS # & para todo r > 0.

Corolario 4.4 Sea (X, d) un espacio métrico y S un subconjunto de X. Entonces x € X
es un punto adherente de S (x € S) si, y sdlo si, para todo n € N la bola B(x, 1) de
centro x y radio % corta a S.

Ejemplo 4.1. Sea X la recta real R. Si A = (0,1] entonces A = [0, 1], ya que cada
entorno del niimero 0 interseca a A, mientras que cada punto fuera de [0,1] tiene un
entorno disjunto con A.

EJeERrcICIO 4.1. Determina la clausura de los siguientes conjuntos:
(1) B={1/n|neZy}.

2) C={0}uU(1,2).

3) Q (el conjunto de los nimeros racionales).

4) N (el conjunto de los nimeros enteros).

~_~ o~ o~ o~

5) R, (el conjunto de los ndmeros reales positivos).

Toc <4< > > R | > Volver <« Doc Doc »



Seccién 1: Adherencia 6

La clausura de un subespacio depende del espacio ambiente donde se considere,
como se prueba en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2. Consideremos el subespacio Y = (0,1] de la recta real R. El conjunto
A = (0,1) es un subconjunto de Y; su clausura en R es el conjunto [0, 1], y su clausura
en 'Y es el conjunto [0,3]NY = (0,1].

La propiedad mds caracteristica de la adherencia de un conjunto S es la de que es
el menor cerrado que contiene al conjunto S. Veamos primero que la clausura es un

conjunto cerrado.

Proposicién 4.5 Sea (X, T) un espacio topolégico y S C X un subconjunto. Entonces
la clausura S es un cerrado en (X, 7).

Demostracién. Veamos que X — S es un abierto comprobando que es un entorno de
todos sus puntos. Sea x € X —S, entonces x no es un punto adherente, por lo que existe
un entorno U de x tal que U NS = @. Como U es un entorno de x existe un abierto
A € T tal que x € A C U. Por tanto, ANS = &.

Veamos que A C X —S, con lo que X — S sera abierto. Para todo y € A, el conjunto
abierto A serd un entorno de y que no corta a S, luegoy ¢ S. Es decir, A C X —S. Por
tanto, X — S es un entorno de x. Y esto para todo x que no esté en S, por lo que X — S
es abierto. g
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1.2. Caracterizacion de la adherencia

Proposicién 4.6 Sea (X,T) un espacio topoldgico, S C X un subconjuntoy C C X un
cerrado tal que S C C. Entonces S C C. En otras palabras, S es el menor cerrado que
contiene a S.

Demostracion. Razonaremos por reduccién al absurdo. Sea C un cerrado con S C Cy
supongamos que S ¢ C, es decir, que existe un punto x € S tal que x ¢ C. Entonces X—C
es un abierto que contiene al punto x y como que S C C, se cumple que (X—C)NS = .
Por tanto, x no es un punto adherente de S, lo cual es una contradiccién. O

Como consecuencia tenemos la siguiente caracterizacién de la adherencia.

Corolario 4.7 Sea (X,T) un espacio topolégico y S C X un subconjunto. Entonces la
adherencia S de S es la interseccidn de todos los conjuntos cerrados de X que contienen
as.

En particular, la propiedad anterior proporciona una caracterizacién de los conjuntos
cerrados como aquellos que contienen a todos sus puntos adherentes.

Corolario 4.8 Un conjunto C en un espacio topoldgico (X, T) es cerrado si, y sélo si,
C=_C
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CUESTION 4.1. jSon verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones?
1. En un espacio topoldgico trivial, la adherencia de cualquier conjunto no vacio es el
espacio total.

(a) Verdadero (b) Falso

2. En un espacio topoldgico discreto, la adherencia de cualquier conjunto S es el propio

S.
(a) Verdadero (b) Falso

3. En la topologia cofinita (X, T¢), la adherencia de cualquier conjunto estd formada
por el propio conjunto.

(a) Verdadero (b) Falso
4. En (R,7,), (0,1) =[0,1].
(a) Verdadero (b) Falso

En el caso de los espacios métricos, los puntos adherentes pueden ser caracterizados
en términos de la distancia.

Proposicién 4.9 Sea (X,d) un espacio métricoy S C X un subconjunto. Entonces un
punto x € S si, y sélo si, la distancia de x a S es d(x,S) = 0.

Demostracién. Supongamos que x € Sy que d(x,S) = A > 0; entonces B(x, \/2)NS =
@, lo que contradice el hecho de que x es un punto de adherencia de S.
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Reciprocamente, si d(x,S) = 0, entonces para cualquier n € N existe un punto
y € Stal que d(x,y) < 1, de modo que B(x,1/n)NS # @. Por tanto, x es un punto de
adherencia de S. O

1.3. Subconjuntos densos y espacios separables

Definicién 4.2 Sea (X,T) un espacio topolégico. Un subconjunto S C X se dice que
es denso en X si S =X

Los subconjuntos densos pueden ser caracterizados de la siguiente forma.

Proposicion 4.10 Sea (X,T) un espacio topoldgico y S C X. Entonces S es denso en
(X,T) si, y sélo si, ANS # & para todo abierto A € 7.

Demostracion. Supongamos que S C X es denso, es decir, S = X y sea A # @ un
abierto. Si x € A, como x € S = X y A es entorno de x se cumple, por la definicién de
adherencia, que ANS # @.

Supongamos ahora que todo abierto A # & satisface ANS # &. Si suponemos que
S # X, entonces X — S seria un abierto no vacio, pero (X —S)NS = @, en contra de
lo supuesto. Por tanto, S = X. O

Ejemplo 4.3. El conjunto de los racionales Q es denso en (R, T,,). Por tanto, R contiene
un subconjunto numerable denso.
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Seccién 2: Puntos aislados y puntos de acumulacién 10

Definicién 4.3 Un espacio topoldgico (X,T) es separable si contiene un subconjunto
numerable denso.

Ejemplo 4.4. La recta real (R, T,) es separable.

2. Puntos aislados y puntos de acumulacion

Definicion 4.4 Sea (X, T) un espacio topoldgicoy S C X. Diremos que un punto x € X
es un punto de acumulacién (o punto limite) de S en (X, T) si cualquier entorno U
de x contiene un punto de S distinto de x. Es decir, si (U— {x}) NS # &. El conjunto
de todos los puntos de acumulacién de S se dice que es la acumulacién o conjunto
derivado de S, y se representa por S’.

Un concepto dual en cierto sentido es el de punto aislado.

Definicion 4.5 Sea (X,7) un espacio topolégico y S C X. Diremos que un punto
x € S C X es un punto aislado de S en (X,T) si existe un entorno U de x tal que
uns = {x}.

El siguiente resultado da una relacién entre puntos limites y puntos aislados.

Proposicion 4.11 Sea (X,J) un espacio topolégico y S C X. Entonces:
(a) El conjunto de puntos aislados de S es S — S'.
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Seccién 2: Puntos aislados y puntos de acumulacién 11
(b) S=SUS.

Demostracion. Probaremos el apartado (b), dejando el apartado (a) como ejercicio.
Bl Si x € S/, cada entorno de x interseca a S en un punto distinto de x, luego x € S.
Entonces S’ C Sy puesto que S C S, se sigue que SUS’ C S.

[E Supongamos ahora que x es un punto de S. Si ocurre que x pertenece a S, es trivial
que x € SUS’; supongamos que x ¢ S. Como x € S, sabemos que cada entorno U de x
interseca a S; al tener que x ¢ S, el conjunto U debe intersecar a S en un punto distinto
de x. Entonces x € S/, por lo que x € SUS’, como queriamos. O

CUESTION 4.2. Consideremos la recta real R.
1. ;El punto 0 es un punto limite de A = (0, 1]?

(a) SI (b) No
2.SiB={1/n|ne€Zy}, entonces ...

(a) B' = [-1,1] (b) B" = {0} (c) B'=R
3. Si C={0}U(1,2), entonces C’ es igual a ...

(a) [1,2] (b) [0,2] (c) [1,2)

EJERCICIO 4.2. Determina los conjuntos derivados de Q, Ny R, .

En un espacio métrico (X, d) las definiciones anteriores se concretan diciendo que un
punto x € X es punto de acumulacién de S C Xsi paratodor > 0 (B(x,r)—{x})NS # &
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Seccién 3: Interior y frontera 12

y que un punto x € S C X es un punto aislado de S si existe r > 0 tal que B(x,r)NS =
{x}.

Ejemplo 4.5. En R con la topologia usual, todo natural n € N es un punto adherente
de N pero no es de acumulacién; es decir, los naturales son puntos aislados en (R, T,).
En efecto, (B(n,3) — {n}) "N = 2.

3. Interior y frontera

e Puntos interiores

Definicion 4.6 Sea (X,T) un espacio topolégico y S C X un subconjunto. Diremos
que x € S es un punto interior de S si S es un entorno de x. El conjunto de los puntos

o]
interiores de S se denomina el interior de S y se representa por S o IntS.
Un punto x ¢ S se dice que es exterior a S si x € Int(X —S).

Es obvio que para cualquier conjunto S C X se satisface

o —

ScScs.
Ejemplo 4.6.
(1) En R con la topologia usual, Int[0,1) = (0,1).

(o)
(2) En R con la topologia usual, @ = @. j Cudl es el exterior de Q7
Toc <4< » > | > Volver <« Doc Doc »



Seccién 3: Interior y frontera 13

(3) En un espacio topoldgico con la topologia trivial, el interior de cualquier subcon-
junto S & X es el vacio.

Proposicion 4.12 Sea (X, T) un espacio topoldgicoy S C X un subconjunto. Un punto
x € S es interior de S si, y sélo si, x ¢ X —S. En otras palabras, el interior de S es el
abierto dado por

S—X_X=5.

[e]
Demostracion. Si x € S, existe un abierto A tal que x € A C S. Entonces
AN (X—=S) =gy, por tanto, x ¢ X —S.
Sea, ahora, x ¢ X —S. Como X —S C X — S, si tomamos complementarios en esta
relacién cambia el sentido de la inclusién y tendremos que X — X — S C S. Ahora bien,

[ [e]
X — X — S es abierto, por lo que S es entorno de x, luego x € S. d
Una importante caracteristica del interior de un conjunto es que se trata del mayor
abierto contenido en dicho conjunto.
Proposicion 4.13 Sea (X, T) un espacio topoldgico y S C X un subconjunto. Entonces
o
si A C S es abierto se cumple que A C S.

Demostracion. Sea A un abierto no vacio tal que A C S y sea x un punto de A. Como
A es abierto, es un entorno de x y, por tanto, también lo es S. Entonces x es un punto
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Seccién 3: Interior y frontera 14

o
interior de S, luego A C S. g
En particular, esta proposicidon proporciona una caracterizacién de los conjuntos

abiertos como aquellos en los que todos sus puntos son interiores:

Corolario 4.14 Un subconjunto S de un espacio topoldgico (X, T) es abierto si, y sélo
si, S=S.

Se puede caracterizar el interior en términos de bases de entornos (la demostracién
se deja como ejercicio).
Proposicion 4.15 Sea (X, T) un espacio topolégico, S C Xy x € S. Sea B(x) una base

de entornos de x en la topologia T. Entonces x € S si, y sélo si, existe V € B(x) tal que
V CS.

Concretemos ahora estas caracterizaciones en el caso de los espacios métricos.
o
Corolario 4.16 Sea (X,d) un espacio métrico y S C X. Entonces x € S si, y sdlo si,
existe r > 0 tal que B(x,r) CS.

Observemos que la condicién anterior es equivalente a que exista n € N tal que
B(x,1) CS.
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En el caso de espacios métricos, podemos caracterizar también el interior en términos
de la distancia a un conjunto.

EJERCICIO 4.3. Sea (X,d) un espacio métrico y S C X. Pruebe que un punto x € S es
un punto interior de S si, y sélo si, d(x,X —S) > 0.

El interior posee las siguientes propiedades, que son duales de las correspondientes
de la adherencia, probadas en la Proposicién 4.1.
Proposicion 4.17 Sea (X,T) un espacio topoldgico, y sean Sy y S, subconjuntos de
X. Entonces:
[e] [e]
(a) Si Sy C Sy, entonces S; C S5
b) S1NS; = |nt(51 N 52)
Demostracion.
o
(a) Six € Sy, esto significa que S; es un entorno de x. Como S; C S, Sy también es
o

un entorno de x. Entonces x € S».

(b) Segtn hemos visto en la Proposicién 4.12:

S NSy = (X — S) (X—X=5,) =X - (X=5,UX=5,)
X (X< sl) X ):X—X—(Slﬂsz)zlnt(slﬂsz)
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e Puntos frontera

Definicion 4.7 Sea (X,T) un espacio topolégico y S C X un subconjunto. Diremos
que x € X es un punto frontera de S si todo entorno U de x cumple que UNS # &y
UN(X—S) # @. El conjunto de puntos frontera de S se denomina la frontera de S, y
se representa por Fr(S).

Como consecuencia de la definicidn, el siguiente resultado es obvio.

Proposicién 4.18 Sea (X, T) un espacio topolégico y S C X un subconjunto. Entonces
Fr(S)=SNnX-5.

Corolario 4.19 Si S es un subconjunto de un espacio topoldgico, entonces Fr(S) es
cerrado.
EJERCICIO 4.4.

(a) i{Cudnto vale la frontera de (0,1) en (R, T,)?
(b) ¢Cuanto vale la frontera de Q en (R, T,)?

Proposicion 4.20 Sea (X, T) un espacio topolégico, S C X un subconjunto y B(x) una
base de entornos de un punto x € X en la topologia T. Entonces x € Fr(S) si, y sélo si,
para todo V € B(x) se cumple que VNS # @y VN (X-S) # 2.
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En el caso de los espacios métricos tenemos la siguiente caracterizacion.

Corolario 4.21 Sea (X, d) un espacio métrico y S C X un subconjunto. Un punto x €
Fr(S) si, y sélo si, para todo r > 0 se cumple que B(x,r)NS # @y B(x,r)N(X-S) # @.

Observemos que, de forma equivalente, se puede decir que un punto x € Fr(S) si, y
sélo si, para todo n € N se cumple que B(x,1) NS # @y B(x,2)N (X -9) # 2.

® Relacidn entre interior, clausura y frontera

Finalizamos esta seccién con una bonita relacién entre los conjuntos interior, clausura
y frontera.

Proposicion 4.22 Sea (X,T) un espacio topoldgico y S C X un subconjunto. Entonces
la frontera de S estd dada por

Fr(S)=S—S.
Demostracién. La Proposicién 4.18 implica que Fr(S) = SN X —S. Entonces usando

la Proposicién 4.12 tenemos

o

SNX-S=SN(X-S)=S—

que es lo que queriamos probar. O

wno

i
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Proposicion 4.23 Sea (X, T) un espacio topoldgico y A C X. Entonces A es abierto si,
y sélo si, Fr(A)NA = 2.

Demostracién. Si A es abierto, como Fr(A) = A — A tenemos que Fr(A)NA = @.
Si Fr(A) N A = &, entonces

G =FrA)NA=(A—A)NA=A—A,

o
lo que significa que A C A. Por tanto, A es abierto. g

4. Adherencia, interior y frontera relativos

e Adherencia relativa
Si tenemos un espacio topoldgico (X, T), un subespacio suyo (H,Ty) y un subconjunto

. . =H = ,
S C H, se puede estudiar la adherencia de S tantoen H, S ', como en X, S. jCudl es la
relacién entre ambas? Vamos a estudiarla a continuacién.

Proposicion 4.24 Sea (X,T) un espacio topolégico y H C X. Consideremos el subes-
pacio topoldgico (H,Th) y sea S € H C X. Entonces

' _35nH.

Toc <4< > > R | > Volver <« Doc Doc p



Seccién 4: Adherencia, interior y frontera relativos 19
Demostracion. Hemos visto que S N H es cerrado en H. Ademads, por la misma
definicién, tenemos que S C SN H y como la adherencia de S en H es el menor de los

cerrados de H que contiene a S, tendremos que §H CSNH.
Reciprocamente, sea x € SNH. Sea U’ € En(x). Entonces serd U’ = UNH para algn
U € &(x). Como x € S, tendremos que UN'S # &. Ahora bien, UUNS=UNHNS =

UﬁS;«éQ,porquuexegH. O

Ejemplo 4.7. La adherencia de (0,1) en (0,00) (considerado este dltimo como subes-
pacio topoldgico de R con la topologia usual) es (0, 1].

e Interior relativo

Proposicion 4.25 Sea (X, T) un espacio topolégico y H C X. Consideremos el subes-
pacio topoldgico (H,Tn) y sea S € H C X. Entonces

Inty'S S S N H.

[e]
Demostracion. Es claro que SN H es un abierto de H incluido en S. Como Inty S es el

o
abierto relativo mds grande incluido en S, se cumple SN H C Inty S. g

La propiedad anterior no ayuda mucho a la hora de calcular el interior ya que, en general,
la inclusién es estricta, como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.8. Consideremos Q como subespacio de R con la topologia usual. Sabemos

que Q = @, pero Intg Q@ = Q. Por tanto,
Q=IntgQ#QNQ=a.

e Frontera relativa

Corolario 4.26 Sea (X, T) un espacio topolégico y H C X. Consideremos el subespacio
topoldgico (H,Tn) y sea S € H C X. Entonces

Fru(S) C Fr(S) N H.

Demostracion. La frontera de S en H estd dada por
Fru(S) =S NH—S" =SNHNH - SNH = SNH — SNH  SNX — SNH = Fr(S)NH.
O

El Ejemplo 4.8 anterior muestra que, en general, la inclusidn es estricta.

5. Sucesiones

En esta seccién vamos a estudiar el concepto de sucesién en un espacio topoldgico
general, y analizaremos la relacién que existe entre puntos adherentes y convergencia
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de sucesiones, relacién que resulta ser especialmente interesante, y particularmente dtil,
en el caso de los espacios métricos.

Definicion 4.8 Sea (X,T) un espacio topoldgico y (x,)32; una sucesién de puntos
de X. Diremos que (x,)52; converge a x en (X,7), y lo denotaremos por x, — x o
lim,, x, = X, si para todo entorno U de x existe ng € N de modo que si n > ng, entonces
xn € U. La sucesion (x,)o2; se dice que es convergente y el punto x se llama limite
de (xn)Z;-

Ejemplo 4.9. La convergencia de una sucesién depende de la topologia. Sea un conjunto
X'y (xn)32,, con x, = x € X para todo n, la sucesién constante x. Entonces se dan las
dos situaciones siguientes:

(a) (xn)52; converge a cualquier punto y € X en la topologia trivial (X, T7).

(b) {xn}22; sélo converge a x en la topologfa discreta(X, Tp).

5.1. Sucesiones convergentes y bases de entornos

Relacionemos las sucesiones convergentes con las bases de entornos.

Proposicion 4.27 Sea (X, T) un espacio topoldgico, (x,)%; una sucesién en X y B(x)
una base de entornos de x en la topologia T. Entonces (x,)52; converge a x si, y sélo
si, para todo V € B(x) existe ng € N tal que si n > ng, entonces x, € V.
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Demostracion. Si (x)02; converge a x, como B(x) C Uy, la condicién se cumple
para todos los entornos V € B(x).

Si U € Uy es un entorno de x, como B(x) es base de entornos, existird V € B(x)
tal que V C U. Entonces para este V existird ng € N de manera que si n > ng se tiene
que x, € V C U. Por tanto, para todo n > ng se tiene que x, € U. O

5.2. Sucesiones y espacios métricos

En el caso de los espacios métricos podemos enunciar la convergencia de sucesiones
como sigue.

Corolario 4.28 Sea (X,d) un espacio métrico y (x,)52, una sucesién en X. Entonces
(xn)22, converge a x si, y sélo si:

Para todo € > 0 existe ng tal que n > ng = d(xn, x) < €.
Muy interesante es la siguiente consecuencia, en el que la convergencia se reduce,

en el caso de los espacios métricos, al estudio de la convergencia de una sucesién de
nimeros reales:

Corolario 4.29 Sea (X,d) un espacio métrico y (xn)52; una sucesién en X. Entonces
(xn)22, converge a x si, y sélo si, la sucesién de las distancias (d(xs,X))32; converge a
Oen (R,||).
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e Unicidad del limite

Una propiedad importante de la convergencia de sucesiones de nimeros reales es la
unicidad del limite. Ya hemos visto en el Ejemplo 4.9 que esto no se cumple en los
espacios topoldgicos generales. Sin embargo, si es cierto para un tipo particular de
espacios topoldgicos, que incluye a los espacios métricos.

Proposicion 4.30 Sea (X, J) un espacio topoldgico de Hausdorffy (x,)22 una sucesién
en X. Entonces, si (x,)52; es convergente, su limite es tnico.

Demostracién. Supongamos que (x,)52; es convergente en X a dos puntos distintos
x #y. Como X es de Hausdorff, existen entornos U € U,y V € E(y) tales que UNV = &,
Por otra parte, como (x,)22; converge a x, para el entorno U de x existe ng tal que
si n > ng, entonces x, € U.
Igualmente, para el entorno V de y, existe n; tal que si n > nj, entonces x, € V.
Asi, para todo n > n; yn > ng ala vez, se cumple x, € Uy x, € V, lo que estd en
contradiccién con el hecho de que UNV = . g

Para concluir este apartado dedicado a las sucesiones en los espacios métricos, vamos
a ver que la adherencia, los subconjuntos densos y la frontera se pueden caracterizar,
en un espacio métrico, en términos de sucesiones.
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® Puntos adherentes, conjuntos densos y puntos frontera

Proposicién 4.31 Sea (X, d) un espacio métricoy sea S C X. Entonces x € S si, y sélo
si, existe una sucesién (x,)o2; C S tal que x, — x.

Demostracién. Supongamos que x € S. Sabemos que {B(x,%) | n € N} es una
base de entornos de x en (X, d). Por tanto, B(x, )NS # @. Podemos construir entonces
una sucesion de la siguiente forma:

» Para n =1 tomamos x; € B(x,1)NS.
» Para n =2 tomamos x, € B(x,2) NS.

= Y asi sucesivamente: para cada n tomamos x, € B(x, %) nSs.
De esta manera obtenemos una sucesién (x,)°2; de puntos de S que converge a x
evidentemente.
Si existe una sucesién (x,)o2; en S tal que x, — X, entonces para todo U € U,
existe ng tal que n > ng implica que x, € U, es decir, UN'S # @. Por tanto, x € S. O

La propiedad anterior para los puntos adherentes permite dar una caracterizacién

para un conjunto denso.

Proposicion 4.32 Sea (X, d) un espacio métrico y S C X un subconjunto. Entonces S
es denso en X si, y sélo si, para todo x € X existe una sucesion (x,)3; en S tal que

Xn — X.
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Demostracion. Simplemente hay que tener en cuenta la Definicién 4.2 de conjunto
denso y la Proposicién 4.31. g

Finalizamos con una caracterizacién de los puntos frontera.

Proposicion 4.33 Sea (X,d) un espacio métricoy S C X. Un punto x € X es un punto
frontera de S si, y sélo si, existe una sucesion (x,)5; en Sy otra (y,)32; en X—S tales
que Xp — X € Yp — X.

Demostracién. De nuevo, sélo hay que tener en cuenta la Definicién 4.7 de punto
frontera y la Proposiciéon 4.31. g

6. Problemas propuestos
Problema 4.1. Estudie si (R, Tcf) es un espacio de HausdorfT.

Problema 4.2. Demuestre que la familia formada por las uniones de elementos de
B = {[a,b) | a,b € R} es una topologia sobre R. ;Es de Hausdorff? ;Es la usual de R?

Problema 4.3. Un espacio topoldgico (X,T) se dird puntualmente cerrado cuando
todo subconjunto unipuntual {x} sea cerrado. Demuestre que (X,T) es puntualmente
cerrado si, y sélo si, para cada par de puntos distintos x,y € X existen abiertos Ay B
tales que x € A—B ey € B—A. Pruebe que todo espacio de Hausdorff es puntualmente
cerrado. ;Es cierto el reciproco?
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Problema 4.4. Sea (X,d) un espacio métrico y C,F C X cerrados disjuntos. Pruebe
que existen dos abiertos disjuntos A y B tales que C C Ay F C B.

Problema 4.5. Sea (E, <) un conjunto totalmente ordenado. Un intervalo abierto es
cualquier conjunto de la forma (a,b) = {x € E|a <x < b}; («,b) = {x € E|x < b}y
(a,—) = {x € E | a < x}. Demuestre que, tomando como abiertos la unién arbitraria de
intervalos abiertos, se tiene una topologia sobre E y que dicha topologia es de Hausdorff.

Problema 4.6. Pruebe que si B es una base de una topologia T sobre un conjunto X
y H C X, entonces By = {HN B | B € B} es una base para la topologia Ty inducida
sobre H.

Problema 4.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Pruebe que si F C X es cerrado, entonces
d(x,F) =0 si, y sélo si, x € F.
Problema 4.8. En (R, 7,), calcule SNR — S cuando S es i) [a, b); ii) (a, b); iii) N; iv)
Q.
Problema 4.9. En (R, T), calcule Fr(S) N (R —S) cuando S es i) un abierto; ii) finito;
iii) Q.
Problema 4.10. Sean (X, T) un espacio topolégico y A un subconjunto de X. Se dice
que A es fronterizo cuando A C Fr(A) y que A es raro cuando A = &.

(a) ¢Es cierto que A es fronterizo si, y sélo si, A = @7
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(b) Es cierto que A es fronterizo si, y sélo si, el complementario de A es denso en
X?

) Encuentre en (R, T),) dos ejemplos de conjuntos fronterizos.
) Encuentre en (R, T,) dos ejemplos de conjuntos raros.
e) j Todo conjunto raro es fronterizo?
) i Todo conjunto fronterizo es raro?
(g) iA abierto implica que Fr(A) es raro?
(h) ;Todo conjunto cerrado y raro es la frontera de un conjunto abierto?

Problema 4.11. Sea (X, T) un espacio topolégico. Demuestre que si A C B, entonces
todo punto de acumulacién de A es un punto de acumulacién de B, es decir, A’ C B’.

Problema 4.12. Considere el conjunto X = {a,b,c,d,e} y la topologia sobre X dada
por
T ={2,X,{a};{a,b};{a,c,d};{a,b,c,d}; {a,b,e}}.
(a) Encuentre los puntos interiores de A = {a, b, c}.
(b) Encuentre los puntos exteriores de A.

(c) Encuentre los puntos frontera de A.
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Problema 4.13. Sea (X,J) un espacio topoldgico y A € T un abierto. Pruebe que,

para todo B C X, se cumple que AN B = AN B. Proporcione un ejemplo que muestre
que si A no es abierto, entonces la igualdad anterior no se cumple necesariamente.

Problema 4.14. Demuestre que un conjunto A es abierto en un espacio topolégico
(X,T) si, y sélo si, para todo M C X tal que ANM = &, también es MNA = 2.

Problema 4.15. Si (X,d) es un espacio métrico y M C X. Demuestre:
(a) x € M si, y sélo si, d(x, M) = 0.
(b) x € Int(M) si, y sélo si, d(x, X — M) # 0.

Problema 4.16. Sea (X,T) un espacio topolégico, H € X y M C H. Considere el
subespacio (H, Ty). Pruebe:

(a) IntMNH C Inty M.

(b) Fru(M) C Fr(M) N H.

(c) Busque un ejemplo que muestre que las inclusiones de los dos apartados anteriores
pueden ser estrictas.

Problema 4.17. Sea R, la recta de Sorgenfrey y A = (0,1)U(1,2). Calcule Ay Fr(A).

Problema 4.18. Encuentre un ejemplo de dos subconjuntos A y B de (R?,T,) tales
que los conjuntos

ANB, AnB, ANB y ANB
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sean distintos.

Problema 4.19. Sea E=[-1,1] CR. Sea T={AC[-1,1] |0 ¢ A6 (—1,1) C A}:
(a) Pruebe que T es una topologia sobre E.

(b) Calcule {iT} y Fr(=1,1).

Problema 4.20. En (R, J,) se consideran los subconjuntos A = [0,1), B=QnN[1,2],
C=(2,3]U{4} yD=AUBUC. Calcule A", B" y C".

Problema 4.21. Calcule en (R?,d,) el interior, el exterior y la frontera de los conjuntos
siguientes:

1
A = {(X?y)€R2|XZEan€N70SYS1}7
= {(xy) €R?|xy > 1},
C

1
{(Xay) GRZ |X:na y = HnGN}
Problema 4.22. Determine cudles son las sucesiones convergentes en los siguientes
espacios topoldgicos y especifique sus limites: a)(X, T7); b)(X,Tp) y c)(X, Tef).

Problema 4.23. ;Converge {(—3)"}52; en R,? En caso afirmativo, ja qué puntos
converge? Justifique la respuesta.
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Problema 4.24. Considere la recta real R y la familia T C P(R) dada por
T — {2, R} U {[~xx]heso
iEs (R,T) un espacio topoldgico? Justifique la respuesta.
Problema 4.25. Considere la recta real R y la familia 7 C P(R) dada por:
T={AUB|A€T,yBCQ}
Justifique que (R, T) es un espacio topoldgico.

Problema 4.26. Sea Ry la recta de Sorgenfrey. Para todo A, B C R, jse cumple siempre
que AN B = ANB? En caso afirmativo, justifique la respuesta y en caso negativo, dé un
contraejemplo.

Fin del Capitulo
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Soluciones de los ejercicios

Ejercicio 4.1.
(1) SiB={1/n|n€Z,}, entonces B = {0} UB.
(2) Si C={0}U(1,2), entonces C = {0} U[L,2].
(3) Si Q es el conjunto de los nimeros racionales, entonces Q@ = R.
(4) Si N es el conjunto de los niimeros naturales, entonces N = N.
(5) Si Ry es el conjunto de los reales positivos, entonces la clausura de R, es el

conjunto R U {0}.
Ejercicio 4.1

Toc <4< > > R | > Volver <« Doc Doc »



Soluciones de los ejercicios 32

Ejercicio 4.2. Si Q es el conjunto de los nimeros racionales, cada punto de R es un
punto limite de Q. Si Z4 es el conjunto de los enteros positivos, ningtin punto de R
es un punto limite de Z,. Si R, es el conjunto de los reales positivos, entonces cada
punto de {0} UR, es un punto limite de R,.. Ejercicio 4.2

Toc <4< > > R | > Volver <« Doc Doc »



Soluciones de los ejercicios 33

Ejercicio 4.3. Hemos visto que x es un punto interior de S si, y sélo si, x ¢ X —S. Por
otra parte, también sabemos que x € X — S si, y sélo si, d(x,X —S) = 0. Por tanto, x
es un punto interior de S si, y sélo si, d(x,X — S) # 0. Ejercicio 4.3
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Ejercicio 4.4(a) La frontera de (0,1) en (R, T,) es el conjunto de dos elementos {0, 1}.
0
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Ejercicio 4.4(b) Todos los ndmeros reales son puntos frontera de Q, es decir, Fr(Q)
R.

o
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Soluciones de las cuestiones

Cuestién 4.1(3) En la topologia cofinita (X, T¢f), la adherencia de un conjunto finito

es él mismo, pero la clausura de un conjunto infinito es el espacio total.
Fin de la cuestion
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Cuestién 4.2(1) El punto 0 es un punto limite de A. De hecho, cada punto del intervalo
[0, 1] va a ser un punto limite de A, pero ningtin otro punto de R es un punto limite de
A. Fin de la cuestién
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Cuestién 4.2(2) El 0 es el tnico punto limite de B. Cualquier otro punto x de R tiene
un entorno que, o no llega a intersecar a B, o interseca a B sélo en el propio punto
X. Fin de la cuestién
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Cuestion 4.2(3) Si C = {0} U (1,2), entonces los puntos limite de C son los puntos
del intervalo [1, 2]. Fin de la cuestién
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