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Resumen: En este capitulo definimos lo que es un espacio topoldgico
y estudiamos algunos caminos para construir una topologia sobre un
conjunto, para convertirlo en un espacio topoldgico. También consi-
deramos algunos de los conceptos elementales que tienen que ver con
espacios topoldgicos, como son las bases y las subbases, los espacios
producto, los subespacios, asi como los conjuntos abiertos y cerrados.
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1. El concepto de espacios topoldgico

La topologia inicié su andadura con el siglo XXy ya por los afios 20 se propusieron las
primeras definiciones de espacio topoldgico. Al principio hubo varias definiciones, pro-
puestas por los principales matematicos, que coincidian en unos puntos y discrepaban en
otros. Con el paso de los afios se fue unificando y en la actualidad estd ya estandarizada.

Definicion 2.1 Una topologia sobre un conjunto X es una coleccién T de subconjuntos
de X con las siguientes propiedades:

(1) @y Xesténen J.

(2) La unidn de los elementos de cualquier subcoleccién de T estd en 7.

(3) La interseccién de los elementos de cualquier subcoleccién finita de T estd en 7.
Un conjunto X para el que se ha definido una topologia T se llama un espacio

topolégico.

En realidad, un espacio topoldgico es un par (X,T) formado por un conjunto X y
una topologia T sobre X. Los elementos de T se denominan conjuntos abiertos de
(X,T) o, simplemente, abiertos.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1. Si X es cualquier conjunto y consideramos T = P(X), entonces (X, T) es
un espacio topoldgico. T se denomina topologia discreta.
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Ejemplo 2.2. Si X es cualquier conjunto y consideramos T = {&, X}, entonces (X, T)
es un espacio topoldgico. T se denomina topologia indiscreta o topologia trivial.

No todas las topologias son discretas o indiscretas. Veamos un sencillo ejemplo.

Ejemplo 2.3. Sea X un conjunto de tres elementos, X = {a, b, c}. Hay muchas topo-
logias posibles sobre X, algunas de las cuales se indican a continuacién:

(1) 71 ={X,@,{a, b}, {b},{b,c}}.
(2) T, = {X, 2, {a}, {a,b}}.

(3) T3 = {X, @, {a}, {b,c}}.

(4) Ta={X,2,{a}, {b},{a,b}}.

Pero hay colecciones de subconjuntos que no constituyen una topologia. Por ejemplo,
las siguientes familias no son una topologia:

(1) 75 = {X,2,{a}, {b}}.
(2) T6 = {X,2,{a,b},{b,c}}.
EJercicio 2.1. jEn qué fallan las familias J5 y T para no ser una topologia?

Ejemplo 2.4. Sea X un conjunto; sea T la coleccién de todos los subconjuntos U de
X tales que X — U es finito o es todo X. Entonces T es una topologia sobre X, llamada
topologia de los complementos finitos o topologia cofinita.
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Cuando el conjunto X es finito entonces la topologia cofinita coincide con la topologia
discreta. Siempre que estudiemos un conjunto con la topologia cofinita supondremos
que X es infinito.

EJERCICIO 2.2. Demuestra que T es, efectivamente, una topologia.

EJERCICIO 2.3. Sea X un conjunto y T¢, la coleccidn de todos los subconjuntos U de X
tales que X — U es numerable o todo X. Prueba que T, es una topologia sobre X. T, se
denomina topologia de los complementos numerables o topologia conumerable.

Definicion 2.2 Sea X un conjunto y sean J7 y T, dos topologias sobre X. Si T, D Ty,
diremos que T, es mas fina que T7; si > contiene propiamente a T, diremos que T>
es estrictamente mas fina que J7. También diremos que T; es mds gruesa que T,
o estrictamente mas gruesa, en estas dos respectivas situaciones. Se dice que J; es
comparable con T si T, D T; 6 T3 D To.

Ejemplo 2.5. La topologia indiscreta es mds gruesa (o menos fina) que cualquier otra,
y la topologia discreta es la mas fina posible.

Ejemplo 2.6. La topologia conumerable es mas fina que la topologia cofinita. En efecto,
si A es abierto en T entonces X — A es un conjunto finito y, por tanto, numerable.
Entonces A es abierto en T.,.
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2. Base de una topologia

Para describir una topologia no es necesario indicar todos los abiertos de la misma,
basta con indicar un subconjunto con algunas propiedades.

Definicion 2.3 Si X es un conjunto, una base para una topologia T sobre X es una
coleccién B de subconjuntos de X (llamados elementos bdsicos) tales que cada abierto
A de T es la unién de elementos de B.

Lo interesante de lo anterior es que estudiando dos propiedades podemos decidir si
una coleccién B es una base para la topologia. Mas precisamente, tenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 2.1 Sea X un conjunto y B C P(X) una coleccién de subconjuntos de X.
Entonces B es una base para una topologia 7 si, y sélo si, se cumple que

(1) Para cada x € X, hay al menos un elemento basico B que contiene a x.

(2) Si x pertenece a la interseccién de dos elementos basicos B y By, entonces existe
un elemento basico B3 que contiene a x y tal que B3 C B; N Bs.

Demostracion. Veamos que la coleccién T generada por la base B es una topologia
sobre X:
T ={A C X | A =UB para ciertos conjuntos B € B}.
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Si U es el conjunto vacio, satisface la condicién de ser abierto trivialmente. De la misma
forma, X estd en T, puesto que para cada x € X existe alglin elemento basico B que
contiene a x y contenido a su vez en X. Tomemos una familia {A;};c; de elementos de

Ty probemos que
A=A

jed
pertenece a 7. Dado x € A, existe un indice j tal que x € A;. Como Aj es abierto, existe
un elemento basico B tal que x € B C A;. Entonces x € By B C A, por lo que A es
abierto, por definicién.

Tomemos ahora dos elementos A; y A, de Ty probemos que A1 NA; pertenece a 7.
Dado x € A; N A,, elegimos un elemento basico B; que contenga a x tal que B; C Ay;
elijamos también un elemento bésico B, que contenga a x y tal que B, C A,. La segunda
condicién para una base nos permite elegir un elemento bdsico B3 que contiene a x y
tal que B3 C B; N By. Entonces x € B3 y B3 C A; N Ay, por lo que A; N Ay pertenece
a 7, por definicién.

Por ultimo, veamos que cualquier interseccién finita A; N --- N A, de elementos de
T estd en T. Utilizaremos la induccién. Este hecho es trivial para n = 1; supongamos
que es cierto para n — 1 y probémoslo para n. Tenemos

(Arn---NA)=(A1N---NA_1) NA,.
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Por hipétesis, A1 N --- N A,_1 pertenece a T; utilizando el resultado que acabamos
de probar, la interseccion de Ay N --- N A,_1 y A, también pertenece a J. Hemos
comprobado que T es, en efecto, una topologia. O

Ejemplo 2.7. La coleccién {(a,b) | a,b € R} de todos los intervalos abiertos de la
recta real constituye una base para la topologia usual T, de R.

Ejemplo 2.8. La coleccién {[a,b) | a,b € R} de todos los intervalos semiabiertos
anteriores constituye una base para una topologia sobre R. Dicha topologia se Ilama
topologia del limite inferior y se denota T,. El espacio topolégico (R, T;) se denota
simplemente por Ry y se llama recta de Sorgenfrey.

Ejemplo 2.9. Sea B la coleccién de todas las regiones circulares
(interiores de circulos) en el plano. Entonces B satisface las dos
condiciones de la Proposicién 2.1. La topologia generada por B
se denomina topologia usual de R? y se denota por T,,.

En esta topologia, un subconjunto A del plano es abierto si
cada x en A estd dentro de alguna regidn circular contenida en
A.
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Ejemplo 2.10. Sea B’ la coleccién de todas las regiones rectan-
gulares en el plano de lados paralelos a los ejes de coordenadas.
Entonces B’ satisface las dos condiciones de la Proposicién 2.1,
por lo que genera una topologia en el plano.

En este caso, la segunda condicién de la definicién de base
se satisface trivialmente, ya que la interseccidén de dos elementos
de la base vuelve a ser un elemento de la base.

xe

En los dos ejemplos anteriores hemos encontrado dos bases B y B’ que generan
topologias en el plano. La pregunta es, jseran la misma? La respuesta nos la proporciona
el siguiente resultado.

Proposicion 2.2 Sean B; y B, bases para las topologias T7 y To, respectivamente,
sobre X. Entonces son equivalentes:

(1) T2 es mas fina que T7.
(2) Para cada x € X y cada elemento bésico B € B; que contiene a x, existe un
elemento basico C € B tal que x € C C B.

Demostracion. [@E®] Sea U € T;. Si x € U, puesto que By genera T, existe un
elemento B € B; tal que x € B C U. La condicién (2) nos dice que existe un elemento
C € B, tal que x € C C B. Entonces x € C C U, por lo que U € T>.
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(OEW] Sea x € Xy B € B, con x € B. Como B pertenece a T7 por definiciény T3 C T3
por la condicién (1), entonces B € T,. Puesto que T, estd generada por B,, existe un
elemento C € B, tal que x € C C B. g

Ahora ya podemos ver que la coleccién B de todas las regiones circulares en el plano
genera la misma topologia que la coleccién B’ de todas las regiones rectangulares.
Aungque no sea muy riguroso, la siguiente figura ilustra la demostraciéon que podria
hacerse:

O

CUESTION 2.1. jQué topologia sobre R es mas fina?
(a) T (b) T

2.1. Subbase para una topologia

Hemos visto que los abiertos de la topologia generada por una base B esta formada por
la coleccién de las uniones arbitrarias de elementos de B. Si en lugar de trabajar con
las uniones arbitrarias lo hacemos con las intersecciones finitas llegamos al concepto de
subbase.
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Definicién 2.4 Una subbase § para una topologia sobre X es una coleccién de sub-
conjuntos de X cuya unién es igual a X, y la topologia generada por la subbase S es
la coleccién T de todas las uniones de intersecciones finitas de elementos de 8.

EJercICIO 2.4. Comprueba que T es, efectivamente, una topologia.

3. Subespacios topoldgicos

Proposicion 2.3 Sea (X, T) un espacio topolégico y H C X un subconjunto. La familia
Tu={HNA | a € T} de las intersecciones de los abiertos de X con H es una topologia
sobre H.

Demostracion. Evidentemente H € Ty, puesto que H=HNX, y @ = HN &, luego
o e Ty.

Si tenemos una familia {HNA; | i € I;A; € T} de elementos de Ty, entonces la
unién serd Uici(H N'A;) = HN (UiglAi). Como UiglA; € T por ser abiertos, tendremos
que la unién de elementos de Ty también estd en Ty. Aplicando la misma propiedad,
pero en sentido contrario, se prueba que la interseccién de dos elementos de Ty también
es de TH. O

Definicion 2.5 Sea (X, T) un espacio topolégico y H C X un subconjunto. El espacio
topolédgico (H,Ty) se llama subespacio topolégico de X y la topologia Ty se llama

Toc <4< > > R | > Volver <« Doc Doc p



Seccién 3: Subespacios topoldgicos 12

topologia inducida por T sobre H o topologia relativa de H con respecto a (X, 7). Los
abiertos de Ty se denominan abiertos relativos o abiertos para la topologia relativa.

EJercICIO 2.5. Demuestra si B es una base para la topologia de X, entonces la colec-
cién

By={BNH|Be B}
es una base para la topologia inducida sobre Y.

CUESTION 2.2. Los abiertos relativos, json abiertos en el espacio total?
(a) SI (b) No

Proposicion 2.4 Sea (X,T) un espacio topoldgico y (H,Ty) un subespacio. Entonces
todo subconjunto A C H abierto en (H,Ty) es abierto en (X,7) si, y sélo si, H es
abierto en (X, 7).

Demostracidn. Si todo abierto en Ty lo es en T, como H es abierto en T4 entonces
también es abierto en 7.

Reciprocamente, si H es abierto en T, como todo abierto A en Ty es de la forma
A = HNB, con B abierto en el espacio total, A serad abierto en el espacio total por ser
interseccién de abiertos. g

Ejemplo 2.11. Consideremos R con la topologia usual y el subespacio formado por
los racionales Q. Los abiertos en Q, para la topologia inducida, serdn intersecciones de
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abiertos de R con Q. Entonces el conjunto {x € Q@ : 0 < x < 1} es abierto en Q pero
no lo es en R.

4. La topologia producto

Ya hemos visto como construir nuevos espacios topoldgicos a partir de uno dado: los
subespacios topoldgicos. En esta seccién vamos a ilustrar otro método. Si X e Y son
espacios topoldgicos, vamos a definir una topologia sobre el producto cartesiano X x Y.

Definicion 2.6 Sean X e Y espacios topoldgicos. La topologia producto sobre X x Y
es la topologia que tiene como base la coleccién B de todos los conjuntos de la forma
U x V, donde U es un subconjunto abierto de X y V es un subconjunto abierto de Y.

El conjunto B es, en efecto, una base. La primera condi-
j cién es trivial, puesto que X X Y es ya un elemento bdsico.
v% La segunda condicién es casi igual de obvia, ya que la in-
j— terseccién de cualesquiera dos elementos bdsicos Uy x V4

o y Ua x V; es otro elemento basico. Tenemos

(Ul X Vl) N (U2 X V2) = (Ul N U2) X (Vl n Vz),

y el lltimo conjunto es un elemento basico porque U; N'Ujy y Vi NV, son abiertos en
X eY, respectivamente. La coleccién B no es una topologia sobre X x Y. La unién de
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los dos rectangulos de la figura, por ejemplo, no es un producto de dos conjuntos, por
lo que no puede pertenecer a B; sin embargo, es abierto en X x Y.

Teorema 2.5 Si B es una base para la topologia de X y € es una base para la topologia
de Y, entonces la coleccién

D={BxC|BeByCeC}
es una base para la topologia sobre X x Y.

Demostracién. Utilizaremos la Definicién 2.3 de base. Dado un conjunto abierto W
de X x Y y un punto (x,y) de W, por definicién de la topologia producto existe un
elemento U x V basico tal que (x,y) € U x V C W. Puesto que B y C son bases para
X e'Y, respectivamente, podemos elegir un elemento B de B tal que x € B C U, y un
elemento C de € tal que y € C C V. Por tanto, (x,y) € B x C C W. Asi la coleccién D
cumple el criterio de la definicidn, por lo que es una base para X x V. O

Ejemplo 2.12. Consideremos R con la topologia usual T,. Entonces podemos considerar
la topologfa producto sobre el producto cartesiano R x R = R?. Es facil ver que esta
topologia producto coincide con la topologia usual en R? que hemos introducido en el
Ejemplo 2.10.

Algunas veces es (til expresar la topologia producto en términos de una subbase.
Para hacer esto, primero definimos ciertas funciones llamadas proyecciones.
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Definicion 2.7 Sean m; : X X Y — X definida por m1(x,y) = xy m : X xY =Y
definida por m(x,y) = y. Las aplicaciones 71 y 7 se llaman proyecciones de X x Y
sobre su primer y segundo factor, respectivamente.

) Si U es un subconjunto abierto de X, el conjunto 7; *(U)
es, precisamente, el conjunto U X Y, que es abierto en
X x Y. De modo similar, si V es abierto en Y, ocurre que

Vi w3 (V) =X x V,
que también es abierto en X x Y. La interseccién de estos

v dos conjuntos es el conjunto U x V, como se aprecia en
la figura. Teniendo esto en cuenta, podemos enunciar el siguiente resultado.

X

Teorema 2.6 La coleccidn
8 = {m;*(U) | U es abierto en X} U {m, (V)| V es abierto en Y}
es una subbase para la topologia producto sobre X x Y.

Demostracién. Sean 7 la topologia producto sobre X x Y y J” la topologia generada
por 8. Puesto que cada elemento de S pertenece a T, también pertenecen las uniones
arbitrarias de intersecciones finitas de elementos de S. Asi T/ C 7. Por otro lado, cada
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Seccién 5: Subconjuntos especiales 16

elemento bdsico U x V para la topologia T es una interseccién finita de elementos de
8, puesto que

UxV=r1U)nm (V).
Por lo tanto, U x V pertenece a 77, y asi T C 7". O

5. Subconjuntos especiales

5.1. Conjuntos cerrados

Definicion 2.8 Sea (X,T) un espacio topoldgico. Un subconjunto C C X se dice que
es cerrado si su complementario C¢ = X — C es abierto. La familia de todos los cerrados
de X se denotard por C.

Ejemplo 2.13.

(a) En un espacio topoldgico con la topologia indiscreta, los tinicos cerrados son Xy
J.

(b) En un espacio topoldgico con la topologia discreta, todos los subconjuntos de X
son cerrados.

(c) En la topologia cofinita, (X, Tcf), un subconjunto C C X es cerrado si, y sélo si,
C =X, o bien C es finito.
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EJERCICIO 2.6. Sea X un conjunto con la topologia conumerable T,. ;j Cudles son los
cerrados de (X, T¢,)?

CUESTION 2.3. Consideremos el siguiente subconjunto de la recta real:
Y =[0,1]U(2,3)

con la topologia relativa.
1. En este espacio, jes el conjunto [0, 1] abierto?
(a) ST (b) No
2. En este espacio se satisface:
(a) (2,3) y [0,1] son abiertos.
(b) (2,3) y [0,1] son cerrados.
(c) (2,3) es abierto y [0, 1] es cerrado.
(d) (2,3) es cerrado y [0, 1] es abierto.

El hecho de que un conjunto sea cerrado no implica, como hemos visto en el gjercicio
precedente, que este conjunto no pueda ser abierto; de hecho, existen conjuntos que
son a la vez abiertos y cerrados. Por ejemplo, el espacio total X (en cualquier topologia
T) o cualquier conjunto de un espacio con la topologia discreta. De la misma manera,
también existen conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados, como cualquier intervalo
de la forma [a,b) en R con la topologia usual.
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Los cerrados cumplen una serie de propiedades similares (en cierto modo duales) a
las propiedades de los abiertos.

Teorema 2.7 Dado un espacio topoldgico (X, T), se satisfacen las siguientes propieda-
des:

(1) Xy @ son cerrados.
(2) Si {C;|i €I} es una familia de cerrados en X, entonces Ni¢;C; es un cerrado.
(

3) Si{C |i=1,2,...,n} es una familia finita de cerrados, entonces U, C; es un
cerrado.

Demostracién. (1) @ y X son cerrados porque son los complementos de los conjuntos
abiertos X y &, respectivamente.
(2) Dada una coleccién de conjuntos cerrados {C; | i € I}, aplicamos la ley de De

Morgan,
X-(G=JX-a).
icl icl
Como los conjuntos X — C; son abiertos, la parte derecha de la ecuacién anterior re-
presenta una unién arbitraria de conjuntos abiertos, y es también abierto. Por lo tanto,
N G es cerrado.
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(3) De manera similar, si C; es cerrado para i =1,...,n, consideremos la ecuacién
n

El conjunto de la parte derecha de esta ecuaaén, al ser una interseccién finita de
conjuntos abiertos, es abierto. De aqui, |JC; es cerrado. O

X—Ci).

HD:

CUESTION 2.4. jLa unién arbitraria de cerrados es un cerrado?
(a) Si (b) No

Los cerrados en la topologia inducida también son intersecciones de cerrados del
espacio total con el subespacio.

Proposicion 2.8 Sea (X,T) un espacio topoldgico y sea H C X. Un subconjunto de
F C H es un cerrado relativo si, y sélo si, existe un cerrado C en el espacio total de
forma que F = CnNH.

Demostracion. Sea F un cerrado en (H,Ty). Entonces su complementario en H es
un abierto relativo, H — F € Ty. Por tanto, existe A € T tal que H — F = AN H. Pero
entonces C = X — A es un cerrado en (X,T) y

F=H-(H-F)=H—-(ANH) =H—-A=HN(X—-A)=HNC.
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Reciprocamente, sea F = CNH con C cerrado en el espacio total. Su complementario
en H se puede expresar asi:

H-F=H-(CnH)=H-C=HnX-0C).

Como X — C € T es abierto, por ser complementario de un cerrado, H — F € Ty, de
modo que F es cerrado en (H, Ty). O

La demostracién del siguiente resultado es similar a la Proposicién 2.4.

Proposicion 2.9 Sea (X,T) un espacio topoldgico y (H,Ty) un subespacio. Entonces
todo subconjunto C C H cerrado en (H,Ty) es cerrado en (X,T) si, y sdlo si, H es
cerrado en (X, 7).

5.2. Entornos

Definicion 2.9 Dado un espacio topoldgico (X, T), diremos que un subconjunto U C X
es un entorno de un punto x € X si existe un abierto A tal que x € A C U. El conjunto
o familia de todos los entornos de un punto x € X sera denotado por U,.

Ejemplo 2.14.
(a) En un espacio topoldgico trivial, el dnico entorno posible de un punto es el espacio
total.

(b) En un espacio topoldgico discreto, un conjunto U € U, si, y sélo si, x € U.
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Seccién 5: Subconjuntos especiales 21

(c) En la topologia cofinita, U € U, si, y sélo si, x € Uy U¢ = X — U es finito.

Proposicion 2.10 Sea (X, T) un espacio topoldgico. Un conjunto A es abierto si, y sélo
si, A es entorno de todos sus puntos.

Demostracion. Si A es abierto, se tiene que x € A C Ay, por tanto, A es un
entorno de x, para todo x € A.

Reciprocamente, si suponemos que A es entorno de todos sus puntos, entonces para
todo x € A existe un abierto Uy tal que x € U, C A. De esta manera se puede escribir
A = UyeaUy, que serd abierto ya que es unién de abiertos. O

Proposicion 2.11 Sea (X,T) un espacio topolégico y un punto x € X. La familia de
entornos Uy verifica las siguientes propiedades:

(1) Si U €Uy, entonces x € U.

(2) SiUeUcyUCV, entonces V € Uy.

(3) Si U,V € Uy, entonces UNV € U,.

(4) SiUeU,, existe V € Uy tal quex eV C Uy V e U, para todoy € V.

Demostracion.
(1) Es evidente.
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(2) Como U € U, entonces existe un abierto A de modo que x € A C U, pero
entonces x € A C V; por tanto, V € U,.
(3) Si U,V € Uy existen abiertos A, B, tales que x € A C Uy x € B C V. Esto
implica quex e ANB C UNV, y como AN B es abierto por ser interseccién de
dos abiertos, tendremos que U NV € U,.
(4) Como U € Uy, existe un abierto A € T tal que x € A C U; basta tomar A =V
O

La familia de todos los entornos es habitualmente muy grande y, con frecuencia,
dificil de representar. Incluso en el caso de R, con la topologia usual, los entornos
pueden ser muy complicados, lo que se resuelve trabajando sélo con los intervalos. En el
caso general introduciremos un concepto que facilitard el trabajo de forma semejante.

Definicion 2.10 Sea (X,T) un espacio topoldgico, un punto x € X y una subfamilia
V, C U, de la familia de entornos de x. V, es una base de entornos de x, o base local
de x, en (X,T) si se verifica que

Para todo entorno U € U, existe V € V, tal que V C U.

Ejemplo 2.15.

(1) En R con la topologfa usual, una base de entornos para cada x € R es la familia
formada por los intervalos de centro x y radio r > 0 variando r, es decir, {(x —
r,x—+r):r>0}.

Toc <4< > > R | > Volver <« Doc Doc »



Seccién 5: Subconjuntos especiales 23

(2) En un espacio topoldgico trivial o indiscreto, (X,T)), la dnica base de entornos
posible es la formada tinicamente por el espacio total X.

(3) Si el espacio topoldgico es discreto, (X,Tp), {x} es un entorno de x, para todo
x € X. Entonces la familia formada sélo por este entorno Vy, = {{x}} es una base
de entornos de x.

Veamos, para concluir esta seccién, cémo son los entornos y las bases de entornos
en la topologia inducida.

Proposicion 2.12 Sea (X,T) un espacio topolégico y sea H € X. Dado x € H, un
subconjunto V C H es un entorno relativo de x (V € UH) si, y sélo si, existe U entorno
de x en el espacio total (U € Uy) de forma que V =UNH.

Demostracion. Sea V un entorno relativo de x: existe B € Ty tal que x € B C V.
Entonces existirda A € T tal que B = ANH. Sea U =AUV, evidentemente U € U,,
puesxe B=ANHyxeACAUV. Ademis:

UNH=(AUV)NH=(ANH)U(VNH)=BUV =V.

Reciprocamente, sea U € U, y tomemos V = UNH. Existe A € T tal quex € A C U.
Entoncesx e ANHCUNH=V. O
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Proposicion 2.13 Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea x € H C X. Si B(x) es una
base de entornos de x en (X, T), la familia By (x) = {BNH | B € B(x)} es una base de
entornos para la topologia relativa.

Demostracién. Evidentemente By(x) C U, Sea V € U!; entonces V = UNH, con
U € Uy. Por tanto, existe B € B(x) tal que x € B C U; entonces BNHC UNH=Vy

BNH E'BH(X). O

6. Problemas propuestos

Problema 2.1. Sea X un conjunto y p un punto de X. Demuestre que la coleccién
T_p ={X}U{A C X:p ¢ A} es una topologia sobre X. J_, se denomina topologia
del punto excluido.

Problema 2.2. Sea X un conjunto infinito y p un punto de X. Demuestre que la coleccién
T={AcCX|p¢gA}U{A C X|X—A es un conjunto finito} es una topologia sobre
X. Se denomina topologia Fort.

Problema 2.3. Sea T la familia formada por R, & y todos los intervalos infinitos abiertos
Aq = (q,+00), con q € Q. Demuestre que T no es una topologia sobre R

Problema 2.4. Sea T la familia de subconjuntos de R constituida por R, & y todos los
intervalos abiertos infinitos B, = (a,4+00), con a € R. Pruebe que T es una topologia
sobre R.
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Problema 2.5. Sean A y B dos subconjuntos de X. Se considera la familia T =
{@,X,A,B}. Encuentre condiciones sobre A y B para que (X,T) sea un espacio to-
poldgico.

Problema 2.6. Sea X = {1,2,3}. ;Se puede encontrar una topologia sobre X con dos
abiertos? jtres? jcuatro? jcinco? jseis? jsiete? jocho? jnueve?

Problema 2.7. En el conjunto de los nimeros naturales N se considera la familia de
subconjuntos {&, A}, donde A, = {n,n+1,n+2,...}, para cada n € N. Pruebe que
se trata de una topologia sobre N. Halle todos los conjuntos abiertos que contengan a
un numero dado. j Cudles son los cerrados que contienen al niumero 27

Problema 2.8. Sean X un conjunto cualquiera, (Y, T) un espacio topolégicoy f : X —
Y una aplicacién. Pruebe que la familia de subconjuntos de X dada por {f~1(A) | A €
T} es una topologia sobre X. Suponga ahora que (X,T) es un espacio topoldgico, Z
es un conjunto cualquiera y g : X — Z es una aplicacién. Se considera la familia
{g(B) | B € T}. {Es una topologia sobre Z?

Problema 2.9. Pruebe que la interseccién de cualquier coleccién de topologias sobre
un conjunto X es una nueva topologia sobre X. Sin embargo, la unién de dos topologias
no es necesariamente una topologia.

Problema 2.10. En R con la topologia usual, estudie si los siguientes intervalos son
entornos de 0 o no lo son: (—3,1]; (—1,0]; [0,3); (0,1].
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Problema 2.11. Encuentre sobre X = {1,2,3,4,5} una topologia que contenga al
conjunto {1,2,5}. Halle los entornos del niimero 5 y encuentre una base de entornos
del mismo.

Fin del Capitulo
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Soluciones de los ejercicios

Ejercicio 2.1.

(1) Ts = {X,2,{a}, {b}}.
La unién {a} U {b} = {a,b} no estd en Ts.

(2) J6 = {Xv g, {av b}a {bv C}}
La interseccién {a,b} N {b,c} = {b} no estd en Ts.

Ejercicio 2.1
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Ejercicio 2.2. Tanto X como & estan dentro de T, puesto que X — X es finitoy X — &
es todo X.
Sea {U,} una familia indexada de elementos no vacios de Tc; entonces

X = JUa =(X=Ua)

El dltimo conjunto es finito, puesto que cada conjunto X — U, es finito, por lo que | J U,
pertenece a .
Si Uy,...,U, son elementos no vacios de T, entonces
n n
X— (Ui = JX-U.

i=1 i=1
Este dltimo conjunto es una unién finita de conjuntos finitos y es, por tanto, finito. Esto
implica que [ U; estd en Tis. Ejercicio 2.2
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Ejercicio 2.3. Tanto X como & estdn dentro de T, puesto que X — X = & es finito
(numerable) y X — & es todo X.
Sea {U,} una familia indexada de elementos no vacios de T¢,; entonces

X = JUa =X~ Ua)

El dltimo conjunto es numerable, puesto que cada conjunto X — U, es numerable, por
lo que |JU,, pertenece a Tp,.
Si Uy,...,U, son elementos no vacios de T¢,, entonces
n n
X— (Ui = JX-U.

i=1 i=1
Este dltimo conjunto es una unién finita de conjuntos numerables y es, por tanto,
numerable. Esto implica que (| U; estd en T,. Ejercicio 2.3

Toc <4< > > R | > Volver <« Doc Doc »



Soluciones de los ejercicios 30

Ejercicio 2.4. Sera suficiente mostrar que la coleccién B de todas las intersecciones
finitas de elementos de & es una base. La primera condicién para una base es trivial.
Para comprobar la segunda condicidn, sean

Bi=Sin---NS,, 'y By=Sn---n§S,
dos elementos de B. Su interseccidn
BiNBy=(S1N---NSyu)N(SiN---NS})

es también una interseccion finita de elementos de 8, por lo que pertenece a B.
Ejercicio 2.4
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Ejercicio 2.5. Dados un abierto U en X y un punto y € U N H, podemos elegir un
elemento B en B tal quey € B C U. Entoncesy € BNH C UNH. Se sigue que By es
una base para la topologia inducida sobre H. Ejercicio 2.5
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Ejercicio 2.6. Un subconjunto C C X es cerrado si, y sélo si, C = X, o bien C es
numerable. Ejercicio 2.6
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Soluciones de las cuestiones

Cuestidén 2.1. Dado un elemento (a, b) bésico para T, y un punto x de (a, b), el elemento
[x, b) basico para T, contiene a x y estd en (a,b). Por otro lado, dado un elemento [x, d)
basico para Ty, no existe intervalo abierto alguno (a,b) que contenga a x y esté dentro
de [x,d). Asi T es estrictamente mas fina que T,. Fin de la cuestién
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Cuestidn 2.2. El intervalo [0,1) no es abierto en R con la topologia usual; sin embargo,
si es abierto en [0,400) con la topologia inducida. Fin de la cuestién
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Cuestién 2.3(1) El conjunto [0, 1] es la interseccién del conjunto abierto (3,3) de R
conY. Fin de la cuestién
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Cuestidn 2.4. La unidn arbitraria de cerrados no es, en general, un cerrado. Conside-

remos la familia )
{{0,1—} :nEN}
n

de intervalos cerrados en R. Su interseccién es

N {0,1 — ﬂ =10,1),

neN

que obviamente no es cerrado. Fin de la cuestion
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