CAPITULO 9
ESTADISTICA DESCRIPTIVA BIDIMENSIONAL

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

a) Cuando sobre cada individuo se observan siamglamente dos caradtgicas cuantitativas gmo se orga-
nizan y representan gficamente esos datos bidimensionales?

b) ¢Cmo se puede saber si dos variables éstizds esin relacionadas de forma lineal, exponencial, potencial
o paraldlica?

c) ¢ Se puede predecir el valor de una variable sabiendo el valor de otra variableagetaesinada con ella
de forma lineal, exponencial, potencial o pardn?

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

2.1. Tabulacbn de los datos

Cuando sobre cada individuo de una polilace observan simalheamente dos caradsicas cuantitativas, que
unidimensionalmente podmos representar separadamente por las variable¥’, entonces se dice que segst
observando uneariable estagbstica bidimensionay se representa pdX,Y).

El conjunto de valores bidimensionales de la variable junto con sus frecuencias asociadagataa la corres-
pondientadistribucion bidimensional de frecuencias

En el caso de variables bidimensionales podemos distinguir dos tipos principales de tablas:

a) Tabulacion en dos columnas (o en dos filas)

Si el nfimero de datos bidimensionales es pég.éos datos se disponen en dos columnas (o en dos filas)
sobre las que se emparejan los correspondientes valores unidimensionales de una mismarredizaci
variable bidimensional, como se expresa en la tabla siguiente:

variableX | variableY
1 Y1
T2 Y2

Tn Yn
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X Y B1 B s Bj s By suma
Al fll f12 flj flk fl*
A2 f21 f22 f2] f2k f2*
A'r‘ frl f’r‘2 f'rj frk' fT*
sumal| fi1 fez o fei o fek n

Tabla 9.1: Tabla de doble entrada o de contingencia

b) Tabla de doble entrada o de contingencia

Si el nfimero de observaciones bidimensionales es grande, clasificamosnidisiduos de la muestra en
r clases 44, ..., A,) respecto de la variabl&’, y enk clases (4, ..., By) respecto de la variabl¥.
Entonces los datos suelen organizarse en una tabla como la Tabla 9.1, que se dé&xgmite doble
entradao decontingencia

En la Tabla 9.1f;; es el imero de individuos que pertenecen a la cldsde la variableX y a la claseB;
de la variableY” y se llamafrecuencia absoluta conjunide la clased; x B; de la variable bidimensional
(X,Y).

La frecuencia relativa conjuntee la clase bidimensional; x B; esigual a:

hoy = L4 (9.)

2.2. Distribuciones marginales y condicionadas. Independencia de variables

Supongamos que tenemos los datos bidimensionales organizados en una tabla de doble entrada como la Tabla 9.1.

La suma de las frecuencias absolutas conjuntas de fa-flsima.,f;., es igual al imero de individuos en la clase
A; de la variableX, independientemente del valor &g y se llamafrecuencia absoluta marginale la clase4;
de la variableX:

fis =fio+ fia+ -+ fir.

La frecuencia relativa marginade la clase unidimensiondl; es igual a:

he = 122 9.2)

n

Analogamente, la suma de las frecuencias absolutas conjuntas de la cglugsima, f.;, es igual al @mero
de individuos en la catedier B, de la variableY’, y se llamafrecuencia absoluta marginale la claseB; de la
variableY:

fog = Jij+ fo5 4+ + fry

La frecuencia relativa marginadie la clase unidimensionél; es igual a:

fu

hey = . (9.3)
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Side la Tabla 9.1 consideramos la primera gltana columna obtenemos thistribucion marginal de frecuencias
absolutas de la variabl&:

Al fl*
A'L f’i*
Ar fr*

Anéalogamente, si consideramos la primera yltana fila de la Tabla 9.1, obtenemosdastribucion marginal de
frecuencias absolutas de la variabie

B fa
Bj | [
By, fek

Denotaremos poX/y; a la variableX condicionada a qu¥& tome el valory;. La distribucibn de frecuencias
absolutas condicionadade X /y; se obtiene de la Tabla 9.1 considerando la primera columnay la columna de la
claseB;; es decir:

Al flj
Ai fij
A'r f’r‘j

Por tanto, l&recuencia relativade X € A; condicionadeaa queY tome el valory; es:

hijj = J{JJ . (9.4)

Anéalogamente, denotaremos [ofz; a la variableY” condicionada a qu& tome el valorz;. Ladistribucion de
frecuencias absolutas condicionad#esY/x; se obtiene de la Tabla 9.1 considerando la primera fila y la fila de la
claseA;; es decir:
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Bl f’il
B; | fi
By, fik

En consecuencia, feecuencia relativadeY € B; condicionadaa queX tome el valorz; es:

hji = % (9.5)

Teniendo en cuenta laérinulas 9.4 y 9.5 se obtiene:
fij = higifsj = hjjifis
Dividiendo porn tenemos:

fi*

n .

T _ hiyj L hiyi

n n

Y teniendo en cuenta 9.1, 9.2 y 9.3 se tiene:
hij = hijjhag = T jitis.
La variableX esindependientele la variableY” si las distribuciones de frecuencias relativasXdeondicionada

a cualquier valor d& son todas iénticas; es decir, no dependen del valor que tome la variable condicidnante
es decir:

hijg = hijg == hy Vi,
lo que es equivalente a:
fﬂ:fﬁ:.“:fij:.“:fik Vi,
f*l f*2 f*g f*k

y por tanto:
fiz  fat+fiot+o+ fig oo+ fu

- vi7‘7
Joi St feat ot Jug o o !

lo que tamb&n se puede escribir como:

fij  fis .
= Vi, g .
f*j n J

En consecuencia, la definici de independencia entre las variab{es Y es equivalente a la siguiente propiedad:

n
0 Ssu equivalente:
hij = hishaj . Vi, g,

es decir, las frecuencias relativas conjuntas son iguales al producto de las correspondientes frecuencias relativas
marginales.
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2.3. Representaciones @ficas

Los métodos para determinar la existencia y el grado de @iaamitre dos variables cuantitativas deben ser capaces
también de discriminar entre los tipos generales de retaque hay:

a) Se dice que dos variables cuantitativd®e Y mantienen una rela@n directa cuando los valores altos en
Y tienden a emparejarse con valores altosXeros valores intermedios €xi tienden a emparejarse con
valores intermedios eX, y los valores bajos eF tienden a emparejarse con valores bajogen

b) Se dice que dos variables cuantitativd® Y mantienen una rela@n inversacuando los valores altos en
Y tienden a emparejarse con valores bajostenios valores intermedios €xi tienden a emparejarse con
valores intermedios eN, y los valores bajos e tienden a emparejarse con valores altosten

c) Sedice que no hay reldxi entre dos variables cuantitativas cuando no existe un emparejamient@stiem
entre ellas en fundin de sus valores.

En una buena representacigrafica conjunta de dos variables esstidas cuantitativas debe apreciai@elimente
si existe reladn entre las variables y de @tipo es. Una representéaai géafica que cumple esta condiai es el
diagrama de disperéin, que tamk&n se puede llamaiube de puntas

e Si los datos no e&h agrupados en intervalos (como en la tabla siguiente), entonces el diagrama deddispersi
hace como se muestra en la Figura 9.1.

x; | 61 118 57 123 125 122 122 85 85 85 83 78 76 V6 73 70 97 (107
yi | 15 28 15 30 31 30 30 23 22 22 23 23 23 21 21 21 25 29

Y
35 -
30 - . -

15 - ° o
10

O*Jyl | | | | | | — X

60 70 80 90 100 110 120 130
Figura 9.1: Diagrama de dispersion para datos no agrupados en intervalos

e Si los datos eéin agrupados en intervalos (como en la tabla siguiente), entonces el diagrama debdisgersi
hace como se muestra en la Figura 9.2.

X Y] (0,10] (10,20] (20,30] (30,40] (40,50] suma
(25,75] 13 3 16
(75,125] 4 9 5 1 19
(125,175] 11 16 4 31
(175,225] 2 11 9 22
(225,275 1 5 3 1] 10
(275,325] 1 5 6
suma 17 26 38 22 1| 104
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Figura 9.2: Diagrama de dispersion para datos agrupados en intervalos
2.4. Covarianza

A partir de las distribuciones marginales ey deY se pueden calcular las medidas descriptivas de las variables
XeY.

De entre las medidas descriptivas bidimensionales ds utilizada es I&€ovarianzaentre X e Y que se calcula
de la siguiente forma:

1) Silos datos se tabulan en dos columnas (o dos filas), la covarianzaXeafrees:

Z(l’z - 7)(yi —7) Z Z;Yi

n n

Spy = - TYy.

2) Silos datos se organizan en una tabla de doble entrada como la Tabla 9.1, la covarian¥eeéntes:

r k r k
DD @i—y =Dy DD wiyi fi
i=1 j—=1 i=1 j—1 _
Sgy = n = n - XY,

dondez; es la marca de clase de la cla$g y; es la marca de clase de la clasgy f;; es la frecuencia
absoluta conjunta de la clase bidimensioAalx B;.

Si en lugar de dividir por. dividimos por(n — 1) tenemos la l&Cuasicovarianza Covarianza modificada o
corregidaentreX eY’; cuya definicbn, por tanto, es la siguiente:

1) Silos datos se tabulan en dos columnas (o dos filas), la cuasicovarianz& entfees:
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2) Silos datos se organizan en una tabla de doble entrada como la Tabla 9.1, la cuasicovariatza &ntre

es: )
DN (@ =)y~

i=1 j=1

)

S pr—
i n—1

dondez; es la marca de clase de la clasg y; es la marca de clase de la clasgy f;; es la frecuencia
absoluta conjunta de la clase bidimensiodalx B;.

En consecuencia, la covarianza y la cuasicovarianaa estacionadas de la siguiente forma:
(n—1)S5y = nsay.

Por tanto, se puede calcular una de ellas a partir de la otra.

La covarianza (y, por tanto, la cuasicovarianza) es capaz de discriminar entre los dos tiposatelnetadipues:

a) siszy, > 0 entonces hay relamn lineal directa entr&l e,
b) sis,, < 0entonces hay relain lineal inversa entr& eY', y

C) sis,, = 0 entonces no hay relawi lineal entreX eY'.

2.5. Regresbny correlacion. Coeficiente de determinadn

Laregresbnconsiste en sustituir la nube de puntos correspondiente a una digrilidimensional por la funén
matendtica que mejor se ajuste a la nube de puntosdreelacion estima la “fuerza” con que las variablesast
relacionadas.

La curva de regre€ines la curva ideal hacia la que tienden los puntos del diagrama de dispersi
El ajuste por el rtodo de rimimos cuadradosonsiste en lo siguiente:

Si tenemos una nube de puntd&e;,y;),i = 1,2,...,n} y queremos ajustarle una curva cualquigra=
f(x,a,b,...) con padmetross, b, .. ., la determinadn deéstos se hace minimizando la siguiente expresi

D:Z[yi—f(.ri,a,b,...)]Q

i=1

Para saber sila curva= f(z,a,b,...) se ajusta a los puntds$x;, y;),i = 1,2,...,n} calculamos etoeficiente
de determinadin:

n

> lyi— ()
R*=1-"=1

Z(yi —7)?

Este coeficiente verifica:

1) 0< R?< 1.
2) Si R? = 1, entonces el ajuste es perfecto.
3) Si R? = 0, entonces la fundny = f(z) no se ajusta en absoluto a los puntos.

4) Cuanto nas se aproxim&? a 1, mejor es el ajuste.
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2.6. Regresbny correlacion lineal

2.6.1. Coeficiente de correladin lineal de Pearson

La covarianza carece de unos valoreaximo y ninimo estables, comunes a todos los casos, que permitan su
interpretaddn directa. La soluéin a este problema consiste en dividir la covarianza por el producto de las desvia-
ciones tpicas marginales. Estadice se conoce con el nombreat@ficiente de correlaén lineal de Pearsary

se denota por la letrg o sea:

=t (9.6)

)
Sz Sy

dondes,, es la desviadin tipica de la variableX y s, es la desviadin fipica de la variable’.

Si la tabuladdn de los datos se ha hecho en dos columnas, entonce$mumald alternativa equivalente a la
expresbn 9.6 es la siguiente:

n n n
i=1 i=1 i=1

T =

2 2
n E x5 — g X n E y; — E Yi
i=1 i=1 i=1 i=1

La razdn principal por la que la covarianza no puede considerars@dioe de dependencia lineal entre dos
variables es la dificultad de su valor@gidado que carece de urarimo y un ninimo estables. Pero el coeficiente
de correladn lineal no tiene esa dificultad ya que eistéice no puede valer as de 1 ni menos del, es decir:

—-1<r<1.

Ademas, la interpretadn descriptiva de es la siguiente:

a) Sir = 1 entonces existe una dependencia lineal directa exacta entre las vakablEs Los puntos del
diagrama de dispei@n esén sobre undiea recta de pendiente positiva.

b) Sir = —1 entonces existe dependencia lineal inversa exacta &hee”. Los puntos del diagrama de
dispersbn esén sobre undiea recta de pendiente negativa.

¢) Sir = 0 entonces no existe dependencia lineal eAtreY’.

d) Cuanto nas se aproxime a —1 0 al, mas dependencia lineal existe en¥ee Y. Cuando esto ocurra, el
diagrama de dispef@n se aproxima a unénlea recta.

e) Cuanto nas se aproxime a 0, mas independencia lineal existe enfiee Y. Cuando esto ocurra, el
diagrama de dispei@n no se aproxima a una recta.

f) Sir es positivo, entonces al aumentar el valor de la variAblaumenta el valor de la variablée

g) Sir es negativo, entonces al aumentar el valor de la varig@bldisminuye el valor de la variablé.

2.6.2. Recta de regre$in minimo cuadratica

La recta de regresh ninimo cuadatica deY sobreX es la rectst’ = A + BX que mejor se ajusta (por el
método de rmimos cuadrados) a los puntos del diagrama de dispeféi;, v;),7i = 1,2, ...,n}. Estarecta nos
permitira predecify” a partir de los valores d¥.
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Tenemos que minimizar la exprési

n

D(A,B) =) [y — (A+ Bx;))* . (9.7)

=1
Igualando a cero las derivadas parciale®despecto del y de B obtenemos las siguientesuaciones normales
Y yi=BY x +nA
SNayi=BY. 27+ AY x;

Silos datos eéin tabulados en dos columnas, kasriulas de los coeficientey B que hacen iimima la expregin
9.7 son las siguientes:

n n n
n E T;Yi — E T E Yi
- i=1 i=1 i=1

B
n n 2 ’
2
nyoet— (3o
=1 =1
A = y-—BT.
Estas érmulas son equivalentes a las siguientes:
S S
B = Q;y =r ,
sz Sy
A = 73— BT.

Estaslltimas rmulas se pueden aplicar tanto si los datoarestganizados en una tabla de dos columnas como
si lo esfn en una tabla de doble entrada.

Anéalogamente, la ecudni de la recta de regrési minimo cuadatica deX sobreY” es:

X=A"+B'Y, donde B =22_;2 A _z_p7y.
CH Sy

2.6.3. Coeficiente de determina@n y coeficiente de correladn lineal. Prediccon

En el caso del ajuste lineal (ajuste a una recta), el coeficiente de detefmiradgual a:

82

x
R = %
8% 8y

Por tanto, (6lo en el caso del ajuste lineal) se cumple que el coeficiente de deterbmieadgual al cuadrado del
coeficiente de correlasn lineal R? = r2).

Si el coeficiente de correldm lineal esh pioximo a 1 0 a-1 sabemos que existe bastante réladineal entre las
variablesX eY y por tanto los puntos del diagrama de disgarssan pioximos a la recta de regrési mnimo
cuadatica. En este caso, a partir de la ecoade la recta de regrési deY sobreX se puede calcular, de forma
aproximada, el valor de la variab}e cuando se conoce el valor de la variallle Esta aproximaéin se conoce
tambin por el nombre destimacbn, prediccibn o prondstica Similarmente, a partir de la ecuénide la recta
de regresin de X sobreY se pueden predecir los valores de la variableuando se conocen los valores de la
variableY'.

Si el coeficiente de correldn lineal no est poximo a 1 0 a1, las ecuaciones de las rectas de regresd nos
sirven para predecir los valores de una de las variables cuando se conocen los valores de la otra, pues los puntos
del diagrama de dispetsi no esan pibximos a la recta de regrési ninimo cuadatica.
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2.7. Regresbn exponencial

Ajuste a la curvd&” = AeBX por el nétodo de rimimos cuadrados.
Tomando logaritmos neperiands:Y = Iln A + BX.
Se hace el cambid”’ =InY , A’ = 1In A. Entonces”” = A’ + BX, con lo que se reduce a un ajuste lineal entre

las variabled”” y X (se pueden utilizar las ecuaciones normales). La bondad del ajuste nos lo da el coeficiente de
determinadn, que coincide con el cuadrado del coeficiente de corteldicieal entrey”’ y X.

2.8. Regresbn potencial

Ajuste a la curv&” = AX P por el método de rinimos cuadrados.
Tomando logaritmos decimaldsg Y = log A + B log X.
Se hace el cambidt”’ = logY , A’ =log A, X' = log X. Entoncesy” = A’ + BX’, con lo que se reduce

a un ajuste lineal entr&’ y X’ (se pueden utilizar las ecuaciones normales). La bondad del ajuste nos lo da el
coeficiente de determinaisi, que coincide con el cuadrado del coeficiente de cortelditieal entret” y X”.

2.9. Regreshn parabolica

Ajuste a la curv& = A + BX + CX? por el método de rimimos cuadrados.
Minimizar D(A, B,C) = Y_[y; — (A + Bx; + Cz2))?.

Simplificando se obtiene:
Syi=An+BY x;+C > x?

Sy =AY x;+BY 2?2+ C Y a}
Yatyi=AY 2} + By} + O )

La bondad del ajuste a la cur¥a= A + BX + C X2 nos lo da el coeficiente de determinaci

Slyi — (A+ Bx; + C’m?)P.

== STy —7)°

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.9.1. Se esh estudiando la rela@n existente entre logias de estudios realizados por los padfe€sy los aios
de estudios realizados por los hijd$)( En una muestra de taii@ 7 se obtienen los siguientes resultados:
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Ti | Yi
12 | 12
10| 8
6 6
16 | 11
8 | 10
9 8
12 | 11

Dibujar el diagrama de dispesi o nube de puntos. Hallar la covariangg,, entre las dos variables. Hallar
el coeficiente de correlam linealr. Hallar la ecuadn de la recta de regrési minimo cuadatica deY’
sobreX. Predecir el amero de &os de estudio de un hijo cuyo padre ha estudiaddib4.aDecir si esta
prediccobn es fiable. Hallar la ecudni de la recta de regrési minimo cuadatica deX sobreY . Predecir
el nimero de &os de estudio de un padre cuyo hijo ha estudiaddibs.a

A.9.2. Determinar el grado de dependencia existente entreflos de estudio completado¥) y las faltas de
ortografa cometidas en un dictad®’) tal y como se encoriiren la siguiente muestra de 10 entrevistados.

z; |10 3 12 11 6 8 14 9 10 2
v | 1 7 2 3 5 4 1 2 3 10

¢, Cuantas faltas ortog@ficas tenda un entrevistado que hubiese completadofig&ale estudio? ¢ Es fiable
esta predic@n?

A.9.3. Una factora de una cierta marca de refrescos ha tomado al azar 18 semanasfit® observando la
temperatura media, en grados égrados (') correspondiente a cada una de ellas y la cantidad de refrescos
pedidos durante cada uno de dichodgaws, en milesY). La informacbn obtenida es la siguiente:

OT

rz; |10 28 12 31 30 19 24 5 9 1
yi |21 65 19 72 75 39 67 11 12 24

Dibujar el diagrama de dispeési. Hallar el coeficiente de correléai linealr. Predecir la temperatura
media de un semana en la que se hubiesen pedido 50.000 refrescos. Decir si estdpresliiable.
Predecir el amero de refrescos pedidos en una semana en la que la temperatura media fuese de 20 grados

cenigrados.

A.9.4. Se esh estudiando la rela@n existente entre la edad de los hombrgyy de las mujeresy() a la hora de
contraer matrimonio. Se recogen los datos del 8971 en la tabla siguiente:

Y —Y| [10,20] (20,25] (25,30] (30,35] (3540] (40,50] (50,60] (60,80]
[10,20] | 4.187 16.272  7.401 864 175 127 5
(20,25] | 1.125 55505 69.151  8.138  1.358 354 26 2
(25,30] 134 8731 37.480 11.668  2.715 779 64 10
(30,35] 16 485  2.845 4142 2.602  1.153 120 21
(35,40] 3 104 517 1110 1.886  1.871 266 57
(40,50] 5 31 142 327 730 2265 1.176 410
(50,60] 4 12 32 56 314 867 793
(60,80] 1 2 6 33 151 828

¢ Existe una dependencia lineal fuerte entre la edad de los hombres y la edad de las mujeres a la hora de
contraer matrimonio? Hacer una predatide la edad de la esposa cuyo esposo tiendi@s. & Es fiable
esta predic@n? Hacer el diagrama de dispérsi

A.9.5. El precio, en pesetasX() y el nimero de pginas ") de los libros contenidos en un akigo vienen dados
por:
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T Yi T Yi T Yi T Yi

19.950 496| 27.500 392| 21.000 240| 12.000 342

9.950 208| 12.500 200| 15.000 278| 21.000 340
17.500 300| 25.000 280| 27.500 420| 17.000 207
15.000 448| 8.000 120| 10.500 128| 35.000 440
12.000 200 5.950 220| 9.950 249| 7.500 88
30.000 288| 9.950 200| 35.000 392| 21.000 351
32.500 324| 32.500 468| 20.000 400| 25.000 292
35.000 525| 24.000 539| 27.500 300| 37.250 464
37.500 384| 30.000 400| 15.000 240| 24.000 344
25.000 250| 30.000 320| 16.000 230| 12.500 130
18.000 200| 35.000 736| 12.000 144| 22.500 382
15.000 224| 22.000 516| 38.000 336| 25.000 403
30.000 384| 37.500 700| 37.750 550| 20.000 249
25.000 256| 20.000 400( 30.000 478| 18.000 182
17.500 215| 30.000 656| 17.250 437| 38.500 458
17.000 278 9.500 191 9.950 288| 3.500 63
20.000 376| 19.500 464| 18.500 496| 30.000 400
22500 421} 20.500 348| 18.000 236| 21.500 278
32.500 450| 30.000 352| 12.000 143| 27.500 508
30.000 243| 32.500 598| 17.000 284| 16.000 256
12.000 202| 27.500 392| 28.000 520| 30.500 368
15.000 251| 24.000 472| 38.500 758| 15.000 275
21.000 320| 36.500 591| 25.000 413| 12.500 112
35.000 460| 14500 282| 27.500 394| 38.000 458
12.000 342| 21.000 340, 17.000 207| 7.500 83

Agrupar los datos de ambas variables en intervalos de clase. Determinar la distribidénensional de
frecuencias, dzomo las distribuciones marginales 8ey deY'. Hallar el coeficiente de correldsi lineal.
Predecir el precio de un libro que tuviera 2Ggmas. Decir si esta prediéai es fiable.

A.9.6. Las calificaciones obtenidas por un grupo de alumnos en Balpfisica son:

Biologia 5

Fisica

3 4 6 7 58 7 35 4 8 5 5 8 8 8
5 5 8 7 7 9 10 4 7 4 10 5 7 9 10 5

a) Escribir la tabla de doble entrada de frecuencias absolutas.

b) Hallar las distribuciones marginalesj amo la media y la varianza de dichas distribuciones unidi-
mensionales.

c) ¢Existe reladin lineal entre las calificaciones de Biolagy Hsica?
A.9.7. Se han tomado cinco muestras de gyeno, de una cantidad fija cada una. Se les ha aplicado una can-

tidad X de glucogensa (en milimoles/litro) anotando en cada caso la velocidad dénedcenedida en
micromoles/minuto, obteandose los siguientes datos:

X1 2 3 02 05
Y |18 3 60 8 10

a) ¢Se puede deducir que la velocidad de réacaumenta con la concentracide glucogensa? Justifi-
car la respuesta.

b) Si a una de las muestras le he¢mos aplicado una concentéacide glucogensa d&5 milimo-
lesl/litro ¢ c@l hubiese sido la velocidad de redt® ¢, Con géigrado de predicon?

A.9.8. Un psidlogo afirma en base a los datos obtenidos, que a medida qu@ainrece, menor es elimero
de respuestas inadecuadas que da. Los datos son:
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X2 3 4 4 5 5 6 7 7 9 9 10 11 11 1p
Y|1 12 10 13 11 9 10 7 12 8 7 3 6 S5 b

dondeX representa la edad efi@s, €Y representa elinmero de respuestas inadecuadas.

a) Determinar la validez de esta conclusi

b) Si Alberto, de diez @os y medio, participa en el experimento glcsea el mimero de respuestas
inadecuadas que d&#

A.9.9. Dada una variable bidimension@\, Y), cuya tabla de frecuencias relativas es:

Y[ 4 7 10 13 16 17
003 004 003 0 0
0 007 009 004 0
0 0 004 012 004
0 004 012 004
0 007 009 004 0
003 004 003 0 0

OO, WN PR
o
SO O O O OO

Calcular:

a) Distribuciones marginales de frecuencias absolutas.
b) Medias y varianzas marginales.
c) Recta de regregn deY sobreX.
d) Coeficiente de correla@n lineal.
A.9.10. Los datos de la tabla siguiente representan el resultado de un experimento consistente en exponer bacte-
rias, en pdodos de 1 a 15 intervalos de 6 minutos, a la radiadie rayos X a 200 kilovoltios y contabilizar

el nimero de bacterias supervivienteX. fepresenta eltmero de intervalos de 6 minutosyerepresenta
los cientos de bacterias supervivientes).

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1p
Y | 355 211 197 166 142 106 104 60 56 38 36 32 21 19 |15

Ajustar a los datos una curva exponencial; represengédicgmente el resultado y comprobar la bondad del
ajuste.

A.9.11. Los datos de la tabla siguiente son el resultado de un estudio del efecto de la temperatura de diistalizaci

primaria (medida en grados cegrados) de una solum, x;, sobre el contenido ero$foro (medido en
gramos por litro)y; .

€T Yi

25 | 10’9
20 | 93
15 8’2
12 75
9 6'2
6 5'8
3 4’2
0 3’9
-3 | 2'8
-6 | 20

a) Representar @ficamente la nube de puntos. Determinar el modelo de curva adecuado para representar
la relacdbn entre las variables y encontrar, por étodo de rmimos cuadrados, los ganetros de la
curva.
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b) ¢El ajuste anterior es bueno?

A.9.12. Los datos de la tabla siguiente pertenecen a la medida de la tempeftyriapresén (Y) en diferentes
lugares del Himalaya.

Xy Yi L Yi L Yi
29211 | 210’8 || 20'480 | 193’4 || 16’959 | 184’1
28559 | 210’2 || 20’212 | 193’6 || 16’881 | 184’6
27'972 | 208’4 || 19758 | 191’4 || 16’817 | 184’1
24’697 | 202’5 || 19490 | 191’1 16’385 | 183/2
23726 | 200'6 || 19'386 | 190’6 || 16’235 | 1824
23'369 | 200'1 18’869 | 189’5 || 16’106 | 181’9
23’030 | 199’5 || 18’356 | 188’8 || 15’928 | 181’9
21892 | 197’0 || 18’507 | 188’5 || 15’919 | 181’0
217928 | 196’4 || 17’267 | 185’7 || 15’376 | 180’6
21’654 | 196’3 || 17221 | 1860
21’605 | 195’6 || 177062 | 185’6

Explicar la preshin en funcbn de la temperatura mediante unageia (por el retodo de rimimos cuadra-
dos).

4. ACTIVIDADES PRACTICAS DEL CAP iTULO

4.1. Diagrama de dispergin

Para una variable estatica bidimensional, el gfico nas utilizado es etliagrama de disperéin. El progra-

ma dibuja estos diagramas si seleccionamos las opcigdstics|Summary Statistics|Scatter Plot.

Entonces nos aparece una ventana como en la Figura 9.3 donde debemos seleccionar las variables implicadas
(X-Axis Variable eY-Axis variable). Si deseamos agrupar los datos en intervalos (de una variable o de las
dos) entonces debemos rellenar los recuakiragis (Optional) O Y-Axis (Optional), sedin la variable

gue queramos agrupar.

Ejercicio. Dibuja el diagrama de dispetsi de la variable estéstica bidimensionalRES0,ALTURA).

4.2. Covarianzay coeficiente de correladn lineal

Para una variable bidimensional es interesante hallar la matriz de varianzas y covarianzas corregidas. Dicha matriz
es la siguiente:
2 )
Sey Sy

dondeS? denota la cuasivarianza d¢, S; indica la cuasivarianza dE, y S, representa la cuasicovarian-

za entreX e Y. La matriz de varianzas y covarianzas corregidas se puede obtener seleccionando las opciones
Statistics|Linear Models|Variance-Covariance. Entonces aparece una ventana (ver Figura 9.4) en la
gue debemos seleccionar las variables éstiads de las cuales queremos calcular su matriz de covarianzas corre-
gidas (en el recuadrtar-Covar Variables).
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Scatter Plot

Yariables X Axiz Vanables Y Axis Yariables

ALTURA EDAD 3 | ALTURA
4

EDAD
FECHAMAC
NOTA
OFPINION
PESO
SEX0

A=

Cancel

41

Help :
—®-Axiz [Ophtional] —¥-Axis [Optional]

¥ Display Regression Line:

Figura 9.3: Pantalla del programa que permite seleccionar las variables para las que vamos a dibujar el diagrama
de dispersion.

Yariables Yar-Covar Yariables
FECHAMNALC ALTURA
NOTA il E EDAD lLI
OPIMION
PESO Cancel |
SEX0

Help |

Weight ¥ariable [0pt]

KNS

¥ Fit Constant

Figura 9.4: Pantalla del programa que permite seleccionar las variables para las que vamos a calcular la matriz de
covarianzas.

Ejercicio. Calcula la matriz de varianzas y covarianzas corregidas de la variable bidimenBRSTRIALTURA).

Para calcular el coeficiente de correfaciineal de Pearson entre dos variables éstds debemos seleccionar
las opcionestatistics|Linear Models|Correlations (Pearson) Y nOS aparece unaventana como en la
Figura 9.5. Tras pulsar el kimi[0K | surge la ventana de resultados, con los coeficientes de codrelmeal entre
todas las variables seleccionadas. En nuestro ejemplo (ver Figura 9.6) el coeficiente entre las PESAlyles
ALTURA es de0’9384, lo que significa que existe una dependencia lineal fuerte.

Ejercicio. Determina el coeficiente de correléoilineal de Pearson entre las variableSURA y PESO.
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Correlations [Pearson])

Yariables Correlation Varniables
EDAD ALTURA
FECHANALC il —'I PESOD

NOTA

OFINION Cancel
SEX0

41

Help

Weight ¥ariable [Opt]
A D]

[¥ Fit Constant

¥ Compute P-Values

Figura 9.5: Pantalla del programa que permite calcular el coeficiente de correlacion lineal de Pearson.

2 Statistix - [Comelations [Pearson]]

7| File Edit Besults ‘window 2] x]
CORRELATIONS (PEARSOM>

ALTURA
PESQ A.2384

P-UALUE B8.8888
CASES INCLUDED 25 MISSING CASES @

| || 7 wariables. || 25 caszes selected. |

Figura 9.6: Pantalla con los resultados para la correlacion entre el PESO y la ALTURA.

4.3. Recta de regregin. Prediccion

La recta de regresh permite estimar el valor de una variable ekstich conocido el valor de otra variable, siem-

pre que entre las dos variables es$tidas exista dependencia lineal. Cuanto mayor sea esta dependencia lineal,
mejor sea la aproximadn que nos da la recta de regfesi Para calcular la ecuéci de la recta de regre-

sion minimo cuadatica debemos seleccionar las opciodestistics|Linear Models|Linear Regression

y Nos aparece una ventana como en la Figura 9.7. En el reciggkadent Variable debemos poner la varia-

ble dependiente (la que a@sepresentada en el eje vertical) y en el recu@déependent Variables la variable
independiente (la que éstepresentada en el eje horizontal).

Por ejemplo, si en la variable dependiente ponedId®RA y en la variable independiente colocanEms\D,

entonces se supone que queremos predecir la altura de un individuo conociendo su edad. La ventana de resultados
se muestra en la Figura 9.8. En dicha figura aparecen muchos valores que no estamos en condiciones de explicar
en este momento, ya que pertenecen a la parte deifistadnferencial. Sila ecuam de la recta de regrési

de ALTURA sobreEDAD eSALTURA = A + B EDAD, entoncesd = 1’40089y B = 0'01306.

Para hacer una prediéci debemos seleccionar las opcioResults|Prediction, escribiendo en el recuadro
Predictor Values el valor de la variable independiente para el cual queremos estimar el correspondiente va-
lor de la variable dependiente. En la casBlgecification Method debemos seleccionar la opniValued

Method (ver Figura 9.9). Ag para una edad d&.5 afnos el valor correspondiente de la altura eslde207

metros.

Una vez hemos calculado la recta de regnegiodemos realizar una represertiacjiafica de la misma. Para
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Linear Regrezzion
Yariables Dependent Yariable
FECHAMAC
FELH. 4| »| [arTuRa |
OPIMION i
PESD Independent ¥anables Cancel

SEXO ll |_',I EDAD

41

Help _

Weight Yanable [0pt]
4 | 4 | | | [¥ Fit Constant

Figura 9.7: Pantalla del programa que permite seleccionar las variables para las que vamos a calcular la recta de

regresion.
,.!-."‘_: Statistix - [Linear Regression - Coefficient Table]
T| Fie Edit Resuks Window Hep o =l8lx]
UNWEIGHTED LEAST SQUARES LINEAR REGRESSION OF ALTURA
PREDICTOR
UARIABLES COEFFICIENT STD ERROR STUDENT'S T P
CONSTANT 1.40A889 A.10866 12 .89 A.88AA
EDAD @.81386 A.80541 2.41 a.8243
R-SQUARED A.2@18 RESID. MEAN SQUARE <(MSE> A.AA211
ADJUSTED R-SQUARED ©.1671 STANDARD DEVIATION B8.084593
SOURCE DF S8 MS F P
REGRESSION 1 a.@a122%7 A.@A1227 L.82 A.0A243
RESIDUAL 23 A.084853 a.8a8211
TOTAL 24 A.86880
CASES INCLUDED 25 MISSING CASES @
| | 7 variables. || 25 cases selected. 25 cases total.

Figura 9.8: Pantalla del programa que muestra la recta de regresion de ALTURA sobre EDAD.

ello seleccionamos las opcioressults |Plots|Simple Regression Plot. En el gafico resultante aparece

el diagrama de dispei®i (con cruces), la recta de regi@sien color azul) y dos curvas (en color rojo), una por
cada lado de la recta de reg@si que delimitan una zona de confianza para los valores de la variable dependiente
(ver Figura 9.10).

Ejercicio. Halla la ecuad@n de la recta de regrési minimo cuadatica deALTURA sobrePESO. Repreéntala
graficamente y predice la altura de un alumno que pesa 60 kilogramos.
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Linear Regression - Prediction

Independent Yariables
EDAD  Specification Method

& Values Method
" Case Number Method

Cancel

41

Help

Predictor ¥alues

245 <]

Weight ¥alue

Case Number

LC.1. Percent Coverage

Figura 9.9: Pantalla del programa que permite estimar el valor de ALTURA para un valor de EDAD.

Simple Regression Plot

1799

1.74 4

g
E 1.69
|
<
+
+
1.64 +
+ +
+ + +
:F
+
1.59
18 20 22 24 26

EDAD
ALTURA = 1.4009 + 0.0131 * EDAD 95% conf and pred intervals

Figura 9.10: Pantalla del programa que representa la recta de regresion de ALTURA sobre EDAD.

6. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.9.1. En un grupo de alumnos de la Universidad de Murcia, se estudiangno de asignaturas aprobadas en
Junio (X) y el imero de horas semanales dedicadas al estudio (Y). La inf@malsienida es la siguiente:

YT (0,10] (10,20] (20,30] (30,40
0 6 2 0 0
1 3 6 2 1
2 1 10 8 3
3 0 10 12 8
4 1 5 10 15
5 0 2 16 10
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a) Obtener la distribu¢in marginal de frecuencias absolutas de Y. @s el tiempo medio semanal
dedicado al estudio? ¢ &lues el tiempo semanal de horas de estudio que deja por debajo el 50 por
ciento de los tiempos semanales y por encima el 50 por ciento restante?

b) Obtener la distribuéin marginal de frecuencias absolutas de X.&@&s el imero nas habitual
de asignaturas aprobadas por los alumnos?al,€uel limero medio de asignaturas aprobadas?
Calcular e interpretar la varianza de X. Dibujar unigoho acumulativo para la variable X y calcular
su recorrido intercuditico.

c) Obtener la distribucin de frecuencias absolutas de Y condicionada-alX¢ Cial es el tiempo medio
semanal dedicado al estudio por los alumnos que han aprobado una asignatuab@s gCtiempo
semanal ras habitual en los alumnos que han aprobado una asignatura? Calcular la mediana de esta
distribucibn.

E.9.2. En una determinada empresa se ha realizado un estudio para determinar si la edad de los empleados est
relacionada con elimero de ths de ausencia en el trabajo. Estos son los resultados:

Edad (X)

Dias de ausenci&() | (20,29] (29,38] (38,47] (47,56] (56,69]
(44,50] 0 1 8 7 16
(50,56] 2 6 10 2 4
(56,62] 5 9 5 0 1
(62,68] 14 6 2

a) Obtener la distribuén marginal de frecuencias absolutas y frecuencias acumuladas absolitas de
Hallar la mediana, la media y la desviaeitipica deX .

b) Obtener la distribuén marginal de frecuencias absolutasideHallar la moda, la media y la desvia-
cion fipica deY'.

c) Determinar el coeficiente de correlanilineal entreX e Y. ¢Existe una fuerte dependencia lineal
entreX eY?

E.9.3. Una empresa nacional dedicada a la produtde videojuegos pretende sacar al mercado dos nuevos
productos: uno para el segmento de 13 aflésay otro para el segmento de 16 a i®s® Antes de fijar
el precio, la empresa contacta con un centro de estudios &gicios para conocer la asignacisemanal
de los pvenes. Para ello, el centro extrae una muestra devEDgs y, entre otros datos, se les pregunta la
edad (X, en d0s) y su asignadn semanalY, en miles de pesetas), obteniendo los siguientes datos:

Edad (X) 17 16 16 15 14 13 16 18 17 1B
Asignacbn(Y) | 3 4 3 4 1 2 2 5 4 0

a) Calcular recorrido intercualico y coeficiente de variadh de la asignabn semanal.
b) ¢Cual es la asignadin semanal estimada para un joven defl6s® ¢ Es fiable dicha predical?

E.9.4. Un equipo investigador estanalizando el comportamiento de lésgnes espgwles respecto del matri-
monio. Para ello extrae una muestra de A@¥enes parejas y les pasa un cuestionario. Entre las muchas
preguntas del cuestionario figura la edad a la que contrajeron matrimonio evllese los siguientes da-
tos:

X:Edaddelamujer 26 25 25 24 23 22 25 27 26 2P
Y: Edad delhombre| 26 27 26 27 24 25 25 28 27 28

a) Calcular los cuartileg),, Qs y Q3 de la variableX .
b) Calcular el coeficiente de vari@ci de la variablé”.

c) Calcular la recta de regrési deY sobreX. Si en una pareja dé@yenes, la mujer téa 28 dios
cuando contrajo matrimonio, ¢/aes la edad estimada del hombre? ¢ es fiable esta pteticci
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E.9.5. Una editorial est interesada en conocer Icaditos de lectura de los esjes y determinar si existe alguna
relacibn con otras variables (nivel cultural, nivel eéomico, edad, etc.). Para ello se extrae una muestra de
10 personas y, entre otros datos, se les pregunta paneno de &os de estudioX) y por el imero de
libros que suelen comprar cada trimestrg.(Los datos son los que recoge la siguiente tabla:

X |11 10 10

9 10 12 11 7
Y |3 4 3 4

7
2 2 5 4 0

8
1

a) Calcular la media y la mediana d&
b) Calcular la desviabin media y la desviaén mediana dé&”.

c) Siuna persona suele comprar 2 libros al trimestre, calcular una esiimzania el imero de &os de
estudio. ¢ Es fiable dicha predionP?



