CAPITULO 6
CALCULO DIFERENCIAL EN VARIAS VARIABLES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

e Calcular derivadas parciales de orden superior de e Saber interpretar y hallar las expresiones de los
funciones de varias variables. vectores que forman el triedro de Frenet.

e Entender la significabn geongtrica de los con-

. : . : e Calcular las ecuaciones de los planos osculador,
ceptos derivada direccional y gradiente.

normal y rectificante a una curva.
e Calcular extremos relativos y condicionados de
funciones de varias variables en casos sencillos. e Entender el concepto de superficie parametrizada

. regular.
e Entender el concepto de curva parametrizada re- 9

ular. . L .-
9 e Calcular e interpretar gficamente los coeficien-

e Saber calcular e interpretar las magnitudes curva-  tes de la primera y de la segunda forma funda-
tura y torsbn de una curva. mental, ascomo la curvatura de Gauss.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

2.1. Funciones vectoriales de una variable

Consideremos la base carica para los vectores @& formada por

0= (1,0,0),
7= (0,1,0),
7

k= (0,0,1).

Una funcbn definida por
— — — —
F@)=x(t)i +y(t)j +2(t) k = (x(t),y), 2(t))
dondex(t), y(t) y z(t) son funciones reales de variable rgade dice que es urfancion vectorial ent.

Se puede generalizar el concepto iteite de funciones reales de variable real a las funciones vectoriales de una
variable, sin ms que consideremos

lim F (t) = (lim (t), lim y(¢), lim z(¢)).

r—a Tr—a Tr—a Tr—a
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Esto tamb&n nos lleva a extender otros conceptos, como dedizada

v = rd il g . . . .
Una funcbn vectorial F (t) = «=(t) i +y(t) j + z(t) k esderivable enz = a siy $lo si cada una de sus
funciones componentes es derivable ena. En estas condiciones se tiene

Ejemplo. Sea?(t) = (sen?t,Int, arctan(3t)), entonces

- 1 3
F (t) = |2sentcost,—, —— |,
t’1+9¢t2

expresbn valida para todos losimeros reales menos el cero. m|

Seaf)(t) = x(t)? + y(t)7 + z(t)? una funcén diferenciable dé, y ¢t = ¢(s) una funcon diferenciable de
—
s, entonces la funbin compuesta (¢(s)) es una fundn diferenciable de y se tiene
—
dF /

L= F(5()d ).

Ejemplo.SeaF (t) = (1,sen(t + 1), et*1) y t = g(s) = s — 1. En este caso se tiene

dF dF dt
== (0,cos(t + 1),e") 25 = (O,2s cos 82,28652) .
s s

Esta expregin tambén la habiamos podido haber obtenido sustituyende s> — 1 y derivando respecto de O

2.2. Derivadas de los productos de vectores

Por aplicaddn directa de las propiedades de funciones reales de variable real, podemos deducir que la derivada
de la suma de dos funciones vectoriales es la suma de las derivadas. Nciedatificir de igual forma (ver
bibliografia recomendada) el comportamiento de la derivada para las otras operaciones que se pueden realizar con

los vectores d&?, el producto escalay el producto vectorial Si F)(t) y 5(16) son funciones derivables, se
tiene:

’

o (F(t).G(t)) = F(t).G (t)+ F (t).G(t) (Observa que en virtud de la simetrdel producto escalar
no existe ningn problema en cambiar el orden de las funciones vectoriales que se ven afectadas en los
productos)

— — , — - - — .
o (F(t)x G(t) = F(t)x G (t)+ F (t) x G (t) (Observa que en esta odasies fundamental el orden
de las funciones en los productos vectoriales)

’

Ejemplo. Dadas las funcione?(t) = (3t* + 1,sent,0)y 5@) = (cost, 0, e’) vamos a caIcuIa(rf)(t).a(t))
y (F(t) x G(t)). Veamos:
(F(t).Gt) = F@).G{t)+F1).G@)
(3t* + 1,sent,0).(—sent, 0, e") + (6t, cost,0).(cost, 0, e")
= —(3t* +1)sent + 6t cost
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(FHxGt)) = FW)xG@H)+F @) xG(t)
— — — — — —
5 . A *
= 3t24+1 sent O |+| 6t cost O
—sent 0 et cost 0 et

= ((sent + cost)e’, —(3t* 4 6t + 1)e’,sen® t — cos® t).

O

Comprobar que estos resultados coinciden con los que se obtienen realizando antes los productos (escalar o
vectorial) y despés derivando el resultado.

2.3. Funciones de varias variables

En muchas ocasiones los valores de las funciones que aparecen sometidas a estuabteestinados por valores
gue dependen deam de una variable.

Supongamo® una colecdn den-uplas de ameros reales. Una fur@si f con dominioD es unaregla que asigna
acada(xy,xa,...,x,) € D unrimeroz = f(x1,x9,...,x,). El rango de la funcén es el conjunto de valores
gue toma. A z se le denominaariable dependientey axy, xo, ..., x,, Se les llamavariables independientes

Ejemplo. El dominio de la fundn f(z,y) = \/y — 22 esD = { (z,y) € R?|y > 2?} y el rango viene dado por
Rango(f) = [0, +00). O

2.3.1. Limitesy continuidad

Primero veamos el caso para funciones de dos variablesmEe Ide f(z, y) cuando(z,y) — (zo,y0) €S el
nimero reall si para cada > 0Oexiste und > 0 tal que para todos los punt¢s, y) sucede una de las dos
siguientes situaciones equivalentes:

¢ 0<\(@—20)2+(y—y)?<d=|f(z.y) — L| <e

° 0<|z—wo| <OYO<|y—wo| <6 = |f(z,y) - Ll <e

2.3.1.1. Propiedades de logrlites

Si los limites

lim T, lim x,
(z,y)—(z0,y0) f@:9) Y (z,y)—(x0,y0) 9(@:9)

existen y son finitos, entonces se verifican las siguientes propiedades:

1 lim (f(z,y) +g(@y) = lim  flz,y)+ lim  g(z,y)
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(20,y0) (z,y)—(z0,y0)
2 lim  (f(z,y)g@,y)= lim  fz,y). lim  g(z,y)

(‘TJI)A'(IUryU) (I,y)%(wo,yo) (I,y)%(wo,yo)
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3) lim Af(x,y) =X lim f(z,y)paratodo\ € R

(z,y)—(20,y0) (z,y)—(z0,y0)

lim  f(x,y)
. f@,y)  (@y—(z0.w) . .
4 lim = - siempre que  lim x, 0
@ (z,9)—(z0.y0) 9(,Y) lim g(z,y) preq (z,y)—(0,50) 9(@.y) #

(z,y)—(z0,y0)

Observaddn. El limite de una fundn puede no existir. Al igual que cuando asédpamos la existencia de los
limites de funciones de una variable realidews que ddhn coincidir los imites laterales (las dos aproxima-
ciones posibles al punto al que se tendn la recta real), en nuestro caso al movernoR%aseguramos con

la existencia deliimite la coincidencia de losrhites sobre cualquiera de las infinitas aproximaciones al punto
(z0,yo) que pudéramos tomar en el plano. Lo que dicho de otra forma quiere decir que si encontramos dos o
mas aproximaciones al punte, yo) que obtengan valores distintos paraiglite, estalamos demostrando que

el limite lim f(z,y) no existe.

(z,y)—(x0,y0)
Ejemplo. Podemos demostrar que white
2
(z,y)—(0,0) 2 +y
no existe calculando las aproximacionesfde, y) sobre la rectg = x y sobre la pabolay = x2.

2

lim = lim — 5 =, lim - =
(IE y) _ (0 0) (z,y)—(0,0) %+ X (z,y)—(0,0) x* + 1
sobrey = x
Por otra parte
222 1
(x’ y) N (O, 0) (z,y)—(0,0) T T
sobrey = 22
Luego efectivamente eirhite  lim 2"y no existe a
(z,9)—(0,0) * Y

Una funcbn f(z,y) se dice que esontinua en el puntdzg, yo) Si:

(1) f estdefinida e{xg,yo)-
(2) lim f(z,y) existe.

(@)= (w0.90)

3) lim flx,y) = f(xo,y0)-

(z,y)—(z0,y0)

Es una consecuencia de las propiedades dénfotes quda suma, producto y cociente de funciones continuas es
otra funcbn continuay esto tamk&n sucede paila composiabn de funciones

Ejemplo.La funcion

Yy .
—— Si(z, 0,0
Hag) =1 P45 (z,y) # (0,0)
0 si(z,y) = (0,0)
es continua en cualquier punto Bé excepto er(0,0). Puedes comprobar que no es continud(en) aproxi-
mandote por caminos diferentes al origén0) (las rectay = max para diferentes valores de) y observar que
dan Imites distintos. O

Observaddn. Todos los conceptos y propiedades introducidos anteriormente para funciones de dos variables,
son facilmente extensibles a urimero de variables gérnicon. Basta tener en cuenta la defiicide Imite de
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f(xq1,...,x,) cuando(zy, ..., x,) — (ai,...,a,) como el imero reall. cumpliendo que para cada> 0 existe
uné > 0 tal que para todos los punts, ..., z,,) :

0< vV (x1—a1)2+ -+ (Tp —an)? <8 = |f(x1, 02, ..., 2,) — L] <&

2.3.2. Derivadas parciales de primer orden

Consideremog = f(x,y) una funcon real de dos variables reales. Denominarederdvada parcial de f
respecto dex en el punto(a, b) a la derivada e = a de la funcon de una variablg(x, b). Es decir,

lim f(a+hab)_f(a7b) — lim f(va)_f(avb)

h—0 h r—a r—a

deno@ndose pof(a,b),fi(a,b), z:(a,b), 3L (a,b) 0 8 (a, b).

Analogamente definimos la derivada parcialfdespecto de,

lim f(a7b+ h) 7 f(a7b) =lim f(a7y) 7 f(avb)
h—0 h y—b y—>b

denoéindose pof, (a, ), f2(a, ), zy(a,b), 5L (a,b) 0 5 (a, b).

) By

(1) Como ocurre con las funciones reales de variable real, las derivadas parcialesfie;, y) respecto de:
y respecto dg se pueden calcular para diversos puriiog ), dando lugar por tanto a dos nuevas funciones
de dos variables reales.

(2) Por las definiciones introducidas anteriormente resulta inmediato que las reglas de afeestaiblecidas
para funciones reales de una variable reahise@plicables a las derivadas parciales de funciones de dos
variables.

Ejemplo. Si consideramos la funon f(z, y) = 2%y> + ewzy se puede comprobaadilmente que

%(I,y) = 20y’ + 22e"y,
g—]yc(x,y) = 3x2y2+ew2.

2.3.3. Interpretacion geongtrica

Seaz = f(z,y) y consideremog,(a,b), f,(a,b). La superficiez = f(z,y) la cortamos por el plandl : z = a
y obtenemos una curva cuya ecuadn referida a los eje®'Y'y O'Z’ esz = f(a,y) (dondeO’ es el nuevo
origen con coordenadds, 0,0) y O'Y’,0’Z’ son ejes paralelos respectivament@ldy OZ pasando pof)’).

La recta tangente a la curgeen el puntoP(a, b, ¢), dondec = f(a,b), est contenida en el plano= a y tiene
por ecuadn

z—c= fy(a,b)(y —b)
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(a,b)

Figura 6.1: Interpretacion geométrica de la derivada parcial.

respecto a los ejeg®'Y’ y O’ Z' y referida al espacio es la recta determinada por intei@eds los planos = a
Yz — f(a‘7b) = fy(avb)(y - b)

Analogamente la tangente a la curva

en el puntda, b, f(a,b)) es la recta

{
z — f(a,b) = 4L (a,b)(z — a).

El plano de ecuabn

s fah) = gL b))+ G @by -

contiene a las rectas tangentes anteriores. Cada recta tangente a una curva de la superfidiengerdea
la superficie El plano que contiene a toda las rectas tangentes a la superficie en un punto se detamina
tangente a la superficieen ese punto. En el caso de que exista, el plano tangente en elipunty f(a,b))
viene determinado por la ecuénianterior.

Ejemplo. Dada la funddn f(x,y) = /3 — 22 — y? la ecuaddn del plano tangente a la superficie que determina
(una esfera) en el puni®(1, 1, 1) vendiia expresada par—1 = f,(1,1)(z—1)+ f,(1,1)(y —1). Simplificando
obtenemog = —x — y + 3. O

2.3.4. Regla de la cadena para funciones de varias variables

¢, Qe sucede cuando intentamos derivar la compaside funciones de varias variables? La variedad de casos a
los que podemos enfrentarnos puede ser amplia y es conveniente que tratemos el problema de forma gradual.

Siz = f(z,y) tiene derivadas parciales continugsy f, y siz = z(t), y = y(t) son funciones derivables &n
entonces la funén compuesta = f(x(t), y(t)) es derivable como fungn det y cumple

df Ofdx Ofdy

d dwdt T ordt
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Ejemplo. Seaf(x,y) = xy , conz = cost ey = sent. En estas condiciones se obtiene aplicando la regla de la
cadena
A _ofdr 0fdy _

— (sen — Sen + COS COS — COS — sen — COS .
t t t t 2¢ 2¢ 2

dt ~ Oz dt ' Oz dt
Puedes obtener tan@ni este resultado sustituyende y y derivando la expreéh resultante respecto de O

(1) Seaw = f(x,y,z)una funcén de tres variables con derivadas parciales continuas, yadem x(t),
y = y(t), = = z(t) son funciones derivables ¢n ¢Cal sefa de laregla de la cadenepara%? Y si
tuvieramos una fundin de cuatro variables? Generaliza el resultadovariables.

(2) Aplicar las conclusiones anteriores para calc&d‘?rsi w=xy+ zconx =cost,y =sentyz=rt. (La
curva sobre la que calculamos la derivada eshétiae).

Supongamos ahora que tenemos la siguiente sttmaci

e w = f(x,y, z) funcion de tres variables con derivadas parciales continuas.

e x=ux(u,v),y =y(u,v),z = z(u,v) funciones de dos variables con derivadas parciales continuas.

En estas condiciones obtenemos

of _ ofor 0foy  0fo:
Ju Ordu OJydu 0z du
of _ 0foc 0foy 050
v Ordv  OJydv 0z v

Ejemplo.Seaf(z,y,z) = = + 2y + 2%y

y — u2 + ev
z = 2u
Aplicando la regla de la cadena obtenemos
of 1 of u
=412 = —— 4 2%
ou u + 1, ov V2 te

O

Las mismas condiciones de derivabilidad y continuidad expuestas anteriormente para los distintos casos, se pueden
expresar de forma gérica como sigue:

Consideremos = f(x1,x9,...,x,) una funcon den variables con todas sus derivadas parciales continuas y
consideremos a su vez

T = <P1(U1,U2,~~~,Um),
To = ©a(Ur, U, ey Up),
T = @n(ui, uz, ..., Uny)

funciones den variables con todas sus derivadas parciales tambontinuas. En estas condiciones podemos
expresar:

Of _ 0f 0z  Of 0wy  Of Oz
Ouy  Orp Ouy  Ore Ouy | Oz, Oug
of of 0w  Of O of o,

O, 01 Ouyy,  OTo Oy ' Oy Ot
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2.3.5. Derivacion de funciones imgktitas

Seay = f(x) una funcon continua definida impditamente por la ecuam F(z,y) = 0, dondeF, F, y F, son
funciones continuas, adés conF),(x, y) # 0. Entonces se cumple que

OF

dy _ _ Oz
- 9F"
v oy

Puedes intentar deducir este resultado derivando respeatdajgicando la regla de la cadena) en la ecbci
F(z,y) = 0.

La expresbn de derivadin de una fundn implicita se puede hacer extensiva para umaro mayor de variables,
razonando de forma similar.

Ejemplo. Vamos a calcular la derivada en los puntos que correspondan alwalar de la funcon definida por

la ecuaddny® — 3zy + 223 = 0. Si sustituimos: = 1 en la ecuadin, obtenemos que los puntos para los que hay
que evaluar la derivada s@h, 1) y (1, —2). Para aplicar el resultado anterior basta con calddlas —3y + 62

y F, = 3y* —3z. Particularizando en los puntos que sometemos a estudio obtefeos) = 3, F,(1,1) = 0,
F.(1,-2) =12, F,(1,—-2) = 9. De aqli deducimos qu%(l, 1) no se puede hallar y por otro lado se tiene

d 9 (1 9 4
7y(1’_2) _ _% _ _ =
dx 3y (1L, =2) 3

O

Ejemplo. Supongamos que la superficie dada por la eémaEix, y, ) = 0 define implcitamente a la funéin
z = f(=z,y). La ecuaddn del plano tangente a la mencionada superficie en el guntoc) vendia expresado
por

z—c= g—i(a,b)(a: —a)+ Z—ch(a,b)(y —b).
Ahora bien, aplicando la regla de derivacipara funciones imfitas se tiene:
de_ G de_ %y
dx oF > dy %—5

0z

Sustituyendo en la ecuaci del plano tangente y simplificando (quitando los denominadBrgobtenemos
finalmente

oF oF oF

%(avba C)(J? - a’) + a—y(a7ba C)(y - b) + &(Chba C)(Z - C) =0.
Expreson de la ecuaéin del plano tangente a una superficie que no hace referenciaiexgé la funddn que la
define. |

2.3.6. Gradientesy derivadas direccionales

Sea la superficie = f(x,y) y supongamos que las derivadas parcigleg f, son continuas.

Consideremos el plarid que pasa por los puntds, b,0) y (z,y,0) y es perpendicular al plano= 0. Este plano
tiene de ecuabny — b = tan f(z — a) 0 bien, en forma paragtrica

-l = a—+tcosf
"Ly = b+tsenf
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Este plano corta a la superficie §egina curvay de ecuadin

z = f(zy)
Y:<¢ x = a-+tcosh
y = b+tsend

Es decir,z = f(a + tcosf,b + tsend). Consideremos en el plarid el nuevo sistema de ejes coordenados
O'T'Z', dondeO’(a,b,0), O'T’ es la intersecoin de planadll con el planoz = 0, y el ejeO’Z’ es paralelo

al ejeOZ pasando por el punt®’. En el planall, podemos estudiar la pendiente de la recta tangente al
puntoP(a, b, ¢) respecto del ej©'T”’, que coincide con la derivada respecta des decir, aplicando la regla de

la cadena se tiene: J o7 d o7 d of o7
z X Y
dt 9z dt Oy dt ax(a’ ) cosf + Oy (a, ) sen
La recta que pasa por el punitia, b, ¢) y tiene esta pendiente es la recta tangenteea el puntoP. Esta recta
tangente tiene por ecuaciones pagtiaas respecto@XY Z:

= a+tcosl
y = b+tsenf
z = c+(%(a,b)cos€+g—fyc(a,b)senﬂ)t

y est contenida en el plano tangente a la superficie en el pRifitob, ¢) de ecuadn

of of
z—c= %(a,b)(:p —a)+ a—y(a,b)(yf b).

A la expresdn f,(a,b) cosd + f,(a,b)send se le llamaderivada direccional de f(x,y) en (a,b) sedin la
direccbn 6 y se denota pof, o por D+ f dondew = cos 07 +sen 07.

La derivada def (z, y) en(a,b) sedin la direcodbn 0, es la pendiente de la recta tangente a la curva resultante de
la intersecdn de la superficie = f(x,y) con el plano de ecua@my — b = tan f(x — a) . A veces tamlén se

dice de la derivada direccional queagitmo al que cambig (x, y) cuando nos movemos desde el pulatd)

en la direccon que forma urangulof con el eje0 X .

Es importante que observes lo que sucede cuéndd® y ¢ = 7. Aplica la definicon y comprueba que en estos
casos las mencionadas derivadas direccionales coinciden con las derivadas parciales.

Ejemplo. Vamos a calcular la derivada déz, y) = x2y> en el punto(1, 2) en la direcadn determinada por el
angulor/3. Para ello calcularemos primero las derivadas parcigles 2xy® f, = 3z%y®. Particulariandolas
en el punto que nos piden se tiefig(1,2) = 16 y f,(1,2) = 12. Habida cuenta queos(w/3) = 1/2y
sen(m/3) = v/3/2, obtenemos finalment® f(1,2) = 8 + 6+/3. o

La expresbn
D~ f(a,b) = %(a7 b) cos 0 + %(a, b) sen 6
se puede ver como el resultado del producto escalar de los vectores
E)zcosH?—i-sene? y %(a,b)?—&—%(a,b)?.

A estelltimo vector se le denomirgradiente de f en (a, b) denoindose poK f(a, b).

En definitiva, siz = f(z,y) tiene derivadas parciales continués, f, y @ = cos 077 + sen 9? entonces se
cumple
Do f= Vfﬂ>

Por definicon del producto escalar de dos vectores, tenegs = Vf.u = |Vf|.|u | cosa dondea es el
angulo que forman los vectorég y w’. Pero|w’| = 1y de aqlideducimosD~ f = |V f|.cosa , esto nos
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lleva a deducir que el valor aximo de la derivada direccion&l- f coincide conV f| y adenés la direcdn del
vector gradiente es la que indica la mayor derivada direccional.

Ejemplo. Dada la funodn f(x,y) = 2%y® ¢cul es la mayor derivada direccional éh 3) y en que direcén
se obtiene esta derivada direcciond@xima? La respuesta a esta pregunta la tiene el vector gradiente. Puedes

comprobar qué/f(2,3) = 1087 + 108? y por tanto el valor de la &xima derivada direccional ¥ f| =
. s . . ’ s
108+/2 y este valor se alcanza para la dirécogue marca el gradiente, queiaesn este cas@’ = cos(m/4) i +
—
sen(m/4) j . m|

Ejemplo. Una interpretadn igualmente dgafica como curiosa del significado del gradiente lo da el siguiente
ejemplo. Supongamos una madmasobre el plancY. La altitud de la superficie sobre el punte, y) la
denotaremos por = f(z,y). La derivada direccional indical ritmo al cual cambia la altitud por unidad de
cambio en distancia horizontaEl gradienteV f(a, b) apunta a la direcon que un monféero debdra seguir si
desea escalar en la diregoide mayor pendiente. Eladulo |V f|indica la mayor pendiente disponible. O

2.3.7. Derivadas parciales de orden superior

Seaz = f(x,y), lamaremoslerivada parcial segunda (o de segundo orderge f respecto de: dos veces a la
derivada respecto dede la derivada parcial primera respectades decir,

h—0 h

d 2 o
deno&ndose pok.., fuz, 2 (2L), 5% 0 &1,

Analogamente llamaremos derivada parcial segunda (o de segundo ordémesigecto de; dos veces a la
derivada respecto dede la derivada parcial primera respectayde

p Fa@y+ B) = £y (@)

h—0 h
8 (df\ 82 9%f
denofindose pokyy, fyy, 5, (55 ): 5,7 © 552 -

Se llama derivada segunda fleespecto de y respecto de;, a la derivada parcial respecto dele la derivada

parcial def respecto dg, denofindose pok,,, f,., 2 (55), ggy gafy.

Ejemplo. Para la fundn f(x,y) = y cos(zy) se tiene

o~ psen(ay)
% = cos(ry) — ywsen(ry),
PL — feostan),
227‘2 = —2zsen(zy) — yz cos(zy),
;;gy — aa;afx = —2ysen(zy) — xy? cos(wy)

O

En el ejemplo anterior hemos observado que las derivadas mixtas coincidenépasogiesto vuelve a suceder?
La respuesta a esta pregunta la déegirema de Schwartz(ver bibliografa recomendada) que se enuncia en los
siguientesé&rminos:
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Seaz = f(x,y) una funcén tal que existetf,, f, y f., en un entornd/ del punto(a,b) y son continuas en
(a, b), entonces existé,, (a,b) y adendsf,,(a,b) = fy.(a,b).

Para la fundn z = f(x,y) hemos visto las cuatro derivadas segunfias fyz, fzy, fyy, @UNQue ya sabemos

gue bajo las hiptesis del Teorema de Schwartz las derivadas mixtas coinciden. Siguiendo este proceso podemos
definir las derivadas tercerds, ., foya, foays foyys fysaer Fyyar fyay Y fyyy @UNQue 8lo hay4 distintas bajo las
hipbtesis del Teorema de Schwartz. En general exiteterivadas de ordem, pero $lo p + 1 son distintas bajo

las hipotesis del mencionado teorema:

R A S T
OxP’ QyOxr~1’ Qy20xP=2" """ Oyr—10x Y OyP

2.3.8. Extremos relativos y absolutos

Consideremog : A ¢ R? — R una funcon de dos variables con valores reales, con dominio de défnési
A, que habitualmente denotamos come f(z,y). Consideraremos a continuaniel problema de maximizar o
minimizar a la mencionada furtm enA.

Si existe un puntdzo, yo) € Atal quef(zo,y0) > f(z,y ) paratoda(z,y) € A, entonces diremos quetiene
unmaximo absolutoen A.

Analogamente definimos el conceptordeimo absolutosin mas que exigir ahora qu&xo, yo) < f(x,y ) para
todos los puntos dd.

No siempre existe un punto en el dominio de la fénogue cumpla las caracisticas anteriores. De hecho hay
que buscar un cierto tipo de subconjuntoRdegue aseguran la existencia daximos y ninimos absolutos, son
los llamadosconjuntos compactos

Recordemos primero (ver Ciiplo 2 y bibliografa recomendada) que para funciones reales de una variable real
se define la no6in de extremo relativo como un puntg del dominio de la funéin para el que existe un entorno
(puntos suficientemente@imos al valorz ) tal que para cualquier punto de ese entorno se cumple la condici

de maximo o mnimo absoluto descrita con anterioridad. Es decir hacemos un estudio “local”, entendiendo por
ello las proximidades del punto sometido a estudio.

¢ Qe procedeia hacer ahora para una fungn deR?, z = f(x,y)? ¢Cdmo se introducen el concepto de entorno
y de proximidad en el plano?

Las respuestas a estas dos cuestiones la hemos estudiado ya al introducir l@lefaicnite para funciones
de varias variables. Debeis recordar que el concepttigianciaentre dos puntos d&? puede definirse como
d((z0,y0), (z1,y1)) = /(21 — 20)% + (y1 — yo)?. Asi los puntos que distan menos guee un puntqzg, yo) €
IR?, vienen expresado por los puntas y) que satisfagan la inecuéci/(z — z¢)2 + (y — yo)2 < 6.

¢,Cbmo piensas que se represefidagraficamente esta situdwni en el plano? ¢ Qies ahora giaficamente un
entorno deg(xg, yo)?

Pues bien, ahora estamos en condiciones de definir el concept@xdmo relativo (resp. minimo relati-
v0) COmMO un punta(zp,yp) € A tal que exista ud > 0 verificando que para todgr,y) € A que cumpla

V(@ —20)? + (y — y0)? < & se tienef (zo, yo) = f(z,y) (resp. f(zo, yo) < f(z,y)).

¢ Gomo definifas los conceptos dearimo y ninimo relativo para una funéin de tres variables = f(z,y, 2)?

Observa que el concepto ahora depende de la défimitg distancia entre dos puntoskh que vendia dado por

d((x0, 90, 20), (z1,91,21)) = V(21 — 20)> + (Y1 — 90)? + (21 — 20)%.
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¢ Como se representa con esta distancia un entorno en el espakiode un puntdqzo, yo, 20)?

Puedes completar, consultando la biblioggakcomendada, la defingei de néximo y ninimo de una fundn
w = f(x’ y? Z)'

Para completar el estudio, ¢como piensas que se puede definir una distariRi&?epCdmo definifas los con-
ceptos de @Eximo y ninimo relativos para una funéh den variablesw = f(x1, z2, ..., z,)?

Condicion necesaria para la existencia de extrem&eaw = f(z1,2,...,x,) Una funcon que cumple que
todas sus derivadas parciales son continuas. Si tieneimma o un ninimo relativo en un punto de su dominio
entonces las derivadas parciales departicularizadas en dicho punto deben ser todas iguales a cero.

Esto es, para una fur@mi z = f(z,y) se traduce en que si existe u@ximo o nmnimo relativo (extremo relativo)
en(xo, yo) entonces

0 0
%(zo,yo) =0 Yy afz(xo,yo) =0.

Recuerda que en funciones de una variable la copide derivada nula vém a indicar la existencia de recta
tangente paralela al e@X. Evidentemente la tradua al caso de funciones de dos variables (superficies)
vendiia dada por la existencia delano tangente paralelo al plan& Y.

Al igual que ocurra en funciones de una variable, elifroco de este resultado no se cumple.

Ejemplo. Consideremos la fungn f(z,y) = (y — 2?)(y — 22?). Se puede comprobaidilmente que se cumple
f2(0,0) =0y f,(0,0) = 0. Ahora bienf(0,0) = 0, pero la funcbn toma tanto valores positivos como negativos
en cada entorno d@, 0). ¢ ®mo probaias estdiltima afirmacdn? ]

Dada una fun@nw = f(x1, 2, ..., x,) con derivadas parciales continuas, diremos que un punto de su dominio
es estacionario o critico si todas las derivadas parciales se anulalenO lo que es lo mismo si el vector
gradiente es nulo. Bk expicitamente, para una furim de dos variables = f(z,y), se debéa cumplir que

Vf($0,y0) = ?

Es importante, al igual que hiamos en el estudio local de funciones de una variable, encontrar condiciones
suficientes que nos garanticen la existencia de extremos relativos, identificando en cada cas@sinsos m
minimos.

Seaz = f(x,y) unafuncon con derivadas parciales de segundo orflgnf,. = fay, fyy CONtinuas en un punto
estacionaridzo, yo) € R? y consideremos el siguiente determinante

&(x y) 8% f (x y) 82f 32f 92
A= | 02050 9ydz \ L0 Yo) | _ (20, 50) =5 (20, Y0) — (m—=— (0, y0))>.
Bayafx (0, 90) 375 (20, Y0) O y? Oyox

Entonces se verifica lo siguiente:

(1) SIA>0Y frx(zo,y0) > 0, f tiene unminimo relativoen (zo, yo)-
(2) SIA>0Y frz(x0,90) <0, f tiene unmaximo relativoen (zg, yo).
(3) SiA <0, f no tiene niméaximo ni mnimo relativoen (zy, yo) (punto de silla, ver Figura 6.2).

Puedes consultar la bibliogfafrecomendada para comprobar que no es demasiado complicado a efstiosgr
generalizar este criterio para funcioneseariables, estudiando el signo de una suiresie determinantes.

Ejemplo. La funcion f(z,y) = (22 — y 4+ 1)? + (z — 3y)? + 1 alcanza urminimo en el punto(—2, —3),

conclusbn que podemos sacar de igualar las derivadas parciales a cero, obteniendo las eQiacignes = 0
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Figura 6.2: La superficie de la figure tiene un punto de silla en el origen.

y x — 3y = 0. Despwes aplicamos el criterio de la condiai suficiente que hemos descrito con anterioridad,
obtenéndose que

Pfr 3 _1 Pf 3 _1

A:' @(*ga*g) agam(*gvfg) |:' 10 -10 ‘_300>0
o°f 3 1 o°f 3 1 _
g0z (—575) (=55 10020

O

Ejemplo. Dada la funodn f(z,y) = (z + 1) + 3(y — 2)? — 21, puedes comprobar siguiendo un procedimiento
arélogo al descrito para el ejemplo anterior, ¢fuiene unminimoen (—1, %). |

2.3.9. Extremos condicionados

Hemos visto en el égrafe anterior 6mo se pueden estudiar los extremos relativos de unadiuack f(x,y).
Ahora bien, es posible que la ecuatide la superficie estdada de manera impita, es decir, se pueda dar por
ejemplo con una ecuamg(x, y, z) = 0, de la cual pueda ser muy complicado en kagpica despejar una variable
en funcbn de las otras dos. Incluso podemos complicar tzdans la situadin si pedimos estudiar los extremos
en los puntos de una curva en el espacio que se puede dar como intergsexcos superficies, que a su vez
vengan expresadas de forma igfib por sendas ecuacion@sz,y, z) = 0y ga(x,y, z) = 0.

En el caso de tres variables, el problema sefpogikponer de la manera siguiente:

(1) Seaw = f(x,y, z) con derivadas parciales primeras y segundas continuas en un(pyne, zo)-

(2) Consideremos en la furmi las siguientesondiciones de ligaduraes decir, condiciones a las que somete-
mos a las variables en ldibqueda de los valores extremos de la fonci

91(33,%2) = 07 gg((L',’y7Z) = 0 ) g,n(fL',’y7Z) = 0.

En las mismas condiciones descritas anteriormente, buscamosndiabn necesarigpara que la funéin f (x, y, z)
tenga un extremo relativo @imo o ninimo) restringido a las siguientes condiciones de ligadura, y, z) = 0,
g2(z,y,2) =0,..., gm(z,y,z) = 0. Para ello construimos la furim

L(xvya Z) = f(m7y7 Z) + )\191('7;73/7 Z) + )\292('7;73/7 Z) +o 4+ )\mgm(x; Y, Z)y

en donde los\; (i = 1...n) se consideran constantes (se conocen con el nombreiltiplicadores de Lagran-
ge).
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La condicbn de Lagrange dice que si el puritay, yo, 20) €S un n@aximo o mnimo de la funddn sometida a
las condiciones de ligadura anteriormente expuestas, entonces es satisface el sistema+@ lasuaciones
siguientes:

L

g—x(x,y,Z) = 0,
L

g—y(x,y,Z) = 0,
g—i(x,y,Z) = 0,
gl(IE7y,Z> = 07
92(337?}72’) = 07
gm(v,y,2) = 0.

Observaaddn. (1) Existe un procedimiento para distinguir cuando tenemasimos o ninimos, pero en general
suele ser rasUtil el uso de procedimientos intuitivos (preferentemente de tipo §&@a) que nos permitan hacer
tales distinciones.

(2) El método explicado anteriormente como ejemplo para funciones de tres variables, tiene una geberalizaci
clara paran. Bastafa considerar ahoraw + n ecuaciones construidas de formékga a las anteriormente
descritas (ver bibliogréd recomendada)

Ejemplo. Vamos a minimizar la funéin f(x, vy, z) = 22 + y* + 22 sujeta a las condiciones

r+2y+3z = 6,
r+3y+9z =

Para ello construimos la furti L(z,y, 2) = 2% + y> + 22 + M (2 + 2y + 32 — 6) + \ao(2 + 3y + 92 — 9) y de
aqu obtenemos el sistema formado por las siguientes ecuaciones:

OL
a—x(x,y,z)=2x+)\1—|—/\2 = 0,
OL
a—y(m, Y, 2) =2y +2X\1 +3X2 = 0,
OL
5(@ Y,2) =22+3\ +9N = 0,
r+2y+3z2 = 6,
r+3y+9z = 9.

Despejamog;, y, z en las tres primeras y sustituimos en las ditisnas obteniendo:

14X\ + 34X, = —12
34N + 91X = —18
y finalmente
240 78
T Y T
Para estos valores de los multiplicadores de Lagrange obtenemos eR{ijtd22, =) 0

Ejemplo. Puedes usar el @odo de Lagrange para demostrar que entre todos los paipézlep de volumen
dado, el que tiene superficieimma es precisamente un cubo. ]
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2.4. Curvas parametrizadas erRR®

2.4.1. Parametrizacbn regular. Vectores velocidad y aceleréai

Una funcbn vectoriall_f(t) = x(t)7 + y(t)7 + z(t)? definidaR : I ¢ R — R, donde! es un intervalo
abierto de la recta real, gficamente describe una curva en el espacio para los distintos valoresaieépat.
Esta representamn parangtrica diremos que eaggular cuando tiene las siguientes propiedades:

1) ﬁ(t) = (2(t),y(t), 2(t)) es de clas€'* (continua y con derivada continua) en el intervalo

(2) %(t) + 0 para toda del.

Cuando en vez de clagg! se exige clas€™ (continua y con derivadas sucesivas continuas hasta erdse
suele decir que eggular de clasen.

Un ejemplo significativo de una curva parametrizada en el espacio es la llaé&lmeecircular, cuya parametiza-
cibn viene dada por:

ﬁ(t) = (acosOt,asenbt,bt), con a,b#0,t € R.

Figura 6.3: Hélice circular.

Por semejanza a la interpretacifisica que surge del movimiento de una maufa en el espacio, representdxibe
. . - . .
por la parametrizadin de una curvaR (t) = (x(t),y(t), z(t)), se define el concepto delocidadcomo el vector
— _dR
— dt -
A su vez tamb#n podemos definir a partir @b, otro vector que mida la varigoi v en funcbn del paametrot.
Lo llamaremosrector aceleracony se define como

. d7¥ &R Pr— L Py P
_dv _dr—  dy— &z
dt Az a2 a2’ T
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2.4.2. Longitud de arco para curvas en el espacio. El vector unitario tangente

La longitud de arco de una cur\ﬁ(t) = (z(t),y(t), 2(t)) entre los valores del pametrot = a 'y t = b viene
dada por la siguiente exprési:

b b
L:/ |7’|dt:/ V(02 4y (£)? + 2/ (t)2dt

Si elegimos un punto de referencia en la cuPya= ﬁ(to), y notamos la longitud de arco

s(t) = / VIR Ty (0 1 (1)t

el teorema fundamental dédiculo integral nos lleva a deducir que

o = VIR P = |7,

Ejemplo. Vamos a calcular la longitud de una vuelta de &ide ﬁ(t) = (cost,sent,t). Observemos que la
hélice da una vuelta completa cuandearia de0 a 2. Asi, obtenemos que ebéculo corresponde a

2m 2m
V/(—sent)? + (cost)? 4 12dt = V2dt = 27V/2,
0 0

es decir, la longitud de una vuelta de Elibe esy/2 veces la delicculo unidad del plandY” en el que la Blice
se proyecta. O

Si consideramos la curvg(t) = (x(t),y(t), z(t)) representada por una parametribaaiegular y la longitud de

arcos(t) medida desde un punto de referenbia= I_%)(to) y Si adenéls% # 0, podemos deducir (derivada de

la funcion inversa) que
dt 1

=

==
Esto unido a que
— —
AR _dR di_ . dt
ds  dt ds = ds
tomando nddulos (no se olvide qug— es una magnitud escalar) se obtiene
—
R
dt

_
dR
ds

dt 7 1L
= — = v _— .
ds |V

- . . =4 =4 H
Llamaremos a% el vector tangente unitario de la curva y lo denotaremos p@r (o por T (s) Si queremos
especificar el punto de la curva en el que calculamos el vector tangente, haciendo referenamett@arco).

Cuando la parametrizam de la curva no eatexpresada en furtmi del paametrolongitud de arco, la manera
— L. —
de calcularT” es con la expresn ‘jjj‘

Ejemplo.Vamos a calcular el valor del vectar para los puntos de la curva dada por la parametGraci
—
R (t) = (cost+tsent,sent — tcost,0).
Para esta curva (que astontenida en el plan&Y’) se obtiene
W = (—sent +tcost+sent,cost+tsent — cost,0)

y de aqli|v’| = t. De esta forma concluimos qtﬁ = (cost,sent,0). |
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2.4.3. Curvaturay torsbn de una curva. El triedro de Frenet

Uno de los grandes problemas que plantea la getenesr determinar y cuantificar los elementos que pueden
llevar a distinguir unas figuras de otras. Este problema se puede resolver para curvas lo suficientemente “suaves”
(es decir, con unimero suficiente de derivadas sucesivas continuas). Veremos que una curva regular viene
determinada painicamente dos magnitudes escalares que llamareaneatura y torsion.

—

Supongamos qu§ = R(s), dondes es eI pa{ametro arco, es una curva regular de clase mayor o igual que
2. Consideremogg = 1?}( ). Al vector I se denominaector curvatura de la curva en el puntcR( )y

se denota con la exprési = = %. No es d|fC|I demostrar quéx” es un vector ortogonal a (consecuencia

de queT> es un vector unitario y de derivar la expmﬁ).? = 1). Al modulo del vector curvaturgr’(s)| lo
llamaremoscurvatura de la curva en E)(s) y lo denotaremos pat(s). Llamaremogadio de curvatura a la

expresbn p(s) = K(ls) :

Figura 6.4: Curvatura de una curva en el espacio.

La interpretaddn de la curvatura es la del valor del cambio de diatcie la tangente respecto de la longitud de
arco. De esta forma, una curva en la que la di@tde la tangente cambigpidamente en relami con la longitud

de arco, tiene una curvatura grande y por tanto un radio de curvaturafipegpiensa en una circunferencia de
radio pequ&o).

Ejemplo. ¢, Cial sea la curvaturay el radio de curvatura de la circunferencia de tedié@a por la parametrizami
ﬁ(t) = (acost,asent,0)? Veamos:
.
dd—lf = (—a(sent), a(cost),0)

y de esta form%% = a. Adenas se tiene

. dR
T = L — (—sent,cost,0)
‘dR
dt
y por tanto
- = dT dT
. _dT _dT at ‘% F

K = (cost sent).

ds  dt ds & ‘

El vector curvatura siempre @ddirigido hacia el origen y la curvatura es constante e igliaghalo que demuestra
gue el radio de curvatura coincide precisamente con el radio de la circunferencia. O

Siempre que la curva venga parametrizada parrejzgaametrot que no sea la longitud de arco se tiene

=3

—_—_
K=
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Ejemplo. Puedes comprobar que la curvatura en cada punto dditz fexpresada por la parametrizatiegular
=
R (t) = (acost,asent,bt) cona > 0,b # 0yt € Rviene expresada por

o
S|

U

= ’dt ‘ = ﬁ(—cost,sent,()).
a

—
R

]

<

t

Observa que el vector es paralelo al pland Yy es dirigido hacia el origen. La curvatura es constante e igual
a a

__a
a?+b2? "

Propiedades.

e Una curva regular de clase mayor o igual @ues una recta si yodo si su curvatura es @hticamente nula.

- g ) . . . .
e SeaR = R (t) unarepresentawn arbitraria de una curva de clase mayor o igualZjentonces se tiene

@<
X
KR = .

"

Siempre y cuandor (s) # 0 podremos escoger el vector unitario

que se denomingector unitario normal principal a la curva en el puntoR (s).
. N — — , .
Observaaddn. A lo largo de una recta’ (s) = 0, luegoN no estaia determinado.

Dado un punto de la curva representado ﬁ)(rs), llamaremogecta normal principal a la recta que pasa por
el mencionado punto y tiene como vector director el ve(b_t')c(vs). Llamaremogplano normal al plano que pasa
por el puntoﬁ(s) y es perpendicular a la recta tangente a la curva en ese @Riatm osculadorse llama al que
pasa por el puntﬁ)(s) y contiene a los vectore?(s) y ?(s).

T

= >

Ejemplo. Dada la Iglice ﬁ(t) = (cost,sent,t), vamos a calcular la ecuaéci de lanormal principaly el plano
. - —

osculadoren el puntot = 7/2. Comor # 0 para todot se tiene queN = |ﬂ:—‘ = (—cost,sent,0). La

ecuacbn de la normal principal ventdr dada por

x
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La ecuaddn del plano osculador saldrde resolver

T y—1 2—-73
1 1
B
0 -1 0
es decir,
l’—‘y—Z:E
2

O
Consideremos ahora el vect®(s) = T (s) x N (s). Observa queB es continuo y unitario, y quel’ , N, B)

forma unabase ortonormal positivamente orientad?(s) recibe el nombre deector unitario binormal a la
— — — — . . . L, .
curva en el puntarR (s). (T (s), N (s), B (s)) recibe el nombre dgiedro de Frenet o triedro movil.

Recta-binormal

“B

Plano-normal

Plano-rectificante

X N Recta-normal

Plano-osculador

Recta-tangente

Figura 6.5: Rectas y planos asociados a una curva en el espacio.
Llamaremosplano rectificante al plano que pasa por el pun®(s) y contiene a los vectoreB y T .
. — =
Observa que el plano normal es el que contiene a los vecidngsV .

Ejemplo. Dada la lelice ﬁ(t) = (acost,asent, bt), puedes comprobar que el plano rectificante a la curva en el

punto correpondienteta= 7 tiene como ecuadny = a. ]
. — — . —
Consideremos qu& = R (s)es una curva regular de clase mayor o iguayajue a lo largo de elldV (s) es de
— — — . , .
claseCt. B(s) = T (s) x N (s), derivando esta exprési obtenemos:
—

—

— — — — —
B'(s)=T'(s) x N(s)+ T (s) x N'(s) = T (s) x N'(s) (%)
— —
ya queT’(s)y T\f(s) son proporcionales. Se tiene adismque’ﬁ’ =1y por tanto N’ y N’ son ortogonales y

por esta ra@n N sefia paralelo al plano rectificante y de aqu
N'(s) = M) T (s) + () B (s).

Sustituyendo esta exprésien(x) y operando (con algunas consideraciones que se dejan al lector) se llega final-
mente a _ _

B'(s) = —7(s).N (s) (%)
A la funcion continuar (s) se denomin&orsion de la curva enﬁ(s).
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—
Si multiplicamos(xx) escalarmente pcﬂ_sf se obtiene(s) = —B’(s).ﬁ(s), expresbn del valor de la toréin en
un punto.

Ejemplo. Dada la k’eliceﬁ(t) = (acost,asent,bt), se tiene

= < bsent —bcost a )
VaZ + 02 Va2 + 02 VaZ + b2

De aqu deducimos que

w|

Fet d
dB _ _( bcost bsent 0)
ds ‘ Vaz+02 a2+ )’

t

:
:

QL
=l

U

—
Luegor(s) = —B’(s).ﬁ(s) = # lo que demuestra que la tabsien esta curva es siempre constante J

Propiedades.
e Si una curva es regular de clase mayor o igual 8jyea lo largo de ellaV es de clas€'!, entonces se
trataa de una curva plana si 9I® si su torsbn es icénticamente nula.
e Enun punto de la curva — ﬁ(t) en el quer # 0 setiene

— — —
B det(R’,R”,R”’)

T =
R xR i
X

e Se verifican las siguientes expresionfésrfiulas de Frene):

AT
N
T N
ds :
dﬁ — —
— = —kT +7B
ds
dﬁ —
2 - N
ds T

Ejemplo. Se puede demostrar que la curva

R(t) = (t,ﬂ 1t2>

t 7t
esh contenida en un plano sinasique comprobar que su td@nsiesO en cualquier punto. m|

Ejemplo. Para la curval_f(t) = (t —sent, 1 — cost,t) el valor de la curvatura y la tosn en el puntad = 0 es
#(0) = 1y 7(0) = 1 (Compriébalo). 0

2.5. Superficies parametrizadas eiR?

El concepto intuitivo de superficie parametrizada es el de un conjunto de puntos del espacio que es parecido a una
porcidon de plano en un entorno de cada uno de ellos. Esto sucede cuando existe unéaﬁcabi CR — R3,
definida porX (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) que es lo suficientemente regular.
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Suponemos en principio quf es por lo menos de clage!. Ademas para asegurarnos de que en todo punto
existe un plano tangente, supondremos que

g o X 0X
u v
—
rango | 24 9 | =2 — x—#0
Qu Qv ou Ov ’
z z
9z Oy

donde consideramos

OX _ (0x Oy 0z OX _ (0x oy 02
o ¥ ov  \ov ov ov)’

Habitualmente notaremos

y ad sucesivamente.

— - . — - —
Observa que los vectores , y X , forman una base del plano tangente siempre y cuadago X, # 0 yque

representa un vector normal unitario en cada punto de la superficie. Decimo$ qué Cc R- — R? es una
parametrizacion regular de clase”™ de la superficies si y lo si:

1) X € C™U),m > 1.

2 )_fu X YU + 0 para todqu,v) € U.

Ejemplo. Vamos a hallar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superficie representada por
— . — —
X (u,v) = (u,v,u? —v?) en el punto correspondienteia= 1,v = 1. Veamos,X (1,1) = (1,1,0), X ,(1,1) =

(1,0,2)y )_()U(l, 1) = (0,1, —2). La ecuaddn del plano tangente vendrdada por
r—1 y—1 z

1 0 2|=0,
0 )

y la ecuaddn de la recta normal, habida cuenta que el vector normal unitario al plano en el punto ématiest
dado por:

Xo(1,1) x Xo(1
N) — —)u( b )X —>’U( k) ) — _(_2’2’1),
X.(1,1) x X ,(1,1)
se expresa en forma parétrica como
= 1-2\
y = 142\ XeR
z A
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2.5.1. Coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

Los coeficientes de larimera forma fundamentalienen dados por las siguientes expresiones:

2
E(u,v) = )_()u(u,v) )_(>u(u,v) = ‘)_()u(u,v)‘
F(u,v) = Y“(u,v) )_(>1)(u, v)
— — — 2
Gu,v) = X,(u,v).Xy(u,v) = ‘XU(u, v)

Ejemplo. Consideremos la superficie parametrizada por
)_(>(u,v) = (u+v,u—v,uv).

Los coeficientes de la primera forma fundamental viemddados por

E(u,v) = 2+?
F(u,v) = wu
Gu,v) = 2+u?
O
Observemos que
E F
’Yu(u,v) X Xv(u,v)‘ =EG - F?= ‘ FoC ’
y por tanto
X u(u,0) x X, (u,0) 1
- u,v) X u,v 4 -
N (u,v) = e C = (Xux X,)
X u(wv) x Xo(u,v)|  VEG-F?
Ejemplo. Para la superficie’_()(u,v) = (u+ v,u — v,uv) dada en el ejemplo anterior, se tieA& — F? =
4 + 2v% 4+ 2u2. Observa que el valor de esta cantidad es siempre estrictamente mayor que cero. |

. . g - .
Si llamamog) al angulo que forman los vectore, y X ,, se tiene

B
VEVG

N
u X Xy).

<l

cosf =

(

Esto quiere decir, entre otras cosas, que en una superficie parametrizada J?—é)gLya?—{> » Son perpendiculares
siysdlosiF = 0.

Pasamos ahora a introducir los llamadosficientes de la segunda forma fundamental:

— 22X

e = N.au2
;o= N) GQY
B “Oudv
2—)

g = ﬁ.a X
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- . =2 L.
Se llamacurvatura de Gaussde una superficie parametrizada regular, en el pite, v), a la expregin

e f

gl eg—f?
E F EG - F?’
F o

Observa quéEeG — F? > 0 siempre, con lo que el signo dé depende directamente de — f2.

Distinguiremos cuatro casos que dependen del discrimirgntef?.

z z 7

Figura 6.6: Distintos tipos de puntos en relacion con su curvatura de Gauss.

Caso elptico: Se dice que un punto edipticosi K > 0. Viene a expresar que el comportamiento de la fumci
en las proximidades del punto es el depamaboloide diptico.

Caso hiperholico: Se dice que un punto édperbdlico si K < 0. En este caso existen en el plano tangente dos
rectas distintas que lo dividen en cuatro regiones.

Caso paralblico: Se dice que un punto earakdlicosi K = 0y e+ f2 + g2 # 0, es decir, los coeficientes f
y g ho son todos iguales a cero. En este caso nos encontraremos @iindro parabdlico como se puede
ver en la figura.

Caso plano: Se dice que un punto @anosie = f = g = 0.

Ejemplo. Dada la parametriza@n regular de la esfera de cen{fb 0, 0) y radioa:
?(u, v) = (a(cosu)(senv), a(senu)(senv), a cosv)

se puede comprobaadilmente (se deja para el lector) que

e f

gl e 1
E F EG—-F?2 o
F oo

curvatura por tanto siempre constante en todos los puntos de la superficie y que déjmeteleadio de la esfera.
Esto nos indicda queK > 0 (caso diptico), y sefa mas pbxima a cero cuanto &s grande fuera el radio de la
esfera, es decir, estammas cerca de parecerse a un plano. |

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

— .
A.6.1. CalcularF’(t) si:
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(@) f)(x) = (ze*,In(3x),0) y x = Int

(b) ?(m) = (cos(y/z),arctan yr=1t>+2t+1.

k)
A.6.2. Calcular el dominio y el rango de las siguientes funciones de dos variables:
@ f(z,y) = Vo +y.
(0) flz,y) = VA —a? =y

(C)f(x,y) = \/IlTy

A.6.3. Calcular losimites (si existen) en los siguientes casos:
3r® — 5
@@ lim 1;73/4'

(z,y)—(0,0) 2+ y2> +2

. 2% — 2zy + 12

1m ——
(zy)—(1,1) T—y

. zy+y—2x—2

hrn S T—

(z,y)—(-2,2) rz+1

(b)
(©

A.6.4. Considerando diferentes curvas de aproxiacdemostrar que las siguientes funciones no tiemeitel
cuando(z,y) — (0,0).
r+y
@ -
-y
x2 . y2
0) 5—5-
ety
_r
Vi 2
A.6.5. CaIcuIar =y 6f en los siguientes casos:
(@) f(z,y) = e” cosy.
(b) f(z,y) = V9 — 2% —y>

©) f(z,y) = e V.

A.6.6. Seaw = f(r,y,2) =22 + 9> + 22,2 = g(x,y) = 2> + > Calcular%.

(©

A.6.7. Calcular la ecuadin del plano tangente al elipsoide de ecaaci

w? 2

Z 42 =1
1 + 9 +z

en el punta(1, 0, @).

A.6.8. Suponiendo que las funciones arbitrariag son diferenciables urimero suficiente de veces, comprobar
las siguientes igualdades:

(a)y% —xg—z =0,siz = p(x? +y?).
(b)x2—z—x %—i—y =0, Slz——;—i-w(xy)

A.6.9. Hallar las siguientes derivadas:

3
w
a J—
( )8x23y
baw
(b) =——— siw = 2%seny + y>sen .

Ox30y3

siw = zIn(zy).
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A.6.10. Hallar los extremos relativos de las funciones siguientes (en el caso de que existan):
@) f(z,y) = y* + 2%y + a*.

(b) f(z,y) = 2® +y* + =+ y + xy.

(C)f(xa )7y 7$

@) f(z,y) = a* +y* —Q(w—y)-
+by +¢)?

@) = GEEET

A.6.11. Entre todas las cajas de zapatos (sin tapa superior) de volumen dado, hallar la que tiene sujménfigie m

A.6.12. Hallar la menor distancia del punto, b) del ejeOY a la paébolar? — 4y = 0.

A.6.13. En cada uno de los siguientes casos, calcular el vector unitario tar@)ente
(a) E}(t) = (2cost,2sent).

(b) B (1) = (5. 5).
(©) R (t) = (6sen(2t), 6 cos(2t), 5t) (parat = ).

(d) R(t) (€' cost, el sent, et) (parat = 0).
A.6.14. Calcular la longitud de la curvﬁ(t) = (1,t,t?) desde el puntél, 0, 0) al punto(1, 1, 1).
A.6.15. Calcular la longitud de la curvﬁ(t) = (t,t,4 —t?) desde el punt0, 0, 4) al punto(1, 1, 3).

A.6.16. Hallar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a Ia@(r@a: (1+t, -t 1+t en
t=1.

—_—> _ t2 t3
A.6.17. Hallar el vector curvaturay la curvatura de la culdt) = (t, 5, 5).

A.6.18. Demostrar que una curva de clase2 es una recta sﬁ(t) y ﬁ(t) son linealmente dependientes para
todo valor det.

A.6.19. Hallar el vector normal principal unitario y el binormal unitario, a lo largo de la cd—ﬁ\(a) = (3t —
3, 3t2, 3t + t3).

A.6.20. Hallar la ecuadn del plano osculador de la cur\l_é(t) = (t,t%,t3) ent = 1. ¢(Cual es la ecuadin del
plano normal? ¢y la del plano rectificante?

A.6.21. Hallar la curvatura y la torén ent = 0 de las siguientes curvas:
€)) ﬁ(t) = (t —sent, 1 — cost,t).
(b) R (t) = (1, 12, 152,

t 7t

A.6.22. Demostrar las@rmulas de Frenet.

A.6.23. Calcular los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental y la curvatura de Gauss para el punto
u = 0,v = 0 de las siguientes superficies:

€)) Y(u,v) (u,v,u® —v?).
() X (. 0) = (u,v,u? + 02).
—
(€) X (u,v) = (coshucosv coshusen v, u).
(d) Y(u,v) =(u—*% ? +uv?, v — ? R —v?).
A.6.24. Demostrar que cualquier punto de la superficie

—

X (u,v) = (f(t)cosb, f(t)senb,t), ft) >0,

es parablico si y Dlo si la superficie es un cilindro circulaf({t) = a), 0 un cono {(¢) = at + b con

a # 0).
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4. ACTIVIDADES PRACTICAS DEL CAP iTULO

4.1. Introduccion

La practica se va a realizar con el programa dkeglo materatico DERIVE for Windows, versbn 4.05, de Soft
WarehouseDERIVE for Windows permite realizar &lculos y manipulaciones matéticas de cacter general,

lo cual significa que realiza muchas cosas de forma aceptable aunque no tiene la potencia de otros programas
espedicos. No obstantedDERIVE for Windows permite realizar todos losatculos que un usuario medio puede
necesitar.

En esta pactica nos vamos a centrar en é@laulo (diferencial e integral) en varias variables. Veremos@
calcular Imites de funciones vectoriales y derivadas parciales, determinaremos el gradiente y el laplaciano de
una funcén, as$ como la divergencia y el rotacional de un campo. Daremos amddgunas aplicaciones en la
Geometra de curvas y superficies, y finalizaremos calculando el potencial de un campo conservativo.

Antes de comenzar la @ctica se conveniente que recordemos brevemente la ‘botoner&EkIVE for Win-
dows (ver Figura 6.7), ya que simplifica enormemente la introducde datos y la realizam de @lculos. Los
botones permiten realizar las siguientes tareas (de izquierda a dergehdggbrir una nueva hoja de trabajo),
Open (abrir una hoja de trabajo existentsjve (guardar la seén de trabajoPrint (imprimir la sesbn de tra-
bajo),Remove (eliminar la expre€in marcada)ynremove (recuperar ldiltima expresin eliminada)Renumber
(renumerar las expresiongsithor expression (introducir una expreéin sencilla) Author vector (introdu-
cir un vector),Author matrix (introducir un vector)Simplify (simplificar), Approximate (calcular un valor
aproximado)Solve (resolver algebraicamente o naricamente una exprési), Substitute for variables
(realizar una sustituéh),Calculate limit (calcular unimite),Calculate derivative (calcular una deriva-
da),Calculate integral (calcular unaintegralfalculate sum (calcular una sumafialculate product
(calcular un producto)?D-plot window (realizar un gafico bidimensional) \8D-plot window (realizar un
grafico tridimensional).

D|=(@| & mfofea] . [ofid] =[x[&[5%] m]a]r]s|m| ~|%

Figura 6.7: El uso de la ‘botonera’ de DERIVE for Windows nos puede simplificar mucho el trabajo. Otro elemento
interesante es la existencia de ‘teclas calientes’ que nos permiten evitar los mends, con lo que se gana
en rapidez.

4.2. Limitesy continuidad de funciones vectoriales

Con DERIVE for Windows podemos calcular lodrhites iterados de funciones de dos aswariables, lo cual
puede ser de utilidad para determinar si una fam@s continua en un punto. Por ejemplo, supongamos que
gueremos determinar los siguientesites:

lim lim /16 — 422 — 42 lim lim /16 — 422 — 3?2

y—0x—0 z—0y—0

En primer lugar, definimos una apropiada fumck, introduciendo la expreSnF (x,y) : =SQRT (16-4x"2-y~2).
Seleccionando las opcionéslculus|Limit nos aparece la ventana de la Figura 6.8. Debemos seleccionar la
Variable (x 0y), el punto Imite Limit Point)y el tipo de Imite (Approach Form): por la izquierda, por la
derecha o por ambos lados. En nuestro caso, arfibds$ iterados valen 4.
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Calculus Limit - ?2? MTH

o plo| v e x|y o
OIIP|Z|T|Y | d >[4

=]
-
-
?‘
=
Lo
[1] |umrr
1% |1

< |1+

= | O

F(x. vy i= (- 4x°2 - y2 + 16)

ariable: Ix vI L Bt Iﬂ -‘*‘-Dpfﬂjih From
Left

" Right

+ Both

(1] I Sirnplify Cancel

Figura 6.8: Venta del programa que permite calcular limites de funciones de varias variables.

Ejercicio. Calcular losimites iterados en (0,0) de la fudci
22 _ y2 2
f(z,y) = (M)

NOTA: Observemos que aunque lawites iterados existan y coincidan, puede quéaeité (de ambas
variables simulineamente) no exista.

Ejercicio. Calcular losimites iterados de las siguientes funciones:

arcsin(z/y)
= ————— en(0,1
fz,y) T+ 2y (0,1)
g(x7yaz) = ze¥” en(27_1a1)

4.3. Calculo diferencial vectorial

DERIVE for Windows realiza @lculo diferencial vectorial en cualquier sistema de coordenadas ortogonal. Po-
demos calcular gradientes, divergencias y rotacionales en coordenadas cartesianas, pulaicesl esricas,
siendo las coordenadas cartesianas (tamliamadas rectangulares) las que se utilizan por defecto. Los nombres
de las variables cartesianas sgny, =z, aunque podemos utilizar otros.

Derivadas Parciales

El calculo de las derivadas parciales do&R/VE for Windows es sencillo, pues se sigue el mismo proceso que
para las funciones de una variable. Se seleccionan las opciaheslus |Differentiate (0 bien pulsamos el
boton[d)) y nos aparece la ventana de la Figura 6.9. En ella debemos introducir larfpuei vamos a derivar (por
defecto la que eatseleccionada), [dariable respecto de la cual vamos a derivar (por defegtp el orden de
diferenciacdn (por defectd). Puede ser interesante almacenar las derivadas parciales en unas nuevas funciones
para poder manipularlasas @modamente. Para ello, una vez calculada la derivada parcial, seleccionamos las
opcionedeclare|Function Definitiony nos aparece la ventana de la Figura 6.10. En ella debemos rellenar

el nombre de la nueva furtim y sus argumentos, que usualmentéaisérs mismos que los de la fubai original,
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y la definicbn de la nueva funéin (debemos recordar que pulsando la tecla de &3 se copia laihea que
esh seleccionada).

Calculuz Differentiate - #7? MTH |

[l
— |
S
- |
==
=

L
[I] |
Q
=
-]
-]
-
=
]
ES
]
=
I | O

% [l

< |1+

|~I{1 - x*2 - y*2}|

Wariahle: Ix "I Qrder: {1 5

ok | Simpify | Cancel |

Figura 6.9: Venta del programa que permite calcular las derivadas parciales de funciones de varias variables.

Declare Function Definition - 772 MTH |

o |G|y &6 E(C|ne|t|k|x nv|Elon pletiolp|x| e

| =k By

P
< |1+

Marme and Arguments: IF=I= O ul

Definition: |

(1] I Cancel

Figura 6.10: Venta del programa que permite declarar una funcion. Existen ventanas similares para declarar el
valor de una variable (constante, vector o matriz).

Ejercicio. Calcular las derivadas parciales de la siguiente fumci

Haw) = VI— =

y almacenarlas en dos funciones distintas (por ejensplg,FY).

Tambien es posible calcular las derivadas parciales de orden superior. Pai@daets secesario indicar el orden
de derivadbn en la casilldrder (ver la Figura 6.9).

Ejercicio. Calcular las derivadas parciales segundas de ladanci
h(z,y) = 3zy® — 2y + ba’y?

¢Cuanto valef,, (—1,2)?
NOTA: Para encontrar el valor de una expéestuando particularizamos a un puKig, yo) debemos
utilizar las opcioneSimplify|Substitute For|Variables.

Gradiente de una funén

Cuandof es una fundn escalar de varias variables (pensemos géaalesinida eR? o enR?) entonces podemos
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calcular su gradiente como el vector

Vf($,y) = (fT(xay)vfy(‘Tay)) o vf(xaya Z) = (f-’ﬂ(xvyvZ)vfy(‘T?yvz)?fZ(‘Tava))

DERIVE for Windows permite calcular los gradientes utilizando la fuorci

GRAD(F(x,y)) O GRAD(F(x,y,z))

sedin F' sea una funéin de 2 o 3 variables. Debemos hacer notar Q&&/VE for Windows siempre devuelve
un vector de 3 componentes: si la fultidepende de 2 variables, entonces la tercera componente es cero.

Ejercicio. Calcular el gradiente de la furdsi f(z,y) = 20 — 422 — 32 en el punto(2, —3).

Si las coordenadas cartesianas con las que estamos trabajando no s¢flamayo si trabajamos en dimersi
superior a tres, tenemos que irdliselo convenientemente. Por ejemplo, si nuestra dunesg(a, b, c,d) =
a’® — b% + c® — d2, entonces su gradiente se calcidascribiendo

GRAD(a"2-b"2+c~2-d"2, [a,b,c,d])

El resultado e€2a,-2b,2c,-2d).

Hasta ahora hemos supuesto que nuestros sistemas de coordengdaso (a, b, ¢, d) son ortonormales. Sin
embargo, el gradiente se puede calcular en cualquier sistema de coordenadas (sin ningunanie&ieIVE

for Windows, sin embargo, imponen ciertas restricciones: los sistemas de coordenadas deben ser ortogonales.
Si la matriz de la ratrica (producto escalar) no es la identidad, entonces &amtebemos indicarlo cuando
utilicemos la funddn GRAD. Por ejemplo, supongamos que la matrigtrica del sistema de coordenadasy, =)
fuese(1,2,4). Entonces el gradiente de una fuitif (z, y, z) se calculdia mediante el comando

GRAD(f (x,y,2), [[x,y,2],[1,2,4]1])

En general, |a sintaxis del coman@RAD es la siguiente:

GRAD(f (x1,x2,x3), [[x1,x2,x3], [gl,g2,g3]1])

donde (x1,x2,x3) denota el sistema de coordendas ortogofigl,,g2,g3) indica la matriz de la r@trica y
f(x1,x2,x3) es lafunocdn.

Si se carga la utilidadECTOR . MTH, entonces eéh disponibles dos sistemas de coordenadas adicionales: las
coordenadas polaresicitiricas y las coordenadas @stas, cuyas matrices (coordenadasétrina) esin dadas
por

[[r,0,z],[1,r,1]]
[[r,0,®],[1,r SIN(D),r]]

cylindrical :
spherical :

Por ejemplaGRAD (r SIN(#) COS(®P), spherical) da como resultado el vector

[COS(P) SIN(A), COT(P) COS(H), -SIN(P) SIN(A)].
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Observadn: Todos los operadores diferenciales vectoriales admiten un segundo argumento opcional consisten-
te en una matriz de dos filas: la primera fila representa el sistema de coordenadas y la segunda fila indica los
elementos de la étrica.

Un campo vectoriaF' se dice que esonservativai existe alguna funoin diferenciablef tal que F’ = GRAD(f).
La funcion f se llama unduncion potencialde F'. Un criterio de campo vectorial conservativo en el plano es el
siguiente. El camp@’(z,y) = (M (z,y), N(x,y)) es conservativo si, yofo si,

on _onr
dr Oy

Con DERIVE for Windows podemos realizar el siguientélculo:
DIF(M(x,y),y)-DIF(N(x,y),x)

El campo sex conservativo si, y&o si, la anterior expre8n vale cero.

Ejercicio. Determinar si los siguientes campos son conservativos:
@) F(z,y) = (2%y, zy)
(b) F(z,y) = (2z,y)
(©) F(z,y) = (2zy,2* — y)

La divergencia de un campo

La divergencia de un campo de vectoPes= (fi, f2, f3), dondef; es una fundn diferenciable definida er?,
es la funcdn diferenciable dada pdiv(X) = (f1). + (f2)y + (f3).. Para calcular la divergenciBERIVE for
Windows dispone de la funéin

DIV([f1(x,y,x),f2(x,y,2),£f3(x,y,2)]

donde[£1,£2,£3] es el vector de componentes del campo. Por ejerdpt([y?z3, 22y23, 3zy*2?%]) da como
resultadar(6y?z + 223).

Ejercicio. Calcular la divergencia de los siguientes campos de vectores:
(@) X = (2%yz, (y* — 1) cosz, (y* + 1) cos(zy))

O Y = (Va2 +y? + 222> -y’ o+ y* + 2°)

Si queremos calcular la divergencia de un campo en el plano, deb&adtig@una tercera componente constante
(por ejemplo, cero) y calcular la divergencia del nuevo campo. Sea el c@mpdf(z,vy), g(z,y)) definido en
el plano. Su divergencia se calcide la siguiente manera:

e Consideramos el campgn=[f,g,0] enR?3.

e Calculamos su divergenciBIV(G).

Ejercicio. Calcular la divergencia de los siguientes campos plangss, y? — z), (xy, 23 — y3).



200 MATEMATICAS

El rotacional de un vector

El rotacional de un campB (z, y, 2) = (M (z,y, 2), N(z,y, 2), P(x,y, z)) es el campo

rotF'(z,y,2) = (VxF)(z,y,z)
(9P NN, (0P oM. (0N oy,
B dy 0z Ox 0z J ox Jy

dondeV = (0, 0y, 0.). Cuandarot(F') = 0 decimos que el campB esirrotacional.

Para calcular el rotacional cdPERIVE for Windows debemos utilizar la siguiente furdci:
CURL([f(x,y,2),g(x,y,2),h(x,y,2)])

donde(f, g, h) son las componentes del campo de vectores.
Ejercicio. Hallar el rotacional del camp@zy, 22 + 22, 22y)

Un criterio para campos conservativos en el espacio es el siguiente. Un campo vétterid/, N, P), donde
M, Ny P son funciones de claggé' (es decir, con derivadas parciales primeras continuas) es conservativo si, y
solo si,rot F(z,y,z) = 0.

Ejercicio. ¢Es conservativo el campo de vectare§)?z, 2%z, #2y)?
El laplaciano de una funéin

El laplaciano de una funan diferenciablef (x, y, ) es la nueva funéin dada por

0*f o0%f  0%*f
Af(xayvz):@+a—y2+@

Para calcular el laplaciano c@ERIVE for Windows debemos utilizar la siguiente furdei:
LAPLACIAN(f(x,y,2))

La funcion f puede ser de dos variables.

Ejercicio. Calcular el laplaciano de las siguientes funciones:
@) f(z,y) = 2> + ¢

(b) f(z,y,2) =2+ > + Vo +y+ 2*
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4.4. Aplicaciones a la Geometa Diferencial

4.4.1. Longitud de una curva

SeaR(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € [a,b] una curva diferenciable ék*. Entonces su longitud viene dada por

b
L= [ Va0 P+

Si queremos utilizaDERIVE for Windows podemos hacerlo directamente siguiendo los siguientes pasos:

(1) Definimos las funciones(t), y(t) y z(t).
(2) Definimos la funddn longitud como sigue:
L(p,q) := INT(SQRT(DIF(x(t),t) 2+DIF(y(t),t) "2+DIF(z(t),t)"2),t,p,q)

(3) Introducimos la expre8nL(a,b) para obtener el resultado final.

Ejercicio. Calcular la longitud de una vuelta de lalice circular cuya parametrizéci es

R(t) = (Acos0t, Asen0t, Bt), A,BeR
Otra posible solud@in al problema de determinar la longitud de la curva consiste en ufiligebra vectorial:

(1) Definimos un vectoR(t) porR(t) :=[X(t),Y(t),Z(t)].

(2) Definimos la funddn longitud como sigue:

L(p,q) := INT(SQRT(DIF(R(t),t).DIF(R(t),t)),t,p,q)

4.4.2. Calculo de la curvatura y la torgin de una curva

El problema consiste en definir dos funciones que se encarguen de calcular dichas cantidadegn euivatura
esh dada por
[R'(t) x R"(t)]
K(l) = —F———
=T

y la funcion torsbn es& dada por
() = det(R'(t), R"(t), R"' (1))
T TTROX RGP

Dichas funciones pueden definirse BERIVE for Windows del siguiente modo:

K(t) := ABS(CROSS(R'(t),R”(t)))/ABS(R'(t))

T(t) := DET([R'(t),R”(t),R" (t)])/ABS(CROSS(R'(t),R"(t)))"2

Ejercicio. Calcular la curvatura y torén de la Iglice circular cuya parametrizéci es

R(t) = (Acos0t, Asen0t, Bt), A,BeR
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4.4.3. Coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

Dada una superficie parametrizada reg$lée, v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) se definen los coeficientes de la
primera forma fundamental como sigue:

E(uw,v) = Su(u,0).Su(u,v) = |Sy(u,v)|?
F(u,v) = Syu(u,v).S,(u,v)
G(uvv) = SU(’LL,’U).SU(U,’U) = |Sv(uav)|2

y los coeficientes de la segunda forma fundamental son:

s
" Ou?
928
“Oudv
0%S

dondeN representa el vector unitario normal a la superficie:

o=

1

VEG — F?

N(u,v) = (Su x Sy).

Para calcular estos elementos &@BR/VE for Windows, definimos las siguientes funciones:

SCu,v) := [x,v),y,v),z{,v)]

E(u,v) := DIF(S(u,v),u).DIF(S(u,v),u)

F(u,v) := DIF(S(u,v),u) .DIF(S(u,v),v)

G(u,v) := DIF(S(u,v),v).DIF(S(u,v),v)

N(u,v) := SQRT(E(u,v)G(u,v)-F(u,v)"2)"(-2).CROSS(DIF(S(u,v),u),DIF(S(u,v),v))
EE(u,v) := N(u,v).DIF(S(u,v),u,2)

FF(u,v) := N(u,v).DIF((DIF(S(u,v),u)),v)

GG(u,v) := N(u,v).DIF(S(u,v),v,2)

Ejercicio. Calcular los coeficientes de la primera y de la segunda forma fundamental de la siguiente superficie
parametrizada:
S(u,v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u) sen(v), u)

4.4.4. Curvatura de Gauss

A partir de los coeficientes determinados en el apartado anterior podemos calcular la curvatura de Gauss de la
superficie como sigue:

eg — f*
KG(U,U) = m

En DERIVE for Windows podemos definir la siguiente furdei:
KG(u, v) := (EE(u,v).GG(u, v)-FF(u, v)~2)/(E,v).G(u,v)-F(u,v)"2)

Ejercicio. Calcular la curvatura de Gauss de la superficie parametrizada del ejercicio anterior.
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4.5. Calculo integral vectorial

Sea el campo de vectords = (M, N, P) y supongamos que es conservativo. Entonces existe unaifunci
diferenciablef tal que

fx = M
fy = N
fz = P

¢ @mo determinay? Podemos hacerlo directamente mediante inteynasin embargoDERIVE for Windows
pone a nuestra disposici la siguiente funéin:

POTENTIAL([f(x,y,2),g(x,y,2),h(x,y,2)])

donde( f, g, h) son las componentes del campo de vectores.

Como en el alculo de primitivas, las funciones potenciales smicas salvo constantes. Por tanto, la fanci
POTENTIAL puede proporcionar un resultado diferente a uno calculado manualmente. Las constantes aditivas
pueden ser desechadas (especialmente en funciones que involucran logaritmos o funcionestrigasamer-

sas).

No todos los campos de vectores admiten una mgiotencial; no todos los campos son conservativos. En
este caso, la funoh POTENTIAL determina una funéin diferenciable cuyo gradiente no es el campo de vecto-
res original. Por tanto, antes de utilizar la fuWmtPOTENTIAL es conveniente verificar primero si el campo es
conservativo.

La funcibn POTENTIAL admite un segundo argumento opcional que es un vector especificando las coordenadas del
punto inicial para las integrales involucradas. Por defecto, este vector es el vector nulo. Uta éheqrbpiada

puede conducir a un potencial infinito o desconocido; si esto ocurriese es conveniente probar con otros valores.
Finalmente, la funéin POTENTIAL admite un tercer argumento opcional que es un vector de coordenadas cartesia-

nas o una matriz &trica (esto es, una matriz con dos filas: un vector de coordenadas y una vector étnicka)m
Por defecto, este argumentoles y,z].

Ejercicio. Sea el campo de vectoré¥z, y, z) = (2zy, 2% + 22, 2zy). Probar qué’ es un campo conservativo y
encontrar una funén potencial pard’.
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6. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.6.1. La posicbn de un punto en un instant@iene dada por la funén vectorial
1,1 3
R(t) = =t*, = (6t +9)2 ).
(0= (5 500+9)%)

Se pide:

(a) Hallar el espacio recorrido destle- 0 hastat = 4.

(b) Hallar un vector tangente unitario y otro normal a la curva en el punto éenedrot = 1.
(c) ¢ Cul es el valor de la curvatura en ese punto?

E.6.2. (a)Demostrar que los vectores tangentes a lo largo de la curva
a(t) = (at,th,t3)

(siendo2b? = 3a) forman urangulo constante con el vectdr — (1,0,1). ¢ Cwal es el valor de esengulo?

(b) Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante de la curva del apartado anterior
paraa =b = 1.

E.6.3. Demostrar que la curva definida por la @awetrizacdn

alt) = (t,ﬂ,l_ﬁ)

t 4

esh contenida en un plano.
E.6.4. Comprobar que = yf (2% — 5?), dondef es una fundn diferenciable arbitraria, satisface la ecoaci

2% +x % =uxz
Y oz y@y T
E.6.5. Calcular la ecua6in del plano tangente al elipsoide de ec@aci

1.2 y2 22

CIRETRA

en los puntos que correspondan a las coordenadad ey = 1.

E.6.6. Un palo de longitud’ se parte en tres trozos de longitudeg, z. Hallar x, y, z para que el producteyz
sea naximo.

E.6.7. Demostrar que los puntos de la siguiente superficie

—

X (u,v) = (u,v,u* +v*)

son elpticos siv > 0, hipertblicos siv < 0y paralblicos siv = 0.
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ANOTACIONES




