
CAPÍTULO 6
CÁLCULO DIFERENCIAL EN VARIAS VARIABLES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP ÍTULO

• Calcular derivadas parciales de orden superior de
funciones de varias variables.

• Entender la significación geoḿetrica de los con-
ceptos derivada direccional y gradiente.

• Calcular extremos relativos y condicionados de
funciones de varias variables en casos sencillos.

• Entender el concepto de curva parametrizada re-
gular.

• Saber calcular e interpretar las magnitudes curva-
tura y torsíon de una curva.

• Saber interpretar y hallar las expresiones de los
vectores que forman el triedro de Frenet.

• Calcular las ecuaciones de los planos osculador,
normal y rectificante a una curva.

• Entender el concepto de superficie parametrizada
regular.

• Calcular e interpretar gráficamente los coeficien-
tes de la primera y de la segunda forma funda-
mental, aśı como la curvatura de Gauss.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP ÍTULO

2.1. Funciones vectoriales de una variable

Consideremos la base canónica para los vectores deR3 formada por

−→
i = (1, 0, 0),
−→
j = (0, 1, 0),
−→
k = (0, 0, 1).

Una funcíon definida por

−→
F (t) = x(t)

−→
i + y(t)

−→
j + z(t)

−→
k = (x(t), y(t), z(t))

dondex(t), y(t) y z(t) son funciones reales de variable realt, se dice que es unafunción vectorial ent.

Se puede generalizar el concepto de lı́mite de funciones reales de variable real a las funciones vectoriales de una
variable, sin ḿas que consideremos

lim
x→a

−→
F (t) = ( lim

x→a
x(t), lim

x→a
y(t), lim

x→a
z(t)).
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Esto tambíen nos lleva a extender otros conceptos, como el dederivada.

Una funcíon vectorial
−→
F (t) = x(t)

−→
i + y(t)

−→
j + z(t)

−→
k esderivable enx = a si y śolo si cada una de sus

funciones componentes es derivable ent = a. En estas condiciones se tiene

−→
F

′
(a) = (x

′
(a), y

′
(a), z

′
(a)).

Ejemplo.Sea
−→
F (t) = (sen2 t, ln t, arctan(3t)), entonces

−→
F

′
(t) =

(
2 sen t cos t,

1
t
,

3
1 + 9t2

)
,

expresíon válida para todos los números reales menos el cero. 2

Sea
−→
F (t) = x(t)

−→
i + y(t)

−→
j + z(t)

−→
k una funcíon diferenciable det, y t = g(s) una funcíon diferenciable de

s, entonces la función compuesta
−→
F (g(s)) es una funcíon diferenciable des y se tiene

d
−→
F

ds
=
−→
F

′
(g(s))g

′
(s).

Ejemplo.Sea
−→
F (t) = (1, sen(t+ 1), et+1) y t = g(s) = s2 − 1. En este caso se tiene

d
−→
F

ds
=
d
−→
F

dt

dt

ds
=
(
0, cos(t+ 1), et+1

)
.2s =

(
0, 2s cos s2, 2ses2

)
.

Esta expresión tambíen la habŕıamos podido haber obtenido sustituyendot = s2− 1 y derivando respecto des. 2

2.2. Derivadas de los productos de vectores

Por aplicacíon directa de las propiedades de funciones reales de variable real, podemos deducir que la derivada
de la suma de dos funciones vectoriales es la suma de las derivadas. No es difı́cil deducir de igual forma (ver
bibliograf́ıa recomendada) el comportamiento de la derivada para las otras operaciones que se pueden realizar con
los vectores deR3, el producto escalary el producto vectorial. Si

−→
F (t) y

−→
G (t) son funciones derivables, se

tiene:

• (
−→
F (t).

−→
G (t))

′
=
−→
F (t).

−→
G

′
(t) +

−→
F

′
(t).
−→
G (t) (Observa que en virtud de la simetrı́a del producto escalar

no existe ninǵun problema en cambiar el orden de las funciones vectoriales que se ven afectadas en los
productos)

• (
−→
F (t)× −→G (t))

′
=
−→
F (t)×

−→
G

′
(t) +

−→
F

′
(t)× −→G (t) (Observa que en esta ocasión es fundamental el orden

de las funciones en los productos vectoriales)

Ejemplo.Dadas las funciones
−→
F (t) = (3t2 + 1, sen t, 0) y

−→
G (t) = (cos t, 0, et) vamos a calcular(

−→
F (t).

−→
G (t))

′

y (
−→
F (t)×−→G (t))

′
. Veamos:

(
−→
F (t).

−→
G (t))

′
=
−→
F (t).

−→
G

′
(t) +

−→
F

′
(t).
−→
G (t)

= (3t2 + 1, sen t, 0).(− sen t, 0, et) + (6t, cos t, 0).(cos t, 0, et)
= −(3t2 + 1) sen t+ 6t cos t
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(
−→
F (t)×−→G (t))

′
=
−→
F (t)×

−→
G

′
(t) +

−→
F

′
(t)×−→G (t)

=

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

3t2 + 1 sen t 0
− sen t 0 et

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

6t cos t 0
cos t 0 et

∣∣∣∣∣∣∣
= ((sen t+ cos t)et,−(3t2 + 6t+ 1)et, sen2 t− cos2 t).

2

Comprobar que estos resultados coinciden con los que se obtienen realizando antes los productos (escalar o
vectorial) y despúes derivando el resultado.

2.3. Funciones de varias variables

En muchas ocasiones los valores de las funciones que aparecen sometidas a estudio están determinados por valores
que dependen de ḿas de una variable.

SupongamosD una coleccíon den-uplas de ńumeros reales. Una funciónf con dominioD es una regla que asigna
a cada(x1, x2, ..., xn) ∈ D un ńumeroz = f(x1, x2, ..., xn). El rango de la funcíon es el conjunto de valores
que tomaz. A z se le denominavariable dependientey ax1, x2, ..., xn se les llamavariables independientes.

Ejemplo.El dominio de la funcíonf(x, y) =
√
y − x2 esD =

{
(x, y) ∈ R

2
∣∣ y > x2

}
y el rango viene dado por

Rango(f) = [0,+∞). 2

2.3.1. Lı́mites y continuidad

Primero veamos el caso para funciones de dos variables. El lı́mite def(x, y) cuando(x, y) → (x0, y0) es el
número realL si para cadaε > 0 existe unδ > 0 tal que para todos los puntos(x, y) sucede una de las dos
siguientes situaciones equivalentes:

• 0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ =⇒ |f(x, y)− L| < ε

• 0 < |x− x0| < δ y 0 < |y − y0| < δ =⇒ |f(x, y)− L| < ε

2.3.1.1. Propiedades de los lı́mites

Si los ĺımites
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) y lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y)

existen y son finitos, entonces se verifican las siguientes propiedades:

(1) lim
(x,y)→(x0,y0)

(f(x, y) + g(x, y)) = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)+ lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y)

(2) lim
(x,y)→(x0,y0)

(f(x, y).g(x, y)) = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y). lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y)
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(3) lim
(x,y)→(x0,y0)

(λf(x, y)) = λ lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) para todoλ ∈ R

(4) lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)
g(x, y)

=
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y)

lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y)
siempre que lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y) 6= 0

Observacíon. El lı́mite de una funcíon puede no existir. Al igual que cuando asegurábamos la existencia de los
lı́mites de funciones de una variable real decı́amos que debı́an coincidir los ĺımites laterales (las dos aproxima-
ciones posibles al punto al que se tendı́a en la recta real), en nuestro caso al movernos enR

2 aseguramos con
la existencia del lı́mite la coincidencia de los lı́mites sobre cualquiera de las infinitas aproximaciones al punto
(x0, y0) que pudíeramos tomar en el plano. Lo que dicho de otra forma quiere decir que si encontramos dos o
más aproximaciones al punto(x0, y0) que obtengan valores distintos para el lı́mite, estaŕıamos demostrando que
el lı́mite lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) no existe.

Ejemplo.Podemos demostrar que el lı́mite

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2

no existe calculando las aproximaciones def(x, y) sobre la rectay = x y sobre la paŕabolay = x2.

lim
(x, y)→ (0, 0)

sobre y = x

= lim
(x,y)→(0,0)

x2x

x4 + x2
= lim

(x,y)→(0,0)

x

x2 + 1
= 0.

Por otra parte

lim
(x, y)→ (0, 0)
sobre y = x2

= lim
(x,y)→(0,0)

x2x2

x4 + x4
=

1
2
.

Luego efectivamente el lı́mite lim
(x,y)→(0,0)

x2y
x4+y2 no existe. 2

Una funcíonf(x, y) se dice que escontinua en el punto(x0, y0) si:

(1) f est́a definida en(x0, y0).

(2) lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) existe.

(3) lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

Es una consecuencia de las propiedades de los lı́mites quela suma, producto y cociente de funciones continuas es
otra funcíon continuay esto tambíen sucede parala composicíon de funciones.

Ejemplo.La función

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

es continua en cualquier punto deR
2 excepto en(0, 0). Puedes comprobar que no es continua en(0, 0) aproxi-

mándote por caminos diferentes al origen(0, 0) (las rectay = mx para diferentes valores dem) y observar que
dan ĺımites distintos. 2

Observacíon. Todos los conceptos y propiedades introducidos anteriormente para funciones de dos variables,
son f́acilmente extensibles a un número de variables genéricon. Basta tener en cuenta la definición de ĺımite de
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f(x1, ..., xn) cuando(x1, ..., xn) → (a1, ..., an) como el ńumero realL cumpliendo que para cadaε > 0 existe
un δ > 0 tal que para todos los puntos(x1, ..., xn) :

0 <
√

(x1 − a1)2 + · · ·+ (xn − an)2 < δ =⇒ |f(x1, x2, ..., xn)− L| < ε

2.3.2. Derivadas parciales de primer orden

Consideremosz = f(x, y) una funcíon real de dos variables reales. Denominaremosderivada parcial de f
respecto dex en el punto(a, b) a la derivada enx = a de la funcíon de una variablef(x, b). Es decir,

lim
h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)
h

= lim
x→a

f(x, b)− f(a, b)
x− a

denot́andose porfx(a, b),f1(a, b), zx(a, b), ∂f
∂x (a, b) o ∂z

∂x (a, b).

Análogamente definimos la derivada parcial def respecto dey,

lim
h→0

f(a, b+ h)− f(a, b)
h

=lim
y→b

f(a, y)− f(a, b)
y − b

denot́andose porfy(a, b),f2(a, b), zy(a, b), ∂f
∂y (a, b) o ∂z

∂y (a, b).

(1) Como ocurre con las funciones reales de variable real, las derivadas parciales dez = f(x, y) respecto dex
y respecto dey se pueden calcular para diversos puntos(x, y), dando lugar por tanto a dos nuevas funciones
de dos variables reales.

(2) Por las definiciones introducidas anteriormente resulta inmediato que las reglas de derivación establecidas
para funciones reales de una variable real serán aplicables a las derivadas parciales de funciones de dos
variables.

Ejemplo.Si consideramos la funciónf(x, y) = x2y3 + ex2
y se puede comprobar fácilmente que

∂f

∂x
(x, y) = 2xy3 + 2xex2

y,

∂f

∂y
(x, y) = 3x2y2 + ex2

.

2

2.3.3. Interpretación geoḿetrica

Seaz = f(x, y) y consideremosfx(a, b), fy(a, b). La superficiez = f(x, y) la cortamos por el planoΠ : x = a
y obtenemos una curvaγ cuya ecuacíon referida a los ejesO′Y ′y O′Z ′ esz = f(a, y) (dondeO′ es el nuevo
origen con coordenadas(a, 0, 0) y O′Y ′,O′Z ′ son ejes paralelos respectivamente aOY y OZ pasando porO′).

La recta tangente a la curvaγ en el puntoP (a, b, c), dondec = f(a, b), est́a contenida en el planox = a y tiene
por ecuacíon

z − c = fy(a, b)(y − b)
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Figura 6.1: Interpretación geométrica de la derivada parcial.

respecto a los ejesO′Y ′ y O′Z ′ y referida al espacio es la recta determinada por intersección de los planosx = a
y z − f(a, b) = fy(a, b)(y − b).

Análogamente la tangente a la curva {
y = b

z = f(x, y)

en el punto(a, b, f(a, b)) es la recta

{
y = b

z − f(a, b) = ∂f
∂x (a, b)(x− a).

El plano de ecuación

z − f(a, b) =
∂f

∂x
(a, b)(x− a) +

∂f

∂y
(a, b)(y − b)

contiene a las rectas tangentes anteriores. Cada recta tangente a una curva de la superficie se dicetangente a
la superficie. El plano que contiene a toda las rectas tangentes a la superficie en un punto se denominaplano
tangente a la superficieen ese punto. En el caso de que exista, el plano tangente en el puntoP (a, b, f(a, b))
viene determinado por la ecuación anterior.

Ejemplo. Dada la funcíon f(x, y) =
√

3− x2 − y2 la ecuacíon del plano tangente a la superficie que determina
(una esfera) en el puntoP (1, 1, 1) vendŕıa expresada porz−1 = fx(1, 1)(x−1)+fy(1, 1)(y−1). Simplificando
obtenemosz = −x− y + 3. 2

2.3.4. Regla de la cadena para funciones de varias variables

¿Qúe sucede cuando intentamos derivar la composición de funciones de varias variables? La variedad de casos a
los que podemos enfrentarnos puede ser amplia y es conveniente que tratemos el problema de forma gradual.

Si z = f(x, y) tiene derivadas parciales continuasfx y fy y si x = x(t), y = y(t) son funciones derivables ent,
entonces la función compuestaz = f(x(t), y(t)) es derivable como función det y cumple

df

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂x

dy

dt
.



176 MATEM ÁTICAS

Ejemplo. Seaf(x, y) = xy , conx = cos t e y = sen t. En estas condiciones se obtiene aplicando la regla de la
cadena

df

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂x

dy

dt
= (sen t)(− sen t) + (cos t)(cos t) = cos2 t− sen2 t = cos 2t.

Puedes obtener también este resultado sustituyendox ey y derivando la expresión resultante respecto det. 2

(1) Seaw = f(x, y, z) una funcíon de tres variables con derivadas parciales continuas, y ademásx = x(t),
y = y(t), z = z(t) son funciones derivables ent. ¿Cúal seŕıa de laregla de la cadenapara df

dt ? ¿Y si
tuvieramos una función de cuatro variables? Generaliza el resultado an variables.

(2) Aplicar las conclusiones anteriores para calculardw
dt siw = xy + z conx = cos t , y = sen t y z = t. (La

curva sobre la que calculamos la derivada es unahélice).

Supongamos ahora que tenemos la siguiente situación:

• w = f(x, y, z) función de tres variables con derivadas parciales continuas.

• x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) funciones de dos variables con derivadas parciales continuas.

En estas condiciones obtenemos
∂f

∂u
=

∂f

∂x

∂x

∂u
+
∂f

∂y

∂y

∂u
+
∂f

∂z

∂z

∂u

∂f

∂v
=

∂f

∂x

∂x

∂v
+
∂f

∂y

∂y

∂v
+
∂f

∂z

∂z

∂v

Ejemplo.Seaf(x, y, z) = x+ 2y + z2 y 


x = u
v

y = u2 + ev

z = 2u

Aplicando la regla de la cadena obtenemos

∂f

∂u
=

1
u

+ 12v,
∂f

∂v
= − u

v2
+ 2eu.

2

Las mismas condiciones de derivabilidad y continuidad expuestas anteriormente para los distintos casos, se pueden
expresar de forma genérica como sigue:

Consideremosz = f(x1, x2, ..., xn) una funcíon den variables con todas sus derivadas parciales continuas y
consideremos a su vez

x1 = ϕ1(u1, u2, ..., um),
x2 = ϕ2(u1, u2, ..., um),

... =
...

xn = ϕn(u1, u2, ..., um)

funciones dem variables con todas sus derivadas parciales también continuas. En estas condiciones podemos
expresar:

∂f

∂u1
=

∂f

∂x1

∂x

∂u1
+

∂f

∂x2

∂x2

∂u1
+ ...+

∂f

∂xn

∂xn

∂u1

... =
...

∂f

∂um
=

∂f

∂x1

∂x

∂um
+

∂f

∂x2

∂x2

∂um
+ ...+

∂f

∂xn

∂xn

∂um
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2.3.5. Derivación de funciones impĺıcitas

Seay = f(x) una funcíon continua definida implı́citamente por la ecuaciónF (x, y) = 0, dondeF , Fx y Fy son
funciones continuas, además conFy(x, y) 6= 0. Entonces se cumple que

dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

.

Puedes intentar deducir este resultado derivando respecto dex (aplicando la regla de la cadena) en la ecuación
F (x, y) = 0.

La expresíon de derivacíon de una funcíon impĺıcita se puede hacer extensiva para un número mayor de variables,
razonando de forma similar.

Ejemplo. Vamos a calcular la derivada en los puntos que correspondan al valorx = 1 de la funcíon definida por
la ecuacíony3 − 3xy+ 2x3 = 0. Si sustituimosx = 1 en la ecuacíon, obtenemos que los puntos para los que hay
que evaluar la derivada son(1, 1) y (1,−2). Para aplicar el resultado anterior basta con calcularFx = −3y+ 6x2

y Fy = 3y2−3x. Particularizando en los puntos que sometemos a estudio obtenemosFx(1, 1) = 3, Fy(1, 1) = 0,
Fx(1,−2) = 12, Fy(1,−2) = 9. De aqúı deducimos quedy

dx (1, 1) no se puede hallar y por otro lado se tiene

dy

dx
(1,−2) = −

∂F
∂x (1,−2)
∂F
∂y (1,−2)

= −4
3

2

Ejemplo. Supongamos que la superficie dada por la ecuaciónF (x, y, z) = 0 define impĺıcitamente a la función
z = f(x, y). La ecuacíon del plano tangente a la mencionada superficie en el punto(a, b, c) vendŕıa expresado
por

z − c =
∂f

∂x
(a, b)(x− a) +

∂f

∂y
(a, b)(y − b).

Ahora bien, aplicando la regla de derivación para funciones implı́citas se tiene:

dz

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂z

,
dz

dy
= −

∂F
∂y

∂F
∂z

Sustituyendo en la ecuación del plano tangente y simplificando (quitando los denominadoresFz) obtenemos
finalmente

∂F

∂x
(a, b, c)(x− a) +

∂F

∂y
(a, b, c)(y − b) +

∂F

∂z
(a, b, c)(z − c) = 0.

Expresíon de la ecuación del plano tangente a una superficie que no hace referencia explı́cita de la funcíon que la
define. 2

2.3.6. Gradientes y derivadas direccionales

Sea la superficiez = f(x, y) y supongamos que las derivadas parcialesfx y fy son continuas.

Consideremos el planoΠ que pasa por los puntos(a, b, 0) y (x, y, 0) y es perpendicular al planoz = 0. Este plano
tiene de ecuacióny − b = tan θ(x− a) o bien, en forma paraḿetrica

Π :
{
x = a+ t cos θ
y = b+ t sen θ
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Este plano corta a la superficie según una curvaγ de ecuacíon

γ :




z = f(x, y)
x = a+ t cos θ
y = b+ t sen θ

Es decir,z = f(a + t cos θ, b + t sen θ). Consideremos en el planoΠ el nuevo sistema de ejes coordenados
O′T ′Z ′, dondeO′(a, b, 0), O′T ′ es la intersección de planoΠ con el planoz = 0, y el ejeO′Z ′ es paralelo
al ejeOZ pasando por el puntoO′. En el planoΠ, podemos estudiar la pendiente de la recta tangente aγ e el
puntoP (a, b, c) respecto del ejeO′T ′, que coincide con la derivada respecto det, es decir, aplicando la regla de
la cadena se tiene:

dz

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
=
∂f

∂x
(a, b) cos θ +

∂f

∂y
(a, b) sen θ

La recta que pasa por el puntoP (a, b, c) y tiene esta pendiente es la recta tangente aγ en el puntoP . Esta recta
tangente tiene por ecuaciones paramétricas respecto aOXY Z:

x = a+ t cos θ
y = b+ t sen θ
z = c+ (∂f

∂x (a, b) cos θ + ∂f
∂y (a, b) sen θ)t

y est́a contenida en el plano tangente a la superficie en el puntoP (a, b, c) de ecuacíon

z − c =
∂f

∂x
(a, b)(x− a) +

∂f

∂y
(a, b)(y − b).

A la expresíon fx(a, b) cos θ + fy(a, b) sen θ se le llamaderivada direccional de f(x, y) en (a, b) seǵun la

direccíonθ y se denota porfθ o porD−→u f donde−→u = cos θ
−→
i + sen θ

−→
j .

La derivada def(x, y) en(a, b) seǵun la direccíon θ, es la pendiente de la recta tangente a la curva resultante de
la interseccíon de la superficiez = f(x, y) con el plano de ecuación y − b = tan θ(x− a) . A veces tambíen se
dice de la derivada direccional que esel ritmo al que cambiaf(x, y) cuando nos movemos desde el punto(a, b)
en la direccíon que forma uńanguloθ con el ejeOX.

Es importante que observes lo que sucede cuandoθ = 0 y θ = π
2 . Aplica la definicíon y comprueba que en estos

casos las mencionadas derivadas direccionales coinciden con las derivadas parciales.

Ejemplo. Vamos a calcular la derivada def(x, y) = x2y3 en el punto(1, 2) en la direccíon determinada por el
ánguloπ/3. Para ello calcularemos primero las derivadas parcialesfx = 2xy3 fy = 3x2y2. Particulariźandolas
en el punto que nos piden se tienefx(1, 2) = 16 y fy(1, 2) = 12. Habida cuenta quecos(π/3) = 1/2 y
sen(π/3) =

√
3/2, obtenemos finalmenteD−→u f(1, 2) = 8 + 6

√
3. 2

La expresíon

D−→u f(a, b) =
∂f

∂x
(a, b) cos θ +

∂f

∂y
(a, b) sen θ

se puede ver como el resultado del producto escalar de los vectores

−→u = cos θ
−→
i + sen θ

−→
j y

∂f

∂x
(a, b)

−→
i +

∂f

∂y
(a, b)

−→
j .

A esteúltimo vector se le denominagradiente def en (a, b) denot́andose por∇f(a, b).

En definitiva, siz = f(x, y) tiene derivadas parciales continuasfx , fy y −→u = cos θ
−→
i + sen θ

−→
j entonces se

cumple
D−→u f = ∇f.−→u .

Por definicíon del producto escalar de dos vectores, tenemosD−→u f = ∇f.−→u = |∇f | . |−→u | cosα dondeα es el
ángulo que forman los vectores∇f y −→u . Pero|−→u | = 1 y de aqúı deducimosD−→u f = |∇f | . cosα , esto nos
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lleva a deducir que el valor ḿaximo de la derivada direccionalD−→u f coincide con|∇f | y adeḿas la direccíon del
vector gradiente es la que indica la mayor derivada direccional.

Ejemplo. Dada la funcíon f(x, y) = x2y3 ¿cúal es la mayor derivada direccional en(2, 3) y en que direccíon
se obtiene esta derivada direccional máxima? La respuesta a esta pregunta la tiene el vector gradiente. Puedes
comprobar que∇f(2, 3) = 108

−→
i + 108

−→
j y por tanto el valor de la ḿaxima derivada direccional es|∇f | =

108
√

2 y este valor se alcanza para la dirección que marca el gradiente, que serı́a en este caso−→u = cos(π/4)
−→
i +

sen(π/4)
−→
j . 2

Ejemplo. Una interpretacíon igualmente gŕafica como curiosa del significado del gradiente lo da el siguiente
ejemplo. Supongamos una montaña sobre el planoXY . La altitud de la superficie sobre el punto(x, y) la
denotaremos porz = f(x, y). La derivada direccional indicael ritmo al cual cambia la altitud por unidad de
cambio en distancia horizontal. El gradiente∇f(a, b) apunta a la dirección que un montãnero debeŕıa seguir si
desea escalar en la dirección de mayor pendiente. El ḿodulo|∇f | indica la mayor pendiente disponible. 2

2.3.7. Derivadas parciales de orden superior

Seaz = f(x, y), llamaremosderivada parcial segunda (o de segundo orden)def respecto dex dos veces a la
derivada respecto dex de la derivada parcial primera respecto dex, es decir,

lim
h→0

fx(x+ h, y)− fx(x, y)
h

denot́andose porzxx, fxx, ∂
∂x (∂f

∂x ), ∂2z
∂x2 o ∂2f

∂x2 .

Análogamente llamaremos derivada parcial segunda (o de segundo orden) def respecto dey dos veces a la
derivada respecto dey de la derivada parcial primera respecto dey:

lim
h→0

fy(x, y + h)− fy(x, y)
h

denot́andose porzyy, fyy, ∂
∂y (∂f

∂y ), ∂2z
∂y2 o ∂2f

∂y2 .

Se llama derivada segunda def respecto dey y respecto dex, a la derivada parcial respecto dex de la derivada
parcial def respecto dey, denot́andose porzyx, fyx, ∂

∂y (∂f
∂y ), ∂2z

∂x∂y o ∂2f
∂x∂y .

Ejemplo.Para la funcíonf(x, y) = y cos(xy) se tiene

∂f

∂x
= −y2 sen(xy),

∂f

∂y
= cos(xy)− yx sen(xy),

∂2f

∂x2
= −y3 cos(xy),

∂2f

∂y2
= −2x sen(xy)− yx2 cos(xy),

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
= −2y sen(xy)− xy2 cos(xy)

2

En el ejemplo anterior hemos observado que las derivadas mixtas coinciden, ¿en qué casos esto vuelve a suceder?
La respuesta a esta pregunta la da elTeorema de Schwartz(ver bibliograf́ıa recomendada) que se enuncia en los
siguientes t́erminos:
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Seaz = f(x, y) una funcíon tal que existenfx, fy y fxy en un entornoU del punto(a, b) y son continuas en
(a, b), entonces existefyx(a, b) y adeḿasfxy(a, b) = fyx(a, b).

Para la funcíon z = f(x, y) hemos visto las cuatro derivadas segundasfxx, fyx, fxy, fyy, aunque ya sabemos
que bajo las hiṕotesis del Teorema de Schwartz las derivadas mixtas coinciden. Siguiendo este proceso podemos
definir las derivadas tercerasfxxx, fxyx, fxxy, fxyy, fyxx, fyyx, fyxy y fyyy aunque śolo hay4 distintas bajo las
hipótesis del Teorema de Schwartz. En general existen2p derivadas de ordenp , pero śolo p+ 1 son distintas bajo
las hiṕotesis del mencionado teorema:

∂pf

∂xp
,

∂pf

∂y∂xp−1
,

∂pf

∂y2∂xp−2
, ....,

∂pf

∂yp−1∂x
y
∂pf

∂yp

2.3.8. Extremos relativos y absolutos

Consideremosf : A ⊂ R
2 → R una funcíon de dos variables con valores reales, con dominio de definición en

A, que habitualmente denotamos comoz = f(x, y). Consideraremos a continuación el problema de maximizar o
minimizar a la mencionada función enA.

Si existe un punto(x0, y0) ∈ A tal quef(x0, y0) > f(x, y ) para todo(x, y) ∈ A, entonces diremos quef tiene
unmáximo absolutoenA.

Análogamente definimos el concepto demı́nimo absolutosin más que exigir ahora quef(x0, y0) 6 f(x, y ) para
todos los puntos deA.

No siempre existe un punto en el dominio de la función que cumpla las caracterı́sticas anteriores. De hecho hay
que buscar un cierto tipo de subconjuntos deR

2 que aseguran la existencia de máximos y ḿınimos absolutos, son
los llamadosconjuntos compactos.

Recordemos primero (ver Capı́tulo 2 y bibliograf́ıa recomendada) que para funciones reales de una variable real
se define la noción de extremo relativo como un puntox0 del dominio de la funcíon para el que existe un entorno
(puntos suficientemente próximos al valorx0 ) tal que para cualquier punto de ese entorno se cumple la condición
de ḿaximo o ḿınimo absoluto descrita con anterioridad. Es decir hacemos un estudio “local”, entendiendo por
ello las proximidades del punto sometido a estudio.

¿Qúe procedeŕıa hacer ahora para una función deR
2, z = f(x, y)? ¿Ćomo se introducen el concepto de entorno

y de proximidad en el plano?

Las respuestas a estas dos cuestiones la hemos estudiado ya al introducir la definición de ĺımite para funciones
de varias variables. Debeis recordar que el concepto dedistanciaentre dos puntos deR2 puede definirse como
d((x0, y0), (x1, y1)) =

√
(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2. Aśı los puntos que distan menos queδ de un punto(x0, y0) ∈

R
2, vienen expresado por los puntos(x, y) que satisfagan la inecuación

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ.

¿Cómo piensas que se representarı́a graficamente esta situación en el plano? ¿Qúe es ahora gŕaficamente un
entorno de(x0, y0)?

Pues bien, ahora estamos en condiciones de definir el concepto demáximo relativo (resp. mı́nimo relati-
vo) como un punto(x0, y0) ∈ A tal que exista unδ > 0 verificando que para todo(x, y) ∈ A que cumpla√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ se tienef(x0, y0) > f(x, y) (resp.f(x0, y0) 6 f(x, y)).

¿Cómo definiŕıas los conceptos de ḿaximo y ḿınimo relativo para una función de tres variablesw = f(x, y, z)?

Observa que el concepto ahora depende de la definición de distancia entre dos puntos enR
3, que vendŕıa dado por

d((x0, y0, z0), (x1, y1, z1)) =
√

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2.
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¿Cómo se representarı́a con esta distancia un entorno en el espacioR
3 de un punto(x0, y0, z0)?

Puedes completar, consultando la bibliografı́a recomendada, la definición de ḿaximo y ḿınimo de una funcíon
w = f(x, y, z).

Para completar el estudio, ¿como piensas que se puede definir una distancia enR
n? ¿Ćomo definiŕıas los con-

ceptos de ḿaximo y ḿınimo relativos para una función den variablesw = f(x1, x2, ..., xn)?

Condición necesaria para la existencia de extremo:Seaw = f(x1, x2, ..., xn) una funcíon que cumple que
todas sus derivadas parciales son continuas. Si tiene un máximo o un ḿınimo relativo en un punto de su dominio
entonces lasn derivadas parciales def particularizadas en dicho punto deben ser todas iguales a cero.

Esto es, para una funciónz = f(x, y) se traduce en que si existe un máximo o ḿınimo relativo (extremo relativo)
en(x0, y0) entonces

∂f

∂x
(x0, y0) = 0 y

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

Recuerda que en funciones de una variable la condición de derivada nula venı́a a indicar la existencia de recta
tangente paralela al ejeOX. Evidentemente la tradución al caso de funciones de dos variables (superficies)
vendŕıa dada por la existencia delplano tangente paralelo al planoXY .

Al igual que ocurŕıa en funciones de una variable, el recı́proco de este resultado no se cumple.

Ejemplo.Consideremos la funciónf(x, y) = (y − x2)(y − 2x2). Se puede comprobar fácilmente que se cumple
fx(0, 0) = 0 y fy(0, 0) = 0. Ahora bienf(0, 0) = 0, pero la funcíon toma tanto valores positivos como negativos
en cada entorno de(0, 0). ¿Ćomo probaŕıas estáultima afirmacíon? 2

Dada una funcíonw = f(x1, x2, ..., xn) con derivadas parciales continuas, diremos que un punto de su dominio
es estacionario o crı́tico si todas las derivadas parciales se anulan enél. O lo que es lo mismo si el vector
gradiente es nulo. Ḿas expĺıcitamente, para una función de dos variablesz = f(x, y), se deberı́a cumplir que
∇f(x0, y0) =

−→
0 .

Es importante, al igual que hacı́amos en el estudio local de funciones de una variable, encontrar condiciones
suficientes que nos garanticen la existencia de extremos relativos, identificando en cada caso si son máximos o
mı́nimos.

Seaz = f(x, y) una funcíon con derivadas parciales de segundo ordenfxx, fyx = fxy, fyy continuas en un punto
estacionario(x0, y0) ∈ R

2 y consideremos el siguiente determinante

∆ =

∣∣∣∣∣
∂2f
∂x2 (x0, y0) ∂2f

∂y∂x (x0, y0)
∂2f

∂y∂x (x0, y0) ∂2f
∂y2 (x0, y0)

∣∣∣∣∣ =
∂2f

∂x2
(x0, y0)

∂2f

∂y2
(x0, y0)− (

∂2f

∂y∂x
(x0, y0))2.

Entonces se verifica lo siguiente:

(1) Si ∆ > 0 y fxx(x0, y0) > 0, f tiene unḿınimo relativoen(x0, y0).

(2) Si ∆ > 0 y fxx(x0, y0) < 0, f tiene unmáximo relativoen(x0, y0).

(3) Si ∆ < 0, f no tiene nimáximo ni ḿınimo relativoen(x0, y0) (punto de silla, ver Figura 6.2).

Puedes consultar la bibliografı́a recomendada para comprobar que no es demasiado complicado a efectos prácticos,
generalizar este criterio para funciones den variables, estudiando el signo de una sucesión de determinantes.

Ejemplo. La función f(x, y) = (2x − y + 1)2 + (x − 3y)2 + 1 alcanza unḿınimo en el punto(−3
5 ,−1

5 ),
conclusíon que podemos sacar de igualar las derivadas parciales a cero, obteniendo las ecuaciones2x− y+ 1 = 0
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Figura 6.2: La superficie de la figure tiene un punto de silla en el origen.

y x − 3y = 0. Despúes aplicamos el criterio de la condición suficiente que hemos descrito con anterioridad,
obteníendose que

∆ =

∣∣∣∣∣
∂2f
∂x2 (−3

5 ,−1
5 ) ∂2f

∂y∂x (−3
5 ,−1

5 )
∂2f

∂y∂x (−3
5 ,−1

5 ) ∂2f
∂y2 (−3

5 ,−1
5 )

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 10 −10
−10 20

∣∣∣∣ = 300 > 0.

2

Ejemplo.Dada la funcíonf(x, y) = (x+ 1)2 + 3(y − 2
3 )2 − 21

9 , puedes comprobar siguiendo un procedimiento
ańalogo al descrito para el ejemplo anterior, quef tiene unḿınimoen(−1, 2

3 ). 2

2.3.9. Extremos condicionados

Hemos visto en el epı́grafe anterior ćomo se pueden estudiar los extremos relativos de una función z = f(x, y).
Ahora bien, es posible que la ecuación de la superficie esté dada de manera implı́cita, es decir, se pueda dar por
ejemplo con una ecuacióng(x, y, z) = 0, de la cual pueda ser muy complicado en la práctica despejar una variable
en funcíon de las otras dos. Incluso podemos complicar todavı́a más la situacíon si pedimos estudiar los extremos
en los puntos de una curva en el espacio que se puede dar como intersección de dos superficies, que a su vez
vengan expresadas de forma implı́cita por sendas ecuacionesg1(x, y, z) = 0 y g2(x, y, z) = 0.

En el caso de tres variables, el problema se podrı́a exponer de la manera siguiente:

(1) Seaw = f(x, y, z) con derivadas parciales primeras y segundas continuas en un punto(x0, y0, z0).

(2) Consideremos en la función las siguientescondiciones de ligadura, es decir, condiciones a las que somete-
mos a las variables en la búsqueda de los valores extremos de la función:

g1(x, y, z) = 0, g2(x, y, z) = 0, . . . , gm(x, y, z) = 0.

En las mismas condiciones descritas anteriormente, buscamos unacondicíon necesariapara que la funciónf(x, y, z)
tenga un extremo relativo (ḿaximo o ḿınimo) restringido a las siguientes condiciones de ligadura:g1(x, y, z) = 0,
g2(x, y, z) = 0, . . . , gm(x, y, z) = 0. Para ello construimos la función

L(x, y, z) = f(x, y, z) + λ1g1(x, y, z) + λ2g2(x, y, z) + · · ·+ λmgm(x, y, z),

en donde losλi (i = 1...n) se consideran constantes (se conocen con el nombre demultiplicadores de Lagran-
ge).



CÁLCULO DIFERENCIAL EN VARIAS VARIABLES 183

La condicíon de Lagrange dice que si el punto(x0, y0, z0) es un ḿaximo o ḿınimo de la funcíon sometida a
las condiciones de ligadura anteriormente expuestas, entonces es satisface el sistema de lasm + 3 ecuaciones
siguientes:

∂L

∂x
(x, y, z) = 0,

∂L

∂y
(x, y, z) = 0,

∂L

∂z
(x, y, z) = 0,

g1(x, y, z) = 0,
g2(x, y, z) = 0,

... =
...

gm(x, y, z) = 0.

Observacíon. (1) Existe un procedimiento para distinguir cuando tenemos máximos o ḿınimos, pero en general
suele ser ḿasútil el uso de procedimientos intuitivos (preferentemente de tipo geométrico) que nos permitan hacer
tales distinciones.
(2) El método explicado anteriormente como ejemplo para funciones de tres variables, tiene una generalización
clara paran. Bastaŕıa considerar ahoram + n ecuaciones construidas de forma análoga a las anteriormente
descritas (ver bibliografı́a recomendada)

Ejemplo.Vamos a minimizar la funciónf(x, y, z) = x2 + y2 + z2 sujeta a las condiciones

x+ 2y + 3z = 6,
x+ 3y + 9z = 9.

Para ello construimos la funciónL(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + λ1(x+ 2y + 3z − 6) + λ2(x+ 3y + 9z − 9) y de
aqúı obtenemos el sistema formado por las siguientes ecuaciones:

∂L

∂x
(x, y, z) = 2x+ λ1 + λ2 = 0,

∂L

∂y
(x, y, z) = 2y + 2λ1 + 3λ2 = 0,

∂L

∂z
(x, y, z) = 2z + 3λ1 + 9λ2 = 0,

x+ 2y + 3z = 6,
x+ 3y + 9z = 9.

Despejamosx, y, z en las tres primeras y sustituimos en las dosúltimas obteniendo:

14λ1 + 34λ2 = −12
34λ1 + 91λ2 = −18

y finalmente

λ1 = −240
59

y λ2 =
78
59
.

Para estos valores de los multiplicadores de Lagrange obtenemos el puntoP ( 81
59 ,

123
59 ,

9
59 ) 2

Ejemplo. Puedes usar el ḿetodo de Lagrange para demostrar que entre todos los paralelepı́pedos de volumen
dado, el que tiene superficie mı́nima es precisamente un cubo. 2
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2.4. Curvas parametrizadas enR3

2.4.1. Parametrizacíon regular. Vectores velocidad y aceleración

Una funcíon vectorial
−→
R (t) = x(t)

−→
i + y(t)

−→
j + z(t)

−→
k definida

−→
R : I ⊂ R→ R

3, dondeI es un intervalo
abierto de la recta real, gráficamente describe una curva en el espacio para los distintos valores del parámetrot.
Esta representación paraḿetrica diremos que esregular cuando tiene las siguientes propiedades:

(1)
−→
R (t) = (x(t), y(t), z(t)) es de claseC1 (continua y con derivada continua) en el intervaloI.

(2) d
−→
R

dt (t) 6= −→0 para todot deI.

Cuando en vez de claseC1 se exige claseCn (continua y con derivadas sucesivas continuas hasta ordenn) se
suele decir que esregular de clasen.

Un ejemplo significativo de una curva parametrizada en el espacio es la llamadahélice circular, cuya parametiza-
ción viene dada por:

−→
R (t) = (a cos θt, a sen θt, bt), con a, b 6= 0, t ∈ R.

Figura 6.3: Hélice circular.

Por semejanza a la interpretación f́ısica que surge del movimiento de una partı́cula en el espacio, representadoéste
por la parametrización de una curva

−→
R (t) = (x(t), y(t), z(t)), se define el concepto develocidadcomo el vector

−→v = d
−→
R

dt .

A su vez tambíen podemos definir a partir deél, otro vector que mida la variación−→v en funcíon del paŕametrot.
Lo llamaremosvector aceleracíon y se define como

−→a =
d−→v
dt

=
d2−→R
dt2

=
d2x

dt2
−→
i +

d2y

dt2
−→
j +

d2z

dt2
−→
k .
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2.4.2. Longitud de arco para curvas en el espacio. El vector unitario tangente

La longitud de arco de una curva
−→
R (t) = (x(t), y(t), z(t)) entre los valores del parámetrot = a y t = b viene

dada por la siguiente expresión:

L =
∫ b

a

|−→v | dt =
∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2dt

Si elegimos un punto de referencia en la curvaP0 =
−→
R (t0), y notamos la longitud de arco

s(t) =
∫ t

t0

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2dt

el teorema fundamental del cálculo integral nos lleva a deducir que

ds

dt
=
√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 = |−→v | .

Ejemplo. Vamos a calcular la longitud de una vuelta de la hélice
−→
R (t) = (cos t, sen t, t). Observemos que la

hélice da una vuelta completa cuandot vaŕıa de0 a2π. Aśı, obtenemos que el cálculo corresponde a∫ 2π

0

√
(− sen t)2 + (cos t)2 + 12dt =

∫ 2π

0

√
2dt = 2π

√
2,

es decir, la longitud de una vuelta de la hélice es
√

2 veces la del ćırculo unidad del planoXY en el que la h́elice
se proyecta. 2

Si consideramos la curva
−→
R (t) = (x(t), y(t), z(t)) representada por una parametrización regular y la longitud de

arcos(t) medida desde un punto de referenciaP0 =
−→
R (t0) y si adeḿas ds

dt 6= 0 , podemos deducir (derivada de
la función inversa) que

dt

ds
=

1
|−→v | .

Esto unido a que
d
−→
R

ds
=
d
−→
R

dt

dt

ds
= −→v . dt

ds

tomando ḿodulos (no se olvide quedt
ds es una magnitud escalar) se obtiene∣∣∣∣∣d
−→
R

ds

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣d
−→
R

dt

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ dtds
∣∣∣∣ = |−→v | 1

|−→v | = 1.

Llamaremos ad
−→
R

ds el vector tangente unitario de la curva y lo denotaremos por
−→
T (o por

−→
T (s) si queremos

especificar el punto de la curva en el que calculamos el vector tangente, haciendo referencia al parámetro arco).

Cuando la parametrización de la curva no está expresada en función del paŕametrolongitud de arco, la manera
de calcular

−→
T es con la expresión

−→v
|−→v | .

Ejemplo.Vamos a calcular el valor del vector
−→
T para los puntos de la curva dada por la parametrización

−→
R (t) = (cos t+ t sen t, sen t− t cos t, 0).

Para esta curva (que está contenida en el planoXY ) se obtiene

−→v = (− sen t+ t cos t+ sen t, cos t+ t sen t− cos t, 0)

y de aqúı |−→v | = t. De esta forma concluimos que
−→
T = (cos t, sen t, 0). 2
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2.4.3. Curvatura y torsíon de una curva. El triedro de Frenet

Uno de los grandes problemas que plantea la geometrı́a es determinar y cuantificar los elementos que pueden
llevar a distinguir unas figuras de otras. Este problema se puede resolver para curvas lo suficientemente “suaves”
(es decir, con un ńumero suficiente de derivadas sucesivas continuas). Veremos que una curva regular viene
determinada poŕunicamente dos magnitudes escalares que llamaremoscurvatura y torsión.

Supongamos que
−→
R =

−→
R (s) , dondes es el paŕametro arco, es una curva regular de clase mayor o igual que

2. Consideremosd
−→
T

ds =
−→
R′′(s). Al vector d

−→
T

ds se denominavector curvatura de la curva en el punto
−→
R (s) y

se denota con la expresión−→κ = d
−→
T

ds . No es dif́ıcil demostrar que−→κ es un vector ortogonal a
−→
T (consecuencia

de que
−→
T es un vector unitario y de derivar la expresión

−→
T .
−→
T = 1). Al módulo del vector curvatura|−→κ (s)| lo

llamaremoscurvatura de la curva en
−→
R (s) y lo denotaremos porκ(s). Llamaremosradio de curvatura a la

expresíonρ(s) = 1
κ(s) .

Figura 6.4: Curvatura de una curva en el espacio.

La interpretacíon de la curvatura es la del valor del cambio de dirección de la tangente respecto de la longitud de
arco. De esta forma, una curva en la que la dirección de la tangente cambie rápidamente en relación con la longitud
de arco, tiene una curvatura grande y por tanto un radio de curvatura pequeño (piensa en una circunferencia de
radio pequẽno).

Ejemplo.¿Cúal seŕa la curvatura y el radio de curvatura de la circunferencia de radioa dada por la parametrización−→
R (t) = (a cos t, a sen t, 0)? Veamos:

d
−→
R

dt
= (−a(sen t), a(cos t), 0)

y de esta forma
∣∣∣d−→Rdt

∣∣∣ = a. Adeḿas se tiene

−→
T =

d
−→
R

dt∣∣∣d−→Rdt

∣∣∣ = (− sen t, cos t, 0)

y por tanto

−→κ =
d
−→
T

ds
=
d
−→
T

dt

dt

ds
=

d
−→
T

ds
ds
dt

=
d
−→
T

dt∣∣∣d−→Rdt

∣∣∣ = −1
a

(cos t, sen t).

El vector curvatura siempre está dirigido hacia el origen y la curvatura es constante e igual a1/a, lo que demuestra
que el radio de curvatura coincide precisamente con el radio de la circunferencia. 2

Siempre que la curva venga parametrizada por algún paŕametrot que no sea la longitud de arco se tiene

−→κ =
d
−→
T

dt∣∣∣d−→Rdt

∣∣∣ .
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Ejemplo.Puedes comprobar que la curvatura en cada punto de la hélice expresada por la parametrización regular−→
R (t) = (a cos t, a sen t, bt) cona > 0, b 6= 0 y t ∈ R viene expresada por

−→κ =
d
−→
T

dt∣∣∣d−→Rdt

∣∣∣ =
a

a2 + b2
(− cos t, sen t, 0).

Observa que el vector−→κ es paralelo al planoXY y est́a dirigido hacia el origen. La curvatura es constante e igual
a a

a2+b2 . 2

Propiedades.

• Una curva regular de clase mayor o igual que2 es una recta si y sólo si su curvatura es idénticamente nula.

• Sea
−→
R =

−→
R (t) una representación arbitraria de una curva de clase mayor o igual que2, entonces se tiene

κ =

∣∣∣−→R′ ×−→R′′
∣∣∣∣∣∣−→R′

∣∣∣ .

Siempre y cuando−→κ (s) 6= −→0 podremos escoger el vector unitario

−→
N (s) =

−→κ (s)
|−→κ (s)|

que se denominavector unitario normal principal a la curva en el punto
−→
R (s).

Observacíon. A lo largo de una recta−→κ (s) =
−→
0 , luego

−→
N no estaŕıa determinado.

Dado un punto de la curva representado por
−→
R (s), llamaremosrecta normal principal a la recta que pasa por

el mencionado punto y tiene como vector director el vector
−→
N (s). Llamaremosplano normal al plano que pasa

por el punto
−→
R (s) y es perpendicular a la recta tangente a la curva en ese punto.Plano osculadorse llama al que

pasa por el punto
−→
R (s) y contiene a los vectores

−→
N (s) y

−→
T (s).

T

B

N

C

x T

B

N

x

y

z

Ejemplo. Dada la h́elice
−→
R (t) = (cos t, sen t, t), vamos a calcular la ecuación de lanormal principaly el plano

osculadoren el puntot = π/2. Como−→κ 6= −→0 para todot se tiene que
−→
N =

−→κ
|−→κ | = (− cos t, sen t, 0). La

ecuacíon de la normal principal vendrı́a dada por


x = 0
y = 1− λ, λ ∈ R

z = π
2
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La ecuacíon del plano osculador saldrı́a de resolver∣∣∣∣∣∣∣
x y − 1 z − π

2

− 1√
2

0 1√
2

0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

es decir,

x+ z =
π

2
2

Consideremos ahora el vector
−→
B (s) =

−→
T (s)×−→N (s). Observa que

−→
B es continuo y unitario, y que(

−→
T ,
−→
N ,
−→
B )

forma unabase ortonormal positivamente orientada.
−→
B (s) recibe el nombre devector unitario binormal a la

curva en el punto
−→
R (s). (

−→
T (s),

−→
N (s),

−→
B (s)) recibe el nombre detriedro de Frenet o triedro móvil.

x

T

B

N

Recta tangente

Recta normal

Recta binormal

Plano rectificante

Plano normal

Plano osculador

Figura 6.5: Rectas y planos asociados a una curva en el espacio.

Llamaremosplano rectificante al plano que pasa por el punto
−→
R (s) y contiene a los vectores

−→
B y
−→
T .

Observa que el plano normal es el que contiene a los vectores
−→
B y
−→
N .

Ejemplo.Dada la h́elice
−→
R (t) = (a cos t, a sen t, bt), puedes comprobar que el plano rectificante a la curva en el

punto correpondiente at = π
2 tiene como ecuacióny = a. 2

Consideremos que
−→
R =

−→
R (s) es una curva regular de clase mayor o igual a3 y que a lo largo de ella

−→
N (s) es de

claseC1.
−→
B (s) =

−→
T (s)×−→N (s), derivando esta expresión obtenemos:−→

B′(s) =
−→
T ′(s)×−→N (s) +

−→
T (s)×−→N ′(s) =

−→
T (s)×−→N ′(s) (∗)

ya que
−→
T ′(s) y

−→
N (s) son proporcionales. Se tiene además que

∣∣∣−→N ∣∣∣ = 1 y por tanto
−→
N y

−→
N ′ son ortogonales y

por esta raźon
−→
N ′ seŕıa paralelo al plano rectificante y de aquı́

−→
N ′(s) = λ(s)

−→
T (s) + τ (s)

−→
B (s).

Sustituyendo esta expresión en(∗) y operando (con algunas consideraciones que se dejan al lector) se llega final-
mente a −→

B′(s) = −τ (s).
−→
N (s) (∗∗)

A la función continuaτ (s) se denominatorsión de la curva en
−→
R (s).
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Si multiplicamos(∗∗) escalarmente por
−→
N se obtieneτ (s) = −−→B′(s).

−→
N (s), expresíon del valor de la torsión en

un punto.

Ejemplo.Dada la h́elice
−→
R (t) = (a cos t, a sen t, bt), se tiene

−→
B =

(
b sen t√
a2 + b2

,
−b cos t√
a2 + b2

,
a√

a2 + b2

)
.

De aqúı deducimos que

d
−→
B

ds
=

d
−→
B

dt∣∣∣d−→Rdt

∣∣∣ =
(

b cos t√
a2 + b2

,
b sen t√
a2 + b2

, 0
)
.

Luegoτ (s) = −−→B′(s).
−→
N (s) = b

a2+b2 , lo que demuestra que la torsión en esta curva es siempre constante.2

Propiedades.

• Si una curva es regular de clase mayor o igual que3 y a lo largo de ella
−→
N es de claseC1, entonces se

trataŕa de una curva plana si y sólo si su torsíon es id́enticamente nula.

• En un punto de la curva
−→
R =

−→
R (t) en el que−→κ 6= −→0 se tiene

τ =
det(
−→
R′,
−→
R′′,
−→
R′′′)∣∣∣−→R′ ×−→R′′
∣∣∣2

• Se verifican las siguientes expresiones (fórmulas de Frenet):

d
−→
T

ds
= κ

−→
N

d
−→
N

ds
= −κ−→T + τ

−→
B

d
−→
B

ds
= −τ−→N

Ejemplo.Se puede demostrar que la curva

−→
R (t) =

(
t,

1 + t

t
,

1− t2
t

)

est́a contenida en un plano sin más que comprobar que su torsión es0 en cualquier punto. 2

Ejemplo. Para la curva
−→
R (t) = (t − sen t, 1 − cos t, t) el valor de la curvatura y la torsión en el puntot = 0 es

κ(0) = 1 y τ (0) = 1 (Comprúebalo). 2

2.5. Superficies parametrizadas enR3

El concepto intuitivo de superficie parametrizada es el de un conjunto de puntos del espacio que es parecido a una
porción de plano en un entorno de cada uno de ellos. Esto sucede cuando existe una aplicación

−→
X : U ⊂ R

. → R
3,

definida por
−→
X (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) que es lo suficientemente regular.
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Suponemos en principio que
−→
X es por lo menos de claseC1. Adeḿas para asegurarnos de que en todo punto

existe un plano tangente, supondremos que

rango




∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂x

∂z
∂y


 = 2⇐⇒ ∂

−→
X

∂u
× ∂
−→
X

∂v
6= −→0 ,

donde consideramos

∂
−→
X

∂u
=
(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
y

∂
−→
X

∂v
=
(
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
.

Habitualmente notaremos

−→
X u =

∂
−→
X

∂u
,
−→
X v =

∂
−→
X

∂v
,
−→
X uu =

∂2−→X
∂u2

,
−→
X uv =

∂2−→X
∂v∂u

y aśı sucesivamente.

Observa que los vectores
−→
X u y

−→
X v forman una base del plano tangente siempre y cuando

−→
X u×−→X v 6= −→0 y que

−→
N (u, v) =

−→
X u(u, v)×−→X v(u, v)∣∣∣−→X u(u, v)×−→X v(u, v)

∣∣∣
representa un vector normal unitario en cada punto de la superficie. Decimos que

−→
X : U ⊂ R

. → R
3 es una

parametrización regular de claseCm de la superficieS si y śolo si:

(1)
−→
X ∈ Cm(U),m > 1.

(2)
−→
X u ×−→X v 6= −→0 para todo(u, v) ∈ U .

Ejemplo. Vamos a hallar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superficie representada por−→
X (u, v) = (u, v, u2−v2) en el punto correspondiente au = 1, v = 1. Veamos,

−→
X (1, 1) = (1, 1, 0),

−→
X u(1, 1) =

(1, 0, 2) y
−→
X v(1, 1) = (0, 1,−2). La ecuacíon del plano tangente vendrı́a dada por

∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 1 z

1 0 2
0 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = 0,

y la ecuacíon de la recta normal, habida cuenta que el vector normal unitario al plano en el punto en cuestión viene
dado por:

−→
N =

−→
X u(1, 1)×−→X v(1, 1)∣∣∣−→X u(1, 1)×−→X v(1, 1)

∣∣∣ =
1
3

(−2, 2, 1),

se expresa en forma paramétrica como




x = 1− 2λ
y = 1 + 2λ, λ ∈ R

z = λ

2
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2.5.1. Coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

Los coeficientes de laprimera forma fundamentalvienen dados por las siguientes expresiones:

E(u, v) =
−→
X u(u, v).

−→
X u(u, v) =

∣∣∣−→X u(u, v)
∣∣∣2

F (u, v) =
−→
X u(u, v).

−→
X v(u, v)

G(u, v) =
−→
X v(u, v).

−→
X v(u, v) =

∣∣∣−→X v(u, v)
∣∣∣2

Ejemplo.Consideremos la superficie parametrizada por

−→
X (u, v) = (u+ v, u− v, uv).

Los coeficientes de la primera forma fundamental vendrı́an dados por

E(u, v) = 2 + v2

F (u, v) = vu

G(u, v) = 2 + u2

2

Observemos que ∣∣∣−→X u(u, v)×−→X v(u, v)
∣∣∣ = EG− F 2 =

∣∣∣∣ E F

F G

∣∣∣∣
y por tanto

−→
N (u, v) =

−→
X u(u, v)×−→X v(u, v)∣∣∣−→X u(u, v)×−→X v(u, v)

∣∣∣ =
1√

EG− F 2
(
−→
X u ×−→X v).

Ejemplo. Para la superficie
−→
X (u, v) = (u + v, u − v, uv) dada en el ejemplo anterior, se tieneEG − F 2 =

4 + 2v2 + 2u2. Observa que el valor de esta cantidad es siempre estrictamente mayor que cero. 2

Si llamamosθ al ángulo que forman los vectores
−→
X u y

−→
X v, se tiene

cos θ =
F√
E
√
G

(
−→
X u ×−→X v).

Esto quiere decir, entre otras cosas, que en una superficie parametrizada regular,
−→
X u y

−→
X v son perpendiculares

si y śolo siF = 0.

Pasamos ahora a introducir los llamadoscoeficientes de la segunda forma fundamental:

e =
−→
N .

∂2−→X
∂u2

f =
−→
N .

∂2−→X
∂u∂v

g =
−→
N .

∂2−→X
∂v2
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Se llamacurvatura de Gaussde una superficie parametrizada regular, en el punto
−→
X (u, v), a la expresíon

K =

∣∣∣∣ e f

f g

∣∣∣∣∣∣∣∣ E F

F G

∣∣∣∣
=

eg − f2

EG− F 2
.

Observa queEG− F 2 > 0 siempre, con lo que el signo deK depende directamente deeg − f2.

Distinguiremos cuatro casos que dependen del discriminanteeg − f2.

Figura 6.6: Distintos tipos de puntos en relación con su curvatura de Gauss.

Caso eĺıptico: Se dice que un punto eseĺıptico siK > 0. Viene a expresar que el comportamiento de la función
en las proximidades del punto es el de unparaboloide eĺıptico.

Caso hiperb́olico: Se dice que un punto eshiperb́olico siK < 0. En este caso existen en el plano tangente dos
rectas distintas que lo dividen en cuatro regiones.

Caso parab́olico: Se dice que un punto esparab́olico siK = 0 y e2 +f2 + g2 6= 0, es decir, los coeficientese, f
y g no son todos iguales a cero. En este caso nos encontraremos con uncilindro parab́olico como se puede
ver en la figura.

Caso plano: Se dice que un punto esplanosi e = f = g = 0.

Ejemplo.Dada la parametrización regular de la esfera de centro(0, 0, 0) y radioa:

−→
X (u, v) = (a(cosu)(sen v), a(senu)(sen v), a cos v)

se puede comprobar fácilmente (se deja para el lector) que

K =

∣∣∣∣ e f

f g

∣∣∣∣∣∣∣∣ E F

F G

∣∣∣∣
=

eg − f2

EG− F 2
=

1
a2
,

curvatura por tanto siempre constante en todos los puntos de la superficie y que depende sólo del radio de la esfera.
Esto nos indicarı́a queK > 0 (caso eĺıptico), y seŕıa más pŕoxima a cero cuanto ḿas grande fuera el radio de la
esfera, es decir, estarı́a más cerca de parecerse a un plano. 2

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ÓN DE LOS CONOCIMIENTOS

A.6.1. Calcular
−→
F ′(t) si :
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(a)
−→
F (x) = (xex, ln(3x), 0) y x = ln t

(b)
−→
F (x) = (cos(

√
x), arctanx, −1

1+
√

x
) y x = t2 + 2t+ 1.

A.6.2. Calcular el dominio y el rango de las siguientes funciones de dos variables:

(a) f(x, y) =
√
x+ y.

(b) f(x, y) =
√

4− x2 − y2.

(c) f(x, y) = 1√
x+y

.

A.6.3. Calcular los ĺımites (si existen) en los siguientes casos:

(a) lim
(x,y)→(0,0)

3x2 − y2 + 5
x2 + y2 + 2

.

(b) lim
(x,y)→(1,1)

x2 − 2xy + y2

x− y .

(c) lim
(x,y)→(−2,2)

xy + y − 2x− 2
x+ 1

.

A.6.4. Considerando diferentes curvas de aproximación, demostrar que las siguientes funciones no tienen lı́mite
cuando(x, y)→ (0, 0).

(a)
x+ y

x− y .

(b)
x2 − y2

x2 + y2
.

(c)
x√

x2 + y2
.

A.6.5. Calcular∂f
∂x y ∂f

∂y en los siguientes casos:

(a) f(x, y) = ex cos y.

(b) f(x, y) =
√

9− x2 − y2.

(c) f(x, y) = ex ln y.

A.6.6. Seaw = f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 , z = g(x, y) = x2 + y2. Calcular∂w
∂x .

A.6.7. Calcular la ecuación del plano tangente al elipsoide de ecuación

x2

4
+
y2

9
+ z2 = 1

en el punto(1, 0,
√

3
2 ).

A.6.8. Suponiendo que las funciones arbitrariasϕ, ψ son diferenciables un número suficiente de veces, comprobar
las siguientes igualdades:

(a) y
∂z

∂x
− x∂z

∂y
= 0, si z = ϕ(x2 + y2).

(b) x2 ∂z

∂x
− xy ∂z

∂y
+ y2 = 0, si z = y2

3x + ϕ(xy)

A.6.9. Hallar las siguientes derivadas:

(a)
∂3w

∂x2∂y
siw = x ln(xy).

(b)
∂6w

∂x3∂y3
siw = x3 sen y + y3 senx.
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A.6.10. Hallar los extremos relativos de las funciones siguientes (en el caso de que existan):

(a) f(x, y) = y2 + x2y + x4.

(b) f(x, y) = x2 + y2 + x+ y + xy.

(c) f(x, y) = y2 − x3.

(d) f(x, y) = x4 + y4 − 2(x− y).

(e)f(x, y) =
(ax+ by + c)2

x2 + y2 + 1
.

A.6.11. Entre todas las cajas de zapatos (sin tapa superior) de volumen dado, hallar la que tiene superficie mı́nima.

A.6.12. Hallar la menor distancia del punto(0, b) del ejeOY a la paŕabolax2 − 4y = 0.

A.6.13. En cada uno de los siguientes casos, calcular el vector unitario tangente
−→
T .

(a)
−→
R (t) = (2 cos t, 2 sen t).

(b)
−→
R (t) = ( t3

3 ,
t2

2 ).

(c)
−→
R (t) = (6 sen(2t), 6 cos(2t), 5t) (parat = π).

(d)
−→
R (t) = (et cos t, et sen t, et) (parat = 0).

A.6.14. Calcular la longitud de la curva
−→
R (t) = (1, t, t2) desde el punto(1, 0, 0) al punto(1, 1, 1).

A.6.15. Calcular la longitud de la curva
−→
R (t) = (t, t, 4− t2) desde el punto(0, 0, 4) al punto(1, 1, 3).

A.6.16. Hallar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva
−→
R (t) = (1 + t,−t2, 1 + t3) en

t = 1.

A.6.17. Hallar el vector curvatura y la curvatura de la curva
−→
R (t) = (t, t2

2 ,
t3

3 ).

A.6.18. Demostrar que una curva de clase> 2 es una recta si
−→
R′(t) y

−→
R′′(t) son linealmente dependientes para

todo valor det.

A.6.19. Hallar el vector normal principal unitario y el binormal unitario, a lo largo de la curva
−→
R (t) = (3t −

t3, 3t2, 3t+ t3).

A.6.20. Hallar la ecuacíon del plano osculador de la curva
−→
R (t) = (t, t2, t3) ent = 1. ¿Cúal es la ecuación del

plano normal? ¿y la del plano rectificante?

A.6.21. Hallar la curvatura y la torsión ent = 0 de las siguientes curvas:

(a)
−→
R (t) = (t− sen t, 1− cos t, t).

(b)
−→
R (t) = (t, 1+t

t , 1−t2

t ).

A.6.22. Demostrar las f́ormulas de Frenet.

A.6.23. Calcular los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental y la curvatura de Gauss para el punto
u = 0, v = 0 de las siguientes superficies:

(a)
−→
X (u, v) = (u, v, u2 − v2).

(b)
−→
X (u, v) = (u, v, u2 + v2).

(c)
−→
X (u, v) = (coshu cos v, cosh u sen v, u).

(d)
−→
X (u, v) = (u− v3

3 + uv2, v − v3

3 + vu2, u2 − v2).

A.6.24. Demostrar que cualquier punto de la superficie

−→
X (u, v) = (f(t) cos θ, f(t) sen θ, t), f(t) > 0,

es parab́olico si y śolo si la superficie es un cilindro circular (f(t) = a), o un cono (f(t) = at + b con
a 6= 0).
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4. ACTIVIDADES PR ÁCTICAS DEL CAP ÍTULO

4.1. Introducción

La pŕactica se va a realizar con el programa de cálculo mateḿaticoDERIVE for Windows, versíon 4.05, de Soft
Warehouse.DERIVE for Windows permite realizar ćalculos y manipulaciones matemáticas de carácter general,
lo cual significa que realiza muchas cosas de forma aceptable aunque no tiene la potencia de otros programas
espećıficos. No obstante,DERIVE for Windows permite realizar todos los cálculos que un usuario medio puede
necesitar.

En esta pŕactica nos vamos a centrar en el cálculo (diferencial e integral) en varias variables. Veremos cómo
calcular ĺımites de funciones vectoriales y derivadas parciales, determinaremos el gradiente y el laplaciano de
una funcíon, aśı como la divergencia y el rotacional de un campo. Daremos también algunas aplicaciones en la
Geometŕıa de curvas y superficies, y finalizaremos calculando el potencial de un campo conservativo.

Antes de comenzar la práctica seŕa conveniente que recordemos brevemente la ‘botonera’ deDERIVE for Win-
dows (ver Figura 6.7), ya que simplifica enormemente la introducción de datos y la realización de ćalculos. Los
botones permiten realizar las siguientes tareas (de izquierda a derecha):New (abrir una nueva hoja de trabajo),
Open (abrir una hoja de trabajo existente),Save (guardar la sesión de trabajo,Print (imprimir la sesíon de tra-
bajo),Remove (eliminar la expresíon marcada),Unremove (recuperar láultima expresíon eliminada),Renumber
(renumerar las expresiones,Author expression (introducir una expresión sencilla),Author vector (introdu-
cir un vector),Author matrix (introducir un vector),Simplify (simplificar),Approximate (calcular un valor
aproximado),Solve (resolver algebraicamente o numéricamente una expresión),Substitute for variables
(realizar una sustitución),Calculate limit (calcular un ĺımite),Calculate derivative (calcular una deriva-
da),Calculate integral (calcular una integral),Calculate sum (calcular una suma),Calculate product
(calcular un producto),2D-plot window (realizar un gŕafico bidimensional) y3D-plot window (realizar un
gráfico tridimensional).

Figura 6.7: El uso de la ‘botonera’ de DERIVE for Windows nos puede simplificar mucho el trabajo. Otro elemento
interesante es la existencia de ‘teclas calientes’ que nos permiten evitar los menús, con lo que se gana
en rapidez.

4.2. Ĺımites y continuidad de funciones vectoriales

ConDERIVE for Windows podemos calcular los lı́mites iterados de funciones de dos o más variables, lo cual
puede ser de utilidad para determinar si una función es continua en un punto. Por ejemplo, supongamos que
queremos determinar los siguientes lı́mites:

lim
y→0

lim
x→0

√
16− 4x2 − y2 lim

x→0
lim
y→0

√
16− 4x2 − y2

En primer lugar, definimos una apropiada funciónF , introduciendo la expresiónF(x,y):=SQRT(16-4x^2-y^2).
Seleccionando las opcionesCalculus|Limit nos aparece la ventana de la Figura 6.8. Debemos seleccionar la
Variable (x o y), el punto ĺımite (Limit Point) y el tipo de ĺımite (Approach Form): por la izquierda, por la
derecha o por ambos lados. En nuestro caso, ambos lı́mites iterados valen 4.
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Figura 6.8: Venta del programa que permite calcular lı́mites de funciones de varias variables.

Ejercicio. Calcular los ĺımites iterados en (0,0) de la función

f(x, y) =
(
x2 − y2

x2 + y2

)2

NOTA: Observemos que aunque los lı́mites iterados existan y coincidan, puede que el lı́mite (de ambas
variables simult́aneamente) no exista.

Ejercicio. Calcular los ĺımites iterados de las siguientes funciones:

f(x, y) =
arcsin(x/y)

1 + xy
en(0, 1)

g(x, y, z) = xeyz en(2,−1, 1)

4.3. Cálculo diferencial vectorial

DERIVE for Windows realiza ćalculo diferencial vectorial en cualquier sistema de coordenadas ortogonal. Po-
demos calcular gradientes, divergencias y rotacionales en coordenadas cartesianas, polares/cilı́ndricas o esf́ericas,
siendo las coordenadas cartesianas (también llamadas rectangulares) las que se utilizan por defecto. Los nombres
de las variables cartesianas sonx, y, z, aunque podemos utilizar otros.

Derivadas Parciales

El cálculo de las derivadas parciales conDERIVE for Windows es sencillo, pues se sigue el mismo proceso que
para las funciones de una variable. Se seleccionan las opcionesCalculus|Differentiate (o bien pulsamos el
botón ∂ ) y nos aparece la ventana de la Figura 6.9. En ella debemos introducir la función que vamos a derivar (por
defecto la que está seleccionada), laVariable respecto de la cual vamos a derivar (por defectox) y el orden de
diferenciacíon (por defecto1). Puede ser interesante almacenar las derivadas parciales en unas nuevas funciones
para poder manipularlas más ćomodamente. Para ello, una vez calculada la derivada parcial, seleccionamos las
opcionesDeclare|Function Definition y nos aparece la ventana de la Figura 6.10. En ella debemos rellenar
el nombre de la nueva función y sus argumentos, que usualmente serán los mismos que los de la función original,
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y la definicíon de la nueva función (debemos recordar que pulsando la tecla de función F3 se copia la ĺınea que
est́a seleccionada).

Figura 6.9: Venta del programa que permite calcular las derivadas parciales de funciones de varias variables.

Figura 6.10: Venta del programa que permite declarar una función. Existen ventanas similares para declarar el
valor de una variable (constante, vector o matriz).

Ejercicio. Calcular las derivadas parciales de la siguiente función

f(x, y) =
√

9− x2 − y2

y almacenarlas en dos funciones distintas (por ejemplo,FX y FY).

Tambíen es posible calcular las derivadas parciales de orden superior. Para ello sólo es necesario indicar el orden
de derivacíon en la casillaOrder (ver la Figura 6.9).

Ejercicio. Calcular las derivadas parciales segundas de la función

h(x, y) = 3xy2 − 2y + 5x2y2

¿Cúanto valefxy(−1, 2)?
NOTA: Para encontrar el valor de una expresión cuando particularizamos a un punto(x0, y0) debemos
utilizar las opcionesSimplify|Substitute For|Variables.

Gradiente de una función

Cuandof es una funcíon escalar de varias variables (pensemos que está definida enR2 o enR
3) entonces podemos
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calcular su gradiente como el vector

∇f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)) o ∇f(x, y, z) = (fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z))

DERIVE for Windows permite calcular los gradientes utilizando la función

GRAD(F(x,y)) ó GRAD(F(x,y,z))

seǵunF sea una función de 2 o 3 variables. Debemos hacer notar queDERIVE for Windows siempre devuelve
un vector de 3 componentes: si la función depende de 2 variables, entonces la tercera componente es cero.

Ejercicio. Calcular el gradiente de la funciónf(x, y) = 20− 4x2 − y2 en el punto(2,−3).

Si las coordenadas cartesianas con las que estamos trabajando no se llaman(x, y, z) o si trabajamos en dimensión
superior a tres, tenemos que indicárselo convenientemente. Por ejemplo, si nuestra función esg(a, b, c, d) =
a2 − b2 + c2 − d2, entonces su gradiente se calcuları́a escribiendo

GRAD(a^2-b^2+c^2-d^2, [a,b,c,d])

El resultado es(2a,-2b,2c,-2d).

Hasta ahora hemos supuesto que nuestros sistemas de coordenadas(x, y, z) o (a, b, c, d) son ortonormales. Sin
embargo, el gradiente se puede calcular en cualquier sistema de coordenadas (sin ninguna restricción). DERIVE
for Windows, sin embargo, imponen ciertas restricciones: los sistemas de coordenadas deben ser ortogonales.
Si la matriz de la ḿetrica (producto escalar) no es la identidad, entonces también debemos indicarlo cuando
utilicemos la funcíonGRAD. Por ejemplo, supongamos que la matriz métrica del sistema de coordenadas(x, y, z)
fuese(1, 2, 4). Entonces el gradiente de una funciónf(x, y, z) se calculaŕıa mediante el comando

GRAD(f(x,y,z),[[x,y,z],[1,2,4]])

En general, la sintaxis del comandoGRAD es la siguiente:

GRAD(f(x1,x2,x3),[[x1,x2,x3],[g1,g2,g3]])

donde(x1,x2,x3) denota el sistema de coordendas ortogonal,(g1,g2,g3) indica la matriz de la ḿetrica y
f(x1,x2,x3) es la funcíon.

Si se carga la utilidadVECTOR.MTH, entonces están disponibles dos sistemas de coordenadas adicionales: las
coordenadas polares/cilı́ndricas y las coordenadas esféricas, cuyas matrices (coordenadas y métrica) est́an dadas
por

cylindrical := [[r,θ,z],[1,r,1]]
spherical := [[r,θ,Φ],[1,r SIN(Φ),r]]

Por ejemploGRAD(r SIN(θ) COS(Φ), spherical) da como resultado el vector

[COS(Φ) SIN(θ), COT(Φ) COS(θ), -SIN(Φ) SIN(θ)].
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Observacíon: Todos los operadores diferenciales vectoriales admiten un segundo argumento opcional consisten-
te en una matriz de dos filas: la primera fila representa el sistema de coordenadas y la segunda fila indica los
elementos de la ḿetrica.

Un campo vectorialF se dice que esconservativosi existe alguna función diferenciablef tal queF = GRAD(f).
La función f se llama unafunción potencialdeF . Un criterio de campo vectorial conservativo en el plano es el
siguiente. El campoF (x, y) = (M(x, y), N(x, y)) es conservativo si, y sólo si,

∂N

∂x
=
∂M

∂y

ConDERIVE for Windows podemos realizar el siguiente cálculo:

DIF(M(x,y),y)-DIF(N(x,y),x)

El campo seŕa conservativo si, y śolo si, la anterior expresión vale cero.

Ejercicio. Determinar si los siguientes campos son conservativos:
(a) F (x, y) = (x2y, xy)
(b) F (x, y) = (2x, y)
(c) F (x, y) = (2xy, x2 − y)

La divergencia de un campo

La divergencia de un campo de vectoresX = (f1, f2, f3), dondefi es una funcíon diferenciable definida enR3,
es la funcíon diferenciable dada pordiv(X) = (f1)x + (f2)y + (f3)x. Para calcular la divergencia,DERIVE for
Windows dispone de la función

DIV([f1(x,y,x),f2(x,y,z),f3(x,y,z)]

donde[f1,f2,f3] es el vector de componentes del campo. Por ejemplo,DIV([y2z3, 2xyz3, 3xy2z2]) da como
resultadox(6y2z + 2z3).

Ejercicio. Calcular la divergencia de los siguientes campos de vectores:
(a)X = (x2yz, (y2 − 1) cos z, (y2 + 1) cos(xy))
(b) Y = (

√
x2 + y2 + z2, x2 − y3, x+ y2 + z3)

Si queremos calcular la divergencia de un campo en el plano, debemos añadirle una tercera componente constante
(por ejemplo, cero) y calcular la divergencia del nuevo campo. Sea el campoG = (f(x, y), g(x, y)) definido en
el plano. Su divergencia se calcuları́a de la siguiente manera:

• Consideramos el campoG:=[f,g,0] enR
3.

• Calculamos su divergencia:DIV(G).

Ejercicio. Calcular la divergencia de los siguientes campos planos:(x2y, y2 − x), (xy, x3 − y3).
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El rotacional de un vector

El rotacional de un campoF (x, y, z) = (M(x, y, z), N(x, y, z), P (x, y, z)) es el campo

rotF (x, y, z) = (∇× F )(x, y, z)

=
(
∂P

∂y
− ∂N

∂z

)
i−
(
∂P

∂x
− ∂M

∂z

)
j +
(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
k

donde∇ = (∂x, ∂y, ∂z). Cuandorot(F ) = 0 decimos que el campoF esirrotacional.

Para calcular el rotacional conDERIVE for Windows debemos utilizar la siguiente función:

CURL([f(x,y,z),g(x,y,z),h(x,y,z)])

donde(f, g, h) son las componentes del campo de vectores.

Ejercicio. Hallar el rotacional del campo(2xy, x2 + z2, 2zy)

Un criterio para campos conservativos en el espacio es el siguiente. Un campo vectorialF = (M,N,P ), donde
M , N y P son funciones de claseC1 (es decir, con derivadas parciales primeras continuas) es conservativo si, y
sólo si,rotF (x, y, z) = 0.

Ejercicio. ¿Es conservativo el campo de vectores(x3y2z, x2z, x2y)?

El laplaciano de una función

El laplaciano de una función diferenciablef(x, y, z) es la nueva función dada por

∆f(x, y, z) =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

Para calcular el laplaciano conDERIVE for Windows debemos utilizar la siguiente función:

LAPLACIAN(f(x,y,z))

La funciónf puede ser de dos variables.

Ejercicio. Calcular el laplaciano de las siguientes funciones:
(a) f(x, y) = x2 + y2

(b) f(x, y, z) = x3 + y3 +
√
x+ y + z4
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4.4. Aplicaciones a la Geometŕıa Diferencial

4.4.1. Longitud de una curva

SeaR(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b] una curva diferenciable enR3. Entonces su longitud viene dada por

L =
∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2dt

Si queremos utilizarDERIVE for Windows podemos hacerlo directamente siguiendo los siguientes pasos:

(1) Definimos las funcionesx(t), y(t) y z(t).

(2) Definimos la funcíon longitud como sigue:

L(p,q) := INT(SQRT(DIF(x(t),t)^2+DIF(y(t),t)^2+DIF(z(t),t)^2),t,p,q)

(3) Introducimos la expresiónL(a,b) para obtener el resultado final.

Ejercicio. Calcular la longitud de una vuelta de la hélice circular cuya parametrización es

R(t) = (A cos θt, A sen θt, Bt), A,B ∈ R

Otra posible solución al problema de determinar la longitud de la curva consiste en utilizarálgebra vectorial:

(1) Definimos un vectorR(t) porR(t):=[X(t),Y(t),Z(t)].

(2) Definimos la funcíon longitud como sigue:

L(p,q) := INT(SQRT(DIF(R(t),t).DIF(R(t),t)),t,p,q)

4.4.2. Cálculo de la curvatura y la torsíon de una curva

El problema consiste en definir dos funciones que se encarguen de calcular dichas cantidades. La función curvatura
est́a dada por

κ(t) =
|R′(t)×R′′(t)|
|R′(t)|

y la función torsíon est́a dada por

τ (t) =
det(R′(t), R′′(t), R′′′(t))
|R′(t)×R′′(t)|2

Dichas funciones pueden definirse enDERIVE for Windows del siguiente modo:

K(t) := ABS(CROSS(R′(t),R′′(t)))/ABS(R′(t))

T(t) := DET([R′(t),R′′(t),R′′′(t)])/ABS(CROSS(R′(t),R′′(t)))^2

Ejercicio. Calcular la curvatura y torsión de la h́elice circular cuya parametrización es

R(t) = (A cos θt, A sen θt, Bt), A,B ∈ R
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4.4.3. Coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

Dada una superficie parametrizada regularS(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) se definen los coeficientes de la
primera forma fundamental como sigue:

E(u, v) = Su(u, v).Su(u, v) = |Su(u, v)|2
F (u, v) = Su(u, v).Sv(u, v)

G(u, v) = Sv(u, v).Sv(u, v) = |Sv(u, v)|2

y los coeficientes de la segunda forma fundamental son:

e = N.
∂2S

∂u2

f = N.
∂2S

∂u∂v

g = N.
∂2S

∂v2

dondeN representa el vector unitario normal a la superficie:

N(u, v) =
1√

EG− F 2
(Su × Sv).

Para calcular estos elementos conDERIVE for Windows, definimos las siguientes funciones:

S(u,v) := [x(u,v),y(u,v),z(u,v)]
E(u,v) := DIF(S(u,v),u).DIF(S(u,v),u)
F(u,v) := DIF(S(u,v),u).DIF(S(u,v),v)
G(u,v) := DIF(S(u,v),v).DIF(S(u,v),v)
N(u,v) := SQRT(E(u,v)G(u,v)-F(u,v)^2)^(-2).CROSS(DIF(S(u,v),u),DIF(S(u,v),v))
EE(u,v) := N(u,v).DIF(S(u,v),u,2)
FF(u,v) := N(u,v).DIF((DIF(S(u,v),u)),v)
GG(u,v) := N(u,v).DIF(S(u,v),v,2)

Ejercicio. Calcular los coeficientes de la primera y de la segunda forma fundamental de la siguiente superficie
parametrizada:

S(u, v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u) sen(v), u)

4.4.4. Curvatura de Gauss

A partir de los coeficientes determinados en el apartado anterior podemos calcular la curvatura de Gauss de la
superficie como sigue:

KG(u, v) =
eg − f2

EG− F 2

En DERIVE for Windows podemos definir la siguiente función:

KG(u, v) := (EE(u,v).GG(u, v)-FF(u, v)^2)/(E(u,v).G(u,v)-F(u,v)^2)

Ejercicio. Calcular la curvatura de Gauss de la superficie parametrizada del ejercicio anterior.
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4.5. Cálculo integral vectorial

Sea el campo de vectoresF = (M,N,P ) y supongamos que es conservativo. Entonces existe una función
diferenciablef tal que

fx = M

fy = N

fz = P

¿Ćomo determinarf? Podemos hacerlo directamente mediante integración; sin embargo,DERIVE for Windows
pone a nuestra disposición la siguiente función:

POTENTIAL([f(x,y,z),g(x,y,z),h(x,y,z)])

donde(f, g, h) son las componentes del campo de vectores.

Como en el ćalculo de primitivas, las funciones potenciales sonúnicas salvo constantes. Por tanto, la función
POTENTIAL puede proporcionar un resultado diferente a uno calculado manualmente. Las constantes aditivas
pueden ser desechadas (especialmente en funciones que involucran logaritmos o funciones trigonométricas inver-
sas).

No todos los campos de vectores admiten una función potencial; no todos los campos son conservativos. En
este caso, la función POTENTIAL determina una función diferenciable cuyo gradiente no es el campo de vecto-
res original. Por tanto, antes de utilizar la función POTENTIAL es conveniente verificar primero si el campo es
conservativo.

La funciónPOTENTIAL admite un segundo argumento opcional que es un vector especificando las coordenadas del
punto inicial para las integrales involucradas. Por defecto, este vector es el vector nulo. Una elección inapropiada
puede conducir a un potencial infinito o desconocido; si esto ocurriese es conveniente probar con otros valores.

Finalmente, la funcíonPOTENTIAL admite un tercer argumento opcional que es un vector de coordenadas cartesia-
nas o una matriz ḿetrica (esto es, una matriz con dos filas: un vector de coordenadas y una vector con la métrica).
Por defecto, este argumento es[x,y,z].

Ejercicio. Sea el campo de vectoresF (x, y, z) = (2xy, x2 + z2, 2zy). Probar queF es un campo conservativo y
encontrar una función potencial paraF .
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6. PREGUNTAS DE EVALUACI ÓN

E.6.1. La posicíon de un punto en un instantet viene dada por la función vectorial

R(t) =
(

1
2
t2,

1
9

(6t+ 9)
3
2

)
.

Se pide:

(a) Hallar el espacio recorrido desdet = 0 hastat = 4.

(b) Hallar un vector tangente unitario y otro normal a la curva en el punto de parámetrot = 1.

(c) ¿Cúal es el valor de la curvatura en ese punto?

E.6.2. (a)Demostrar que los vectores tangentes a lo largo de la curva

α(t) =
(
at, bt2, t3

)
(siendo2b2 = 3a) forman unángulo constante con el vector

−→
A = (1, 0, 1). ¿Cúal es el valor de eséangulo?

(b) Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante de la curva del apartado anterior
paraa = b = 1.

E.6.3. Demostrar que la curva definida por la parámetrizacíon

α(t) =
(
t,

1 + t

t
,

1− t2
t

)

est́a contenida en un plano.

E.6.4. Comprobar quez = yf(x2 − y2), dondef es una funcíon diferenciable arbitraria, satisface la ecuación

y2 ∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= xz.

E.6.5. Calcular la ecuación del plano tangente al elipsoide de ecuación

x2

9
+
y2

16
+
z2

4
= 1,

en los puntos que correspondan a las coordenadasx = 0 ey = 1.

E.6.6. Un palo de longitud̀ se parte en tres trozos de longitudesx, y, z. Hallarx, y, z para que el productoxyz
sea ḿaximo.

E.6.7. Demostrar que los puntos de la siguiente superficie

−→
X (u, v) = (u, v, u2 + v3)

son eĺıpticos siv > 0, hiperb́olicos siv < 0 y parab́olicos siv = 0.
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