CAPITULO 5 ]
ALGEBRA LINEAL Y GEOMETR iA

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

e Hallar un sistema triangular que sea equivalente a e Calcular la forma Jordan de matrices @eenes
uno dado. 2y 3, usandola como recurso para efectuar poten-

- . : ciasn-ésimas.
e Conocer los distintos tipos de matrices y mane-

jar las distintas operaciones que se definen entre ¢ Conocer y utilizar los conceptos de producto es-
ellas, usando correctamente sus propiedades. calar, norma y distancia en el espacio.

e Hallar el determinante de una matriz de cualquier o |dentificar georgtricamente el producto vectorial
orden. y el producto mixto de vectores.

e Hallar la matriz inversa de una matriz dada. e Identificar y calcular las ecuaciones de algunas

« Discutir y resolver sistemas de ecuaciones linea- ~ S€ccionesanicas y superficies aaricas.

les. e Manejar expresiones en coordenadas polares,

e Conocer y utilizar la estructura de espacio vecto- ~ cilindricas y esdricas.

rial'y los conceptos de base y dimedrsi e Conocer el concepto de aplicanilineal e identi-

e Identificar cuando una matriz es diagonalizable. ficar el ricleo y la imagen de la misma.

e Calcular la matriz diagonal semejante a una ma- e Calcular la matriz asociada a una aplicacii-
triz A dada como recurso para efectuar su poten-  neal y saber obtener la nueva expoedie la mis-
cian-ésima. ma al efectuar un cambio de base.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

2.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Unaecuacbn lineal den variables X, X, ..., X, es una ecuaén del tipoa; X1 + a2 X5 + ... + a, X,, = b.
Los nimeros; (i = 1,...,n) se denominacoeficientes ab se le llamaérmino independiente

Unasolucion de la ecuaddn lineal anteriormente mencionada es unapla de timeros realega;, as, ..., o)
tal quea;ay + asas + - - - + apay, = b.

Ejemplo. 3z — 2y + z = 0es una ecua6n lineal de tres variables, §1, 1, —1) es una soluén de la misma.
Noétese que la ecudni anterior tiene unimero infinito de soluciones. m|
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A un conjunto de varias ecuaciones lineales se le denosistema de ecuaciones linealeg&s decir un sistema
dem ecuaciones linealesry variables o inbgnitas, es una exprési del tipo

a11X1+a12X2+...+a1an = b1
a1 X1+ apXo+ ... +anpX, = b
A1 X1+ @p2Xo + .o+ apn Xy = bm

Una solucdn de este sistema es unaipla de timeros realeéu, o, ..., v, ) que sea a su vez solaci de lasn
ecuaciones de las que se compone el sistema.

Ejemplo. En el siguiente sistema deecuaciones y incognitas

3 —2y+z2z=1
r+3y—2z2=5

Iaterna(%, %, O) es una soluéin del sistema, ya que lo es de cada una de las ecuaciones que lo forman. La terna

(4,6, 1) no es soludn del mismo ya que aunque es sofucile la primera ecuami no lo es de la segunda. Se
puede demostrar que este sistema de ecuaciones lineales tiene infinitas soluciones. |

Atendiendo a la existencia o no de soluciones y aisuaro (finito o infinito), los sistemas de ecuaciones lineales
se clasifican de la siguiente manera:

Determinado (Solucbn Gnica)
Compatible (existe soluadn)
s.e.l. Indeterminado (Infinitas soluciones)

Incompatible (No existe soluddn)

2.1.1. Reglas de equivalencia de sistemas

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dice quegovalentescuando tienen las mismas soluciones.

Los metodos de resolugn de sistemas de ecuaciones lineales se basan en la idea de transformar el sistema original
del cual queremos encontrar sus soluciones, en otro equivalente que tenga una estascsarzcitia.

Despues de lo dicho conviene aclarar@jentendemos pdestructura sencilla”y cuales van a ser las operaciones
que van a seralidas para transformar el sistema original en otro equivalente.

Ejemplos de sistemas sencillos de resolver, en el caso de igoro de ecuaciones que dedgaitas, son los
llamadogtriangulares.

Un sistema triangular de tres ecuaciones con trggginitas venda expresado de una manera geca por:

ax + aey + a3z = by
azy +azzz = bo
assz = b3

Obstrvese ques; = az; = azs = 0.
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Intenta responder ahora a las siguientes pregugf@8mo sefa un sistema triangular de cuatro ecuaciones y
cuatro indgnitas? ¢ Sabas definir el mismo concepto para un sistemadeuaciones y. incognitas?

En este tipo de sistemas carecuaciones y: incognitas (S, # 0) se obtienedcilmente una soluén Gnica,
despejando y sustituyendo sucesivamente d#ilaa ecuadn a la primera.

Parece claro que nuestro irésrprincipal lo centraremos en realizar operaciones en las ecuaciones que forman el
sistema original del que queremos conocer sus soluciones, hasta transformarlo en otro queasqgzalecito

posible a un sistema triangular. Debemos por tanto hacer referencia a las reglas u operaciones que consideramos
vélidas, es decir, que transforman un sistema en otro equivalente:

(1) Intercambiar dos ecuaciones.
(2) Multiplicar (o dividir) una ecuadin por un timero distinto de cero.
(3) Sumar o restar a una ecudweiel resultado de multiplicar (o dividir) otra por umero.

(4) Expresar una ecudm despejando una variable, y sustituir el resultado en lagislem

Ejemplo 1. Vamos a obtener un sistema triangular equivalente a:

20+ 3y —4z2=1
3x —2y+5z=3
Te+4y — 32 =5

20 4+3y —4z =1

= (FAI ) ) e
. . —13y + 222 =3

20 +3y—4z = 1
20+ 3y —4z=1
“ec. + 2%c. x (-1 —13y+22z =
= (3%c. + 2%c. x (1)) = 3%4; 2= g 3{ ~13y +22:=3

Despejandg en la segunda T = % — %z
= 3 4 22

ecuacbn y sustituyendo y=— 133 + 52

y el conjunto de soluciones viene expresado por:

17, 3 22
= - 5N 5t : R
o {(13 3 13+13A’A> AE }

Como vemos el sistema tiene infinitas soluciones.

Obviamente no todos los sistemas que vamos a intentar resolver tienen el niistamrde ecuaciones y de
incognitas. ¢ Gmo procedéamos con un sistema de este estilo?

Ejemplo 2. Vamos a triangular el siguiente sistema de ecuaciones:

r+3y—z+t = 1
—2r+y+2z =
y—1t = 0
r+3y—z+t = 1
= (2%c. 4 1%ec. X 2) = Ty + 2t = 9 =

y—t = 0
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r+3y—z+t = 1
(Intercambiamos la’2c. y la 3ec) — y—t =
Ty + 2t =9
r+3y—z+t = 1
= (3%c. — 2%c. X T) = y—t =0
9t = 9
r+3y—z+t = 1
:>(3aec.><§):> y—t =0
t = 1
rT—z = -3
= (1%ec. —2%c. x 3) = y—t =
t = 1

de donde el conjunto de soluciones véadtado por
S={(-3+XN1,\1): AeR}
¢ Sabias explicar por ger?
Observaciones.Debemos extraer algunas conclusiones de los ejemplos anteriores.
(1) En las operaciones que realizamos con los sistemas en realidad nomlzastdracer referencidle a los

coeficientes, obviando &l repeticon de las indgnitas. Si eliminamos estoBrolos el sistema anterior
se escribira como

1 3 -1 1
-2 1 2 0
0 1 0 -1

recibe el nombre dmatriz de los coeficientes del sistema

Las operaciones que hemos realizado sobre las ecuaciones searallmaa sobre las filas de egtima
matriz, sin n&s que sustituir la palabra “ecuanf por la de “fila”.

(2) Dada la matriz gegrica de un sistema de tres ecuaciones y tréminitas

ayy a2 a3 | b
21 Q22 23 bo
az1 azx azz | b3

(ver Ejemplo 1), al intentar resolverlo y por lo tanto transformarlo en uno equivalente que sea triangular,
llegaremos a un sistema representado por una matriz del tipo

! ’ ’ ’
a4 a/12 alw b/l
0 Qoo Qo3 b/2

/

gue tenda solucon Gnica si y $lo sia,, # 0.
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(3) En el caso representado en el Ejemplo 2, observemos que la matriz ampliada resultado de efectuar las
sucesivas transformaciones a las que hemos sometido el sistema original es

10 -1 0| -3
0 1 0 0 1
0 0 0 1 1

¢, Qe tiene de corin esta matriz con la correspondiente a un sistema triangular? Resaltamos a camtinuaci
una caractéstica que podemos considerar doma las dos:

Ambas sommatrices escalonadasen el sentido de que puede trazarse una “escalera descendente”, por
debajo de cal todos los elementos $ar ceros.

Método de GaussEl método de Gauss para la resolutide sistemas de ecuaciones lineales consiste en realizar
transformaciones en la matriz del sistema de partida hasta conseguir una matriz “escalonada”, de léstzamcter
descritas anteriormente.

Como es dgico, no todos los sistemas son compatibles (determinados o indeterminados), y algunas veces nos
encontraremos con sistemas que no tengan golugi®mo los podremos identificar?

Ejemplo 3. El sistema de ecuaciones

r+2y—3z = 1
20 —y+2z = =2
3r+2y+22 = -3
Tr+5by—3z = 3
es equivalente a
1 2 -3 1
0 —5 7 —4
0 0 -27 14
0 0 0| —=30
(Intenta dar los pasos pertinentes para lograr llegar alétgtza exprein de un sistema equivalente). Observa

gue como ldiltima ecuadn no tiene soludin el sistema no tiene solaci.

Observaddn. En general, cuando al efectuar operaciones en la matriz de un sistema, conseguimos una matriz en
la que todos los elementos de una fila son ceros menos el coeficiente que corresgnudee@lridependiente de

la ecuaddn, el sistema sarincompatible.

Resumimos a continuami las situaciones géricas con las que nos encontramos al aplicar&bdo de elimi-
nacbn de Gauss.

(1) Obtenemos una solum imposible y el sistema de partida es incompatible.

(2) El nimero de ecuaciones resultantes no eliminadas y dgmitas coincide. Entonces el sistema de partida
es compatible y determinado y la matriz ampliada se @t@nsformar en una de la forma:

* % * *
0 =x* * *
0 O * *

(donde conx expresamos cualquier valor posible de los coeficientes)
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(3) El nlmero de ecuaciones resultantes no eliminadas es menor quenetfande inobgnitas del sistema.
Entonces el sistema es compatible e indeterminado. La matriz ampliada &enaodformar en una de la

forma:
0 *x = * *
0 O * % * *

2.1.2. Un caso notable: los sistemas de ecuaciones lineales hamegs

En un sistema de ecuaciones linealesagien cuando losarminos independientes son todos nulos, lo denomina-
remoshomogenea

a11X1 —|—a12X2+... +a1an = 0
a21X1 + GQQXQ + ...+ (J,Qan = 0
alel + am2X2 + ...+ aman = 0

Piensa y demuestra que se cumplen las siguientes propiedades:

(1) Un sistema homagneo es siempre compatible, ya que la s@ndrivial (0,0, ..., 0) satisface todas y cada
una de las ecuaciones del sistema.

(2) Si(aq,as, ..., ay,) es soluddn de un sistema homégeo, tamtén lo es(Aay, Aas, ..., Ao, ) con\ € R. Lo
gue en general demuestra que si un sistema hénemgtiene una solum distinta de la trivial, entonces
tiene infinitas soluciones.

2.1.3. Discusbn de sistemas de ecuaciones lineales en fiimcde los valores de pametros

Otro de los aspectos destacables dentro de la reéaldei sistemas de ecuaciones lineales es el que habitualmente
se denomina comtdiscusion del sistema” Entenderemos por esto decidir par& qalores de uno o varios
patametros se tienen infinitas soluciones, sd@udinica o ninguna soluén.

Ejemplo. Discute segn los valores de. el siguiente sistema de ecuaciones:

r+2y+z = 2
—z+3y+z =
—xr+y+mz = 1
1 2 112 1 2 1|2
-1 3 1|0 | = (Sumandola2filaala3dylal*alaz)= | 0 5 212
-1 1 m |1 0 3 m+1 |3
1 2 1|2
= (Multiplicando la 3 filapor5yla2 por3)= [ 0 15 6 |6
0 0 5m—-119

En funcbn de los valores de: distinguiremos los siguientes casos:

(1)5m —1=0<= m =1 ylalltima ecuadn se transforma en un absurso. Sistema incompatible.
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(2)bm —1# % <= m# + . Sistema compatible y determinado. |

Ejemplo. Discute segn los valores den:

r+y+mz = 1
r+my+z = 1
mr+y+z = 1
Debes transformar esta ecuatien:
1 1 m 1
0 m-—1 1—m 0

0 0 (I-=-m)(24m) | 1—m
¢ Qe transformaciones son necesarias? La disousirge de la ecudm (1 — m)(2 + m) = 0.

¢Que sucede sin #£ 1y m # —2? ¢Y sim = —2? ¢Y cuandon = 1? (Es interesante que razones conveniente-
mente las respuestas a todas estas preguntas). ]

2.2. Operaciones con matrices

Un conjunto den x n nUmeros reales colocados de forma rectangulandias y n columnas recibe el nombre
de matriz real de dimer@m x n.

De forma ge@rica notaremos

a1 a12 e Q1n

as1 a9 e Aop
_A =

Am1 Am2 ... Qmn

Con la notadn a,; significamos el elemento de la matrizque ocupa el lugar perteneciente a la fila a la
columnaj. De forma abreviada tan#i notaremost = (a;;)i=1...m
=1

j=1l..n

Al conjunto de todas las matrices con coeficientes realesydidas y » columnas (dimenénm x n) lo denota-
remos porM,,«,(R). En general abusaremos del lenguaje y cuando hablemos de “matrices” entenderemos que
sus coeficientes sorumeros reales.

A las matrices quedo tienen una fila se les llanmaatrices fila. Analogamente a las que tienesi@una columna
se les denominmatrices columna

Dada una matrizi, se denominaraspuestade A, denofndosé€ A, a la matriz que se obtiene cambiando4n
las filas por columnas.

Las matrices en las que coincide @hmero de filas con el de columnas se denomimatrices cuadradas

Para una matriz cuadrada de diménsi x n se suele decir que es de orden El conjunto de elementos
(a11,a92, ..., any) S denomindiagonal principal.

Una matriz cuadradd se dice que esimétrica cuandoa;; = aj; paratoda =1,...,myj=1,...,n.

Otros tipos especiales de matrices son:

Matriz nula: Aquella en que todos sus elementos son cero.
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0= ( 8 8 > es un ejemplo de matriz nula de orden 2.

Matriz diagonal: Cualquier matriz cuadrada en la que los elementos que an ebtcados en la diagonal prin-
cipal son ceros.

7 0 0
D=| 0 —2 0 | esunejemplode matriz diagonal de orden
0o 0 -3

Matriz unidad o identidad: Se denomina &s cualquier matriz diagonal en la que todos los elementos pertene-
cientes a la diagonal principal son igualek &a matriz diagonal de ordenseia denotada pof,,.

10 0
Is=1| 0 1 0 | esunejemplode matriz identidad de orden 3.
0 0 1

Matriz triangular: Se denomina de esta manera a toda matriz cuadrada en la que los elementoangperest
encima o por debajo de la diagonal principal son iguales a cero. Séridicgular superior cuando los
elementos nulos &&t por debajo ¢riangular inferior si eséin por encima.

1 2 3
A= 0 4 -5 | esunejemplo de matriz triangular superior de orden tres.
0 0 6

2.2.1. Suma de matrices

SeanA, B € M,,«»(R) , es decirA = (aij)i;ll,,,m yB = (bij)i;ll,,,m. Definimos la matriz sumé& = A + B,
J=1l...n J=1l..n

comoC' = (¢;j)i=1...m dondec;; = a;; + b;;, paratodad = 1..myj=1..n.
j=1l..n

Mas explcitamente podemos expresar

a1 + b1y a2 +bi2 ... aip+0biy
C—A+B=— a1 + bay a2 + b2 ... a2y + bay
Am1 + bml ............... Amn + bmn

2.2.2. Propiedades de la Suma
(1) A+ (B+C)=(A+ B) + C (propiedad asociativa)
(2) A+ B = B + A (propiedad conmutativa)
(3) A+ O = A (Por O indicamos la matriz nula)
(4) Lamatriz— A que denominaremasatriz opuestay que se obtiene cambiando de signo todos los elementos

de A, cumple la siguiente propiedad: + (—A) = O.

Estas propiedades dotari &, ., +) de la estructura dgrupo abeliano
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2.2.3. Producto de un escalar (fimero real) por una matriz

Sead € My xn(R), A= (aij)i;ll,,,m y A € R, definimoshA = (Aaij)i;ll,,,m, es decir:
J=1l..n J=1l..n

ail ai12 A )\a11 )\012 )\aln

A a1 a2 ceee Qon _ )\agl )\CLQQ )\agn

Aml  Gm2 e Gmn A1 Am2 oo Aamn
3 2 12 8
Porejemplogd { 5 6 | =| 20 24
7 8 28 32

Para cualquiei, u € Ry A, B € M,,,«»(R), se verifican las siguientes propiedades:

(1) M(A+ B) = A + \B.
(2) (\+ p)A=AA+ puB.
(3) ApA) = (1) A.

@) 14 = A.

Todas estas propiedades, @smo las vistas anteriormente para la suma de matrices, se pueden resumir diciendo
que(M,,xn,+,.) €s unespacio vectorial sobr& (cuerpo de los iimeros reales).

2.2.4. Producto de matrices

SeanA, B € My, xn(R) , A = (aij)i=1..m Y B = (bij)i=1...n. Definimos el productol B como la nueva matriz
Jj=1l..n j=1...p

C = (Cij)i:L..m: tal queéc;; = aﬂblj + aigbgj + aigbgj + ...+ ambnj oen eXpreﬁn mas reducida

j=1l...p

n
Cij = E aikbkj.
k=1

Obsrvese que para que ediien definido el producto de matrice$nimero de columnas de la primera matriz
debe coincidir con el iamero de filas de la segunda.

Ejemplo. En el siguiente producto de matrices, el pundenota la multiplicaéin en los fameros reales.

1 2\ (5 6\ (15+27 1.6+28)\ (19 22
3 4)\7 8) \35+47 36+48 ) \ 43 30

2.2.5. Propiedades del producto de matrices

(1) A(BC) = (AB)C.

(2) AB # BA en general. ¢ Puedes encontratialgjemplo que demuestre esta afirmba@i
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(3) SiA € M,,,«xn(R), AI,, = A (dondel, representa la matriz identidad de ordery tambiénI,, A = A.
(4) A(B+C)=AB+ AC.

De todo lo anterior se deduce qié,(R) (conjunto de matrices cuadradas de ordegon coeficientes reales)
dotado de las operaciones sumay producto de matiaes estructura de anillno conmutativo) con elemento
unidad.

2.2.6. Algunas matrices relevantes: las matrices invertibles

Consideremos el anilloM,, (R), +, .) anteriormente mencionado. Dada la mattiz M,,(R) no siempre existe
otra matrizB € M, (R) tal queAB = BA = I,, (intenta encontrar algunos ejemplos de matrices que ilustren
esta afirmadn).

En los casos en los que exidiese dice que es la matriz inversa.de/ la denotaremos pot 1.

Una matriz cuadradd € M,,(R) que posea inversa se dice quereertible o tambénregular. Sino la tiene se
denominamatriz singular.

2.2.7. Un método sencillo para calcular la matriz inversa
Intentemos calcular la matriz inversa de la siguiente matriz de @rde®:

0 1
A= .
(7 2)
Procedemos de la siguiente manera. Ampliamos con la matriz identidad por la derecha
0 1]10
4 210 1
y seguidamente realizamos operaciones elementales (justo aquellas que fueron mencionadastceio elem
Gauss), con las filas de la matriz hasta conseguir:
* *
x % )

10
0 1

Lo que resulta a la derecha en el lugar de las anteriores es justo la matriz inversa gbeosc

Veamos 6émo se calcula la inversa para la matriz propuesta en el ejemplo.

0 1|10 e 1 as -2 0|1 —3
<4 2‘0 1>:>(21‘|Ia><( 2))+1f|la):>( A 2‘0 )=

1 -}

2 0
1o |4
0 1 1 0

Despies de los anterioresafculos y segn lo expresado al comienzo concluiremos que

! _1 1
-1 _ 2 1
A ( 1 0).

(12fila x 2)) + 22 fila) = ( ‘(2) g ‘ ) — (1 fila x 2)) + 2° fila) =
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2.3. Determinantes: definiobn, propiedades, reglas dealculo y aplicaciones

Vamos a empezar definiendo el concepto de determinante de una matriz cuadrada dg drdera;;). Para
introducir este concepto hacen falta algunas definiciones preliminares.

Dado el conjuntd 1, 2, 3, ..., n}, cualquiem-upla ordenada formada por loelementos de este conjunto diremos
que es un@ermutacdbn. Denotaremos pdP,, el conjunto de todas las permutacioneq tie2, 3, ..., n}.

Diremos que una permutdci o € P, tiene unanversion (o trasposicion), cuando el orden que presentan dos
nimeros es el contrario al que tienen l@dsmeros naturales.

Ejemplo. Dado{1, 2,3}, (1, 3,2) es una permutagn que perteneces;. El numero de permutaciones &g
es3! = 6. Son las formadas pdt, 2, 3), (2,3,1),(3,1,2),(3,2,1),(2,1,3) y (1, 3,2). La permutadn (1, 3, 2)
tiene una inveréin (3 antes que) y (3,2, 1) tiene3 inversiones§ antes que, 3 antes qud y 2 antes qud). O

Seao € P, definimos ekignode s comos(a) = (—1)*), donde poli(c) indicamos el amero de inversiones
que tiene la permutaan o.

Antes de introducir la definidh general de determinante, lo haremos primero para una matriz deor@densi-
deremos la matriz
aip a2 as
A= a2 azx azx
asz1 az2 ass

y formemos todos los posibles productos de tres elementos de dicha matriz con las siguientes restricciones:

(1) En cada productodso puede aparecer un elemento de cada fila y uno de cada columna.

(2) Dotaremos de un signo a cada producto que coircichin el signo de la permutéci delP; formada por
los segundos siihdices de los elementos.

Permutacion | Numero de inversiones| Producto
123 0 +aq1a902a33
231 2 +a12a93a31
312 2 +ai3a21a32
321 3 —a130220a31
213 1 —@12021033
132 1 —a11023032

Llamaremos determinante dey lo notaremos podet(A) o por|A|, ala suma de todos estos productos. Es decir,
|A\ = 011022033 + 212023031 + A13G21032 — 313022031 — 112021033 — 11023032.

Siguiendo esta misméd¢nica de definiéin podemos llegar a definir el concepto de determinante para una matriz
gererica de ordem, A = (a;;).

Definimos el determinante dé¢ por la expresin

det(A) = Z (_1)8(0)0/10(1)042(7(2)~~~am7(n)
oelP,
donde por{o(1),0(2),...,0(n)) indicamos los suindices que representa la permudeci.

Observaaddn. En un determinante de orderaparecem! sumandos. Como vemos dlmero de sumandos crece
rapidamente en relam con el orden del determinante. No es por tanto demasiado operativo cetndonde
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calculo la definiocbn de determinante que hemos introducido con anterioridad. Procede por tanto que introduzca-
mos un nétodo n@s pactico que nos facilite el trabajo en é@lculo de determinantes.

Dada la matrizA = (a,;), llamaremosnenor complementariodel elementa:;; al determinante de la matriz que
resulta de suprimir ed la fila i y la columnaj. Lo denotaremos paV/;;.

Llamaremosadjunto de a;; a la expredin A;; = (—1)"*7/ M;;.

Ejemplo. Dada la matriz

1 2 3 4
A 0 2 2 3
00 —6 —4
0 0 0 —2
el menor complementario dees
0 2 2
Mys=10 0 —6|=0
0 0 0
y el dell corresponde a
2 2 3
Mi=|0 -6 4|=24.
0 0 -2
Los adjuntos soaly; = (—1)'F1 My =24y Ayy = (—1)* 4 My, = 0. |

2.3.1. Caélculo del determinante por el desarrollo de los elementos de una fila o columna
Se puede demostrar sin demasiada dificultad (ver biblimgratomendada) que dada una matrizégea de
ordenn, A = (a;;), el determinante viene dado por

det(A) =a11A11 + a1 Ao + .. +apiAnt.

A esta expresin se llamadesarrollo del determinante de la matrig por los elementos de la primera columna
puesto que sofu11, asi, -.., an1 ) l0S elementos que forman la primera columna de la métriz

Esta importante propiedad se puede haces gegrica y la expres§in anterior sex tambén \alida eligiendo para
el desarrollo los elementos de cualquier fila o columna del determinante.

Por ejemplo para la fil&ésima(a;1 , a;s, ..., a;, ) Obtendramosdet(A) = a;1 Ai1 + apAio + ... + ain Ain Y para
la COlUmnaj-éSima(alj, A2y +-es anj) se tien&iet(A) = CLlelj + anggj + ...+ anjAnj.

La gran ventaja que presentan estas expresiones es que podemos rediaiietle un determinante de orden
al calculo de otros (los adjuntos) que tienen el orden disminuido en una unidad (una fila y una columna menos).

Aplicando sucesivamente este criterio, podremos acabar reduciendo cualquier determiainitos de deter-
minantes de orde

Ejemplo. Desarrollando por los elementos de umeed (fila o columna) vamos a calcular el valor del siguiente
determinante

1 -3 26
32 10
A=y 1 4 s
0 0 —4 0
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La primera cuestin que nos surge es la fila o columna quissmos conviene escoger para el posterior desarrollo.
Parece claro para este ejemplo que esularta filay en general debemos escoger aquella que tenga el mayor
nimero de elementos iguales a ceroi As

1 -3 6
N 5 0 l= Desarrolla_mdo por la —4(-3 -3 6 ) 1 6 ) — 388,
) 1 s 22 fila 1 5 2 5

2.3.2. Propiedades de los determinantes

Para poder expresar mejor las siguientes propiedades usaremos lamataci) = det(Cy, Cs, ..., C,,), donde
C; indica la columna-ésima de la matrid.

(1) Siuna columna se multiplica por un escalagl valor del determinante queda multiplicado por

det(Cy, ..., AC;, ..., C) = Adet(Cy, ..., C, ..., C)
(2) det(Ch,...,Ci + C;, ..., C) = det(C, ..., Ci, ..., C) + det(Cy, ..., Cj ... )
(3) El determinante de una matriz que tenga dos columnas iguales vale cero:
det(Cy, ..., Cy, ... Cy, ... C) = 0
(4) det(0,) = 0 (donde0,, es la matriz de orden con todos sus elementos iguale®) adet(l,,) = 1.
(5) Si se intercambian dos columnas el determinante cambia de signo:
det(Ch, ..., Ci, ooy Cjy ooy Cp) = —det(Ch, ..., Cjy ooy Gy oy C)
(6) Siauna columna se le suma una combioadineal de las deas, el determinante no var
det(Cq, ..., Cp) = det(Cy + AoCs + A3C5 + ... + X, Crp, Coy ., C)
(7) Sien una matriz cambiamos filas por columnas el valor del determinanteino var
det(A) = det(*A)

(8) Si Ay B son matrices cuadradas del mismo ordedet(AB) = det(A) det(B).

Observaddn. La propiedad7) demuestra que en todas las propiedades anteriormente enunciadas podemos cam-
biar las referencias @olumnagorfilas, verificandose igualmente el enunciado resultante.

De las propiedades de los determinantes y del desarrollo de los mismos por los elementos de una fila o columna,
podemos deducir que es posible mediante operaciones elementales entre las filas o colutmmkzs (sepieda-

des anteriormente descritas) conseguir pa@eeosen el mayor imero de elementos de la fila o columna por la

gue vayamos a desarrollar, con la finalidad de simplificar considerablemenédos.

Ejemplo. Calculemos el valor de

= o N =
= = W =
U 00 = O
N © Ut =
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Restamos la“Lcolumnaala2y ala 4 ytambeén podemos restar a la 8olumna, la  columna multiplicada
por2, para obtener finalmente

10 0 0
2 1 0 3
A*(51*43
1 3 3 6

Observa que de la cuarta columna podemos sacar factdmcamsi tendremos

10 00
21 01
A*361411
1 3 3 2

Desarrollando por los elementos de la primera fila obtenemos

1 0 1
A=3|1 -4 1
3 3 2

Ahora podemos restar |& Tolumna a la tercera, para obtener finalmente

1 0 O
A=31 -4 0
3 3 -1
y desarrollando por la primera fila se tiene
-4 0
A= =12.
(I

2.3.3. Aplicacion de determinantes alaculo de la matriz inversa

Llamaremosnatriz adjunta de A = (a;;) a la matriz

A11 Agl Anl
Adj(A) _ A12 AQQ Ang :
Aln A2n Ann

donde por4;; entendemos el adjunto del elemenip concepto que ya hemos introducido con anterioridad.

Una matriz cuadradd = (a;;) tiene inversa si y@o sidet(A) # 0, verificandose la siguiente igualdad

1 .
= MACI](A).

Ejemplo. Como ejemplo de que se cumple la expbesanterior, puedes comprobar que

2 1 1

3 6 T2 13 -2
Al = 1 -3 donde A= -5 0 1

g § - L
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2.3.4. Forma matricial de un sistema de ecuaciones. Regla de Cramer

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

anXi+apXo+ ... +a,X, = b
a1 X1+ apXs+ ... +anpX, = b
A1 X1+ @p2Xo + .o+ apn Xy = bm

ail a2 A1n, X1 b1
a21 as2 e (05798 X2 o b2
am1  Am2 .. Amnp Xn bn

Estalltima expregn recibe el nombre dierma matricial del sistema de ecuaciones lineales

Cuando el sistema éstormado porn ecuaciones y. incognitas y el determinante de la matriz de los coeficientes
del sistema es distinto de cero, entonces se asegura la existencia de matriz inversa y podemos obtener las soluciones
despejando la matriz columh@X; X ... X,,) de la siguiente forma:

X1 a1 a12 N AR b1
XQ - ag a99 e A2 b2
X, Anl  GAp2  eeee Gpn by,

Esta expresin es lo que asicamente se conoce comegla de Cramery los sistemas con el mismdimero de
ecuaciones que de iagnitas que cumplen la condici

11 a2 N AR )
a1 a9 e A2p

40
Anl  Ap2 ... Gpn

se denominasistemas de Cramer La regla de Cramer estamos acostumbrados a verla de otra forma, que resulta
de efectuar las operaciones matriciales correspondientes. Si llamamos

11 a2 N AR
Qa a Q
A = 21 22 2n
Ap1 Ap2 ... Apnp
obtendremos las siguientes expresiones:
bl a2 N AR
bg a9 e A2p
bn an2 ... Ann
X1 - 9
A
a1 bl A
a1 b2 ceee Q2p
an1 bn ceee Opp
Xy =
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air a2 b1

a21  a22 by

Qan1 an2 .. bn
Xn = A

Observaaddn. Para obtener el valor correspondiente a l@gritaX;, efectuamos el cociente entre el determinante
de la matriz resultado de sustituir en la matriz de los coeficientes del sistema la calésime por la columna
de los érminos independientes, y el determinaftee la matriz de los coeficientes.

Ejemplos.

(1) El sistema

3x+2y—z2 = 1
2t —y+z = -1
rT—2y+z = 2

es un sistema de Cramer, puesto que la matriz de los coeficientes

3 2 -1
A=1 2 -1 1
1 -2 1

tiene por determinantel| = 4. Aplicando la regla de Cramer se tiene:

12 -1 301 -1 3 2 1
1 -1 1 2 -1 2 -1 -1
2 2 1| 3 12 15 1 -2 -2 25
e 1 BV T °T 1 -

(2) El sistema homogneo

3r+2y—z = 0
2c—y+2z = 0
r—2y+z = 0

admite $lo la solucon trivial z = y = z = 0, ya que la matriz de los coeficientes coincide con la del sistema
anterior y es por tanto un sistema de Cramer.

(3) Laregla de Cramer tamin se puede usar para resolver sistemas de ecuaciones que tengan infinitas soluciones.
Consideremos el siguiente sistema:

3x+2y—>5z+6t = 4
2r4+y+3z—t = 2
r—3y+2z45t = 0

si pasamos logtminos en los que aparece ladgoitat al otro lado del signo igual obtendremos:

3x+2y—>5z = 4—6t
20 +y+32 = 2+t
r—3y+2z = bt

Considerando como iagnitas &lo az, y, z para cada valor deobtendfamos un sistema de Cramer, puesto que

3 2 -5
A=|2 1 3|#0
1 -3 2
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(Comprueba que es cierto lo que afirmamos). Finalmente oliéends aplicando la regla de Cramer
4—-6t 2 -5 3 4—-6t -5
241 1 3 2 24t 3
-5t —3 2 _ 5t 1 —5t 2 3 56t
v A B LA A BT
3 2 4—-6t
2 1 2+t
B 1 -3 -5t 1 29

Es decir, el conjunto de soluciones viene expresado por

5.3 56, 1 29
=d(1—2A =+ A ——+ A : AR},
S {( AR TR TR TR }

2.4. Espacios vectoriales: base y dimerisi

Se han estudiado en losigmfes anteriores algunos conjuntos que con las operaciones definidas sobre ellos, en
virtud de las propiedades de las mismas,i@®os que tienen estructura egpacio vectorial Recordemos por
ejemplo el conjuntd/,, «.,(R) que tiene estructura de espacio vectorial s@breon las operacionest” (suma

de matrices) y " (producto de un escalar por una matriz). Son numerosos e importantes los ejemligstea
en los que se puede observar esta estructura (ver bibliagraf

Todo lo expresado anteriormente se puede generalizar para un coljuat@uyos elementos le llamaremos
geréricamentevectoresdenofindolos pofw’, v’, W, .... y con uncuerpo(ver definicbn en bibliograifa) gerérico
de escalares que denotaremosIfqry a sus elementos con letras griegas, ...

Consideramos definidas éhdos operaciones, una interna + o (suma de dos vectores que da otro vector)
y otra externa:\ @ (producto de un escalar por un vector que da otro vector). Las propiedadfésadas para
todos los vectores d€ y todos los escalares d€ , que hacen d& con las operaciones anteriormente citadas un
espacio vectorialson las siguientes:

W TW+T="+7.

@ W+ (V+W)=u+ (0 + ).

3) Existe un elemento d€ que denotaremos (17 elemento neutro) tal u? + U=,
3) q p q

(4) Paratodo vectom existe—u € V (elemento opuesto) tal que + (— ') = 0
(5) 1.W = % (1es el elemento unidad d&).

(6) \pw) = (\u) W

7 AN +p)o = 0 +pu.

) MU + ) =AU + AV

Habitualmente en el caso en que el cuerpo sea el conjunto dérusros reales, diremos qliees unespacio
vectorial real.

Ejemplo. El conjuntoR" = {(z1, 22, ..., z,) : ; € Rconi = 1,...,n} con las operaciones:

(1) (xlvl.Qa ceey xn) + (yla Y2, 7yn) = (fEl + Y1,T2 + Y2y ey T + yn)

@) My, x9, ooy ) = (Ax1, A2, ..oy ATy)

es un espacio vectorial soldke (Compriebalo). ]
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2.4.1. Vectoresy ecuaciones lineales

Dos importantes conceptos relativos a vectores, las combinaciones lineales y la dependencia éinesdtrest
chamente relacionadas con los sistemas de ecuaciones lineales.

Combinaciébn lineal. Un vector @ es combinadin lineal de los vectoresy, vs, ..., v, Si existen escalares

Ay A2y Ay, tales QUET” = A7 4 Ao Ts + ... + Ann,

Dependencia lineal. Los vectoresy, v, ..., v, se dice que solinealmente dependientssexiste alguna com-
binacbn lineal\; o7 + X203 +...+ X\, 0, = 0, enlaque alguno de los coeficientes escalyyes distinto
de0. En el caso en que esto no sea posible los vectores selidiealmente independientes.

Consideremos el siguiente sistema hoérogp den ecuaciones con incognitas:

anXi+apXo+---+a,X, = 0
a1 X1 +apXo+ -+ awmX, = 0
alel + am2X2 + -+ aman = 0

Este sistema se puede plantear equivalentemente por la siguientéacugatorial:

ary a2 a1n 0
a2 |yl 2 x| e | x, = 0
Am1 Am2 Amn 0
Esto es,
a4
X107 + XoTg + -+ X0 = 0, dondew; = | “ |,i=1,...n
Ami

Despies de los conceptos introducidos anteriormente te proponemos que contestes a las siguientes preguntas.
¢ Como son los vectores; , v, ..., v, Si el sistema homdmeo tiene alguna solum no nula? ¢Y si tiened la
solucbn nula?

2.4.2. Subespacios vectoriales

Dado un espacio vectori®#l sobre un cuerp&& decimos que un subconjuntbC V' es un subespacio vectorial,
cuando tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones gneleihidas eV. Se puede demostrar
queS C V es un subespacio vectorial si§ls si para cualquier par de vectoras v € Sy escalares,, . € K
setiene\w + puv € S.

2.4.3. Subespacio engendrado por un conjunto de vectores. Sistema de generadores. Bases y @intensi
un espacio vectorial

SeaG = {vy, v, ..., 0, } una colecdn de vectores de un espacio vectoliasobre un cuerp& . Llamaremos
subespacio engendrado p@ry lo denotaremos poL(G) al conjunto de todas las combinaciones lineales de
vectores de7. Es decir,L(G) = { M7 + X Vo + -+ A\ | A1y A2y oy Ay € K }
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Se dice qué&T es unsistema de vectores generadoreeV si L(G) = V.

Observaddn. Son especialmente importantes los casos de los espacios vectoriales formadosvpotoies

libres del planoR? y del espacioR?, por la interpretaéin grafica que los conceptos introducidos anteriormente
sugieren. Conceptos que seguro te son familiares, pero es fundamental que los recuerdes ahora, consultando si es
necesario la bibliogré recomendada.

En ocasiones es posible eliminar un vector de un sistema generador sin que el subespacio generado se altere. Pero
el vector que eliminemos no puede ser uno cualquiera, sino alguno que se pueda expresar como goiEaaCi

de los restantes. La idea de quedarnos con el mdnoero de generadores posible de todo el espacio vectorial

es la que nos lleva a introducir el conceptddse

Un sistema de vectores generadores y linealmente independientes de un espacio vectorial recibe el nombre de
base Se puede demostrar gae todo espacio vectorial existe una base.

En el espacio vectoridR™ existe una base que distinguimos de las @&y que llamaremobase cadnica,
formada por los vectores

e—1> = (150707"'70)
& = (0,1,0,..,0)
en = (0,0,...,0,1)

Puedes comprobar que efectivamente se trata de un sistema de vectores linealmente independientes y generadores.

Ejemplo. Los vectoresvy = (1,1,1), v = (1,1,0) y vz = (1,0,0) forman una base d&?*. No sucede lo
. —
mismo con los vectores; = (1,1,1), us = (2, —1,3), uz = (1, —5,3) yaquedu; — 2us +u3z = 0. O

En un espacio vectorial dadé, todas las bases tienen el mismowero de elementos, a esenmero se le llama
dimension del espacio vectorialla denotaremos pelim V.

Observaciones.

e Despies de lo visto anteriormente queda demostrado que la diéredsl espacio vectorid™ esn.

e Observa que e®™ (en general en cualquier espacio vectorial de dingens) n vectores lineamente inde-
pendientes forman una base. &wogamente sucede cenvectores generadores. Nunca puede halés den
vectores linealmente independientes ni menos dectores generadores.

e Aunque la dimengin deR"™ esh clara, es muy importante para nosotros establecen agtodo que nos pueda
dar la dimengin de los subespacios generados por vector@&'dSupongamos que tenemos el siguiente sistema
de vectores d&*:

U—f = (17()’273)7 u—>2 = (25 17470)7 ’LL—3> = (37 1a 7172)a 7“74) = (71, 15 7167 711)

Queremos calculatim L({u7, us, u3, us }). La dimensdbn de este subespacio &éa misma, si sustituimos en

el sistema de vectores generadores, cualquier vector por una corabitineal de los vectores generadores en

la que necesariamente aparegtaEsto se traduce en que podemos hacer operaciones elementales (las que ya
hadamos con el retodo de Gauss y para la resolutide los determinantes) sin que la diménsiaiie. Es decir,

en nuestro caso particular, poniendo las coordenadas de los vectores como filas de una matriz obtenemos:

ul 10 2 3

u | 2 1 4 0

w7l 31 -1 2| T

u 1 1 -16 -—11

uy 10 2 3
W o= s — 2u; 0 1 0 —6
woe=m-sm | o1 -7 7|
Ui =uj+w 0 1 —-16 -8
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Ui 1 0 2 3
us o1 0 -6
s “lo o -7 1
s — 2us 00 0 0

Como vemos, se puede deduécilmente que la dimertsn del subespacio es

dim L({7, u3, W3, us}) = dim L({u1, us , 43 , ua — 213 }) = 3.

2.4.4. Rango de una matriz. Teorema de Rouglrrobenius

Consideremos la matrid = (a;;) € M,,x»(R); en ella podemos distinguir. vectores filas pertenecientes a
R"™ y nvectores columna pertenecienteR'&. Denotemos po¥;, i = 1,2, ....,m a los vectores fila y pof’;,

j = 1,2,...,n los vectores columna. Enunciamos a contindiacein resultado fundamental que hace posible la
definicion del concepto de rango de la matfiz

Dada la matrizA anteriormente introducida, se tiene glim L(F}y, Fs, ..., F},,) = dim L(Cy, Cs, ..., C,,) y a este
nimero se le denomimango de la matriz A, denoéindose por(A).

Ejemplo. Puede comprobarse que la matriz
A=1 2 -1 1 -2

tiene rango-(A) = 2. m|

2.4.5. Una método para calcular el rango: los orlados

Es importante que recuerdes el siguientgtado pactico para calcular el rango de una matriz, llamado a veces
método de los orladasDada la matrizA = (a;;) € M,,x,»(R), consideramos en ella un mentf;, de ordenk.
Llamaremowrlado de M, con la columna y la fila j al determinante obteniddiadiendo a\/ los elementos

de la filaj que corresponden en la matriza las columnas dé/;, y ahadiendo tami@n a su vez los elementos
de la columna que corresponden a las filas 8§, y el elementaz;;, conservando siempre el orden original que
tienen todos los elementos mencionados en la matrRor ejemplo, para la matriz

1 2 -1 1
A=1 2 -1 1 -2

y dado el menor de orden

el orlado deM; con lafila3 y la columnad es el determinante

1 2 1
2 -1 =2
0 ) 4

El método de los orladosonsiste en lo siguiente:
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e Tomamos erd un elemento no nulo (menady; de ordent).

Se calculan los orlados d¥&/; hasta que obtengamos uno que sea distinto de cero. (Si todos los orlados
valen cero se tiene quéA) = 1).

A partir de este momento sabemos quéd) > 2. Procedemos como antes orlando este menor de @rden
hasta que obtengamos uno que sea distinto de cero (Si todos los orlados valen cero-64 Yieng).

A partir de este momento sabemos quéd) > 3. Procedemos como antes orlando este menor de 8rden
hasta que obtengamos uno que sea distinto de cero (Si todos los orlados valen cero-64 Yien®).

Asi sucesivamente hasta obtener el rango de la matriz

Tambgn es conveniente que repases las justificaciobess de este gtodo, puddndolas encontrar en cualquier
libro de materaticas generales (ver bibliografrecomendada).

2.45.1. Teorema de Rousfrrobenius

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

a11X1 +a12X2+...+a1an = b1
a1 X1 +apXe + ... +a,X, = b
a’TILle + am2X2 + ...+ aman = bm

La condicbn necesaria y suficiente para que tenga soluciones¢seatible) es que el rango de la matriz de los
coeficientesA coincida con el rango de la matriz ampliada

Una de las principales aplicaciones de este teorema es la disclgsiin sistema de ecuaciones lineales en@mnci
de uno o varios pametros. Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales y discutamos
sedin los valores den.

(m+2x+y+z = m-1
mr+(m—-1y+z = m-—1
(m+Daz+(m+1)z = m-—1

Denotamos poi/ la matriz de los coeficientes del sistema y pét la matriz ampliada, es decir:

m+ 2 1 1 m+2 1 1 m—1
M = m m—1 1 yM* = m m—1 1 m—1
m+1 0 m+1 m+1 0 m+1 m-—1

El sistema es compatible= r(M) = r(M*). Ademasdet(M) = m(m+1)(m — 1) obtenéndose lo siguiente:

Sim#0ym #1ym# —1= rango(M) = 3 = rango(M*) y el sistema esompatible y determinad¢Se
deja al lector continuar con la discasidel sistema, examinando&sucede con los rango&M ) , (M *) en los
denas casos).
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2.5. Valoresy vectores propios de una matriz

Consideremos la matriz

air a2 A1n
a21  a22 a2
A= " ,
an1 an2 Ann
entonces la matriz
t— aj;  —ai2 e —QA1n
—as t— a292 ... —a3
tl, — A= "

—Qn1 —Aan2 t Ann

se denominanatriz caracteristica de A. Su determinante

A(t) = det(tl, — A)
lo denominaremopolinomio caracteristico.
Se tiene que

Ap(t) =t" — (a11 + a2 + oo + A )" F Prot™ 2 4+ pit + (—1)"det(A).
Teorema de Cayley-HamiltonToda matriz es un cero de su polinomio cardstéo.
1 2
A=
(s1)
entonces se tien& 4 (t) = > — 5¢t — 6. Puedes comprobar que efectivamente se cumple

0 0
A%2 —5A — 61, = .

Ejemplo. Sea la matriz

O

Dos matrices cuadradas de ordese dicenrsemejantescuando existe una matriz no singular (que tiene inversa)
PtalqueB = P~1AP.

Propiedad.Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio cafiatiter.
Veamos exptitamente el polinomio caracistico para una matriz de orden 2 y 3./6& 2 entonces:

AA(t) = t2 — (CL11 + a22)t + ‘ @ dr

a21 A22

mientras que si = 3 se satisface:

a1 ai2 a3
As(t) =1 — (a11 + ags + asz)t> + (Myy + Moo + Ms3)t — | az;  azs  ass
asi asz as3

donde por}M;; notamos emenor del elemento de la fitay la columnay.

Para la matriz gegricaA = (a;;) un escalai se denominaalor propio, si existe un vector (columna) no nuig
para el qued v = \". Todo vector que satisfagsta reladin se denomingector propio de A perteneciente al
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valor propio). Es facil ver que cada fritiplo £ de un vector propio es a su vez otro vector propio. El conjunto
E), de todos los vectores propios perteneciente®a un subespacio d&*, que se denominaspacio propio de
A

Propiedad.SeaA € M, (R). Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) A es un valor propio dd.
(b) La matriz caractésticatl,, — A es no singular.
(c) N esunar deA4(1).

—

El espacio propid, sei el espacio soludn del sistema homémeo(\I,, — A) X = 0o bien(A — AI,L)Y =
-
0.

Llamaremosnultiplicidad algebraica del valor propio)\ a la multiplicidad de\ como raz del polinomio carac-
teristico y denominaremasultiplicidad geométrica de A a la dimengin deE),.

Propiedad. La multiplicidad georétrica de un valor propio es siempre menor o igual que la multiplicidad alge-
braica.

2.6. Diagonalizacdbn y formas carbnicas de matrices

Diremos que una matrid esdiagonalizablesi existe una matriz no singuld tal queD = P~' AP, siendoD
una matriz diagonal.

Propiedad. Una matriz de orden es diagonalizable si yofo si tienen vectores propios linealmente indepen-
dientes y en ese caso los elementos diagonalés ste los valores propios correspondientes Gedose adeas

queD = P~'AP, dondeP es la matriz cuyas columnas son los vectores propios. En particular esto se cumple
cuando tiene, valores propios diferentes.

Ejemplo. Sea la matriz

entonces se tiene que
AA(t) =det(tls — A) =3 — 11t% + 39t — 45 = (t — 3)*(t — 5).
Los valores propios soluciones de la ecbadaractdstica
3 — 111 + 39t — 45 =0

son)\; = 3y Ay = 5. Para cada valor propio calculamos las ecuaciones del subespacio propio como sigue:

11 -1 x 0
E>\1 : 2 2 =2 Yy = 0 s
11 -1 z 0

es decirz + y — z = 0, de donde obtenemos dos vectores propios linealmente independientes

w=(1,-1,0) 'y 7 =(1,0,1).

By, : 2 0 -2 y |=( 0|,
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es decir,
ety 0 z—z = 0
20 -2z = 0 = { 9 B 0
_9, —
x4y —3z 0 Y
de donde obtenemos el vector propio
-
w = (1,2,1).

La matriz A es, por tanto, diagonalizable, ya que tiene tres vectores propios linealmente independientes, obte-

niéndose
1

11 300
P=| -1 0 2 y P'AP=|[0 3 0
0 1 1 005

2.6.1. Potencia nésima de una matriz diagonalizable

Si A es una matriz diagonalizable cdtr!AP = D , despejando tenemos que= PDP~'. Si queremos
calcular4? = (PDP~Y)(PDP~!) = PD?P~!. Algo parecido ocurre cod® = A2A = PD?P~'PDP~! =
PD3P~!. Razonando por indudm se tiene quel” = PD"P~1!, con la enorme ventaja que supone el reducir
el problema al alculo de la potencia-ésima de una matriz diagonal, que como sabemos se calcula elevando a
todos los elementos de la diagonal principal.

Como ejemplificadn de lo anteriormente expuesto vamos a calcdlacon

4 1 1
A= 2 5 =2
1 1 -2
Para ello tendremos que calcular la matriz inversa de
1 1 1
P=|-10 2|,
0 1 1
obteniendo que estdada por
1 0 -1
—1
Pr=| - -4 3
1 1 _1
2 2 2
y por tanto
1 1 1 3 0 0 1 0 -1
A"=PD"P'=| -1 0 2 0 3" 0 -5 -3 3
0 1 1 0 0 57 3 3 —3

2.6.2. Formas caronicas de matrices

Llamaremosmatriz elemental de Jordan de ordenk y valor propio A a la matriz.J,(\) de ordenk cuyos
elementos son todos cero menos los de la diagonal principal que son iguaydeaque estn inmediatamente
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por encima de la diagonal principal que son igualésBs decir,

Ji(A) = (N,
A1

hA) = (0 )\)’
A1 0

J3(A) = 0o X 1 |,
0 0 X
A1 0 0
0O X 1 0
0 0 0 X

Se llamamatriz de Jordan a la matriz que se forma yuxtaponiendo matrices elementales Jordan a lo largo de la
diagonal principal, y ceros en el resto, es decir a una matriz del estilo

Ji, (A1) 0
Jk2 ()‘2)
0 J, 2 (/\T')
Propiedad. Toda matriz cuadrada es semejante a una matriz de Jordan (real o compleja), que se determina de
formalnica salvo permutaciones de los bloques diagonales de matrices elementales Jordan que la forman.
En lo que sigue vamos a obtenerfasnas cadnicas de Jordapara matrices dérdene y 3.

Consideremos = 2, sabemos que sl tiene dos valores propios; y A, distintos, entonces es diagonalizable.
El caso interesante lo tenemos cuangdo= \s.

Ejemplo.Vamos a calcular la forma de Jordan de la matriz

0 2
A= .
(2 7)
Primero obtenemod 4(t) = A — 1 = 0, y de aqii\; = A, = 2. Puedes comprobar qug,, viene expresado
por las ecuaciones = y. Es decir estaa generado por el vecto#’ = (1,1). La matrizA no es por tanto

diagonalizable. Otisvese quéA — \;1,)? = 0 siempre que se tengan dos valores propios iguales.

Cogemos ahora un vector del plano que n& estE,,, por ejemplov” = (1,0), ya que se puede comprobar

facilmente que
amn(3)-(33)(1)-(3) 247

La matrizP de cambio de base que conduce a la form@&wg@a se construye tomando los vectoiés v como
columnas respectivas (en este orden), es decir,

pe(20)

-1

(22)=(20) (20)(=6)

y ad se puede comprobaadilmente que
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O

Consideremos ahora el case= 3; al igual que en el caso de ord2nla reflexbn que requiere nuestro inéla
encontramos cuando la matrizno es diagonalizable.

Ejemplo.Vamos a calcular la forma canica de Jordan de la matriz

0 3 1
A= 2 -1 -1
-2 -1 -1

Se tiene que
As(t) ==X =207 + 4\ +8 =0,

y de aqlilos valores propios son:
A1 = 2 (simple) y )Xo = —2(doble)

Procediendo como en el ejemplo anterior obtenemos

20 — 3y — 2 0
Ey,
A { —dy—4z = 0’
subespacio de dimerdsi 1, del que podemos extraer al vector
’U,—f = (17 17 71)
como base del mismo. Por otro lado
204+3y+2z = 0
Ey, :
A2 { —2y—2z = 0

y de aqiiobservamos que’ = (1, —1, 1) sefia una base del mismo. Es claro que la matriz no es diagonalizable,
ya que no podemos obtener una base de todo el espacio. Para obtener la forma de Jordan procedemos como sigue.

Probamos con

T 0
B\, (A+2L)° [ y | =( 0 ],
z 0
es decir
8 8 0 x 0
8 8 0 Y = 0 =z +y=0,
-8 =8 0 z 0

gue es un subespacio de dimémsi, con base
’U—f:(l’_lvo) Yy U—2): (0,0, 1)-

ComoE), y £, llenan todo el espacio, podemos elegir ahora una base de manera conveniente para obtener la
matriz de Jordan. La forma de elegirla es la siguiente:

(1) Cogemos un vector dg),, que no esi enky,, por ejemplouz = (0,0, 1)

(2) Secogers = (A+2)| 0 | =] -1
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(3) La base formada por los vectorgs; , us, u3 } es la que posibilita el cambio de base para obtener la matriz
de Jordan. En otras palabras las columnas de la mftsian las coordenadas de los vectoigsus, us,

obtenéndose
2 0 0 1 10\ '/ 0 3 1 1 1 0
0 -2 1 = 1 -1 0 2 -1 -1 1 - 0
0 0 -2 —1 1 1 -2 -1 -1 -1 1

2.6.3. Potencia nésima de una matriz usando la forma canica de Jordan

De forma a@loga a como raz@bamos para calcular la poteneid@sima de una matriz diagonalizable, se puede
ahora trabajar con una matriz que sea semejante a una forroaicane Jordan. La idea es la mismf, =
PJ"P~1, dondeJ indica la forma cadnica de Jordan a la que reducimos la matriz

Para calculard™ en el ejemplo anterior se procetiecomo sigue:

o 3 1\" 1 10 2 0 oN'/ 1 1 0\ '
2 -1 -1 | = 1 -1 0 0 -2 1 1 -1 0
9 1 -1 _1 1 0 0 -2 1011

Dejamos para el lector la obtebaifinal de la expreén

2 0 0
0o -2 1|,
0 0 -2

teniendo en cuenta para ello que basta con calcular la potergsana de cada uno de los bloques diagonales, es

decir,2" y ( -2

n
1 ,
0 —2 ) , poniendo ceros en el resto.

2.7. Los espacios eudeosR? y R3. Producto escalar. Normas y distancias.

La posibilidad de medir longitudes de segmento@ngulos no se da en un espacio vectorialégien. Para
introducir estos conceptos (longitud de un vechmgulo entre dos vectores,) se debe dar la defin@ de un
producto escalar (una regla que asocie a cada par de vectores un escalar y que cumpla un serie de propiedades).

Mas concretemente precisamos a contirrata definicon gerérica de espacio eudeo.

Un espacio vectorial redl se diceeuclideo si hay una regla que asigne a cada par de vecfaigg < V un
nGmero real llamadproducto escalarde los vectoresu’ y @', que denotaremos péw’, v’) (tambén a veces
por w . @), de manera que se cumplan las siguientes propiedades:

e Singtrica: (w', v’) = (v, W) para todou’, v’ € V.

— —

e Distributiva: (o', (v + w)) = (uw, V) + (u, w) paratodow’, v, w € V.

v
e \u, )=\, )paratodou, v €V yparatodo\ € R.
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o (W, w)>0paratodow €V, W #0

Ejemplos.
(1) R™ se puede dotar del siguiente producto escalar (puedes comprobar las propiedades):

(1,22, o Tn) (Y1, Y2s s Yn)=T1Y1 + TaY2 + ... + TnYn

(2) EnR" tambin se pueden definir otros productos escalares. Por ejem3, @gfinimos

(x1,22)-(y1,92) = (21, 22) ( i ; ) (Y1, 92)-

Comprueba que cumple todas las propiedades del producto escalar.
En V5 (espacio vectorial real de los vectores libresRig tambien podemos definir un producto escalar de la

siguiente manera: Si consideramas= (u;, us, uzy y o = (v1,v9,v3) €Xpresiones de los vectores y v’ en
la base cabnica deV;, definimos el producto escalar de esos dos vectores como

— —
U. VvV = uivy + UV2 + uU3v3.

Lanorma o longitud de un vectoru” en un espacio etideo de define como

— — —
o] =VvVw.w.

(Obsrvese que/ w'.u tiene sentido debido a la propiedad cuarta del producto escalar). Si considézamos
uye; + uges + uges la expresbn del vector en la base damica, entonces

1% = y/u? + o3+

El angulo que forman dos vectorés , o € V; est determinado patos(w', 7) = —2: 2.

En particular, dosectores ortogonales’ y @’ (forman unangulo de 99) se caracterizan por eondicbn nece-
saria y suficientéu’. v = 0.

Ejemplo. Dados los vectores’ = (—1,2,p)y v = (4,p, —3), ¢,q& valor tendia que tener el pametrop para

que fueran ortogonales? Parece claro quérségdicho anteriormente la conditi es quew’. v = 0y de aqil
deducimos que deber see= —4. O

2.7.1. Sistemas de vectores ortogonales y ortonormales

Un conjuntoS de vectores d&; se diceortogonal si cualquier vector d§' es ortogonal a todos los déswectores
del conjunto.

Por ejemplo, los vectoreg” = (2,1,—1), v = (—1,4,2) y w = (2,1, 3) forman un sistema ortogonal.

Una propiedad muy importante para este tipo de conjuntos es la siguiSe@n®’, vy w vectores no nulos
ortogonales dé/3, entonces son linealmente independiehtes

Un conjuntoortogonalde vectoress se dice que esrtonormal cuando todos los vectores del conjunto tienen
norma igual al.
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Especial importancia tienen las llamadssses ortonormalege V5 en las cuestiones relativas@urvas enR?3,
que desarrollaremos posteriormente en elitCép6.

Distancia entre dos puntosDados dos puntos d&®, A(ay,az,as) y B(b1,bs,b3), se define la distancia entre
—
ellos como la norma del vectetB, es decir,

d(A,B) = ‘14_3)‘ = \/(b1 — a1)2 + (bg — a2)2 + (bg — a3)2
ya quefl—B> = (bl — (11,1)2 — ag,bg — CL3).

Ejemplo. Como un sencillo ejercicio de la definici de distancia entre dos puntos, puedes comprobar que el
trianguloABC, conA(3,—1,2), B(0,—4,2)y C(-3,2,1) es i©sceles. O

2.8. Producto vectorial y producto mixto (o triple)

Seanu’, v € V5. Se llama producto vectorial d& y @ y lo denotaremos pot’ x @ al vector libreque tiene
las siguientes propiedades:

Q) |W x V| =|W||V]sen(W, V)
(2) Ladireccbn del vectorw’ x @ es la perpendicular a las direcciones de los vectares v'.

(3) El sentido del vectofu’ x @ es el indicado por la siguiente reglaaptica: colocamos la mano derecha
con el dedo “coraan” en posiodn perpendicular a los dedos “pulgar”@dice”, de tal forma que el dedo
“pulgar” indique el sentido del vector” y el dedo ‘indice” indique el sentido del vector’. Entonces el
dedo “corann” indica el sentido del vector’ x v’.

Figura 5.1: Regla del sacacorchos para determinar el sentido del producto vectorial.

2.8.1. Propiedades del producto vectorial
L) @ x v =—(vxu).
(2) Si Wy tienen la misma direcon entonce&’ x v = 0.
B) AU x v =AW x ).

W XAV =NU x V).

u
@ Ux(THW)=UXxT+U XxW.



146 MATEMATICAS

2.8.2. Area de un paralelogramo

Consideremos el paralelogramo formado por los puAl;cB C, D € R3, de forma que43 y DC son paralelosy
representantes del mismo vector libig y aralogamenteBC y AD son paralelos y representan al mismo vector
libre @". En estas condiciones no es demasiado complicado demostrar (ver bildiogcaimendada) que area

del paralelogramo viene expresada gar x v’|.

C

0 B

Figura 5.2: El producto vectorial de los vectores OA y OB permite obtener el area del paralelogramo OBC A.

2.8.3. Expresibn del producto vectorial en coordenadas cartesianas

Dados los vectores:’, v € V3, con coordenadas en la base@aina w = (uy,uz,u3z)y v = (v1,v2,v3) ,
las coordenadas en esa misma base del vactor v vienen expresadas por el desarrollo formal del siguiente
determinante, en dondg , e, e3 representan a los vectores de la baséoma dels:

€1 €9 €3
NN U U3 Uy us Uy U2
u X U =] Uy Uz U3 = s s
V2 U3 V1 U3 V1 Vg
U1 (%) V3
Ejemplo.Si v = (2,-1,3)y v = (1,3,5), entoncesu’ x v = (—14,-7,7). |

Seanu’, v, w € Vs, definimos eproducto mixto como la siguiente expresi:

@, T, W] =TT x W)

Dados los vectores’, o'y w € Vs, con coordenadas en la base@aicaw = (uy,us,u3), v = (v1,v2,v3)
y w = (wy,ws,ws) €l valor del producto mixto de los tres vectores viene expresado por:

U1 ug us
—_ -, =
v (v xwW)=|wv1 v w3
wy w2 ws

2.8.4. Propiedades del producto mixto

Siw, v y w son tres vectores dé y \ € R, se tiene:

O [, v, v =[w,u,v]=[v,w, ] =—[u,w,v]=—[w, v, ]
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@ N, T, @] =D\T, T, @] = [T\, @] = [, 7, M.
() [ui +uz, v, W] = [ui, v, w]+ [uz, v, w], cumpliéndose tamin la propiedad distributiva para las

otras dos variables.

4) [, v, w] =0siylo silos vectoresu’, v’'yw son linealmente independientes.

2.8.5. Volumen de un paralejpedo

Tres vectores d&73 linealmente |ndepend|ente8 vy w determinan un paralgpedo de erticesO, A, B,
C,D,E,F, G de forma qu@A C’F ED ye CF son Ve vectores que representen a la clase del vector tihre

AnalogamenteOC AF GD BE para@’y OB AG FD CE paraw . En estas condiciones se puede probar
que[w, v, w] determlna eVqumendeI mencionado paralq;edo

A

Figura 5.3: El producto mixto de OA, OBy OC' permite hallar el volumen del paralelepipedo que determinan.

2.9. Conicas enR? y cuadricas enR?

Un doble cono rectes la figura que genera una rectal girar alrededor de otra rectaue la corta. La rectase
denominaeje del congy las distintas posiciones degeneratrices del concEl punto de intersecon del eje con
las generatrices se denomiw@&tice del condqver Figura 5.4).

Toda figura que se obtiene como interséndaie un doble cono recto y un plano se denoméraca

Sedin las distintas posiciones del plano lasicas se llaman de forma diferente:

e Si el plano es perpendicular al eje del cono y no pasa pogréce, obtenemos ur@rcunferencia. Si el
plano pasa por elértice se obtienan punto

e Si el plano no es perpendicular al eje del cono y forman entre ellésgulo superior al que forman el eje
del cono con cualquiera de las generatrices, obtenemaoalipsa Si el plano pasa por ebvtice se obtiene
un punto(ver Figura 5.5).

e Si el plano es paralelo a alguna de las generatrices obtenemepsuaimla, excepto cuando el plano pasa
por el \ertice que en cuyo caso se obtiene tawa (ver Figura 5.6).
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§

X2

Figura 5.4: Doble cono cuyo vértice esta situado en el origen de coordenadas.

e Cuando ehngulo que forman el plano y el eje es inferior al que forma el eje y las generatrices, obtenemos
unahipérbola, excepto cuando el plano pasa por eltice que obtendremaos rectas que se cortgmer
Figura 5.7).

Los casos excepcionales que aparecen descritos con anterioridad secbamas degeneradas.

2.9.1. Ecuacion general de una onica

Una ecuadn de la forma
Az + By + Cay+ Dz + Ey+F =0

dondeA, B,C, D, E, F' € R se denominacuacbn general de una énica.

Todas las seccioneéuicas anteriormente descritas verifican formas particulares de estebeciRetprocamente
la ecuadbn describe, salvo algunos casos particulai@e, seccionesa@nicas.

Si la escribimos en la formay; 22 + 2a122y + asy? + 2a12 + 2azy + ag = 0 tiene la ventaja de poder encontrar
facilmente la siguiente forma matricial de la ecoaci

air a2 a1 x
( z y 1 ) a12  G22 G2 Yy =0
ap a9 ag 1
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Figura 5.6: Una parabola como interseccion de un cono y un plano.

La matriz
ayp a2 ai
a12 a2 G2
aq a2 ag

se denominanatriz asociada a la @nica.

Ejemplo.La ecuaddn 222 + 2y — 4z + 6y + 3 = 0 expresada en forma matricial como

2 0 -2 z
(z y 1) 02 3 y | =0,
-2 3 3 1

representa uneircunferenciade centraC'(1, —3) y radio R = @
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Figura 5.7: Una hipérbola como interseccion de un cono y un plano.

2.9.2. CuAdricas enR?

Por rotacbn en torno a un eje de las seccionénicascircunferencia, elipse, pabola e higrbolase obtienen
superficies de revolugih enR3, llamadas respectivamergaperficie efrica, elipsoide, paraboloide hiperbo-
loide.

Eligiendo de forma adecuada los ejes coordenados las ecuaciones de las mencionadas superficies satisfacen ecua-
ciones bastante sencillas:

Esfera: 22 +y2 + 22 = R%

2 2 2
. 4 Y .
Elipsoide: o + =) + ol 1.

Figura 5.8: Un elipsoide en R?.

Paraboloide: z2 + 3% = a?z.

.2 2 2
+ L2 g

Hiperboloide de una hoja: PEIRE TR
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A
Figura 5.9: Un paraboloide en R?.

Sin embargo la situagh cambia considerablemente si se somete la superficie a un movimiento @rasiaa,...)
y aparecen ecuacionesamcomplicadas en sus expresiones. La forma general de todas estas ecuaciones es la
siguiente:

Az + By + C22 + Day+ FExz+ Fyz +Ge + Hy+ Iz + K =0,

dondeA, B,C,D,E,F,G,H,I,K € R.

Analogamente a como hiamnos con las@nicas se puede plantear la cuastile identificar las figuras ge@tnicas
gue describe una ecuaoicomo la anterior. Las llamaremssgperficies cadricas

Si expresamos la ecu@ci general de las @dricas de la siguiente forma:
a11x2 + 2a107y + a22y2 + 2a1372 + 2a03y2 + a3322 + 2a12 4+ 2a2y + 2a3z +ag =0

tenemos la ventaja de poder traducidaifmente a forma matricial:

a1 aiz2  a13 T x
(z y 2z )| a2 ax as y | +2(ar a2 a3 )| y | +ao=0
a13 ag3 as33 < z

Ejemplo.La ecuaddn 722 + 6y% 4 522 — 4ay — 4yz + 14z — 8y + 10z + 6 = 0, que en forma matricial se expresa
como

7T =2 0 T x
(z y 2) -2 6 -2 y | +2(7 -4 5)| y |+6=0
0 -2 5 z z

mediante un giro y una traslé@ci convenientes se puede convertir en la ecuadélelipsoide de revoluéin
1’2 N y2 22
1

LA
> T 9/3
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"

Figura 5.10: Hiperboloides de una hoja y de dos hojas.

2.10. Coordenadas polares, ditdricas y eskricas

2.10.1. Coordenadas polares

Un punto P de R? queda totalmente determinado por la distancia de dicho punto al origen de coordénadas
gue notaremos pary el anguloy que forma la rect® P con el ejeO X (contado en el sentido positivo). Al par
ordenado deimeros(p, ¢) se le llamarcoordenadas polaresiel puntoP.

\

Figura 5.11: Sistema de coordenadas polares en el plano.
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2.10.2. Relacbn entre coordenadas polares y cartesianas rectangulares

Sean(z, y) las coordenadas rectangularggyy) las coordenadas polares. Entonces las relaciones entre ellas son
las siguientes:

T = pcosy
y = pseny
y despejande y ¢ se tiene

p = Vrtty

tan ¢

8 |<

2.10.3. Coordenadas cihdricas

Consideramos el puntB(z, y, z) deR3 y P’ (z, y, 0) su proyecdn ortogonal sobre el plan§Y . En dicho plano
el puntoP esh totalmente determinado por sus coordenadas padlares, en consecuencia el punfd estaa

ahora totalmente determinado [pr ¢) y por el valor de la coordenada A la terna de imeros realeép, ¢, z),
se le llamacoordenadas ciindricas de P.

/

x

Figura 5.12: Sistema de coordenadas cilindricas en el espacio.

Las relaciones entre coordenadadificas y cartesianas rectangulares son las ya conocidas para las coordenadas
polares en el plano.

Ejemplo. Consideremos la superficie dada por su e@rmaein coordenadas tidricasr? + 22 = ¢, dondec
es una constante. La transforntatia coordenadas rectangularescést 42 + 22 = ¢? , que como sabemos
representa a una esfera. O
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2.10.4. Coordenadas esficas

Consideremog un punto deR? que no e situado en el ej©Z. P esh totalmente deteminado por la longitud
pdeOP, el anguloy que forma el plano determinado pOZ y P con el plancD X 7y el angulof que forma la
rectaO P con el ejeDZ. Laterna de imeroq p, ¢, 0 ) se llamarcoordenadas edricas deP respecto asistema
de referencia polaformado por epolo O, el plano polarO X 7 y el eje polarOZ. Obsrvese que puede tomar
todos los valores reales positivgse [0,27)y 6 € (0, 7).

z
3

Figura 5.13: Sistema de coordenadas esféricas en el espacio.

2.10.5. Relacbn entre coordenadas esficas y cartesianas rectangulares

Si consideramos el puntB (z, y, z) , se tienen las siguientes igualdades:

x = psenfcosp

psenfsen

z pcosf

Y despejando de estas expresiones las coordena@asasfen fundn de las cartesianas obtenemos:

p = /$2+y2+22

tanp =

Yy

X

vt ty?
z

tan @

Ejemplo. Consideremos la superficie de ecéexcen coordenadas polares: f(cos p — 3sen ) + cosf = 0.
Dividiendo porcos # y usando las anteriores relaciones obtendremos

Vet £y A W— +1=0
z Vatty? o a? oty

y simplificando se tiene finalmente— 3y + = = 0 que como sabemos expresa la ecbiacie un plano que pasa
por el origen de coordenadas. ]
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2.11. Aplicaciones lineales

SeanV y W espacios vectoriales sobre el cueipo Una aplicaddn f : V — W se dicelineal si cumple las
siguientes propiedades:

(1) f(v+7) = f(u)+ f(v)paratodou’, v € V

)
(2) f(\u) = A\f(w) paratodow’ € V' y paratodo\ € K.

Cuandof es una aplicaéin lineal biyectiva diremos que es isomorfisma. Si es inyectiva le llamaremasono-
morfismo 'y si es sobreyectiva diremos que esgpimorfismo.

Ejemplo. Si consideramos la matriz € M,, «,,(R) la aplicacon f : R™ — R™ definida por

Z1
F(r,aazy) = A7
Tn
eslineal. Habitualmente se le denominglicacion lineal asociada a la matri. m|

Observaaddn. Consideremos la aplicam lineal f : V' — W, se verifica:

(D) f(0)="70.
(2) f(—') = —f(W) paratodou” € V.

2.11.1. Nucleo e imagen de una aplicagn lineal

Consideremos la aplicami lineal f : V' — W , denominaremosucleo def al conjunto de vectores dé cuya
. — .
imagen porf es el vector0 deW. Es decir,

Ker f = {76V|f(7):6)}
Denominaremognagen def al siguiente conjunto:
Im f = {f(W)| @ €V}

Se verifican las siguientes propiedades:

(1) Ker f es unsubespacio d& y analogamentdm f es unsubespacio dé&/’.

(2) Sivy,vs,...,v, es unaasedeV, se tiene que (v7), f(vs), ..., f(v,) €S unsistema de generadorele
Im f.

(3) dim(Ker f) 4+ dim(Im f) = dim V'

(4) La aplicacon lineal f esmonomorfismaiy solo siKer f = {6)}

2.11.2. Matriz asociada a una aplicaéin lineal

De manera a@oga a como vimos que dada una mattizc M,,.,(R) surga una aplicadn lineal asociada
f:R™ — R", podemos pensar rgrocamente si dada una aplidatiineal existe una matriz asociada. Puesto
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gue todo espacio vectorial posee una base, un agicdicieal f : V — W estaa urivocamente determinada

por las imagenes de los elementos de la base. En el caso en que tratemos con espacios vectoriales de dimen-
sion finita, se puede dar una importante reédacentre las aplicaciones lineales y las matrices. Supongamos que
dimV =mydim W = n, considerando bases de los respectivos espacios vectoriales formadas por los vectores
By={v{,v3,....0, } C VY Bw = {wi,ws,...,w,, } C W. Consideremos la exprési en la bas#y, de los

AN
vectores{f(vl),f(v_g), ey f(0) } es decir,
f(U_f) = QWi + QW3 + -+ + W1 Wy,
f(U—2)) = Q12W] + Q22W3 +  + + + W2,
f(m) = Oélm'ljl) + a2mu_)2) + -+ ammu}_m)

Estas igualdades las podemos escribir en nmtachs abreviada como
m
f(w)) =Zaij@?, i=12..n.
i=1

Despies de esto diremos que la matriz

Qg1 Qa2 Qin

Q21 Q22 Qop,
A pr—

(07951 m2 Omn

es lamatriz def con respecto a las basés, y By .

Ejemplo. (1) Consideremos la aplicdm f : R? — R3 dada porf(w') = (z +y, 2(x +v), 3z — y) para cualquier
w = (z,y) € R%. Puedes comprobaadilmente que la matriz asociadg @on respecto a las bases oaitas
sefia

1 1
A= 2 2
3 -1

(2) Una rotacbn R,, (rotacibn deanguloa en el plano alrededor del origen en sentido positivo) es una agitaci
lineal R, : R? — R? , que tiene como matriz asociada

cosa  —sena
sen o cosa )
O

Parece claro que la exprénide la matriz asociada a una apliéaclineal cambia si cambiamos las bases que
prefijamos en los dos espacios vectoriales. Rsabiamos encontrar una relagh entre dos matrices asociadas
a una misma aplicadin lineal, aunque referidas a bases distintas?

Te introduciremos en esta cuésticon un ejemplo. Supongamos que una apliatineal f : R — R? tiene
asociada en la base caica la matriz
6 —2
A =
(s )

y queremos encontrar la expr@side la matriz asociadafaen la baseéi; = (1,2), us = (2, 3). Lamatriz cambio
de basdver bibliografa recomendada) viene expresada por

o~(53):
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Esto te recordamos que quiere decir que considerados como vectores columna, por ejemplo el veéters)
expresado en la base camica, tiene como coordenadas en la nueva base, el resultado de efectuar

(L2 ()=(% ) ()-()

De esta forma la matriz de la aplicanilineal f expresada en la bag@;, us } vendia dada por

O G N-G

Intenta razonar por @u(consulta la bibliogré recomendada).

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.5.1. Utilizar el método de Gauss en los siguientes sistemas:

20 +y—4z = 14 —r—y—z = 2 3x+2y—>5z+6t = 4
—r+5%—2 = 1 —Sr+dy—z = 1 2r+y+3z—t = 2
20 —4dy—z = 13 2 —4y+5z = 13 xr—3y+2z+5 = 0

A.5.2. Considerar las siguientes matrices:

1 2 3 1 -1 2 1 -2 3 3 0 2
A_(4 5 6>’B_(0 3 5>’C_(4 5 6)’D_<7 1 8>
y calcularA + B; C+ D;3A —5B;2C — 3D.

A.5.3. CalcularABy BA (cuando sea posible) siendoy B las siguientes matrices:

1 3 25 0 4
(a)A:(2—1>yB:<3—2 6>

2 -1
(b) A= 1 0 yB:(é _i _g>
-3 4
2 -1 0 6
(c)A:(i _3 _é)sz 1 3 -5 1
4 1 -2 2

A.5.4. Resolver la siguiente ecuéac matricial(X — A) B = C, dondeB es una matriz invertible.

A.5.5. Encontrar todas las matricé$ de la formal/ = ( i ? )que conmutan con la matrig = < (1) i )
A.5.6. Determinar las matriced y B, tales que
2 -3
3A—-2B =
(i)

6 2
v - (07
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A.5.7. Para completar la idea delgtodo que sugerimos en el texto para calcular la matriz inversa sin usar deter-
minantes, responder a las siguientes cuestiones:

(a) Explicar las razones en las que se basa&biio descrito anteriormente para calcular la matriz inversa.
(b) Aplicarlo en el é@lculo de matrices inversas dedenes superiores a dos. Por ejemplo demostrar que

2 1 1
S0 AU
I R U A A
14 =3 3 6 2

A.5.8. Determinar usando determinantes si las siguientes matrices son invertibles y calcular su inversa en el caso
de que exista:

3 5 1 2 —4 1 3 -4
A:<23>, B=| -1 -1 5 |, cC=|115 -1
2 7 -3 3 13 —6
A.5.9. CalcularA™ para las siguientes matrices:
a 0 0 0 a b
a 2
A(oa)’ A= 0 b 0 |, A= 0 0 a
0 0 ¢ 0 0 0

A.5.10. A continuacbn se propone completar el siguiente cuadro hasta obtener el determinante de una matriz

2x2,A<““ “12>.
az; a22

Permutaciones| N° de inversiones| Producto
12
21

A.5.11. Demostrar usando la Regla de Sarrus que

20 5|=-178 g =24
R 00 —6 —4
00 0 -2

A.5.12. Calcular los determinantes propuestos en el ejercicio anterior, pero desarrollando esta vez por los elemen-
tos de sus filas o columnas.
A.5.13. Responder a las siguientes cuestiones:
(a) ¢ @mo se puede calcular el determinante de una matriz triangular superior? ¢Y de una inferior?
(b) Si A es una matriz codet(A) = 5 ¢ Cuanto valéet(A~1)? (Indicacon: AA~! = I,,, aplicar despés
la propiedad8) de los determinantes).

A.5.14. Calcular los siguientes determinantes:

1 z 22 t+3 -1 1 g ;L ? _;
1y 2 5 t—3 1 5 _7 _3 9
1 2z 22 6 —6 t+4

A.5.15. Consideremos los vectores &8, u7 = (1,1,1),us = (1,2,3) y uz = (2,—1,1). Escribir el vector
—

uw = (1,—2,5) como combinadin lineal de los anteriores.
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A.5.16. Determinar silos vectoras, = (1,1,1),us = (2,—1,3),u3 = (1, -5, 3) son linealmente dependientes
o0 independientes.

A.5.17. Demostrar que cualquier conjunto de vectores que contenga el veces linealmente dependiente.

A.5.18. Determinar si los siguientes vectores son linealmente independientes y en caso de no serlo expresar uno
de ellos como combinatn lineal de los otros:

(a) u—f = (15 07 ]‘)’ LTQ) = (17 2? 3)7 u—g = (3? 25 5)'
(b) ui = (1,0,1),u3 = (1,1,1),u3 = (0,1,1).
A.5.19. Determinara y b para que los siguientes vectores sean linealmente dependientes:

Ul) - (37 _2a _173)a ’U,—2> = (170a254)7 U—>3 = (15 —3,0,,[))

A.5.20. Estudiar para qeivalores de los pametrose y b son compatibles los siguientes sistemas y resolverlos
cuando sea posible:

r+2y+2z = 2 ar—y+z = 2u ar+y+z = 1
2r —y+3z = 2 r+2ay —az =y r4+ay+z = b
S5 —y + az 6 r4+ay—z = 0 T+y+taz = b2

A.5.21. Determinar si son o no diagonalizables cada una de las siguientes matrices, y en el caso en que lo sean
calcular la potencia-ésima:

@ (5 )

5 1
o 5 1)
©(7 ).
@(5 1)

4 1 -1
(e)(2 5 —2 |,
11 2

-3 1 -1
(f)(? 5 —1 |,
6 -6 -2
1 2 3
@fo0 23
0 0 3

A.5.22. Estudiar la posibilidad de diagonalizar la matriz

a —1 1
0 1 3
0 2

sedin los distintos valores del ganetroa.
A.5.23. Determinar los valores de, ey, para todo: > 0, sabiendo que
Tpne1 = 2% +4Yn
Yn+tl = 3Tn+Yn
yquezy =1eyy = 2.
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A.5.24. Calcular la forma de Jordan de las matrices

-1 2 -3 0 1 -1
A= 0 1 -1 y B=|[1 0 1
1 -1 2 1 -1

indicando la matriz”? de cambio de base.

A.5.25. Estudiar si la matriz

01 0

A=11 0 0

0 2

es diagonalizable.
A.5.26. Dada la matriz

a 1 1

A= 1 a 1

1 1 a

estudiar para que valores des diagonalizable.

A.5.27. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales:

@) { 2(D-2)y1+ (D—1)ya = €

(D4+3)y1 +y2 = 0
(D+6)y1 +3y2 —14ys = 0
(b) ¢ —4y1+(D—=3)y2+8ys = 0
2y1 +y2 + (D —5)ys = sent

—>

A.5.28. Demostrar que el producto definido &) por @. 70 = (u; — ug)(vy — v2) + ugve + agbs, U =
(u1,uz2,u3)y v = (v1,vq,v3) €S Un producto escalar. ¢4uo vale|| 7w || con este producto?

A.5.29. Sabiendo quel BC'D es un cuadrado, coA(2,0,v/2), B(1,1,0) y C(0,y, z), hallar las coordenadas
que faltan erC.

A.5.30. SeaABCDA'B'C' D' un paralefpedo. Sabiendo qué(0,1,1), B(—2,1,0), C(1,1,3)y A'(2,0,1),
hallar los \ertices restantes y el volumen del mencionado paizdeio.

A.5.31. ¢ Qe tipo de Onica representan las siguientes ecuaciones?

2?4y —dr+2—4=0; 422 4 9y? — 8z + 36y — 104 = 0.

A.5.32. ¢ Qe tipo de cadrica representan las siguientes ecuaciones?

24y 2% -2 — Ay —224+2=0; 4% +y? + 422 —8r — 8y — 82+ 11 =0.

A.5.33. Consideremos la aplicam f : R® — R? dada por las expresiones referidas a coordenadas en la base
carbnicaf(z,y,z2) = (z + vy, 2, y — 2z) . Se pide:

(a) Demostrar que es una aplicacilineal y encontrar la matriz asociada en la basémiaa.

(b) ¢ Cul es la expresin de la matriz asociada en la base formada por los vecigres (1,0,1), us =
(0,1,1), u3 = (1,0,0)?
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4. ACTIVIDADES PRACTICAS DEL CAP iTULO

4.1. Introduccion

La practica se va a realizar con el programa dieglo materatico DERIVE for Windows, versbn 4.05, de Soft
WarehouseDERIVE for Windows permite realizar &lculos y manipulaciones matéticas de caxcter general,

lo cual significa que realiza muchas cosas de forma aceptable aunque no tiene la potencia de otros programas
espedicos. No obstantedDERIVE for Windows permite realizar todos losatculos que un usuario medio puede
necesitar.

Antes de comenzar la @ctica se conveniente que recordemos brevemente la ‘botoner@&RIVE for Win-
dows (ver Figura 5.14), ya que simplifica enormemente la introducde datos y la realizamn de @lculos. Los
botones permiten realizar las siguientes tareas (de izquierda a dergehdabrir una nueva hoja de trabajo),
Open (abrir una hoja de trabajo existentg}ve (guardar la seén de trabajo)Print (imprimir la sesbn de tra-
bajo),Remove (eliminar la expregin marcada)ynremove (recuperar lailtima expresdbn eliminada)Renumber
(renumerar las expresionesjthor expression (introducir una expreén sencilla) Author vector (introdu-
cir un vector) Author matrix (introducir una matriz)Simplify (simplificar),Approximate (calcular un valor
aproximado)Solve (resolver algebraicamente o néricamente una exprési), Substitute for variables
(realizar una sustituén),Calculate limit (calcular unimite),Calculate derivative (calcular unaderiva-
da),Calculate integral (calcular una integraljalculate sum (calcular una sumafialculate product
(calcular un producto)2D-plot window (realizar un gafico bidimensional) \8D-plot window (realizar un
gréafico tridimensional).

D|=(@| & mfofea] . [ofid] =[x[&[5%] m]a]r]s|m| ~|%

Figura 5.14: El uso de la ‘botonera’ de DERIVE for Windows nos puede simplificar mucho el trabajo. Otro elemento
interesante es la existencia de ‘teclas calientes’ que nos permiten evitar los menUs, con lo que se gana
en rapidez.

En esta pictica vamos a manipular vectores y matrices de cualquier orden, resolver sistemas de ecuaciones linea-
les, operar matrices &tculo de la matriz inversa, suma, producto) y calcular los valores y vectores propios de una
matriz. Por tanto, debemos saber en primer lugana introducir estos datos en el programa. Aunque algunas
aplicaciones funcionan sin cargar nimgpaquete adicional, es conveniente que para eétdiga se cargue la

utilidad VECTOR . MTH mediante las opcioné&ile |Load|Utility.

4.2. Introduccion de vectores y matrices

Para introducir un vector eRERIVE for Windows tenemos dos formas: particular y general. La forma par-
ticular se obtiene seleccionando las opciomeshor | Vector y nos aparece la ventana de la Figura 5.15, de-
mandandonos la dimendn del vector. Una vez introducida dicha diméms{por ejemplo, 4) nos aparece una
nueva ventana (ver Figura 5.16) para que vayamos introduciendo los elementos del vector.

La forma general consiste en seleccionar las opcianegor | Expression e introducir un vector en la forma
[x1,x2,...,xn], dondexi son los diferentes elementos del vector. Por ejemplo, el véztor—3) se introdu-
ciria como[2,1,-3]; debemos notar que los vectores deben estar delimitados por los corchgtee por los
paintesis() o las llaves({}.

Analogamente, podemos introducir una matriz de dos formas distintas. La forma particular consiste en seleccionar
las opcionediuthor |Matrix y nos aparece la ventana de la Figura 5.17 donde debemos indidanetade
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Yector Setup...

Yector dimension

Elemerts: || 4 5:
0K I Cancel |

Figura 5.15: Ventana para introducir la dimension de un vector.

Author 4 element vector - 777 MTH E2
(B vi&le tnlelterhmv Elon|petop|xlpflaE o <uv*|clt#
ABTAEZHB I KA MNEOIPZ| T Y &> P8R =0A-LT

ak I Simplify Cancel

Figura 5.16: Ventana para introducir los elementos de un vector.

filas Rows) y de columnas@olumns). A continuacbn debemos completar los elementos de la matriz (ver Figura
5.18).

Matrix Setup___ E

b atrix dimenzions

Bows: |3 3:
LColurnms: |3 3:

QK I Cancel |

Figura 5.17: Ventana para introducir las dimensiones de una matriz.

La forma general consiste, como antes, en seleccionar las opdiotiesr | Expression e introducir la matriz
en la formalf1,f2,...,fm], donde cad&i es una fila de la matriz. Por ejemplo, la matriz de or8en 3
siguiente
1 2 3
1 4 9
1 8 2

~J

se introducira como siguef{[1,2,3], [1,4,9], [1,8,27]]. Notemos que los delimitadores de las matrices
son tambén los corchetes y no los fantesis ni las llaves.
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Author 3 x 3 matnx - 777 MTH
o|Blv & e|ltin et k/rhplv Elon e ool ¢lael& o <uy | cle#
ABCAEZHOS I KAMNEOIIP ZTY|(®XYOIez0A-|LT

1 z2 3
1[4 | | |
2 (e | | |
3 | | |
ok | Simpliy | Cancel |

Figura 5.18: Ventana para introducir los elementos de una matriz.

Ejercicio. Introducir los siguientes vectores y matrices:

(~1,2%,a)  (3/5,0.15,2 —y) (_411 _3>

—X

4.3. Sistemas de ecuaciones lineales

Como es natural, los elementos de un vector pueden ser cualquier érpédila enDERIVE for Windows, no
sblo nimeros. Por ejemplo, un sistema de ecuaciones lineales es un vector cuyos elementos son ecuaciones; as
el sistema de ecuaciones lineales

3r+2y = 5

dr+3y = 2
se introducita a$: [3x+2y=5, 4x+3y=2]. Una vez introducido el sistema podemos resolverlo de dos formas
distintas: directamente o a tigvde meas. En el primer caso debemos introducir la exgneSblve (#1, [x,y])
(suponiendo que el sistema esifzela imero 1) y nos aparecela solucon: [x=11 y=-14]. En el segundo caso,
debemos seleccionar el BotSolve de la botonera y nos apareaéa ventana de la Figura 5.19; ahora basta pulsar

el bobHn .

Cuando necesitemos utilizar un vector o una matriz en varias expresiones, lo conveniente es almacenarla en una
variable. Por ejemplo, podemos escribie=[1,2,3] oa:=[[1,2], [3,4]].

Ejercicio. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

3x+4y — 2z = 5

2z = 12
{4§;j§y _ 3 dr—3y+92z = -3
vyo= Sr—dy+2: = 1

4.4. Operaciones Bsicas con vectores y matrices

Con DERIVE for Windows podemos sumar, restar y multiplicar matrices, siempre que las dimensiones sean
apropiadas. Pero cabERIVE for Windows podemos realizar otro tipo de productos: el producto escalar y el
producto vectorial de dos vectores. La sintaxis de estas operaciones figura en la siguiente tabla:
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Solve 2 equation(s] - 772 MTH
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— Equation W ariablesz

o | Simplty | Cancal

Figura 5.19: Ventana para resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Operacbn Sintaxis
Sumadery b a+b
Restadeiy b a-b
Producto det y b a. b
Producto de: por un escalaf txa O ta
Producto escalar dey w V.. W
Producto vectorial de y w CROSS (v,w)
a'y b son vectores o matrices con las dimensiones apropiadas.

Observemos que para no confundir el punto decimalcon el punto de las operaciones producto anteriores,
debemos dejar un espacio en blanco antes y @ssgel punto; dasno es walido indicar el producto de y b
comoa.bda. boba .b. Enrelacbn con el producto vectorial debemos hacer una piatissi los vectores
son tridimensionales, entonce®0SS (v,w) devuelve el producto vectorial dey w, pero si los vectores son de
dimenson dos entonceGROSS (v, w) devuelve el determinante aey w.

Ejercicio. Calcular las siguientes operaciones:

° (17 2a 3) + (274a 6)’ (2?4; 8) - (4; 97 13)
e El producto escalar dg(—1,3,5) +2(3,2,1)) y (-1, —3,—5).
e El producto vectorial dé€3,8,—1) y (3,1, 10).

4.5. Funciones de manipuladn

Para manipular los elementos de un vector o malPERIVE for Windows dispone de numerosas funciones,
todas ellas con una sintaxis muy intuitiva. A contindgadistamos las @s importantes.

IDENTITY MATRIX(n): Construye la matriz identidad de orden

DIMENSION(a): Determina el Gmero de elementos o elimero de filas de, sedina sea un vector o una matriz.
Por ejemplopIMENSION([x,y,z]) es 3.
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SUB: Es un sufijo que permite extraer un elemento de un vector o una fila de una matriz. Por ejenipja]
SUB 2 aparece en pantalla cona,b,c], y se simplifica ab. Sin embargo[[1,2],[3,4]] SUB 1
permite extraer la primera fila de la matriz, es deir, 2], por lo que[[1,2],[3,4]] SUB 1 SUB 2
identifica al segundo elemento de la primera fila, es d2cir,

ELEMENT (v,n): Extrae el elemente-ésimo del vector.
ELEMENT (a,m,n): Extrae el elementom,n) (fila m y columnan) de la matriza.

APPEND(v1,v2,...,vn): Concatena dos o &s vectores. Por ejemplsPPEND([3,1], [2,4]) produce como
resultado el vectof3,1,2,4]. Sia es una matriz, entonc@8PEND (a) produce un vector cuyos elementos
son todos los elementos de la matriz.

DELETE_ELEMENT (v,n): Elimina el elementa-é&simo del vector. Siv es una matriz, entonces se borra la fila
n-esima.

INSERT_ELEMENT (u,v,n): Agrega el elemente al vectorv antes del elemente-esimo. Por ejemplo,
INSERT ELEMENT(d, [a,b,c],2)
da lugar al vectofa,d,b,c]. Si se omiten, entonces el elemento se coloca al principio del vector, y si el
valor den es uno ms que la dimenéh del vector, el nuevo elemento se col@cakfinal del vector.

REPLACE_ELEMENT (u,v,n): Reemplaza eh-&simo elemento del vectorpor la expresinu. Por ejemplo,
REPLACE_ELEMENT(d, [a,b,c],2)
da lugar al vectoffa,d, c]. Si se omiten, entonces el elemento reemplazad@sprimero.

REVERSE_VECTOR(v): Construye un nuevo vector cambiando de orden los elementos del vedtsr
REVERSE VECTOR([1,2,3,4])
produce el vectof4,3,2,1].

SELECT (u,k,v): Produce un nuevo vector con los elemeritolel vector tales queu(k) es cierto. Por ejemplo,
SELECT(PRIME (k) ,k, [1,2,3,4,5,6]) produce el vectoff1,2,3,5] formado por los timeros primos
que hay en el vector original.

SELECT (u,k,m,n,s): Permite seleccionar los elemenioge la sucegin que empieza em, acaba em y esta
construida con un pasotales queu(k) es cierta. Por defecto= 1, de forma que
SELECT (PRIME(k) ,k,1,100)
da lugar a un vector cuyos elementos son mseros primos entre 1y 100.

Ejercicio. Generar todos losiimeros pares entre 1y 100 y todos losneros impares entre 100 y 200. (En este
ejercicio debe utilizarse la furtmi FLOOR (n), que genera la parte entera dahmeron).

4.6. Operaciones con matrices

Las operacionegpicas con matrices &st disponibles eDERIVE for Windows. La sintaxis que debe utilizarse
aparece en la siguiente tabla:

Operacbn Sintaxis
Matriz inversa den mA—1
Matriz traspuesta de: m'
Matriz adjunta den ADJOINT (m)
Traza de la matrizn TRACE (m)
Determinante de la matriz. DET (m)
Producto de las matrices y n m. n
Exponenciadn dem: m* mAk
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Ejercicio. Se consideran las siguentes matrices:

1 2 3 1 2 3
a=1| -1 2 =3 b= 5 7 11
3 5 7 13 17 19

Calculara=?, a* + b, (a +b") 71, (a'® — b75)3, defa® + v?).

Ejercicio. Resolver la siguiente ecuaci:

= o= R

NN

S W W
I
o

4.7. Calculo de los valores y vectores propios

Aungue no es estrictamente necesario, es conveniente calcular el polinomio tsirectga que sus fees son
los valores propios. Para ello disponemos de la fumci

CHARPOLY (a,t)

gue desarrolla el polinomio caradsgico de la matriz en €rminos de la variable Por ejemploCHARPOLY ([ [2,
3], [a, bll, t) producet® — (b+ 2)t — 3a + 2b.

Para el é@lculo de los valores propios disponemos de la fomci

EIGENVALUES(a,t)

gue determina los valores propios de la mairen €rminos de la variable

Cobmo es muy frecuente que los polinomios de grado superior a cuatro no se puedan factorizatopgos m
racionales, y la factoriza@n de polinomios de grado cuatro es de una complejidad enorme, l&ruacterior

solo esutil para matrices de ordenx 2 0 3 x 3. En consecuencia, suele ser habitual calcular primero el polinomio
caracteistico y posteriormente utilizar @odos aproximados para determinar sises (es decir, los valores
propios de la matriz).

Una vez determinados los valores propios de una matritisponemos de dos funciones para calcular los vectores
propios asociados:

EXACT_EIGENVECTOR(A,u): Se utiliza cuandq: es un valor propio exacto de la matriz Cuandou es una
aproximacbn a un valor propio, entonces la matdz- .1 no es singular, por lo que esta fuocidevolvera
el vector cero como soluan.

APPROX_EIGENVECTOR (A, p): Aproxima a un vector propio nugnico deA cuyo valor propio asociado es apro-
ximado pory y el resultado es un vector de norma uno. Naturalmentep debe ser un valor propio
exacto. Para mayor generalidad, podemos multiplicar el resultado por ametao, por ejempl@1. Los
patametros etDERIVE for Windows se indican poe1, @2, @3, .... Porejemplo, un resultado como
[@1,302,-501] es lo que usualmente se escribe come3t,-5s].
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Ejercicio. Hallar el polinomio caractéstico, los valores propios y los vectores propios asociados de la siguiente

matriz:
-2 1 1 1 1
1 -3 -1 0 -1
1 -1 1 0 -3
1 0 0 3 0
1 -1 -3 0 2
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6. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.5.1. Discutir el siguiente sistema de ecuacionesisdgs valores de y b:

ar+by+z = 1
r+aby+z =
r+by+az = 1

E.5.2. Hallar la inversa de la siguiente matriz siempre que sea posible:

O O O R
o O K8 =
o8 = O
K = O O

E.5.3. Encontrar la dimenéh y una base del subespacio vectorial generado por los veatores 1, 0,0, —1),
us = (2,1,1,0), uz = (1,1,1,1), ugy = (1,2,3,4) y us = (0,1,2,3). Determinar las ecuaciones
cartesianas de este subespacio.
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E.5.4. Decidir clales de las siguientes matrices pueden reducirse a una matriz diagonal y encontrar iatrices
que hagan posible la diagonalizaei(P~' A; P = D;):

-1 3 1
(@A = -3 5 -1 1,

-3 3 1

4 -1 -1
(b) A; = 1 2 -1 |,

1 -1 2

0 0 0 1

0 0 1 0
©As=1 43 1 o ¢

1 0 0 O

E.5.5. Calcular la forma de Jordan de

y utilizarla para determinad”.

E.5.6. Hallar las ecuaciones que describen los subesp&tiog e Im f dondef : R? — R? es la aplicadin
lineal definida porf(z,y, z) = (x 4+ 2y + z, —x + 2y, 2y + 2).

E.5.7. ¢ Qe tipo de Onica es la que viene dada por la ecoadiz? — 18z + 4y? — 24y + 9 = 0? ¢ Q@ tipo de
cuadrica es la que viene dada por la ecandiz? + 2y? + 22 — 8z — 12y — 4z + 22 = 0?
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ANOTACIONES




