
CAPÍTULO 5
ÁLGEBRA LINEAL Y GEOMETR ÍA

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP ÍTULO

• Hallar un sistema triangular que sea equivalente a
uno dado.

• Conocer los distintos tipos de matrices y mane-
jar las distintas operaciones que se definen entre
ellas, usando correctamente sus propiedades.

• Hallar el determinante de una matriz de cualquier
orden.

• Hallar la matriz inversa de una matriz dada.

• Discutir y resolver sistemas de ecuaciones linea-
les.

• Conocer y utilizar la estructura de espacio vecto-
rial y los conceptos de base y dimensión.

• Identificar cuando una matriz es diagonalizable.

• Calcular la matriz diagonal semejante a una ma-
triz A dada como recurso para efectuar su poten-
cian-ésima.

• Calcular la forma Jordan de matrices deórdenes
2 y 3, uśandola como recurso para efectuar poten-
ciasn-ésimas.

• Conocer y utilizar los conceptos de producto es-
calar, norma y distancia en el espacio.

• Identificar geoḿetricamente el producto vectorial
y el producto mixto de vectores.

• Identificar y calcular las ecuaciones de algunas
secciones ćonicas y superficies cuádricas.

• Manejar expresiones en coordenadas polares,
cilı́ndricas y esf́ericas.

• Conocer el concepto de aplicación lineal e identi-
ficar el ńucleo y la imagen de la misma.

• Calcular la matriz asociada a una aplicación li-
neal y saber obtener la nueva expresión de la mis-
ma al efectuar un cambio de base.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP ÍTULO

2.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Unaecuacíon lineal den variablesX1, X2, ..., Xn es una ecuación del tipoa1X1 + a2X2 + ...+ anXn = b.

Los númerosai (i = 1, ..., n) se denominancoeficientesy a b se le llamatérmino independiente.

Unasolución de la ecuacíon lineal anteriormente mencionada es unan-upla de ńumeros reales(α1, α2, ..., αn)
tal quea1α1 + a2α2 + · · ·+ anαn = b.

Ejemplo. 3x − 2y + z = 0 es una ecuación lineal de tres variables, y(1, 1,−1) es una solución de la misma.
Nótese que la ecuación anterior tiene un ńumero infinito de soluciones. 2
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A un conjunto de varias ecuaciones lineales se le denominasistema de ecuaciones lineales. Es decir un sistema
dem ecuaciones lineales yn variables o inćognitas, es una expresión del tipo




a11X1 + a12X2 + ...+ a1nXn = b1
a21X1 + a22X2 + ...+ a2nXn = b2
............................................ ...

am1X1 + am2X2 + ...+ amnXn = bm

Una solucíon de este sistema es unan-upla de ńumeros reales(α1, α2, ..., αn) que sea a su vez solución de lasm
ecuaciones de las que se compone el sistema.

Ejemplo.En el siguiente sistema de2 ecuaciones y3 incógnitas

{
3x− 2y + z = 1
x+ 3y − 2z = 5

la terna
(

13
11 ,

14
11 , 0

)
es una solución del sistema, ya que lo es de cada una de las ecuaciones que lo forman. La terna

(4, 6, 1) no es solucíon del mismo ya que aunque es solución de la primera ecuación no lo es de la segunda. Se
puede demostrar que este sistema de ecuaciones lineales tiene infinitas soluciones. 2

Atendiendo a la existencia o no de soluciones y a su número (finito o infinito), los sistemas de ecuaciones lineales
se clasifican de la siguiente manera:

s.e.l.




Compatible (existe solucíon)




Determinado (Solucíon única)

Indeterminado (Infinitas soluciones)

Incompatible (No existe solucíon)

2.1.1. Reglas de equivalencia de sistemas

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dice que sonequivalentescuando tienen las mismas soluciones.

Los métodos de resolución de sistemas de ecuaciones lineales se basan en la idea de transformar el sistema original
del cual queremos encontrar sus soluciones, en otro equivalente que tenga una estructura más sencilla.

Despúes de lo dicho conviene aclarar qué entendemos por“estructura sencilla”y cuáles van a ser las operaciones
que van a ser v́alidas para transformar el sistema original en otro equivalente.

Ejemplos de sistemas sencillos de resolver, en el caso de igual número de ecuaciones que de incógnitas, son los
llamadostriangulares.

Un sistema triangular de tres ecuaciones con tres incógnitas vendŕıa expresado de una manera genérica por:




a11x+ a12y + a13z = b1
a22y + a23z = b2

a33z = b3

Obśervese quea21 = a31 = a32 = 0.
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Intenta responder ahora a las siguientes preguntas:¿Cómo seŕıa un sistema triangular de cuatro ecuaciones y
cuatro inćognitas? ¿Sabrı́as definir el mismo concepto para un sistema den ecuaciones yn incógnitas?

En este tipo de sistemas conn ecuaciones yn incógnitas (siann 6= 0) se obtiene f́acilmente una solución única,
despejando y sustituyendo sucesivamente de laúltima ecuacíon a la primera.

Parece claro que nuestro interés principal lo centraremos en realizar operaciones en las ecuaciones que forman el
sistema original del que queremos conocer sus soluciones, hasta transformarlo en otro que sea lo más parecido
posible a un sistema triangular. Debemos por tanto hacer referencia a las reglas u operaciones que consideramos
válidas, es decir, que transforman un sistema en otro equivalente:

(1) Intercambiar dos ecuaciones.

(2) Multiplicar (o dividir) una ecuacíon por un ńumero distinto de cero.

(3) Sumar o restar a una ecuación el resultado de multiplicar (o dividir) otra por un número.

(4) Expresar una ecuación despejando una variable, y sustituir el resultado en las demás.

Ejemplo 1. Vamos a obtener un sistema triangular equivalente a:




2x+ 3y − 4z = 1
3x− 2y + 5z = 3
7x+ 4y − 3z = 5

V
(

2aec.× 2 + 1aec.× (−3)
3aec. × 2 + 1aec.× (−7)

)
V




2x+ 3y − 4z = 1
−13y + 22z = 3
−13y + 22z = 3

V (3aec.+ 2aec.× (−1)) V




2x+ 3y − 4z = 1
−13y + 22z = 3

0.z = 3
V
{

2x+ 3y − 4z = 1
−13y + 22z = 3

V
(

Despejandoy en la segunda
ecuacíon y sustituyendo

)
V
{

x = 11
13 − 7

13z

y = − 3
13 + 22

13z

y el conjunto de soluciones viene expresado por:

S =
{(

11
13
− 7

13
λ,− 3

13
+

22
13
λ, λ

)
: λ ∈ R

}

Como vemos el sistema tiene infinitas soluciones.

Obviamente no todos los sistemas que vamos a intentar resolver tienen el mismo número de ecuaciones y de
incógnitas. ¿Ćomo procederı́amos con un sistema de este estilo?

Ejemplo 2. Vamos a triangular el siguiente sistema de ecuaciones:




x+ 3y − z + t = 1
−2x+ y + 2z = 7

y − t = 0

=⇒ (2aec.+ 1aec.× 2) =⇒



x+ 3y − z + t = 1
7y + 2t = 9
y − t = 0

=⇒
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(Intercambiamos la 2aec. y la 3aec) =⇒



x+ 3y − z + t = 1
y − t = 0

7y + 2t = 9

=⇒ (3aec.− 2aec.× 7) =⇒



x+ 3y − z + t = 1
y − t = 0

9t = 9

=⇒ (3aec.× 1
9

) =⇒



x+ 3y − z + t = 1
y − t = 0
t = 1

=⇒ (1aec.− 2aec.× 3) =⇒



x− z = −3
y − t = 0
t = 1

de donde el conjunto de soluciones vendrı́a dado por

S = {(−3 + λ, 1, λ, 1) : λ ∈ R}

¿Sabŕıas explicar por qúe?

Observaciones.Debemos extraer algunas conclusiones de los ejemplos anteriores.

(1) En las operaciones que realizamos con los sistemas en realidad nos bastarı́a con hacer referencia sólo a los
coeficientes, obviando ası́ la repeticíon de las inćognitas. Si eliminamos estos sı́mbolos el sistema anterior
se escribiŕıa como 

 1 3 −1 1
−2 1 2 0

0 1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
1
7
0




Esta ordenación de los coeficientes recibirá el nombre dematriz ampliada. La matriz


 1 3 −1 1
−2 1 2 0

0 1 0 −1




recibe el nombre dematriz de los coeficientes del sistema.

Las operaciones que hemos realizado sobre las ecuaciones se realizarán ahora sobre las filas de estaúltima
matriz, sin ḿas que sustituir la palabra “ecuación” por la de “fila”.

(2) Dada la matriz geńerica de un sistema de tres ecuaciones y tres incógnitas


 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
b1
b2
b3




(ver Ejemplo 1), al intentar resolverlo y por lo tanto transformarlo en uno equivalente que sea triangular,
llegaremos a un sistema representado por una matriz del tipo

 a
′
11 a

′
12 a

′
13

0 a
′
22 a

′
23

0 0 a
′
33

∣∣∣∣∣∣∣
b
′
1

b
′
2

b
′
3




que tendŕa solucíon única si y śolo sia
′
33 6= 0.



ÁLGEBRA LINEAL Y GEOMETRÍA 121

(3) En el caso representado en el Ejemplo 2, observemos que la matriz ampliada resultado de efectuar las
sucesivas transformaciones a las que hemos sometido el sistema original es


 1 0 −1 0

0 1 0 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−3

1
1




¿Qúe tiene de coḿun esta matriz con la correspondiente a un sistema triangular? Resaltamos a continuación
una caracterı́stica que podemos considerar común a las dos:

Ambas sonmatrices escalonadas, en el sentido de que puede trazarse una “escalera descendente”, por
debajo de cúal todos los elementos serán ceros.

Método de Gauss.El método de Gauss para la resolución de sistemas de ecuaciones lineales consiste en realizar
transformaciones en la matriz del sistema de partida hasta conseguir una matriz “escalonada”, de las caracterı́sticas
descritas anteriormente.

Como es ĺogico, no todos los sistemas son compatibles (determinados o indeterminados), y algunas veces nos
encontraremos con sistemas que no tengan solución. ¿Ćomo los podremos identificar?

Ejemplo 3. El sistema de ecuaciones




x+ 2y − 3z = 1
2x− y + z = −2

3x+ 2y + 2z = −3
7x+ 5y − 3z = 3

es equivalente a 


1 2 −3
0 −5 7
0 0 −27
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
−4
14
−30




(Intenta dar los pasos pertinentes para lograr llegar a estaúltima expresíon de un sistema equivalente). Observa
que como láultima ecuacíon no tiene solución el sistema no tiene solución.

Observacíon. En general, cuando al efectuar operaciones en la matriz de un sistema, conseguimos una matriz en
la que todos los elementos de una fila son ceros menos el coeficiente que corresponde el término independiente de
la ecuacíon, el sistema será incompatible.

Resumimos a continuación las situaciones genéricas con las que nos encontramos al aplicar el método de elimi-
nacíon de Gauss.

(1) Obtenemos una solución imposible y el sistema de partida es incompatible.

(2) El número de ecuaciones resultantes no eliminadas y de incógnitas coincide. Entonces el sistema de partida
es compatible y determinado y la matriz ampliada se podrá transformar en una de la forma:



∗ ∗ .... ∗
0 ∗ .... ∗
... ... .... ...

0 0 .... ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣
∗
∗
...

∗




(donde con∗ expresamos cualquier valor posible de los coeficientes)
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(3) El número de ecuaciones resultantes no eliminadas es menor que el número de inćognitas del sistema.
Entonces el sistema es compatible e indeterminado. La matriz ampliada se podrá transformar en una de la
forma: 


∗ ∗ ... ... ... ... ∗
0 ∗ ∗ ... ... ... ∗
... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... ∗ ∗ ... ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣
∗
∗
...

∗




2.1.2. Un caso notable: los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos

En un sistema de ecuaciones lineales genérico cuando los términos independientes son todos nulos, lo denomina-
remoshomoǵeneo. 


a11X1 + a12X2 + ...+ a1nXn = 0
a21X1 + a22X2 + ...+ a2nXn = 0
............................................. ...

am1X1 + am2X2 + ...+ amnXn = 0

Piensa y demuestra que se cumplen las siguientes propiedades:

(1) Un sistema homoǵeneo es siempre compatible, ya que la solución trivial (0, 0, ..., 0) satisface todas y cada
una de las ecuaciones del sistema.

(2) Si (α1, α2, ..., αn) es solucíon de un sistema homogéneo, tambíen lo es(λα1, λα2, ..., λαn) conλ ∈ R. Lo
que en general demuestra que si un sistema homogéneo tiene una solución distinta de la trivial, entonces
tiene infinitas soluciones.

2.1.3. Discusíon de sistemas de ecuaciones lineales en función de los valores de parámetros

Otro de los aspectos destacables dentro de la resolución de sistemas de ecuaciones lineales es el que habitualmente
se denomina como“discusión del sistema”. Entenderemos por esto decidir para qué valores de uno o varios
paŕametros se tienen infinitas soluciones, solución única o ninguna solución.

Ejemplo.Discute seǵun los valores dem el siguiente sistema de ecuaciones:


x+ 2y + z = 2
−x+ 3y + z = 0
−x+ y +mz = 1


 1 2 1
−1 3 1
−1 1 m

∣∣∣∣∣∣
2
0
1


 V (Sumando la 2a fila a la 3a y la 1a a la 2a) V


 1 2 1

0 5 2
0 3 m+ 1

∣∣∣∣∣∣
2
2
3




V (Multiplicando la 3a fila por 5 y la 2a por 3)V


 1 2 1

0 15 6
0 0 5m− 1

∣∣∣∣∣∣
2
6
9




En funcíon de los valores dem distinguiremos los siguientes casos:

(1) 5m− 1 = 0⇐⇒ m = 1
5 y la última ecuacíon se transforma en un absurso. Sistema incompatible.



ÁLGEBRA LINEAL Y GEOMETRÍA 123

(2) 5m− 1 6= 1
5 ⇐⇒ m 6= 1

5 . Sistema compatible y determinado. 2

Ejemplo.Discute seǵun los valores dem: 


x+ y +mz = 1
x+my + z = 1
mx+ y + z = 1

Debes transformar esta ecuación en:
 1 1 m

0 m− 1 1−m
0 0 (1−m)(2 +m)

∣∣∣∣∣∣
1
0

1−m




¿Qúe transformaciones son necesarias? La discusión surge de la ecuación (1−m)(2 +m) = 0.

¿Qúe sucede sim 6= 1 y m 6= −2? ¿Y sim = −2? ¿Y cuandom = 1? (Es interesante que razones conveniente-
mente las respuestas a todas estas preguntas). 2

2.2. Operaciones con matrices

Un conjunto dem× n números reales colocados de forma rectangular enm filas yn columnas recibe el nombre
de matriz real de dimensiónm× n.

De forma geńerica notaremos

A =




a11 a12 .... a1n

a21 a22 .... a2n

.... ..... .... ....

am1 am2 .... amn




Con la notacíon aij significamos el elemento de la matrizA que ocupa el lugar perteneciente a la filai y a la
columnaj. De forma abreviada también notaremosA = (aij)i=1...m

j=1...n

Al conjunto de todas las matrices con coeficientes reales, conm filas yn columnas (dimensiónm× n) lo denota-
remos porMm×n(R). En general abusaremos del lenguaje y cuando hablemos de “matrices” entenderemos que
sus coeficientes son números reales.

A las matrices que sólo tienen una fila se les llamamatrices fila. Análogamente a las que tienen sólo una columna
se les denominamatrices columna.

Dada una matrizA, se denominatraspuestadeA, denot́andosetA, a la matriz que se obtiene cambiando enA
las filas por columnas.

Las matrices en las que coincide el número de filas con el de columnas se denominanmatrices cuadradas.

Para una matriz cuadrada de dimensión n × n se suele decir que es de ordenn. El conjunto de elementos
(a11, a22, ...., ann) se denominadiagonal principal.

Una matriz cuadradaA se dice que essimétrica cuandoaij = aji para todoi = 1, . . . ,m y j = 1, . . . , n.

Otros tipos especiales de matrices son:

Matriz nula: Aquella en que todos sus elementos son cero.
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O =
(

0 0
0 0

)
es un ejemplo de matriz nula de orden 2.

Matriz diagonal: Cualquier matriz cuadrada en la que los elementos que no están ubicados en la diagonal prin-
cipal son ceros.

D =


 7 0 0

0 −2 0
0 0 −3


 es un ejemplo de matriz diagonal de orden3.

Matriz unidad o identidad: Se denomina ası́ a cualquier matriz diagonal en la que todos los elementos pertene-
cientes a la diagonal principal son iguales a1. La matriz diagonal de ordenn seŕa denotada porIn.

I3 =


 1 0 0

0 1 0
0 0 1


 es un ejemplo de matriz identidad de orden 3.

Matriz triangular: Se denomina de esta manera a toda matriz cuadrada en la que los elementos que están por
encima o por debajo de la diagonal principal son iguales a cero. Se dicetriangular superior cuando los
elementos nulos están por debajo otriangular inferior si est́an por encima.

A =


 1 2 3

0 4 −5
0 0 6


 es un ejemplo de matriz triangular superior de orden tres.

2.2.1. Suma de matrices

SeanA,B ∈ Mm×n(R) , es decir,A = (aij)i=1...m
j=1...n

y B = (bij)i=1...m
j=1...n

. Definimos la matriz sumaC = A+ B,

comoC = (cij)i=1...m
j=1...n

dondecij = aij + bij , para todoi = 1...m y j = 1...n.

Mas expĺıcitamente podemos expresar

C = A+B =




a11 + b11 a12 + b12 .... a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 .... a2n + b2n

............... ............... .... ...............

am1 + bm1 ............... .... amn + bmn




2.2.2. Propiedades de la Suma

(1) A+ (B + C) = (A+B) + C (propiedad asociativa).

(2) A+B = B +A (propiedad conmutativa).

(3) A+O = A (PorO indicamos la matriz nula).

(4) La matriz−A que denominaremosmatriz opuestay que se obtiene cambiando de signo todos los elementos
deA, cumple la siguiente propiedad:A+ (−A) = O.

Estas propiedades dotan a(Mm×n,+) de la estructura degrupo abeliano.
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2.2.3. Producto de un escalar (ńumero real) por una matriz

SeaA ∈Mm×n(R) ,A = (aij)i=1...m
j=1...n

y λ ∈ R , definimosλA = (λaij)i=1...m
j=1...n

, es decir:

λ




a11 a12 .... a1n

a21 a22 .... a2n

.... ..... .... ....

am1 am2 .... amn


 =




λa11 λa12 .... λa1n

λa21 λa22 .... λa2n

.... ..... .... ....

λam1 λam2 .... λamn




Por ejemplo,4


 3 2

5 6
7 8


 =


 12 8

20 24
28 32


.

Para cualquierλ, µ ∈ R y A,B ∈Mm×n(R), se verifican las siguientes propiedades:

(1) λ(A+B) = λA+ λB.

(2) (λ+ µ)A = λA+ µB.

(3) λ(µA) = (λµ)A.

(4) 1A = A.

Todas estas propiedades, ası́ como las vistas anteriormente para la suma de matrices, se pueden resumir diciendo
que(Mm×n,+, .) es unespacio vectorial sobreR (cuerpo de los ńumeros reales).

2.2.4. Producto de matrices

SeanA,B ∈Mm×n(R) , A = (aij)i=1...m
j=1...n

y B = (bij)i=1...n
j=1...p

. Definimos el productoAB como la nueva matriz

C = (cij)i=1...m
j=1...p

, tal quecij = ai1b1j + ai2b2j + ai3b3j + ...+ ainbnj o en expresíon más reducida

cij =
n∑

k=1

aikbkj .

Obśervese que para que esté bien definido el producto de matrices,el número de columnas de la primera matriz
debe coincidir con el ńumero de filas de la segunda.

Ejemplo.En el siguiente producto de matrices, el punto. denota la multiplicacíon en los ńumeros reales.(
1 2
3 4

)(
5 6
7 8

)
=
(

1.5 + 2.7 1.6 + 2.8
3.5 + 4.7 3.6 + 4.8

)
=
(

19 22
43 30

)

2

2.2.5. Propiedades del producto de matrices

(1) A(BC) = (AB)C.

(2) AB 6= BA en general. ¿Puedes encontrar algún ejemplo que demuestre esta afirmación?
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(3) SiA ∈Mm×n(R),AIn = A (dondeIn representa la matriz identidad de ordenn) y tambíenImA = A.

(4) A(B + C) = AB +AC.

De todo lo anterior se deduce queMn(R) (conjunto de matrices cuadradas de ordenn, con coeficientes reales)
dotado de las operaciones suma y producto de matricestiene estructura de anillo(no conmutativo) con elemento
unidad.

2.2.6. Algunas matrices relevantes: las matrices invertibles

Consideremos el anillo(Mn(R),+, .) anteriormente mencionado. Dada la matrizA ∈ Mn(R) no siempre existe
otra matrizB ∈ Mn(R) tal queAB = BA = In (intenta encontrar algunos ejemplos de matrices que ilustren
esta afirmacíon).

En los casos en los que existeB se dice que es la matriz inversa deA y la denotaremos porA−1.

Una matriz cuadradaA ∈Mn(R) que posea inversa se dice que esinvertible o tambíenregular. Si no la tiene se
denominamatriz singular.

2.2.7. Un método sencillo para calcular la matriz inversa

Intentemos calcular la matriz inversa de la siguiente matriz de orden2× 2:

A =
(

0 1
4 2

)
.

Procedemos de la siguiente manera. Ampliamos con la matriz identidad por la derecha(
0 1
4 2

∣∣∣∣ 1 0
0 1

)

y seguidamente realizamos operaciones elementales (justo aquellas que fueron mencionadas en el método de
Gauss), con las filas de la matriz hasta conseguir:(

1 0
0 1

∣∣∣∣ ∗ ∗∗ ∗
)
.

Lo que resulta a la derecha en el lugar de las anteriores es justo la matriz inversa que buscábamos.

Veamos ćomo se calcula la inversa para la matriz propuesta en el ejemplo.(
0 1
4 2

∣∣∣∣ 1 0
0 1

)
⇒ (2a fila× (−1

2
)) + 1a fila)⇒

( −2 0
4 2

∣∣∣∣ 1 −1
2

0 1

)
⇒

(1a fila× 2)) + 2a fila)⇒
( −2 0

0 2

∣∣∣∣ 1 −1
2

2 0

)
⇒ (1afila× 2)) + 2afila)⇒

(
1 0
0 1

∣∣∣∣ − 1
2

1
4

1 0

)
Despúes de los anteriores cálculos y seǵun lo expresado al comienzo concluiremos que

A−1 =
( −1

2
1
4

1 0

)
.
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2.3. Determinantes: definicíon, propiedades, reglas de ćalculo y aplicaciones

Vamos a empezar definiendo el concepto de determinante de una matriz cuadrada de ordenn, A = (aij). Para
introducir este concepto hacen falta algunas definiciones preliminares.

Dado el conjunto{1, 2, 3, ..., n}, cualquiern-upla ordenada formada por losn elementos de este conjunto diremos
que es unapermutacíon. Denotaremos porPn el conjunto de todas las permutaciones de{1, 2, 3, ..., n}.

Diremos que una permutación σ ∈ Pn tiene unainversión (o trasposicíon), cuando el orden que presentan dos
números es el contrario al que tienen los números naturales.

Ejemplo. Dado{1, 2, 3} , (1, 3, 2) es una permutación que pertenece aP3. El número de permutaciones deP3

es3! = 6. Son las formadas por(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1), (2, 1, 3) y (1, 3, 2). La permutacíon (1, 3, 2)
tiene una inversión (3 antes que2) y (3, 2, 1) tiene3 inversiones (3 antes que2, 3 antes que1 y 2 antes que1). 2

Seaσ ∈ Pn, definimos elsignodeσ comos(σ) = (−1)i(σ), donde pori(σ) indicamos el ńumero de inversiones

que tiene la permutaciónσ.

Antes de introducir la definición general de determinante, lo haremos primero para una matriz de orden3. Consi-
deremos la matriz

A =


 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




y formemos todos los posibles productos de tres elementos de dicha matriz con las siguientes restricciones:

(1) En cada producto sólo puede aparecer un elemento de cada fila y uno de cada columna.

(2) Dotaremos de un signo a cada producto que coincidirá con el signo de la permutación deP3 formada por
los segundos subı́ndices de los elementos.

Permutación Número de inversiones Producto
123 0 +a11a22a33

231 2 +a12a23a31

312 2 +a13a21a32

321 3 −a13a22a31

213 1 −a12a21a33

132 1 −a11a23a32

Llamaremos determinante deA y lo notaremos pordet(A) o por|A|, a la suma de todos estos productos. Es decir,
|A| = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

Siguiendo esta misma técnica de definición podemos llegar a definir el concepto de determinante para una matriz
geńerica de ordenn,A = (aij).

Definimos el determinante deA por la expresíon

det(A) =
∑

σ∈Pn

(−1)s(σ)a1σ(1)a2σ(2)...anσ(n)

donde por(σ(1), σ(2), ..., σ(n)) indicamos los sub́ındices que representa la permutaciónσ.

Observacíon. En un determinante de ordenn aparecenn! sumandos. Como vemos el número de sumandos crece
rápidamente en relación con el orden del determinante. No es por tanto demasiado operativo como método de
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cálculo la definicíon de determinante que hemos introducido con anterioridad. Procede por tanto que introduzca-
mos un ḿetodo ḿas pŕactico que nos facilite el trabajo en el cálculo de determinantes.

Dada la matrizA = (aij), llamaremosmenor complementariodel elementoaij al determinante de la matriz que
resulta de suprimir enA la fila i y la columnaj. Lo denotaremos porMij .

Llamaremosadjunto de aij a la expresíonAij = (−1)i+jMij .

Ejemplo.Dada la matriz

A =




1 2 3 4
0 2 2 3
0 0 −6 −4
0 0 0 −2




el menor complementario de4 es

M44 =

∣∣∣∣∣∣
0 2 2
0 0 −6
0 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 0

y el del1 corresponde a

M11 =

∣∣∣∣∣∣
2 2 3
0 −6 4
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣ = 24.

Los adjuntos sonA11 = (−1)1+1M11 = 24 y A44 = (−1)4+4M44 = 0. 2

2.3.1. Cálculo del determinante por el desarrollo de los elementos de una fila o columna

Se puede demostrar sin demasiada dificultad (ver bibliografı́a recomendada) que dada una matriz genérica de
ordenn,A = (aij), el determinante viene dado por

det(A) = a11A11 + a21A21 + ...+ an1An1.

A esta expresión se llamadesarrollo del determinante de la matrizA por los elementos de la primera columna,
puesto que son(a11, a21, ..., an1) los elementos que forman la primera columna de la matrizA.

Esta importante propiedad se puede hacer más geńerica y la expresión anterior seŕa tambíen v́alida eligiendo para
el desarrollo los elementos de cualquier fila o columna del determinante.

Por ejemplo para la filai-ésima(ai1, ai2, ..., ain) obtendŕıamosdet(A) = ai1Ai1 + ai2Ai2 + ...+ ainAin y para
la columnaj-ésima(a1j , a2j , ..., anj) se tienedet(A) = a1jA1j + a2jA2j + ...+ anjAnj .

La gran ventaja que presentan estas expresiones es que podemos reducir el cálculo de un determinante de ordenn
al cálculo de otros (los adjuntos) que tienen el orden disminuido en una unidad (una fila y una columna menos).

Aplicando sucesivamente este criterio, podremos acabar reduciendo cualquier determinante a cálculos de deter-
minantes de orden2.

Ejemplo. Desarrollando por los elementos de una lı́nea (fila o columna) vamos a calcular el valor del siguiente
determinante

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 2 6
3 2 1 0
2 1 −4 5
0 0 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
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La primera cuestión que nos surge es la fila o columna que más nos conviene escoger para el posterior desarrollo.
Parece claro para este ejemplo que es lacuarta fila y en general debemos escoger aquella que tenga el mayor
número de elementos iguales a cero. Ası́

∆ = −(−4)

∣∣∣∣∣∣
1 −3 6
3 2 0
2 1 5

∣∣∣∣∣∣ =
(

Desarrollando por la
2a fila

)
= 4(−3

∣∣∣∣ −3 6
1 5

∣∣∣∣+ 2
∣∣∣∣ 1 6

2 5

∣∣∣∣) = 388.

2

2.3.2. Propiedades de los determinantes

Para poder expresar mejor las siguientes propiedades usaremos la notación det(A) = det(C1, C2, ..., Cn), donde
Ci indica la columnai-ésima de la matrizA.

(1) Si una columna se multiplica por un escalarλ el valor del determinante queda multiplicado porλ:

det(C1, ..., λCi, ..., Cn) = λ det(C1, ..., Ci, ..., Cn)

(2) det(C1, ..., Ci + C
′
i , ..., Cn) = det(C1, ..., Ci, ..., Cn) + det(C1, ..., C

′
i , ..., Cn)

(3) El determinante de una matriz que tenga dos columnas iguales vale cero:

det(C1, ..., Ci, ..., Ci, ..., Cn) = 0

(4) det(0n) = 0 (donde0n es la matriz de ordenn con todos sus elementos iguales a0), det(In) = 1.

(5) Si se intercambian dos columnas el determinante cambia de signo:

det(C1, ..., Ci, ..., Cj , ..., Cn) = − det(C1, ..., Cj , ..., Ci, ..., Cn)

(6) Si a una columna se le suma una combinación lineal de las deḿas, el determinante no varı́a:

det(C1, ..., Cn) = det(C1 + λ2C2 + λ3C3 + ...+ λnCn, C2, ..., Cn)

(7) Si en una matriz cambiamos filas por columnas el valor del determinante no varı́a:

det(A) = det(tA)

(8) SiA y B son matrices cuadradas del mismo ordenn, det(AB) = det(A) det(B).

Observacíon. La propiedad(7) demuestra que en todas las propiedades anteriormente enunciadas podemos cam-
biar las referencias acolumnasporfilas, verificándose igualmente el enunciado resultante.

De las propiedades de los determinantes y del desarrollo de los mismos por los elementos de una fila o columna,
podemos deducir que es posible mediante operaciones elementales entre las filas o columnas (según las propieda-
des anteriormente descritas) conseguir ponercerosen el mayor ńumero de elementos de la fila o columna por la
que vayamos a desarrollar, con la finalidad de simplificar considerablemente los cálculos.

Ejemplo.Calculemos el valor de

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 1
2 3 4 5
6 7 8 9
1 4 5 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Restamos la 1
a

columna a la 2
a

y a la 4
a

y tambíen podemos restar a la 3
a

columna, la 1a columna multiplicada
por2, para obtener finalmente

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
2 1 0 3
6 1 −4 3
1 3 3 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Observa que de la cuarta columna podemos sacar factor común 3. Aśı tendremos

∆ = 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
2 1 0 1
6 1 −4 1
1 3 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Desarrollando por los elementos de la primera fila obtenemos

∆ = 3

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 −4 1
3 3 2

∣∣∣∣∣∣ .
Ahora podemos restar la 1a columna a la tercera, para obtener finalmente

∆ = 3

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 −4 0
3 3 −1

∣∣∣∣∣∣
y desarrollando por la primera fila se tiene

∆ = 3
∣∣∣∣ −4 0

3 −1

∣∣∣∣ = 12.

2

2.3.3. Aplicación de determinantes al ćalculo de la matriz inversa

Llamaremosmatriz adjunta deA = (aij) a la matriz

Adj(A) =




A11 A21 .... An1

A12 A22 .... An2

.... ..... .... ....

A1n A2n .... Ann


 ,

donde porAij entendemos el adjunto del elementoaij concepto que ya hemos introducido con anterioridad.

Una matriz cuadradaA = (aij) tiene inversa si y śolo sidet(A) 6= 0, verificándose la siguiente igualdad

A−1 =
1

det(A)
Adj(A).

Ejemplo.Como ejemplo de que se cumple la expresión anterior, puedes comprobar que

A−1 =


 2

3 −1
6 −1

2
7
3

1
6 −3

2
10
3

1
6 −5

2


 donde A =


 1 3 −2
−5 0 1

1 4 −3


 .

2
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2.3.4. Forma matricial de un sistema de ecuaciones. Regla de Cramer

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones


a11X1 + a12X2 + ...+ a1nXn = b1
a21X1 + a22X2 + ...+ a2nXn = b2
.............................................. ...

am1X1 + am2X2 + ...+ amnXn = bm

Seǵun los conceptos y las operaciones introducidas con anterioridad, lo podrı́amos expresar de la siguiente forma:




a11 a12 .... a1n

a21 a22 .... a2n

.... ..... .... ....

am1 am2 .... amn






X1

X2

...

Xn


 =




b1
b2
...

bn




Estaúltima expresíon recibe el nombre deforma matricial del sistema de ecuaciones lineales.

Cuando el sistema está formado porn ecuaciones yn incógnitas y el determinante de la matriz de los coeficientes
del sistema es distinto de cero, entonces se asegura la existencia de matriz inversa y podemos obtener las soluciones
despejando la matriz columnat(X1X2 . . .Xn) de la siguiente forma:




X1

X2

...

Xn


 =




a11 a12 .... a1n

a21 a22 .... a2n

.... ..... .... ....

an1 an2 .... ann




−1


b1
b2
...

bn




Esta expresión es lo que b́asicamente se conoce comoregla de Cramer, y los sistemas con el mismo número de
ecuaciones que de incógnitas que cumplen la condición∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 .... a1n

a21 a22 .... a2n

.... ..... .... ....

an1 an2 .... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

se denominansistemas de Cramer. La regla de Cramer estamos acostumbrados a verla de otra forma, que resulta
de efectuar las operaciones matriciales correspondientes. Si llamamos

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 .... a1n

a21 a22 .... a2n

.... ..... .... ....

an1 an2 .... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
obtendremos las siguientes expresiones:

X1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 .... a1n

b2 a22 .... a2n

.... ..... .... ....

bn an2 .... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
∆

,

X2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 .... a1n

a21 b2 .... a2n

.... ..... .... ....

an1 bn .... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
∆

, ...
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Xn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 .... b1
a21 a22 .... b2
.... ..... .... ....

an1 an2 .... bn

∣∣∣∣∣∣∣∣
∆

Observacíon. Para obtener el valor correspondiente a la incógnitaXi, efectuamos el cociente entre el determinante
de la matriz resultado de sustituir en la matriz de los coeficientes del sistema la columnai-ésima por la columna
de los t́erminos independientes, y el determinante∆ de la matriz de los coeficientes.

Ejemplos.

(1) El sistema 


3x+ 2y − z = 1
2x− y + z = −1
x− 2y + z = 2

es un sistema de Cramer, puesto que la matriz de los coeficientes

A =


 3 2 −1

2 −1 1
1 −2 1




tiene por determinante|A| = 4. Aplicando la regla de Cramer se tiene:

x =

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
−1 −1 1

2 −2 1

∣∣∣∣∣∣
4

=
3
4
, y =

∣∣∣∣∣∣
3 1 −1
2 −1 1
1 2 1

∣∣∣∣∣∣
4

=
15
4
, z =

∣∣∣∣∣∣
3 2 1
2 −1 −1
1 −2 −2

∣∣∣∣∣∣
4

= −25
4

(2) El sistema homoǵeneo 


3x+ 2y − z = 0
2x− y + z = 0
x− 2y + z = 0

admite śolo la solucíon trivial x = y = z = 0, ya que la matriz de los coeficientes coincide con la del sistema
anterior y es por tanto un sistema de Cramer.

(3) La regla de Cramer también se puede usar para resolver sistemas de ecuaciones que tengan infinitas soluciones.
Consideremos el siguiente sistema: 


3x+ 2y − 5z + 6t = 4
2x+ y + 3z − t = 2
x− 3y + 2z + 5t = 0

si pasamos los términos en los que aparece la incógnitat al otro lado del signo igual obtendremos:




3x+ 2y − 5z = 4− 6t
2x+ y + 3z = 2 + t

x− 3y + 2z = −5t

Considerando como incógnitas śolo ax, y, z para cada valor det obtendŕıamos un sistema de Cramer, puesto que

∆ =

∣∣∣∣∣∣
3 2 −5
2 1 3
1 −3 2

∣∣∣∣∣∣ 6= 0
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(Comprueba que es cierto lo que afirmamos). Finalmente obtendrı́amos aplicando la regla de Cramer

x =

∣∣∣∣∣∣
4− 6t 2 −5
2 + t 1 3
−5t −3 2

∣∣∣∣∣∣
∆

= 1− 5
3
t, y =

∣∣∣∣∣∣
3 4− 6t −5
2 2 + t 3
1 −5t 2

∣∣∣∣∣∣
∆

=
3
11

+
56
33
t,

z =

∣∣∣∣∣∣
3 2 4− 6t
2 1 2 + t

1 −3 −5t

∣∣∣∣∣∣
∆

= − 1
11

+
29
33
t.

Es decir, el conjunto de soluciones viene expresado por

S =
{

(1− 5
3
λ,

3
11

+
56
33
λ,− 1

11
+

29
33
λ) : λ ∈ R

}
.

2.4. Espacios vectoriales: base y dimensión

Se han estudiado en los epı́grafes anteriores algunos conjuntos que con las operaciones definidas sobre ellos, en
virtud de las propiedades de las mismas, decı́amos que tienen estructura deespacio vectorial. Recordemos por
ejemplo el conjuntoMm×n(R) que tiene estructura de espacio vectorial sobreR con las operaciones “+” (suma
de matrices) y “.” (producto de un escalar por una matriz). Son numerosos e importantes los ejemplos enálgebra
en los que se puede observar esta estructura (ver bibliografı́a).

Todo lo expresado anteriormente se puede generalizar para un conjuntoV , a cuyos elementos le llamaremos
geńericamentevectores, denot́andolos por−→u ,−→v ,−→w , .... y con uncuerpo(ver definicíon en bibliograf́ıa) geńerico
de escalares que denotaremos porK , y a sus elementos con letras griegasλ, µ, ...

Consideramos definidas enV dos operaciones, una interna:−→u + −→v (suma de dos vectores que da otro vector)
y otra externa:λ −→u (producto de un escalar por un vector que da otro vector). Las propiedadesverificadas para
todos los vectores deV y todos los escalares deK , que hacen deV con las operaciones anteriormente citadas un
espacio vectorialson las siguientes:

(1) −→u +−→v = −→v +−→u .

(2) −→u + (−→v +−→w ) = −→u + (−→v +−→w ).

(3) Existe un elemento deV que denotaremos por
−→
0 (elemento neutro) tal que

−→
0 +−→u = −→u .

(4) Para todo vector−→u existe−−→u ∈ V (elemento opuesto) tal que−→u + (−−→u ) =
−→
0 .

(5) 1.−→u = −→u (1 es el elemento unidad deK).

(6) λ(µ−→u ) = (λµ)−→u .

(7) (λ+ µ)−→u = λ−→u + µ−→u .

(8) λ(−→u +−→v ) = λ−→u + λ−→v .

Habitualmente en el caso en que el cuerpo sea el conjunto de los números reales, diremos queV es unespacio
vectorial real.

Ejemplo.El conjuntoR
n = {(x1, x2, ..., xn) : xi ∈ R coni = 1, ..., n} con las operaciones:

(1) (x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ..., yn) = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)
(2) λ(x1, x2, ..., xn) = (λx1, λx2, ..., λxn)
es un espacio vectorial sobreR (Comprúebalo). 2
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2.4.1. Vectores y ecuaciones lineales

Dos importantes conceptos relativos a vectores, las combinaciones lineales y la dependencia lineal, están estre-
chamente relacionadas con los sistemas de ecuaciones lineales.

Combinación lineal. Un vector−→v es combinacíon lineal de los vectores−→v1 ,−→v2 , ...,−→vn si existen escalares
λ1, λ2, ..., λn tales que−→v = λ1

−→v1 + λ2
−→v2 + ...+ λn

−→vn .

Dependencia lineal.Los vectores−→v1 ,−→v2 , ...,−→vn se dice que sonlinealmente dependientessi existe alguna com-
binacíon linealλ1

−→v1 +λ2
−→v2 + ...+λn

−→vn =
−→
0 , en la que alguno de los coeficientes escalaresλi es distinto

de0. En el caso en que esto no sea posible los vectores se dicenlinealmente independientes.

Consideremos el siguiente sistema homogéneo dem ecuaciones conn incógnitas:


a11X1 + a12X2 + · · ·+ a1nXn = 0
a21X1 + a22X2 + · · ·+ a2nXn = 0
............................................... ...

am1X1 + am2X2 + · · ·+ amnXn = 0

Este sistema se puede plantear equivalentemente por la siguiente ecuación vectorial:


a11

a21

...

am1


X1 +




a12

a22

...

am2


X2 + · · ·+




a1n

a2n

...

amn


Xn =




0
0
...

0




Esto es,

X1
−→v1 +X2

−→v2 + · · ·+Xn
−→vn =

−→
0 , donde−→vi =




a1i

a2i

...

ami


 , i = 1, ..., n.

Despúes de los conceptos introducidos anteriormente te proponemos que contestes a las siguientes preguntas.
¿Cómo son los vectores−→v1 ,−→v2 , ...,−→vn si el sistema homogéneo tiene alguna solución no nula? ¿Y si tiene sólo la
solucíon nula?

2.4.2. Subespacios vectoriales

Dado un espacio vectorialV sobre un cuerpoK decimos que un subconjuntoS ⊂ V es un subespacio vectorial,
cuando tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones que están definidas enV . Se puede demostrar
queS ⊂ V es un subespacio vectorial si y sólo si para cualquier par de vectores−→u ,−→v ∈ S y escalaresλ, µ ∈ K

se tieneλ−→u + µ−→v ∈ S.

2.4.3. Subespacio engendrado por un conjunto de vectores. Sistema de generadores. Bases y dimensión de
un espacio vectorial

SeaG = {−→v1 ,−→v2 , ...,−→vn }una coleccíon de vectores de un espacio vectorialV sobre un cuerpoK . Llamaremos
subespacio engendrado porG y lo denotaremos porL(G) al conjunto de todas las combinaciones lineales de
vectores deG. Es decir,L(G) = {λ1

−→v1 + λ2
−→v 2 + · · ·+ λn

−→vn |λ1, λ2, ..., λn ∈ K }
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Se dice queG es unsistema de vectores generadoresdeV siL(G) = V .

Observacíon. Son especialmente importantes los casos de los espacios vectoriales formados por losvectores
libres del planoR

2 y del espacioR
3, por la interpretacíon gŕafica que los conceptos introducidos anteriormente

sugieren. Conceptos que seguro te son familiares, pero es fundamental que los recuerdes ahora, consultando si es
necesario la bibliografı́a recomendada.

En ocasiones es posible eliminar un vector de un sistema generador sin que el subespacio generado se altere. Pero
el vector que eliminemos no puede ser uno cualquiera, sino alguno que se pueda expresar como combinación lineal
de los restantes. La idea de quedarnos con el menor número de generadores posible de todo el espacio vectorial
es la que nos lleva a introducir el concepto debase.

Un sistema de vectores generadores y linealmente independientes de un espacio vectorial recibe el nombre de
base. Se puede demostrar queen todo espacio vectorial existe una base.

En el espacio vectorialRn existe una base que distinguimos de las demás y que llamaremosbase cańonica,
formada por los vectores −→e1 = (1, 0, 0, ..., 0)

−→e2 = (0, 1, 0, ..., 0)
... .....................
−→en = (0, 0, ..., 0, 1)

Puedes comprobar que efectivamente se trata de un sistema de vectores linealmente independientes y generadores.

Ejemplo. Los vectores−→v1 = (1, 1, 1), −→v2 = (1, 1, 0) y −→v3 = (1, 0, 0) forman una base deR3. No sucede lo
mismo con los vectores−→u1 = (1, 1, 1),−→u2 = (2,−1, 3), −→u3 = (1,−5, 3) ya que3−→u1 − 2−→u2 +−→u3 =

−→
0 . 2

En un espacio vectorial dadoV , todas las bases tienen el mismo número de elementos, a ese número se le llama
dimensión del espacio vectorial, la denotaremos pordimV .

Observaciones.
• Despúes de lo visto anteriormente queda demostrado que la dimensión del espacio vectorialRn esn.
• Observa que enRn (en general en cualquier espacio vectorial de dimensión n) n vectores lineamente inde-
pendientes forman una base. Análogamente sucede conn vectores generadores. Nunca puede haber más den
vectores linealmente independientes ni menos den vectores generadores.
• Aunque la dimensión deR

n est́a clara, es muy importante para nosotros establecer algún método que nos pueda
dar la dimensíon de los subespacios generados por vectores deR

n. Supongamos que tenemos el siguiente sistema
de vectores deR4:

−→u1 = (1, 0, 2, 3),−→u2 = (2, 1, 4, 0),−→u3 = (3, 1,−1, 2),−→u4 = (−1, 1,−16,−11)

Queremos calculardimL({−→u1 ,
−→u2 ,
−→u3 ,
−→u4}). La dimensíon de este subespacio será la misma, si sustituimos en

el sistema de vectores generadores, cualquier vector por una combinación lineal de los vectores generadores en
la que necesariamente aparezcaél. Esto se traduce en que podemos hacer operaciones elementales (las que ya
haćıamos con el ḿetodo de Gauss y para la resolución de los determinantes) sin que la dimensión vaŕıe. Es decir,
en nuestro caso particular, poniendo las coordenadas de los vectores como filas de una matriz obtenemos:



−→u1−→u2−→u3−→u4


 =




1 0 2 3
2 1 4 0
3 1 −1 2
−1 1 −16 −11


 =⇒




−→u1−→u2
′

= −→u2 − 2−→u1−→u3
′

= −→u3 − 3−→u1−→u4
′

= −→u4 +−→u 1


 =




1 0 2 3
0 1 0 −6
0 1 −7 −7
0 1 −16 −8


 =⇒
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


−→u1−→u2
′

−→u3
′

−→u4
′ − 2−→u3

′


 =




1 0 2 3
0 1 0 −6
0 0 −7 1
0 0 0 0




Como vemos, se puede deducir fácilmente que la dimensión del subespacio es

dimL({−→u1 ,
−→u2 ,
−→u 3,

−→u4}) = dimL({−→u1 ,
−→u2

′
,−→u3

′
,−→u4

′ − 2−→u3
′}) = 3.

2.4.4. Rango de una matriz. Teorema de Rouché-Frobenius

Consideremos la matrizA = (aij) ∈ Mm×n(R); en ella podemos distinguirm vectores filas pertenecientes a
R

n y n vectores columna pertenecientes aR
m. Denotemos porFi, i = 1, 2, ....,m a los vectores fila y porCj ,

j = 1, 2, ..., n los vectores columna. Enunciamos a continuación un resultado fundamental que hace posible la
definición del concepto de rango de la matrizA.

Dada la matrizA anteriormente introducida, se tiene quedimL(F1, F2, ..., Fm) = dimL(C1, C2, ..., Cn) y a este
número se le denominarango de la matrizA, denot́andose porr(A).

Ejemplo.Puede comprobarse que la matriz

A =


 1 2 −1 1

2 −1 1 −2
0 5 −3 4




tiene rangor(A) = 2. 2

2.4.5. Una método para calcular el rango: los orlados

Es importante que recuerdes el siguiente método pŕactico para calcular el rango de una matriz, llamado a veces
método de los orlados. Dada la matrizA = (aij) ∈ Mm×n(R), consideramos en ella un menorMk de ordenk.
Llamaremosorlado deMk con la columnai y la fila j al determinante obtenido añadiendo aMk los elementos
de la filaj que corresponden en la matrizA a las columnas deMk y añadiendo también a su vez los elementos
de la columnai que corresponden a las filas deMk y el elementoaji, conservando siempre el orden original que
tienen todos los elementos mencionados en la matrizA. Por ejemplo, para la matriz

A =


 1 2 −1 1

2 −1 1 −2
0 5 −3 4




y dado el menor de orden2

M2 =
∣∣∣∣ 1 2

2 −1

∣∣∣∣ ,
el orlado deM2 con la fila3 y la columna4 es el determinante∣∣∣∣∣∣

1 2 1
2 −1 −2
0 5 4

∣∣∣∣∣∣ .
El método de los orladosconsiste en lo siguiente:
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• Tomamos enA un elemento no nulo (menorM1 de orden1).

• Se calculan los orlados deM1 hasta que obtengamos uno que sea distinto de cero. (Si todos los orlados
valen cero se tiene quer(A) = 1).

• A partir de este momento sabemos quer(A) > 2. Procedemos como antes orlando este menor de orden2
hasta que obtengamos uno que sea distinto de cero (Si todos los orlados valen cero se tiener(A) = 2).

• A partir de este momento sabemos quer(A) > 3. Procedemos como antes orlando este menor de orden3
hasta que obtengamos uno que sea distinto de cero (Si todos los orlados valen cero se tiener(A) = 3).

• Aśı sucesivamente hasta obtener el rango de la matrizA.

Tambíen es conveniente que repases las justificaciones teóricas de este ḿetodo, pudíendolas encontrar en cualquier
libro de mateḿaticas generales (ver bibliografı́a recomendada).

2.4.5.1. Teorema de Rouché-Frobenius

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales




a11X1 + a12X2 + ...+ a1nXn = b1
a21X1 + a22X2 + ...+ a2nXn = b2
.............................................. ...

am1X1 + am2X2 + ...+ amnXn = bm

La condicíon necesaria y suficiente para que tenga soluciones (seacompatible) es que el rango de la matriz de los
coeficientesA coincida con el rango de la matriz ampliadaA∗.

Una de las principales aplicaciones de este teorema es la discusión de un sistema de ecuaciones lineales en función
de uno o varios parámetros. Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales y discutamos
seǵun los valores dem. 


(m+ 2)x+ y + z = m− 1
mx+ (m− 1)y + z = m− 1

(m+ 1)x+ (m+ 1)z = m− 1

Denotamos porM la matriz de los coeficientes del sistema y porM∗ la matriz ampliada, es decir:

M =


 m+ 2 1 1

m m− 1 1
m+ 1 0 m+ 1


 y M∗ =


 m+ 2 1 1 m− 1

m m− 1 1 m− 1
m+ 1 0 m+ 1 m− 1




El sistema es compatible⇐⇒ r(M) = r(M∗). Adeḿasdet(M) = m(m+ 1)(m− 1) obteníendose lo siguiente:

Sim 6= 0 y m 6= 1 y m 6= −1⇒ rango(M) = 3 = rango(M∗) y el sistema escompatible y determinado.(Se
deja al lector continuar con la discusión del sistema, examinando qué sucede con los rangosr(M) , r(M∗) en los
deḿas casos).



138 MATEM ÁTICAS

2.5. Valores y vectores propios de una matriz

Consideremos la matriz

A =




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

..... ..... ... .....

an1 an2 ... ann


 ,

entonces la matriz

tIn −A =




t− a11 −a12 ... −a1n

−a21 t− a22 ... −a2n

..... ..... ... .....

−an1 −an2 ... t− ann




se denominamatriz caracterı́stica deA. Su determinante

∆A(t) = det(tIn −A)

lo denominaremospolinomio caracteŕıstico.

Se tiene que

∆A(t) = tn − (a11 + a22 + ...+ ann)tn−1 + pn−2t
n−2 + · · ·+ p1t+ (−1)ndet(A).

Teorema de Cayley-Hamilton.Toda matriz es un cero de su polinomio caracterı́stico.

Ejemplo.Sea la matriz

A =
(

1 2
5 4

)
,

entonces se tiene∆A(t) = t2 − 5t− 6. Puedes comprobar que efectivamente se cumple

A2 − 5A− 6I2 =
(

0 0
0 0

)
.

2

Dos matrices cuadradas de ordenn se dicensemejantescuando existe una matriz no singular (que tiene inversa)
P tal queB = P−1AP .

Propiedad.Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracterı́stico.

Veamos explı́citamente el polinomio caracterı́stico para una matriz de orden 2 y 3. Sin = 2 entonces:

∆A(t) = t2 − (a11 + a22)t+
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣
mientras que sin = 3 se satisface:

∆A(t) = t3 − (a11 + a22 + a33)t2 + (M11 +M22 +M33)t−
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
donde porMij notamos elmenor del elemento de la filai y la columnaj.

Para la matriz geńericaA = (aij) un escalarλ se denominavalor propio , si existe un vector (columna) no nulo−→v
para el queA−→v = λ−→v . Todo vector que satisfagaésta relacíon se denominavector propio deA perteneciente al
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valor propioλ. Es f́acil ver que cada ḿultiplo k−→v de un vector propio es a su vez otro vector propio. El conjunto
Eλ de todos los vectores propios pertenecientes aλ es un subespacio deRn, que se denominaespacio propio de
λ.

Propiedad.SeaA ∈Mn(R). Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a)λ es un valor propio deA.
(b) La matriz caracterı́sticatIn −A es no singular.
(c) λ es una ráız de∆A(t).

El espacio propioEλ seŕa el espacio solución del sistema homogéneo(λIn −A)
−→
X =

−→
0 o bien(A− λIn)

−→
X =−→

0 .

Llamaremosmultiplicidad algebraica del valor propioλ a la multiplicidad deλ como ráız del polinomio carac-
teŕıstico y denominaremosmultiplicidad geométrica deλ a la dimensíon deEλ.

Propiedad.La multiplicidad geoḿetrica de un valor propio es siempre menor o igual que la multiplicidad alge-
braica.

2.6. Diagonalizacíon y formas cańonicas de matrices

Diremos que una matrizA esdiagonalizablesi existe una matriz no singularP tal queD = P−1AP , siendoD
una matriz diagonal.

Propiedad. Una matriz de ordenn es diagonalizable si y sólo si tienen vectores propios linealmente indepen-
dientes y en ese caso los elementos diagonales deD son los valores propios correspondientes, teniéndose adeḿas
queD = P−1AP , dondeP es la matriz cuyas columnas son los vectores propios. En particular esto se cumple
cuando tienen valores propios diferentes.

Ejemplo.Sea la matriz

A =


 4 1 1

2 5 −2
1 1 −2


 ,

entonces se tiene que

∆A(t) = det(tI3 −A) = t3 − 11t2 + 39t− 45 = (t− 3)2(t− 5).

Los valores propios soluciones de la ecuación caracteŕıstica

t3 − 11t2 + 39t− 45 = 0

sonλ1 = 3 y λ2 = 5. Para cada valor propio calculamos las ecuaciones del subespacio propio como sigue:

Eλ1 :


 1 1 −1

2 2 −2
1 1 −1




 x

y

z


 =


 0

0
0


 ,

es decir,x+ y − z = 0, de donde obtenemos dos vectores propios linealmente independientes

−→u = (1,−1, 0) y −→v = (1, 0, 1).

Eλ2 :


 −1 1 −1

2 0 −2
1 1 −3




 x

y

z


 =


 0

0
0


 ,
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es decir, 

−x+ y − z = 0

2x− 2z = 0
x+ y − 3z = 0

⇒
{

x− z = 0
y − 2z = 0

de donde obtenemos el vector propio −→w = (1, 2, 1).

La matrizA es, por tanto, diagonalizable, ya que tiene tres vectores propios linealmente independientes, obte-
niéndose

P =


 1 1 1
−1 0 2

0 1 1


 y P−1AP =


 3 0 0

0 3 0
0 0 5


 .

2

2.6.1. Potencia n-́esima de una matriz diagonalizable

Si A es una matriz diagonalizable conP−1AP = D , despejando tenemos queA = PDP−1. Si queremos
calcularA2 = (PDP−1)(PDP−1) = PD2P−1. Algo parecido ocurre conA3 = A2A = PD2P−1PDP−1 =
PD3P−1. Razonando por inducción se tiene queAn = PDnP−1, con la enorme ventaja que supone el reducir
el problema al ćalculo de la potencian-ésima de una matriz diagonal, que como sabemos se calcula elevando an
todos los elementos de la diagonal principal.

Como ejemplificacíon de lo anteriormente expuesto vamos a calcularAn con

A =


 4 1 1

2 5 −2
1 1 −2


 .

Para ello tendremos que calcular la matriz inversa de

P =


 1 1 1
−1 0 2

0 1 1


 ,

obteniendo que está dada por

P−1 =


 1 0 −1
−1

2 −1
2

3
2

1
2

1
2 −1

2




y por tanto

An = PDnP−1 =


 1 1 1
−1 0 2

0 1 1




 3n 0 0

0 3n 0
0 0 5n




 1 0 −1
−1

2 −1
2

3
2

1
2

1
2 −1

2


 .

2.6.2. Formas cańonicas de matrices

Llamaremosmatriz elemental de Jordan de ordenk y valor propio λ a la matrizJk(λ) de ordenk cuyos
elementos son todos cero menos los de la diagonal principal que son iguales aλ y los que est́an inmediatamente
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por encima de la diagonal principal que son iguales a1. Es decir,

J1(λ) = (λ),

J2(λ) =
(
λ 1
0 λ

)
,

J3(λ) =


 λ 1 0

0 λ 1
0 0 λ


 ,

J4(λ) =




λ 1 0 0
0 λ 1 0
0 0 λ 1
0 0 0 λ


 ,

· · · = · · ·

Se llamamatriz de Jordan a la matriz que se forma yuxtaponiendo matrices elementales Jordan a lo largo de la
diagonal principal, y ceros en el resto, es decir a una matriz del estilo




Jk1(λ1) 0
Jk2(λ2)

. . .

0 Jkr
(λr)




Propiedad. Toda matriz cuadrada es semejante a una matriz de Jordan (real o compleja), que se determina de
formaúnica salvo permutaciones de los bloques diagonales de matrices elementales Jordan que la forman.

En lo que sigue vamos a obtener lasformas cańonicas de Jordanpara matrices déordenes2 y 3.

Consideremosn = 2, sabemos que siA tiene dos valores propiosλ1 y λ2 distintos, entonces es diagonalizable.
El caso interesante lo tenemos cuandoλ1 = λ2.

Ejemplo.Vamos a calcular la forma de Jordan de la matriz

A =
(

0 2
−2 4

)
.

Primero obtenemos∆A(t) = λ2 − 1 = 0, y de aqúı λ1 = λ2 = 2. Puedes comprobar queEλ1 viene expresado
por las ecuacionesx = y. Es decir estarı́a generado por el vector−→u = (1, 1). La matrizA no es por tanto
diagonalizable. Obśervese que(A− λ1I2)2 = 0 siempre que se tengan dos valores propios iguales.

Cogemos ahora un vector del plano que no esté enEλ1 , por ejemplo−→v = (1, 0), ya que se puede comprobar
fácilmente que

(A− λ1I2)
(

1
0

)
=
( −2 2
−2 2

)(
1
0

)
=
( −2
−2

)
= −→w 6= −→0 .

La matrizP de cambio de base que conduce a la forma canónica se construye tomando los vectores−→w y−→v como
columnas respectivas (en este orden), es decir,

P =
( −2 1
−2 0

)

y aśı se puede comprobar fácilmente que

(
2 1
0 2

)
=
( −2 1
−2 0

)−1(
0 2
−2 4

)( −2 1
−2 0

)
.
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2

Consideremos ahora el cason = 3; al igual que en el caso de orden2, la reflexíon que requiere nuestro interés la
encontramos cuando la matrizA no es diagonalizable.

Ejemplo.Vamos a calcular la forma canónica de Jordan de la matriz

A =


 0 3 1

2 −1 −1
−2 −1 −1


 .

Se tiene que
∆A(t) = −λ3 − 2λ2 + 4λ+ 8 = 0,

y de aqúı los valores propios son:

λ1 = 2 (simple) y λ2 = −2 (doble)

Procediendo como en el ejemplo anterior obtenemos

Eλ1 :
{

2x− 3y − z = 0
−4y − 4z = 0

,

subespacio de dimensión1, del que podemos extraer al vector

−→u1 = (1, 1,−1)

como base del mismo. Por otro lado

Eλ2 :
{

2x+ 3y + z = 0
−2y − 2z = 0

y de aqúı observamos que−→v = (1,−1, 1) seŕıa una base del mismo. Es claro que la matriz no es diagonalizable,
ya que no podemos obtener una base de todo el espacio. Para obtener la forma de Jordan procedemos como sigue.

Probamos con

E′
λ2

: (A+ 2I3)2


 x

y

z


 =


 0

0
0


 ,

es decir 
 8 8 0

8 8 0
−8 −8 0




 x

y

z


 =


 0

0
0


 =⇒ x+ y = 0,

que es un subespacio de dimensión2, con base

−→v1 = (1,−1, 0) y −→v2 = (0, 0, 1).

ComoEλ1 y E′
λ2

llenan todo el espacio, podemos elegir ahora una base de manera conveniente para obtener la
matriz de Jordan. La forma de elegirla es la siguiente:

(1) Cogemos un vector deE′
λ2

que no est́e enEλ2 , por ejemplo−→u3 = (0, 0, 1)

(2) Se coge−→u2 = (A+ 2I3)


 0

0
1


 =


 1
−1

1



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(3) La base formada por los vectores{−→u1 ,
−→u2 ,
−→u3} es la que posibilita el cambio de base para obtener la matriz

de Jordan. En otras palabras las columnas de la matrizP son las coordenadas de los vectores−→u1 ,
−→u2 ,
−→u3 ,

obteníendose
 2 0 0

0 −2 1
0 0 −2


 =


 1 1 0

1 −1 0
−1 1 1




−1
 0 3 1

2 −1 −1
−2 −1 −1




 1 1 0

1 −1 0
−1 1 1


 .

2

2.6.3. Potencia n-́esima de una matriz usando la forma canónica de Jordan

De forma ańaloga a como razonábamos para calcular la potencian-ésima de una matriz diagonalizable, se puede
ahora trabajar con una matriz que sea semejante a una forma canónica de Jordan. La idea es la misma,An =
PJnP−1, dondeJ indica la forma cańonica de Jordan a la que reducimos la matrizA.

Para calcularAn en el ejemplo anterior se procederı́a como sigue:


 0 3 1

2 −1 −1
−2 −1 −1




n

=


 1 1 0

1 −1 0
−1 1 1




 2 0 0

0 −2 1
0 0 −2




n
 1 1 0

1 −1 0
−1 1 1




−1

Dejamos para el lector la obtención final de la expresión


 2 0 0

0 −2 1
0 0 −2




n

,

teniendo en cuenta para ello que basta con calcular la potencian-ésima de cada uno de los bloques diagonales, es

decir,2n y

( −2 1
0 −2

)n

, poniendo ceros en el resto.

2.7. Los espacios euclı́deosR
2 y R

3. Producto escalar. Normas y distancias.

La posibilidad de medir longitudes de segmentos yángulos no se da en un espacio vectorial genérico. Para
introducir estos conceptos (longitud de un vector,ángulo entre dos vectores,. . . ) se debe dar la definición de un
producto escalar (una regla que asocie a cada par de vectores un escalar y que cumpla un serie de propiedades).

Más concretemente precisamos a continuación la definicíon geńerica de espacio euclı́deo.

Un espacio vectorial realV se diceeucĺıdeo si hay una regla que asigne a cada par de vectores−→u ,−→v ∈ V un
número real llamadoproducto escalarde los vectores−→u y−→v , que denotaremos por(−→u ,−→v ) (tambíen a veces
por−→u .−→v ), de manera que se cumplan las siguientes propiedades:

• Siḿetrica: (−→u ,−→v ) = (−→v ,−→u ) para todo−→u ,−→v ∈ V.
• Distributiva: (−→u , (−→v +−→w )) = (−→u ,−→v ) + (−→u ,−→w ) para todo−→u ,−→v ,−→w ∈ V.
• (λ−→u ,−→v ) = λ(−→u ,−→v ) para todo−→u ,−→v ∈ V y para todoλ ∈ R.
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• (−→u ,−→u ) > 0 para todo−→u ∈ V, −→u 6= 0

Ejemplos.

(1) R
n se puede dotar del siguiente producto escalar (puedes comprobar las propiedades):

(x1, x2, ..., xn).(y1, y2, ..., yn)=x1y1 + x2y2 + ....+ xnyn

(2) EnR
n tambíen se pueden definir otros productos escalares. Por ejemplo, enR

2 definimos

(x1, x2).(y1, y2) = (x1, x2)
(

1 1
1 2

)
(y1, y2).

Comprueba que cumple todas las propiedades del producto escalar.

En V3 (espacio vectorial real de los vectores libres deR
3) tambíen podemos definir un producto escalar de la

siguiente manera: Si consideramos−→u = (u1, u2, u3) y −→v = (v1, v2, v3) expresiones de los vectores−→u y −→v en
la base cańonica deV3, definimos el producto escalar de esos dos vectores como

−→u .−→v = u1v1 + u2v2 + u3v3.

La norma o longitud de un vector−→u en un espacio euclı́deo de define como

‖−→u ‖ =
√−→u .−→u .

(Obśervese que
√−→u .−→u tiene sentido debido a la propiedad cuarta del producto escalar). Si consideramos−→u =

u1
−→e1 + u2

−→e2 + u3
−→e3 la expresíon del vector en la base canónica, entonces

‖−→u ‖ =
√
u2

1 + u2
2 + u2

3.

El ángulo que forman dos vectores−→u ,−→v ∈ V3 est́a determinado porcos(−→u ,−→v ) =
−→u .−→v

|−→u ||−→v | .

En particular, dosvectores ortogonales−→u y −→v (forman unángulo de 90o) se caracterizan por lacondicíon nece-
saria y suficiente−→u .−→v = 0.

Ejemplo.Dados los vectores−→u = (−1, 2, p) y −→v = (4, p,−3), ¿qúe valor tendŕıa que tener el parámetrop para
que fueran ortogonales? Parece claro que según lo dicho anteriormente la condición es que−→u .−→v = 0 y de aqúı
deducimos que deber serp = −4. 2

2.7.1. Sistemas de vectores ortogonales y ortonormales

Un conjuntoS de vectores deV3 se diceortogonal si cualquier vector deS es ortogonal a todos los demás vectores
del conjunto.

Por ejemplo, los vectores−→u = (2, 1,−1),−→v = (−1, 4, 2) y −→w = (2,−1, 3) forman un sistema ortogonal.

Una propiedad muy importante para este tipo de conjuntos es la siguiente: “Sean−→u ,−→v y −→w vectores no nulos
ortogonales deV3, entonces son linealmente independientes”.

Un conjuntoortogonalde vectoresS se dice que esortonormal cuando todos los vectores del conjunto tienen
norma igual a1.
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Especial importancia tienen las llamadasbases ortonormalesdeV3 en las cuestiones relativas acurvas en R
3,

que desarrollaremos posteriormente en el Capı́tulo 6.

Distancia entre dos puntos.Dados dos puntos deR3, A(a1, a2, a3) y B(b1, b2, b3), se define la distancia entre
ellos como la norma del vector

−→
AB, es decir,

d(A,B) =
∣∣∣−→AB∣∣∣ =

√
(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2

ya que
−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3).

Ejemplo. Como un sencillo ejercicio de la definición de distancia entre dos puntos, puedes comprobar que el
triánguloABC, conA(3,−1, 2),B(0,−4, 2) y C(−3, 2, 1) es iśosceles. 2

2.8. Producto vectorial y producto mixto (o triple)

Sean−→u ,−→v ∈ V3. Se llama producto vectorial de−→u y −→v y lo denotaremos por−→u ×−→v al vector libreque tiene
las siguientes propiedades:

(1) |−→u ×−→v | = |−→u | |−→v | sen(−→u ,−→v )

(2) La direccíon del vector−→u ×−→v es la perpendicular a las direcciones de los vectores−→u y −→v .

(3) El sentido del vector−→u × −→v es el indicado por la siguiente regla práctica: colocamos la mano derecha
con el dedo “coraźon” en posicíon perpendicular a los dedos “pulgar” e “ı́ndice”, de tal forma que el dedo
“pulgar” indique el sentido del vector−→u y el dedo “́ındice” indique el sentido del vector−→v . Entonces el
dedo “coraźon” indica el sentido del vector−→u ×−→v .

Figura 5.1: Regla del sacacorchos para determinar el sentido del producto vectorial.

2.8.1. Propiedades del producto vectorial

(1) −→u ×−→v = −(−→v ×−→u ).

(2) Si−→u y−→v tienen la misma dirección entonces−→u ×−→v =
−→
0 .

(3) λ−→u ×−→v = λ(−→u ×−→v ).
−→u × λ−→v = λ(−→u ×−→v ).

(4) −→u × (−→v +−→w ) = −→u ×−→v +−→u ×−→w .
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2.8.2. Área de un paralelogramo

Consideremos el paralelogramo formado por los puntosA,B,C,D ∈ R
3, de forma que

−→
AB y

−→
DC son paralelos y

representantes del mismo vector libre−→u , y ańalogamente
−→
BC y

−→
AD son paralelos y representan al mismo vector

libre−→v . En estas condiciones no es demasiado complicado demostrar (ver bibliografı́a recomendada) queel área
del paralelogramo viene expresada por|−→u ×−→v |.

0

h

A

B

C

α

Figura 5.2: El producto vectorial de los vectores OA y OB permite obtener el área del paralelogramo OBCA.

2.8.3. Expresíon del producto vectorial en coordenadas cartesianas

Dados los vectores−→u ,−→v ∈ V3 , con coordenadas en la base canónica−→u = (u1, u2, u3) y −→v = (v1, v2, v3) ,
las coordenadas en esa misma base del vector−→u × −→v vienen expresadas por el desarrollo formal del siguiente
determinante, en donde−→e1 ,−→e2 ,−→e3 representan a los vectores de la base canónica deV3:

−→u ×−→v =

∣∣∣∣∣∣
−→e1 −→e2 −→e3
u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ =
(∣∣∣∣ u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣ u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣ u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣
)

Ejemplo.Si−→u = (2,−1, 3) y −→v = (1, 3, 5), entonces−→u ×−→v = (−14,−7, 7). 2

Sean−→u ,−→v ,−→w ∈ V3 , definimos elproducto mixto como la siguiente expresión:

[−→u ,−→v ,−→w ] = −→u .(−→v ×−→w )

Dados los vectores−→u ,−→v y −→w ∈ V3 , con coordenadas en la base canónica−→u = (u1, u2, u3),−→v = (v1, v2, v3)
y −→w = (w1, w2, w3) el valor del producto mixto de los tres vectores viene expresado por:

−→u .(−→v ×−→w ) =

∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣

2.8.4. Propiedades del producto mixto

Si−→u ,−→v y −→w son tres vectores deV3 y λ ∈ R, se tiene:

(1) [−→u ,−→v ,−→w ] = [−→w ,−→u ,−→v ] = [−→v ,−→w ,−→u ] = −[−→u ,−→w ,−→v ] = −[−→w ,−→v ,−→u ].
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(2) λ[−→u ,−→v ,−→w ] = [λ−→u ,−→v ,−→w ] = [−→u , λ−→v ,−→w ] = [−→u ,−→v ,−→λw].

(3) [−→u1 + −→u2 ,
−→v ,−→w ] = [−→u1 ,

−→v ,−→w ] + [−→u2 ,
−→v ,−→w ] , cumplíendose también la propiedad distributiva para las

otras dos variables.

(4) [−→u ,−→v ,−→w ] = 0 si y śolo si los vectores−→u ,−→v y−→w son linealmente independientes.

2.8.5. Volumen de un paraleṕıpedo

Tres vectores deV3 linealmente independientes−→u ,−→v y −→w determinan un paralepı́pedo de v́erticesO, A, B,
C, D, E, F , G, de forma que

−→
OA,

−→
CF,

−→
ED y

−→
CF son vectores que representen a la clase del vector libre−→u .

Análogamente
−→
OC,

−→
AF,
−→
GD,

−−→
BE para−→v y

−→
OB,

−→
AG,
−→
FD,

−→
CE para−→w . En estas condiciones se puede probar

que[−→u ,−→v ,−→w ] determina elvolumendel mencionado paralepı́pedo.

0

B

A

C

Figura 5.3: El producto mixto de OA, OB y OC permite hallar el volumen del paralelepı́pedo que determinan.

2.9. Cónicas enR
2 y cuádricas enR

3

Un doble cono rectoes la figura que genera una rectar al girar alrededor de otra rectas que la corta. La rectas se
denominaeje del cono, y las distintas posiciones der generatrices del cono. El punto de intersección del eje con
las generatrices se denominavértice del cono(ver Figura 5.4).

Toda figura que se obtiene como intersección de un doble cono recto y un plano se denominacónica.

Seǵun las distintas posiciones del plano las cónicas se llaman de forma diferente:

• Si el plano es perpendicular al eje del cono y no pasa por el vértice, obtenemos unacircunferencia. Si el
plano pasa por el v́ertice se obtieneun punto.

• Si el plano no es perpendicular al eje del cono y forman entre ellos unángulo superior al que forman el eje
del cono con cualquiera de las generatrices, obtenemos unaelipse. Si el plano pasa por el vértice se obtiene
un punto(ver Figura 5.5).

• Si el plano es paralelo a alguna de las generatrices obtenemos unaparábola, excepto cuando el plano pasa
por el v́ertice que en cuyo caso se obtiene unarecta(ver Figura 5.6).
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Figura 5.4: Doble cono cuyo vértice está situado en el origen de coordenadas.

• Cuando eĺangulo que forman el plano y el eje es inferior al que forma el eje y las generatrices, obtenemos
unahipérbola, excepto cuando el plano pasa por el vértice que obtendremosdos rectas que se cortan(ver
Figura 5.7).

Los casos excepcionales que aparecen descritos con anterioridad se llamancónicas degeneradas.

2.9.1. Ecuación general de una ćonica

Una ecuacíon de la forma

Ax2 +By2 + Cxy +Dx+ Ey + F = 0

dondeA,B,C,D,E, F ∈ R se denominaecuacíon general de una ćonica.

Todas las secciones cónicas anteriormente descritas verifican formas particulares de esta ecuación. Rećıprocamente
la ecuacíon describe, salvo algunos casos particulares, sólo secciones ćonicas.

Si la escribimos en la formaa11x
2 + 2a12xy+a22y

2 + 2a1x+ 2a2y+a0 = 0 tiene la ventaja de poder encontrar
fácilmente la siguiente forma matricial de la ecuación:

(
x y 1

) a11 a12 a1

a12 a22 a2

a1 a2 a0




 x

y

1


 = 0
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Figura 5.5: Una elipse como intersección de un cono y un plano.

Figura 5.6: Una parábola como intersección de un cono y un plano.

La matriz 
 a11 a12 a1

a12 a22 a2

a1 a2 a0




se denominamatriz asociada a la ćonica.

Ejemplo.La ecuacíon2x2 + 2y2 − 4x+ 6y + 3 = 0 expresada en forma matricial como

(
x y 1

) 2 0 −2
0 2 3
−2 3 3




 x

y

1


 = 0,

representa unacircunferenciade centroC(1,−3
2 ) y radioR =

√
7

2 2
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Figura 5.7: Una hipérbola como intersección de un cono y un plano.

2.9.2. Cuádricas enR
3

Por rotacíon en torno a un eje de las secciones cónicascircunferencia, elipse, parábola e hiṕerbolase obtienen
superficies de revolución enR

3, llamadas respectivamentesuperficie esf́erica, elipsoide, paraboloidee hiperbo-
loide.

Eligiendo de forma adecuada los ejes coordenados las ecuaciones de las mencionadas superficies satisfacen ecua-
ciones bastante sencillas:

Esfera: x2 + y2 + z2 = R2.

Elipsoide:
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Figura 5.8: Un elipsoide en R
3 .

Paraboloide: x2 + y2 = a2z.

Hiperboloide de una hoja:
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1.
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Figura 5.9: Un paraboloide en R
3 .

Sin embargo la situación cambia considerablemente si se somete la superficie a un movimiento (traslación, giro,...)
y aparecen ecuaciones más complicadas en sus expresiones. La forma general de todas estas ecuaciones es la
siguiente:

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Exz + Fyz +Gx+Hy + Iz +K = 0,

dondeA,B,C,D,E, F,G,H, I,K ∈ R.

Análogamente a como hacı́amos con las ćonicas se puede plantear la cuestión de identificar las figuras geométricas
que describe una ecuación como la anterior. Las llamaremossuperficies cúadricas.

Si expresamos la ecuación general de las cuádricas de la siguiente forma:

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13xz + 2a23yz + a33z
2 + 2a1x+ 2a2y + 2a3z + a0 = 0

tenemos la ventaja de poder traducirla fácilmente a forma matricial:

(
x y z

) a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33




 x

y

z


+ 2

(
a1 a2 a3

) x

y

z


+ a0 = 0

Ejemplo.La ecuacíon7x2 +6y2 +5z2−4xy−4yz+14x−8y+10z+6 = 0, que en forma matricial se expresa
como

(
x y z

) 7 −2 0
−2 6 −2

0 −2 5




 x

y

z


+ 2

(
7 −4 5

) x

y

z


+ 6 = 0

mediante un giro y una traslación convenientes se puede convertir en la ecuación delelipsoide de revolución

x2

1
+
y2

2
+

z2

2/3
= 1.

2
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Figura 5.10: Hiperboloides de una hoja y de dos hojas.

2.10. Coordenadas polares, cilı́ndricas y esf́ericas

2.10.1. Coordenadas polares

Un puntoP de R
2 queda totalmente determinado por la distancia de dicho punto al origen de coordenadasO,

que notaremos porρ y el ánguloϕ que forma la rectaOP con el ejeOX (contado en el sentido positivo). Al par
ordenado de ńumeros(ρ, ϕ) se le llamancoordenadas polaresdel puntoP .

0 x

y ρ

ϕ

P

Figura 5.11: Sistema de coordenadas polares en el plano.
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2.10.2. Relacíon entre coordenadas polares y cartesianas rectangulares

Sean(x, y) las coordenadas rectangulares y(ρ, ϕ) las coordenadas polares. Entonces las relaciones entre ellas son
las siguientes:

x = ρ cosϕ
y = ρ senϕ

y despejandoρ y ϕ se tiene

ρ =
√
x2 + y2

tanϕ =
y

x

2.10.3. Coordenadas cilı́ndricas

Consideramos el puntoP (x, y, z) deR
3 y P

′
(x, y, 0) su proyeccíon ortogonal sobre el planoXY . En dicho plano

el puntoP
′

est́a totalmente determinado por sus coordenadas polares(ρ, ϕ), en consecuencia el puntoP estaŕa
ahora totalmente determinado por(ρ, ϕ) y por el valor de la coordenadaz. A la terna de ńumeros reales(ρ, ϕ, z),
se le llamacoordenadas ciĺındricas deP .

P

P ′

0

x

y

z

r

z

ϕ

∂z

∂r

∂ϕ

ρ

Figura 5.12: Sistema de coordenadas cilı́ndricas en el espacio.

Las relaciones entre coordenadas cilı́ndricas y cartesianas rectangulares son las ya conocidas para las coordenadas
polares en el plano.

Ejemplo. Consideremos la superficie dada por su ecuación en coordenadas cilı́ndricasr2 + z2 = c2 , dondec
es una constante. La transformación a coordenadas rectangulares esx2 + y2 + z2 = c2 , que como sabemos
representa a una esfera. 2
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2.10.4. Coordenadas esféricas

ConsideremosP un punto deR3 que no est́e situado en el ejeOZ. P est́a totalmente deteminado por la longitud
ρ deOP,el ánguloϕ que forma el plano determinado porOZ y P con el planoOXZ y el ánguloθ que forma la
rectaOP con el ejeOZ. La terna de ńumeros( ρ, ϕ, θ ) se llamancoordenadas esf́ericas deP respecto alsistema
de referencia polarformado por elpoloO, el plano polarOXZ y el eje polarOZ. Obśervese queρ puede tomar
todos los valores reales positivos,ϕ ∈ [0, 2π) y θ ∈ (0, π).

0

x

y

z

ρ

P

ϕ

θ

Figura 5.13: Sistema de coordenadas esféricas en el espacio.

2.10.5. Relacíon entre coordenadas esféricas y cartesianas rectangulares

Si consideramos el puntoP (x, y, z) , se tienen las siguientes igualdades:

x = ρ sen θ cosϕ
y = ρ sen θ senϕ
z = ρ cos θ

Y despejando de estas expresiones las coordenadas esféricas en funcíon de las cartesianas obtenemos:

ρ =
√
x2 + y2 + z2

tanϕ =
y

x

tan θ =

√
x2 + y2

z

Ejemplo. Consideremos la superficie de ecuación en coordenadas polaressen θ(cosϕ − 3 senϕ) + cos θ = 0.
Dividiendo porcos θ y usando las anteriores relaciones obtendremos√

x2 + y2

z

(
x√

x2 + y2
− 3

y√
x2 + y2

)
+ 1 = 0

y simplificando se tiene finalmentex− 3y + z = 0 que como sabemos expresa la ecuación de un plano que pasa
por el origen de coordenadas. 2
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2.11. Aplicaciones lineales

SeanV y W espacios vectoriales sobre el cuerpoK. Una aplicacíon f : V → W se dicelineal si cumple las
siguientes propiedades:

(1) f(−→u +−→v ) = f(−→u ) + f(−→v ) para todo−→u ,−→v ∈ V
(2) f(λ−→u ) = λf(−→u ) para todo−→u ∈ V y para todoλ ∈ K.

Cuandof es una aplicación lineal biyectiva diremos que es unisomorfismo. Si es inyectiva le llamaremosmono-
morfismo y si es sobreyectiva diremos que es unepimorfismo.

Ejemplo.Si consideramos la matrizA ∈Mm×n(R) la aplicacíonf : R
m → R

n definida por

f((x1, x2, ..., xn)) = A




x1

x2

...

xn




eslineal. Habitualmente se le denominaaplicación lineal asociada a la matrizA. 2

Observacíon. Consideremos la aplicación linealf : V →W , se verifica:
(1) f(

−→
0 ) =

−→
0 .

(2) f(−−→u ) = −f(−→u ) para todo−→u ∈ V .

2.11.1. Núcleo e imagen de una aplicación lineal

Consideremos la aplicación linealf : V → W , denominaremosnúcleo def al conjunto de vectores deV cuya
imagen porf es el vector

−→
0 deW . Es decir,

Ker f =
{−→u ∈ V | f(−→u ) =

−→
0
}

Denominaremosimágen def al siguiente conjunto:

Im f = {f(−→u )| −→u ∈ V }
Se verifican las siguientes propiedades:

(1) Ker f es unsubespacio deV y ańalogamenteIm f es unsubespacio deW .

(2) Si −→v1 ,−→v2 , ...,−→vn es unabasedeV , se tiene quef(−→v1 ), f(−→v2 ), ..., f(−→vn) es unsistema de generadoresde
Im f.

(3) dim(Ker f) + dim(Im f) = dimV

(4) La aplicacíon linealf esmonomorfismosi y śolo si Ker f = {−→0 }

2.11.2. Matriz asociada a una aplicación lineal

De manera ańaloga a como vimos que dada una matrizA ∈ Mm×n(R) surǵıa una aplicacíon lineal asociada
f : R

m → R
n, podemos pensar recı́procamente si dada una aplicación lineal existe una matriz asociada. Puesto
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que todo espacio vectorial posee una base, un aplicación linealf : V → W estaŕa uńıvocamente determinada
por las iḿagenes de los elementos de la base. En el caso en que tratemos con espacios vectoriales de dimen-
sión finita, se puede dar una importante relación entre las aplicaciones lineales y las matrices. Supongamos que
dimV = m y dimW = n , considerando bases de los respectivos espacios vectoriales formadas por los vectores
BV = {−→v1 ,−→v2 , ...,−→vn } ⊂ V y BW = {−→w1,

−→w2, ...,
−→wm } ⊂ W . Consideremos la expresión en la baseBW de los

vectores
{
f(
−→
v1), f(−→v2 ), ..., f(−→vn )

}
, es decir,

f(−→v1 ) = α11
−→w1 + α21

−→w2 + · · ·+ αm1
−→wm

f(−→v2 ) = α12
−→w1 + α22

−→w2 + · · ·+ αm2
−→wm

... ............................................

f(−→vm) = α1m
−→w1 + α2m

−→w2 + · · ·+ αmm
−→wm

Estas igualdades las podemos escribir en notación más abreviada como

f(−→vj ) =
m∑

i=1

αij
−→wi, j = 1, 2, ..., n.

Despúes de esto diremos que la matriz

A =




α11 α12 .... α1n

α21 α22 .... α2n

.... ..... .... ....

αm1 αm2 .... αmn




es lamatriz def con respecto a las basesBV yBW .

Ejemplo. (1) Consideremos la aplicaciónf : R
2 → R

3 dada porf(−→u ) = (x+y, 2(x+y), 3x−y) para cualquier−→u = (x, y) ∈ R
2. Puedes comprobar fácilmente que la matriz asociada af con respecto a las bases canónicas

seŕıa

A =


 1 1

2 2
3 −1




(2) Una rotacíonRα (rotacíon deánguloα en el plano alrededor del origen en sentido positivo) es una aplicación
linealRα : R

2 → R
2 , que tiene como matriz asociada

(
cosα − senα
senα cosα

)
.

2

Parece claro que la expresión de la matriz asociada a una aplicación lineal cambia si cambiamos las bases que
prefijamos en los dos espacios vectoriales. Pero¿sabŕıamos encontrar una relación entre dos matrices asociadas
a una misma aplicación lineal, aunque referidas a bases distintas?

Te introduciremos en esta cuestión con un ejemplo. Supongamos que una aplicación linealf : R
2 → R

2 tiene
asociada en la base canónica la matriz

A =
(

6 −2
6 −1

)

y queremos encontrar la expresión de la matriz asociada af en la base−→u1 = (1, 2),−→u2 = (2, 3). Lamatriz cambio
de base(ver bibliograf́ıa recomendada) viene expresada por

C =
(

1 2
2 3

)
.
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Esto te recordamos que quiere decir que considerados como vectores columna, por ejemplo el vector−→v = t(2, 5)
expresado en la base canónica, tiene como coordenadas en la nueva base, el resultado de efectuar

(
1 2
2 3

)−1(
2
5

)
=
( −3 2

2 −1

)(
2
5

)
=
(

4
−1

)
.

De esta forma la matriz de la aplicación linealf expresada en la base{−→u1 ,
−→u2} vendŕıa dada por

A
′

=
(

1 2
2 3

)−1(
6 −2
6 −1

)(
1 2
2 3

)
=
(

2 0
0 3

)
.

Intenta razonar por qué (consulta la bibliografı́a recomendada).

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ÓN DE LOS CONOCIMIENTOS

A.5.1. Utilizar el método de Gauss en los siguientes sistemas:




2x+ y − 4z = 14
−x+ 5y − z = 1
2x− 4y − z = 13



−x− y − z = 2
−5x+ 5y − z = 1
2x− 4y + 5z = 13




3x+ 2y − 5z + 6t = 4
2x+ y + 3z − t = 2
x− 3y + 2z + 5t = 0

A.5.2. Considerar las siguientes matrices:

A =
(

1 2 3
4 5 6

)
, B =

(
1 −1 2
0 3 −5

)
, C =

(
1 −2 3
4 5 −6

)
, D =

(
3 0 2
−7 1 8

)

y calcularA+B; C +D ; 3A− 5B ; 2C − 3D .

A.5.3. CalcularAB y BA (cuando sea posible) siendoA y B las siguientes matrices:

(a)A =
(

1 3
2 −1

)
y B =

(
2 0 −4
3 −2 6

)

(b) A =


 2 −1

1 0
−3 4


 y B =

(
1 −2 −5
3 4 0

)

(c)A =
(

2 3 −1
4 −2 5

)
y B =


 2 −1 0 6

1 3 −5 1
4 1 −2 2




A.5.4. Resolver la siguiente ecuación matricial(X −A)B = C, dondeB es una matriz invertible.

A.5.5. Encontrar todas las matricesM de la formaM =
(
x y

x t

)
que conmutan con la matrizA =

(
1 1
0 1

)
.

A.5.6. Determinar las matricesA y B, tales que




3A− 2B =
(

2 −3
4 1

)

2A+ 7B =
(

6 2
4 5

)
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A.5.7. Para completar la idea del método que sugerimos en el texto para calcular la matriz inversa sin usar deter-
minantes, responder a las siguientes cuestiones:

(a) Explicar las razones en las que se basa el método descrito anteriormente para calcular la matriz inversa.

(b) Aplı́carlo en el ćalculo de matrices inversas deórdenes superiores a dos. Por ejemplo demostrar que


 1 3 −2
−5 0 1

1 4 −3




−1

=


 2

3 −1
6 −1

2
7
3

1
6 −3

2
10
3

1
6 −5

2




A.5.8. Determinar usando determinantes si las siguientes matrices son invertibles y calcular su inversa en el caso
de que exista:

A =
(

3 5
2 3

)
, B =


 1 2 −4
−1 −1 5

2 7 −3


 , C =


 1 3 −4

1 5 −1
3 13 −6


 .

A.5.9. CalcularAn para las siguientes matrices:

A =
(
a 2
0 a

)
, A =


 a 0 0

0 b 0
0 0 c


 , A =


 0 a b

0 0 a

0 0 0




A.5.10. A continuacíon se propone completar el siguiente cuadro hasta obtener el determinante de una matriz

2× 2,A =
(
a11 a12

a21 a22

)
.

Permutaciones No de inversiones Producto
12
21

A.5.11. Demostrar usando la Regla de Sarrus que

∣∣∣∣∣∣
1 4 1
2 0 5
−5 2 9

∣∣∣∣∣∣ = −178 y

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 2 2 3
0 0 −6 −4
0 0 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 24

A.5.12. Calcular los determinantes propuestos en el ejercicio anterior, pero desarrollando esta vez por los elemen-
tos de sus filas o columnas.

A.5.13. Responder a las siguientes cuestiones:

(a) ¿Ćomo se puede calcular el determinante de una matriz triangular superior? ¿Y de una inferior?

(b) SiA es una matriz condet(A) = 5 ¿Cuanto valedet(A−1)? (Indicacíon:AA−1 = In, aplicar despúes
la propiedad(8) de los determinantes).

A.5.14. Calcular los siguientes determinantes:

∣∣∣∣∣∣
1 x x2

1 y y2

1 z z2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
t+ 3 −1 1

5 t− 3 1
6 −6 t+ 4

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

5 4 2 1
2 5 1 −2
−5 −7 −3 9

1 −2 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
A.5.15. Consideremos los vectores deR

3, −→u1 = (1, 1, 1),−→u2 = (1, 2, 3) y −→u3 = (2,−1, 1). Escribir el vector−→u = (1,−2, 5) como combinacíon lineal de los anteriores.
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A.5.16. Determinar si los vectores−→u1 = (1, 1, 1),−→u2 = (2,−1, 3),−→u3 = (1,−5, 3) son linealmente dependientes
o independientes.

A.5.17. Demostrar que cualquier conjunto de vectores que contenga el vector
−→
0 es linealmente dependiente.

A.5.18. Determinar si los siguientes vectores son linealmente independientes y en caso de no serlo expresar uno
de ellos como combinación lineal de los otros:

(a)−→u1 = (1, 0, 1),−→u2 = (1, 2, 3),−→u3 = (3, 2, 5).

(b) −→u1 = (1, 0, 1),−→u2 = (1, 1, 1),−→u3 = (0, 1, 1).

A.5.19. Determinara y b para que los siguientes vectores sean linealmente dependientes:

−→u1 = (3,−2,−1, 3),−→u2 = (1, 0, 2, 4),−→u3 = (1,−3, a, b)

A.5.20. Estudiar para qúe valores de los parámetrosa y b son compatibles los siguientes sistemas y resolverlos
cuando sea posible:


x+ 2y + 2z = 2
2x− y + 3z = 2
5x− y + az = 6




ax− y + z = 2x
x+ 2ay − az = y

x+ ay − z = 0




ax+ y + z = 1
x+ ay + z = b

x+ y + az = b2

A.5.21. Determinar si son o no diagonalizables cada una de las siguientes matrices, y en el caso en que lo sean
calcular la potencian-ésima:

(a)
(

4 2
3 −1

)

(b)
(

5 1
−4 1

)
,

(c)
(

2 −5
1 −2

)
,

(d)
(

2 4
3 1

)
,

(e)


 4 1 −1

2 5 −2
1 1 2


,

(f)


 −3 1 −1
−7 5 −1
−6 −6 −2


,

(g)


 1 2 3

0 2 3
0 0 3


.

A.5.22. Estudiar la posibilidad de diagonalizar la matriz
 a −1 1

0 1 3
0 2 2




seǵun los distintos valores del parámetroa.

A.5.23. Determinar los valores dexn eyn, para todon > 0, sabiendo que

xn+1 = 2xn + 4yn

yn+1 = 3xn + yn

y quex0 = 1 ey0 = 2.
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A.5.24. Calcular la forma de Jordan de las matrices

A =


 −1 2 −3

0 1 −1
1 −1 2


 y B =


 0 1 −1

1 0 1
1 −1 2




indicando la matrizP de cambio de base.

A.5.25. Estudiar si la matriz

A =


 0 1 0

1 0 0
0 0 2




es diagonalizable.

A.5.26. Dada la matriz

A =


 a 1 1

1 a 1
1 1 a




estudiar para que valores dea es diagonalizable.

A.5.27. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales:

(a)
{

2(D − 2)y1 + (D − 1)y2 = ex

(D + 3)y1 + y2 = 0

(b)




(D + 6)y1 + 3y2 − 14y3 = 0
−4y1 + (D − 3)y2 + 8y3 = 0

2y1 + y2 + (D − 5)y3 = sen t

A.5.28. Demostrar que el producto definido enV3 por −→u .−→v = (u1 − u2)(v1 − v2) + u2v2 + a3b3, −→u =
(u1, u2, u3) y −→v = (v1, v2, v3) es un producto escalar. ¿Cuánto vale‖−→u ‖ con este producto?

A.5.29. Sabiendo queABCD es un cuadrado, conA(2, 0,
√

2), B(1, 1, 0) y C(0, y, z), hallar las coordenadas
que faltan enC.

A.5.30. SeaABCDA
′
B

′
C

′
D

′
un paraleṕıpedo. Sabiendo queA(0, 1, 1), B(−2, 1, 0), C(1, 1, 3) y A

′
(2, 0, 1),

hallar los v́ertices restantes y el volumen del mencionado paralepı́pedo.

A.5.31. ¿Qúe tipo de ćonica representan las siguientes ecuaciones?

x2 + y2 − 4x+ 2y − 4 = 0; 4x2 + 9y2 − 8x+ 36y − 104 = 0.

A.5.32. ¿Qúe tipo de cúadrica representan las siguientes ecuaciones?

x2 + y2 + z2 − 2x− 4y − 2z + 2 = 0; 4x2 + y2 + 4z2 − 8x− 8y − 8z + 11 = 0.

A.5.33. Consideremos la aplicación f : R
3 → R

3 dada por las expresiones referidas a coordenadas en la base
cańonicaf(x, y, z) = (x+ y, z, y − z) . Se pide:

(a) Demostrar que es una aplicación lineal y encontrar la matriz asociada en la base canónica.

(b) ¿Cúal es la expresión de la matriz asociada en la base formada por los vectores−→u1 = (1, 0, 1), −→u2 =
(0, 1, 1),−→u3 = (1, 0, 0)?
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4. ACTIVIDADES PR ÁCTICAS DEL CAP ÍTULO

4.1. Introducción

La pŕactica se va a realizar con el programa de cálculo mateḿaticoDERIVE for Windows, versíon 4.05, de Soft
Warehouse.DERIVE for Windows permite realizar ćalculos y manipulaciones matemáticas de carácter general,
lo cual significa que realiza muchas cosas de forma aceptable aunque no tiene la potencia de otros programas
espećıficos. No obstante,DERIVE for Windows permite realizar todos los cálculos que un usuario medio puede
necesitar.

Antes de comenzar la práctica seŕa conveniente que recordemos brevemente la ‘botonera’ deDERIVE for Win-
dows (ver Figura 5.14), ya que simplifica enormemente la introducción de datos y la realización de ćalculos. Los
botones permiten realizar las siguientes tareas (de izquierda a derecha):New (abrir una nueva hoja de trabajo),
Open (abrir una hoja de trabajo existente),Save (guardar la sesión de trabajo),Print (imprimir la sesíon de tra-
bajo),Remove (eliminar la expresíon marcada),Unremove (recuperar láultima expresíon eliminada),Renumber
(renumerar las expresiones),Author expression (introducir una expresión sencilla),Author vector (introdu-
cir un vector),Author matrix (introducir una matriz),Simplify (simplificar),Approximate (calcular un valor
aproximado),Solve (resolver algebraicamente o numéricamente una expresión),Substitute for variables
(realizar una sustitución),Calculate limit (calcular un ĺımite),Calculate derivative (calcular una deriva-
da),Calculate integral (calcular una integral),Calculate sum (calcular una suma),Calculate product
(calcular un producto),2D-plot window (realizar un gŕafico bidimensional) y3D-plot window (realizar un
gráfico tridimensional).

Figura 5.14: El uso de la ‘botonera’ de DERIVE for Windows nos puede simplificar mucho el trabajo. Otro elemento
interesante es la existencia de ‘teclas calientes’ que nos permiten evitar los menús, con lo que se gana
en rapidez.

En esta pŕactica vamos a manipular vectores y matrices de cualquier orden, resolver sistemas de ecuaciones linea-
les, operar matrices (cálculo de la matriz inversa, suma, producto) y calcular los valores y vectores propios de una
matriz. Por tanto, debemos saber en primer lugar cómo introducir estos datos en el programa. Aunque algunas
aplicaciones funcionan sin cargar ningún paquete adicional, es conveniente que para esta práctica se cargue la
utilidadVECTOR.MTH mediante las opcionesFile|Load|Utility.

4.2. Introducción de vectores y matrices

Para introducir un vector enDERIVE for Windows tenemos dos formas: particular y general. La forma par-
ticular se obtiene seleccionando las opcionesAuthor|Vector y nos aparece la ventana de la Figura 5.15, de-
mand́andonos la dimensión del vector. Una vez introducida dicha dimensión (por ejemplo, 4) nos aparece una
nueva ventana (ver Figura 5.16) para que vayamos introduciendo los elementos del vector.

La forma general consiste en seleccionar las opcionesAuthor|Expression e introducir un vector en la forma
[x1,x2,...,xn], dondexi son los diferentes elementos del vector. Por ejemplo, el vector(2, 1,−3) se introdu-
cirı́a como[2,1,-3]; debemos notar que los vectores deben estar delimitados por los corchetes[] y no por los
paŕentesis() o las llaves{}.

Análogamente, podemos introducir una matriz de dos formas distintas. La forma particular consiste en seleccionar
las opcionesAuthor|Matrix y nos aparece la ventana de la Figura 5.17 donde debemos indicar el número de
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Figura 5.15: Ventana para introducir la dimensión de un vector.

Figura 5.16: Ventana para introducir los elementos de un vector.

filas (Rows) y de columnas (Columns). A continuacíon debemos completar los elementos de la matriz (ver Figura
5.18).

Figura 5.17: Ventana para introducir las dimensiones de una matriz.

La forma general consiste, como antes, en seleccionar las opcionesAuthor|Expression e introducir la matriz
en la forma[f1,f2,...,fm], donde cadafi es una fila de la matriz. Por ejemplo, la matriz de orden3 × 3
siguiente 

 1 2 3
1 4 9
1 8 27




se introduciŕıa como sigue:[[1,2,3], [1,4,9], [1,8,27]]. Notemos que los delimitadores de las matrices
son tambíen los corchetes y no los paréntesis ni las llaves.
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Figura 5.18: Ventana para introducir los elementos de una matriz.

Ejercicio. Introducir los siguientes vectores y matrices:

(−1, x2, a) (3/5, 0.15, x− y)
( −1 −3

4 −x
)

4.3. Sistemas de ecuaciones lineales

Como es natural, los elementos de un vector pueden ser cualquier expresión válida enDERIVE for Windows, no
sólo números. Por ejemplo, un sistema de ecuaciones lineales es un vector cuyos elementos son ecuaciones; ası́,
el sistema de ecuaciones lineales

3x+ 2y = 5
4x+ 3y = 2

se introduciŕıa aśı: [3x+2y=5, 4x+3y=2]. Una vez introducido el sistema podemos resolverlo de dos formas
distintas: directamente o a través de meńus. En el primer caso debemos introducir la expresiónSolve(#1,[x,y])
(suponiendo que el sistema es la lı́nea ńumero 1) y nos aparecerá la solucíon: [x=11 y=-14]. En el segundo caso,
debemos seleccionar el botónSolve de la botonera y nos aparecerá la ventana de la Figura 5.19; ahora basta pulsar
el bot́on Simplify .

Cuando necesitemos utilizar un vector o una matriz en varias expresiones, lo conveniente es almacenarla en una
variable. Por ejemplo, podemos escribirv:=[1,2,3] o a:=[[1,2],[3,4]].

Ejercicio. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

{
2x+ 3y = 12
4x− 7y = −3




3x+ 4y − 2z = 5
4x− 3y + 9z = −3
5x− 4y + 2z = 1

4.4. Operaciones b́asicas con vectores y matrices

Con DERIVE for Windows podemos sumar, restar y multiplicar matrices, siempre que las dimensiones sean
apropiadas. Pero conDERIVE for Windows podemos realizar otro tipo de productos: el producto escalar y el
producto vectorial de dos vectores. La sintaxis de estas operaciones figura en la siguiente tabla:
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Figura 5.19: Ventana para resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Operacíon Sintaxis
Suma dea y b a + b

Resta dea y b a - b

Producto dea y b a . b

Producto dea por un escalart t*a ó ta

Producto escalar dev y w v . w

Producto vectorial dev y w CROSS(v,w)

a y b son vectores o matrices con las dimensiones apropiadas.

Observemos que para no confundir el punto decimal ‘.’ con el punto de las operaciones producto anteriores,
debemos dejar un espacio en blanco antes y después del punto; ası́, no es v́alido indicar el producto dea y b
comoa.b ó a. b ó a .b. En relacíon con el producto vectorial debemos hacer una precisión: si los vectores
son tridimensionales, entoncesCROSS(v,w) devuelve el producto vectorial dev y w, pero si los vectores son de
dimensíon dos entoncesCROSS(v,w) devuelve el determinante dev y w.

Ejercicio. Calcular las siguientes operaciones:

• (1, 2, 3) + (2, 4, 6), (2, 4, 8)− (4, 9, 13)
• El producto escalar de(5(−1, 3, 5) + 2(3, 2, 1)) y (−1,−3,−5).
• El producto vectorial de(3, 8,−1) y (3, 1, 10).

4.5. Funciones de manipulacíon

Para manipular los elementos de un vector o matriz,DERIVE for Windows dispone de numerosas funciones,
todas ellas con una sintaxis muy intuitiva. A continuación listamos las ḿas importantes.

IDENTITY MATRIX(n): Construye la matriz identidad de ordenn.

DIMENSION(a): Determina el ńumero de elementos o el número de filas dea, seǵuna sea un vector o una matriz.
Por ejemplo,DIMENSION([x,y,z]) es 3.
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SUB: Es un sufijo que permite extraer un elemento de un vector o una fila de una matriz. Por ejemplo,[a,b,c]
SUB 2 aparece en pantalla como[a,b,c]2 y se simplifica ab. Sin embargo[[1,2],[3,4]] SUB 1
permite extraer la primera fila de la matriz, es decir,[1,2], por lo que[[1,2],[3,4]] SUB 1 SUB 2
identifica al segundo elemento de la primera fila, es decir,2.

ELEMENT(v,n): Extrae el elementon-ésimo del vectorv.

ELEMENT(a,m,n): Extrae el elemento(m,n) (fila m y columnan) de la matriza.

APPEND(v1,v2,...,vn): Concatena dos o ḿas vectores. Por ejemplo,APPEND([3,1],[2,4]) produce como
resultado el vector[3,1,2,4]. Sia es una matriz, entoncesAPPEND(a) produce un vector cuyos elementos
son todos los elementos de la matriz.

DELETE ELEMENT(v,n): Elimina el elementon-ésimo del vectorv. Si v es una matriz, entonces se borra la fila
n-ésima.

INSERT ELEMENT(u,v,n): Agrega el elementou al vectorv antes del elementon-ésimo. Por ejemplo,
INSERT ELEMENT(d,[a,b,c],2)

da lugar al vector[a,d,b,c]. Si se omiten, entonces el elemento se coloca al principio del vector, y si el
valor den es uno ḿas que la dimensión del vector, el nuevo elemento se colocará al final del vector.

REPLACE ELEMENT(u,v,n): Reemplaza eln-ésimo elemento del vectorv por la expresíonu. Por ejemplo,
REPLACE ELEMENT(d,[a,b,c],2)

da lugar al vector[a,d,c]. Si se omiten, entonces el elemento reemplazado será el primero.

REVERSE VECTOR(v): Construye un nuevo vector cambiando de orden los elementos del vectorv. Aśı,
REVERSE VECTOR([1,2,3,4])

produce el vector[4,3,2,1].

SELECT(u,k,v): Produce un nuevo vector con los elementosk del vectorv tales queu(k) es cierto. Por ejemplo,
SELECT(PRIME(k),k,[1,2,3,4,5,6]) produce el vector[1,2,3,5] formado por los ńumeros primos
que hay en el vector original.

SELECT(u,k,m,n,s): Permite seleccionar los elementosk de la sucesión que empieza enm, acaba enn y est́a
construida con un pasos tales queu(k) es cierta. Por defectos = 1, de forma que

SELECT(PRIME(k),k,1,100)
da lugar a un vector cuyos elementos son los números primos entre 1 y 100.

Ejercicio. Generar todos los números pares entre 1 y 100 y todos los números impares entre 100 y 200. (En este
ejercicio debe utilizarse la funciónFLOOR(n), que genera la parte entera del númeron).

4.6. Operaciones con matrices

Las operaciones tı́picas con matrices están disponibles enDERIVE for Windows. La sintaxis que debe utilizarse
aparece en la siguiente tabla:

Operacíon Sintaxis
Matriz inversa dem m ∧ −1

Matriz traspuesta dem m‘
Matriz adjunta dem ADJOINT(m)

Traza de la matrizm TRACE(m)

Determinante de la matrizm DET(m)

Producto de las matricesm y n m . n

Exponenciacíon dem: mk m ∧ k
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Ejercicio. Se consideran las siguentes matrices:

a =


 1 2 3
−1 2 −3

3 5 7


 b =


 1 2 3

5 7 11
13 17 19




Calculara−1, at + b, (a+ bt)−1, (a10 − b−5)3, det(a2 + b2).

Ejercicio. Resolver la siguiente ecuación: ∣∣∣∣∣∣
x 2 3
1 2 3
4 4 6

∣∣∣∣∣∣ = 0.

4.7. Cálculo de los valores y vectores propios

Aunque no es estrictamente necesario, es conveniente calcular el polinomio caracterı́stico, ya que sus raı́ces son
los valores propios. Para ello disponemos de la función

CHARPOLY(a,t)

que desarrolla el polinomio caracterı́stico de la matriza en t́erminos de la variablet. Por ejemplo,CHARPOLY([[2,
3], [a, b]], t) producet2 − (b+ 2)t− 3a+ 2b.

Para el ćalculo de los valores propios disponemos de la función

EIGENVALUES(a,t)

que determina los valores propios de la matriza en t́erminos de la variablet.

Cómo es muy frecuente que los polinomios de grado superior a cuatro no se puedan factorizar por métodos
racionales, y la factorización de polinomios de grado cuatro es de una complejidad enorme, la función anterior
sólo esútil para matrices de orden2×2 o 3×3. En consecuencia, suele ser habitual calcular primero el polinomio
caracteŕıstico y posteriormente utilizar ḿetodos aproximados para determinar sus raı́ces (es decir, los valores
propios de la matriz).

Una vez determinados los valores propios de una matrizA, disponemos de dos funciones para calcular los vectores
propios asociados:

EXACT EIGENVECTOR(A,µ): Se utiliza cuandoµ es un valor propio exacto de la matrizA. Cuandoµ es una
aproximacíon a un valor propio, entonces la matrizA−µI no es singular, por lo que esta función devolveŕıa
el vector cero como solución.

APPROX EIGENVECTOR(A,µ): Aproxima a un vector propio nuḿerico deA cuyo valor propio asociado es apro-
ximado porµ y el resultado es un vector de norma uno. Naturalmente,µ no debe ser un valor propio
exacto. Para mayor generalidad, podemos multiplicar el resultado por un parámetro, por ejemplo@1. Los
paŕametros enDERIVE for Windows se indican por@1, @2, @3, .... Por ejemplo, un resultado como
[@1,3@2,-5@1] es lo que usualmente se escribe como[s,3t,-5s].
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Ejercicio. Hallar el polinomio caracterı́stico, los valores propios y los vectores propios asociados de la siguiente
matriz: 



−2 1 1 1 1
1 −3 −1 0 −1
1 −1 1 0 −3
1 0 0 3 0
1 −1 −3 0 2



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6. PREGUNTAS DE EVALUACI ÓN

E.5.1. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones según los valores dea y b:

ax+ by + z = 1
x+ aby + z = b

x+ by + az = 1

E.5.2. Hallar la inversa de la siguiente matriz siempre que sea posible:

A =




x 1 0 0
0 x 1 0
0 0 x 1
0 0 0 x




E.5.3. Encontrar la dimensión y una base del subespacio vectorial generado por los vectores−→u1 = (1, 0, 0,−1),−→u2 = (2, 1, 1, 0), −→u3 = (1, 1, 1, 1), −→u4 = (1, 2, 3, 4) y −→u5 = (0, 1, 2, 3). Determinar las ecuaciones
cartesianas de este subespacio.
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E.5.4. Decidir cúales de las siguientes matrices pueden reducirse a una matriz diagonal y encontrar matricesPi

que hagan posible la diagonalización (P−1AiP = Di):

(a)A1 =


 −1 3 1
−3 5 −1
−3 3 1


,

(b) A2 =


 4 −1 −1

1 2 −1
1 −1 2


,

(c)A3 =




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


 .

E.5.5. Calcular la forma de Jordan de

A =


 0 1 0

1 0 0
0 0 2




y utilizarla para determinarA7.

E.5.6. Hallar las ecuaciones que describen los subespaciosKer f e Im f dondef : R
3 → R

3 es la aplicacíon
lineal definida porf(x, y, z) = (x+ 2y + z,−x+ 2y, 2y + z).

E.5.7. ¿Qúe tipo de ćonica es la que viene dada por la ecuación 9x2 − 18x + 4y2 − 24y + 9 = 0? ¿Qúe tipo de
cuádrica es la que viene dada por la ecuación4x2 + 2y2 + z2 − 8x− 12y − 4z + 22 = 0?
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