CAPITULO 4
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

Tipo y orden de una ecudxi diferencial

Ecuaciones de primer orden exactas
Solucbn de una ecuan diferencial

Ecuaciones lineales de segundo orden

Ecuaciones de primer orden separables e Método de los coeficientes indeterminados

Ecuaciones de primer orden honéogas

Método de variaéin de paametros

Ecuaciones de primer orden lineales

Ecuaciones lineales de orden superior

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP {TULO

2.1. Definiciones y conceptosdsicos

Unaecuacbn diferencial es una ecua6h en la que interviene una fugci inddgnita y una o varias de sus deri-

vadas. Este tipo de ecuaciones aparece en el estudio de numerdasosrfesfsicos y qimicos: desintegraén

radiactiva, crecimiento de poblaciones, reaccionésgas, problemas gravitatorios, etc. No es exagerado afir-

mar que la naturaleza se describe por medio de ecuaciones diferenciales, de modo que un conocimiento de esta
Gltima materia nos ayudaia entender mejor los fémenos naturales.

Las ecuaciones diferenciales se pueden clasifiéaichmente, atendiendo a dos criterios:

(1) TIPO: Silafuncbn indgnita contiene unanica variable independiente, entonces la e@rese denomina
ecuacbn diferencial ordinaria, abreviadamente E.D.O. En otro caso, cuando la @micicognita contiene
dos o nés variables independientes, la ecaacse dice que es urecuacbn diferencial en derivadas
parciales

(2) ORDEN: Es la derivada de ordenas alto que aparece en la ec@aciliferencial.

Es innecesario decir que el estudio de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales requsamrEaasas t
matendticas que eén fuera del alcance del alumno, por lo que nos restringiremosaliiarde las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Consideremos una ecuanidiferencial ordinaria

F(x,y,y',y",...)=0.
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Diremos que una funény = f(z) es una soluéin de la ecuatin diferencial si la ecuatn se satisface al sustituir
en ellay y sus derivadas paf(z) y sus derivadas respectivas.

La solucibn generalde una ecuadh diferencial ordinaria es una fudciy = f(z,c1,co,...) dependiente de
una o varias constantes tal que cualquier s6ludie la ecuadin diferencial se obtiene dando valores e#ijpmrs

a una o nas de las constantes. Cuando damos valores concretos a todas las constantes dérlaysakreil,
surge unasolucion particular. Geonetricamente, la soluoh general de una ecuaai diferencial de primer
orden representa una familia de curvas, denominagiags solucbn, una para cada valor concreto asignado a la
constante arbitraria.

En la pactica, la determinagn de las constantes que aparecen en la solugéneral se realiza a partir de las

condiciones inicialeslel problema. Las condiciones iniciales del problema son los valores que adquiereda funci
solucbn o sus derivadas en determinados puntos. Por ejemplo, para un@edlisgiencial de primer orden

Y = F(z,y),

una condiddn inicial se expresé en la forma

y(w0) = yo-

En consecuencig,= f(x) es soluddn sif'(z) = F(x, f(x)) para todo valor de en cierto intervalo, yf (xg) =
Yo-

2.2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

Una ecuadn diferencial ordinaria de primer orden es una edrade la forma

y = F(z,y),

dondeF es una fund@n que depende de las variableg y. Esta clase de ecuaciones diferenciales son de las
mas sencillas, y su resoluiei se puede realizar utilizando diversasrticas. Describimos a continuakilas nas
importantes.

2.2.1. Ecuaciones separables

Una ecuadin diferencial de primer orden se dice queseparablesi puede escribirse en la forma

dy
dondeM (z) es una fund@n continua que@o depende de y N(y) es una fundén continua quedo depende
dey. Para resolver este tipo de ecuaciones se utiliza el procedimies&pdeacbn de variables que consiste
en situar todos losetminos que contienen a la izquierda (o la derecha) del signo de igualdad, y todos los
terminos que contienemen el lado contrario. A continuam se integran ambos miembros de la igualdad, cada
uno respecto de la variable correspondiente. En consecuencia, ldaaligrie dada por

/M(:L')dfr+/N(y)dy: C.
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2.2.2. Ecuaciones homogneas

Una funcbn z = f(z,y) se dice que esomogenea de grado rsi

f(tx’ty) = t"f(x,y),

donden es un imero real.

Unaecuacbn diferencial homogeneaes cualquier ecuaon diferencial que se puede escribir en la forma
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0,
dondeM y N son funciones homda@mpeas del mismo grado. La ecu@tianterior puede escribirse como
y =F(z,y),

donde la fundn F' satisfaceF'(tz, ty) = F(x,y).

Este tipo de ecuaciones diferenciales se convierten en ecuaciones separables tras un cambio de variables. Con-
cretamente sj’ = F(z,y) es una ecuaéh homo@nea, entonces el cambio de variaple vz, dondev es una

funcion derivable dex, transforma la ecua@n anterior en una nueva ecuacidiferencial en las variablesy v

gue es separable.

2.2.3. Ecuaciones lineales

Una ecuadin diferencial lineal de primer orden es toda ectiacjue se puede escribir en la forma

Y + P(x)y = Q(x),

dondeP y @ son funciones continuas de

La resolucbn de este tipo de ecuaciones se consigue utilizandectada de los factores integrantes. fdaotor
integrante es una fund@n u(z) tal que al multiplicarla por el lado izquierdo de la ec@eacse obtiene la derivada
del productau(z)y, es decir,

w@)y' +u(z)P(r)y = ——=
Es facil probar que un factor integrante es la fuomci
U(Z‘) _ efP(m)dm

Entonces la soludin de la ecuadin diferencial es

y=e" fP(m)dx/Q(x)efP(m)dde +C.

Hay ecuaciones no lineales que se transforman, mediante una sastddeicuada, en una ecuatlineal. Entre
estas ecuaciones debemos destacecuacdn diferencial de Bernoulli, que puede escribirse como

Y + P(z)y = Q(x)y".

Esta ecuadin es lineal sh = 0 y de variables separablesisi= 1. Para otros valores dg el cambio de variable
z = y'~" transforma la ecua@n anterior en la siguiente ecuanilineal:

2+ (1—=n)P(x)z=(1-n)Q(x).
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2.2.4. Ecuaciones exactas

Esta secd@n debe estudiarse degsudel @lculo diferencial en varias variables, ya que se hace uso del concepto
de derivada parcial.

Una ecuadn diferencial de la forma
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

se dice que es unecuacbn diferencial exactasi existe una funéin f de dos variables e y, con derivadas
parciales continuas, tal que
of

5j%w=M®w) y

of

a_y(x7y) = N(x’y)'

La solucbn general de la ecudni esf(x,y) = C.

No toda ecuaéin diferencial es exacta. Entonceshipo podemos distinguir las que son de las que no lo son? El
siguiente resultado nos da la sofuti

SiM y N tienen derivadas parciales continuas en un disco abierto entonces laaditeencialM (x, y)dx +

N(z,y)dy = 0 es exacta si y solamente si

OM  ON

oy Oz’
Debemos hacer notar que la exactitud es una camdextremadamentedgil, ya que peques alteraciones en
una ecuadin exacta pueden hacer que se pierda dicha propiedad. Por ejemplo, lardifacencial

(xy* + x)dx + y2*dy = 0
es exacta, pero si dividimos poy entonces la ecudm resultante
(v* 4 1)dz + zydy = 0

ya no es exacta.

2.3. Ecuaciones lineales de segundo orden

Una ecuadn diferencial lineal de segundo orden es una eéuatiferencial que puede escribirse en la forma
y" + P(z)y + Qz)y = R(z),

dondeP, @ y R son funciones continuas deen un cierto intervalo. Se dice que la ecadaceshomogeneasi
R(zx) = 0 para todar. En otro caso, la ecudm se dice que as0 homogenea

La resolucbn de las ecuaciones diferenciales de segundo orden lemmeag se apoya en dos resultadasidos:
la combinadbn lineal de dos soluciones es otra sahugiy toda solu@n es combinadin lineal de dos soluciones
independientes. &b concretamente, tenemos los siguientes resultados.

(1) Siy1(z) e y2(x) son soluciones de una ecuatidiferencial homognea yc; y ¢ son dos constantes,
entonces

y(x) = c1y1(x) + caya(w)
es una soluéin de la misma ecuam diferencial.
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(2) Siy () eya(x) son soluciones linealmente independientes (ninguna de ellas eltiplorde la otra) de
una ecuadn diferencial homognea de segundo orden, entonces la sbiugeneral e§tdada por

y(x) = cry1(w) + caya(z),
dondec; y ¢o son dos constantes.

En general, encontrar las soluciones de una ebnal® segundo orden (hontagea o no homdmea) es ditil,
a veces imposible. Sin embargo, si las funciofey () son constantes, entonces siempre se pueden hallar
soluciones. En los siguientes apartados describirbosdacerlo.

2.3.1. Ecuaciones lineales de coeficientes constantes hoamaas

Consideremos la ecudci de segundo orden con coeficientes constantes siguiente:
y" +ay’ + by = 0.
Las soluciones de dicha ecuacise determinan a partir de lasaes de la ecuatn
r>+ar+b=0,

denominada&cuacbn caracteristica. Se pueden presentar las siguientes tres posibilidades:

(1) Radces reales diferente§ir, # r, son las races reales distintas de la ecuattaractdstica, entonces la
solucbn general es
Yy = 6167'11' + 0267-27;.

(2) Radces reales igualesSi r; = ry son las réces reales iguales de la ecuacticaractdstica, entonces la
solucbn general es

y=c1e"" + cowe™” = (¢ + cox)e™”.

(3) Rdces complejasSir, = a+ iy re = o — i son las reces complejas de la ecuéni caractdstica,
entonces la ecuam general es

y = c1e%" cos(fBx) + coe™” sen(fx).

2.3.2. Ecuaciones lineales de coeficientes constantes no hoenegs

Consideremos la ecu&ci de segundo orden con coeficientes constantes siguiente:
y" +ay’ +by = R(z).
En la lisqueda de las soluciones de dicha e@mg¢uega un papel importante la solucide la ecuaéin
v +ay +by=0

denominada&cuacbn homogenea asociadaEl siguiente resultado nos resuelve la ecoiaci

La solucbn general de la ecuaniy” + ay’' + by = R(x) se puede escribir como
y(@) = yn(z) + yp(2),

en dondey;, (x) es la soludn general de la ecudei homognea asociadawg (x) es una solu@n particular.

El problema que se nos presenta ahora es la deterrindeila soludiny, (z). Describimos a continua@h dos
técnicas.
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2.3.2.1. Metodo de los coeficientes indeterminados

Si la funcbn R(x) consiste en la suma o producto de factores de los siguientes tipos:

(I) Polinbmico: 2™,

(1) Exponenciale™,
(1)  Trigononetrico: cos Sz, sen B,
entonces podemos hallar una sotucparticulary, (z) por el método de los coeficientes indeterminados. La clave
consiste en conjeturar que la sofutiy,, es de una forma especial, la cual depende de lagurgi Las reglas
que deben seguirse son:

(1) Si R(x) es un polinomio (tipo 1), entonces se prueba con un polinomio del mismo grado.

(2) Si R(z) es exponencial (tipo 1), entonces se prueba deft.

(3) Si R(z) es trigononrétrico (tipo 11l), entonces se prueba cdreos Sz + Bsen fx.

(4) Si R(x) es la suma o producto de factores anteriores, entonces se prueba con la suma o producto, respecti-
vamente, de las correspondientes soluciones particulares.

(5) Sicualquier &rmino dey, es soluddn de la ecuadin homo@nea asociada, se multipliga por z (0 22 si
es necesario).

2.3.2.2. Metodo de variadn de paametros

El método de los coeficientes indeterminados descrito anteriormente funciona bien sida fafxci est formada
por polinomios, exponenciales o funciones trigotticas (senos y cosenos). Ladazay que buscarla en que
las derivadas de este tipo de funciones no sas oomplicadas que las funciones originales. Esto no ocurre, por
ejemplo, con funciones comog'z 0 tan .
El método de variadin de paametros parte de la supoginiquey, () tiene la misma forma qug, («), excepto
que las constantes y ¢, se sustituyen por dos funciones(z) y us(z). El método consiste en lo siguiente:
(1) Hallar la solucbn generay, (z) = c1y1(x) + coya(x).
(2) Sustituir las constantes por funciones para forgpée) = uq (z)y1 () + uz(z)y2(z).
(3) Resolver el siguiente sistema pafay u):
Uiy +ugy = 0
uyyr +usys = R(x)

(4) Integrar para hallati; y us.
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2.4. Ecuaciones lineales de orden superior con coeficientes constantes

Consideremos la ecu@ci de ordem con coeficientes constantes siguiente:
y™ +ap_1y™ Y 4+t ary + agy = 0.
Las soluciones de dicha ecu@cise determinan a partir de laso@s de la ecuatn
P " agr +ag = 0,
denominada&cuacbn caracteristica.

Cada réz r de la ecuadn caractdstica genera uretmino de la soluén de acuerdo con las siguientes reglas:

(1) r esraz real: Sim es la multiplicidad de como raz de la ecuadin caractdstica, entonces colabora a la
solucbn general con
y = C(z)e’™,

dondeC'(z) es un polinomio de grada — 1.

(2) r = a+i8 es rdz compleja:Sim es la multiplicidad de como raz de la ecuaéin caractdstica, entonces
r colabora a la solubn general con

y = e (Cy(z) cos(Bx) + Co(x) sen(fx)),

dondeC () y Ca(x) son polinomios de grade — 1.

En consecuencia, la soldci general de la ecuani de ordem se obtiene como sigue. Sean ro, ..., g, las
raices reales distintas de la ecuatcaractéstica con multiplicidadesi,, mo, ..., m, respectivamente, y sean
21 =a1Fif1, 20 = ag+ifs, ..., 20 = ap T i, las races complejas distintas de la ecdsccon multiplicidades
ni, ne, ..., Ny, respectivamente. Entonces la ecbaageneral de la ecudi diferencial lineal homadgnea de
ordenn viene dada por

k

¢
yn(x) = Z Ci(z)e"* + Z eI (D{ (z) cos(Bjx) + Dj(x) sen(ﬁjm)) )

i=1

dondeC;(z) es un polinomio de grade,; — 1 parai = 1, ..., k, y DJ(z), D}(z) son polinomios de grade, — 1
paraj =1,...,¢.

Para finalizar, baste indicar que para obtener una soiygarticular de la ecuam diferencial de orden no

homogenea se pueden utilizar los do®twmdos descritos anteriormente para el caso de orden 2: coeficientes
indeterminados y variagh de paametros.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.4.1. Hallar la solucbn general de las siguientes ecuaciones diferencialiesp@® la soludn particular dada
por las condiciones iniciales que en cada caso se indican.

Y +ky=0k#0 y0)=1,9(0)=0

v + ky = senx y(0) =2,4/(0) =1

y'+2 =3y=0  y(0)=1,91)=0
y' =y =0 y(0)=-3,4(0) =2
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y'+Py=0w#0  y(0)=-2,4(0)=1
y'+2y =3y=6  y(0)=19(0)=-1
y" — 1y = 2senx y(0) =1,4'(0) =0
y' =3y +2y="5"  y(0)=0,y'(0) = -1
y' =6y +9y=¢*  y(l)=1,y(2) = -2
y" — 1y =5e” — sen(2x) y(0)=1,4'(0) =0
y' +4y =tanx  y(0)=1,%(0) =0
y'+2y +ty=e€"  y(0)=0y(1)=-3
y" =3y +2y/=0  y(0)=1,9(0)=0,y"(0)=1
y" —y=0 y(0)=1y(0)=-1,4"(0)=0
y" +3y" —dy =xe *  y(0)=0,/(0) = 1,4"(0) = 2

y" 4+ = cosecx

y@ —16y =0
y W4y =z+1

A.4.2. Se sabe que en un horno de&mica, la velocidad a que se calienta un cuerpo es proporcianal &2,
dondeT'(t) representa la temperatura del cuerpo que se calienta, medida en gradpsdest yt mide el
tiempo en minutos. Se introduce un cuerpo a temperatura infay 2e observa que al cabo de un minuto
su temperatura €&,/3°C. Determinar la funéin que nos permite expresar la temperatura del cuerpo en
funcion del tiempo.

A.4.3. Un grupo de bblogos ha determinado que la velocidad de aumento de una pmbleihormigas rojas
cabezonas es proporcional @éimero de individuos de dicha poblani Sabiendo que al cabo de 2 meses la
poblacbn se ha duplicado, calcularanto tiempo tiene que transcurrir para que la poblasiea el triple
de lainicial.

A.4.4. Sedin la ley de enfriamiento de Newton, la velocidad a que séaaofcalienta un cuerpo es proporcional
a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la temperatura del ambiente. Si un objet@astesdé
100°C a80°C en veinte minutos, siendo la temperatura del ambieng®de, calcular el tiempo que ha de
pasar para que la temperatura del cuerpo s&aUe.

A.4.5. En cierto cultivo de bacterias, la velocidad de crecimiento de la pdlias proporcional al cuadrado de
la poblacon presente.

(1) Sila poblacbn despés de 3 horas es d&* individuos y al cabo de dos horasames det x 10*
individuos, calcular cuantos individuos Halen un principio.

(2) Sabiendo que despade 4 horas la poblari se ha duplicado, ¢&lsea la poblachn presente al cabo
de 6 horas?

A.4.6. Un barco retrasa su movimiento por la dgte la resistencia del agua, que es proporcional a la velocidad
del barco. La velocidad inicial del barco es 10 metros/segundo y al cabo de 5 segundos su velocidad es 8
metros/segundo. Calcular al cabo dawio tiempo su velocidad sede 1 metro/segundo.

A.4.7. El fondo de un defsito de 300 litros de capacidad @&stubierto de sal. Suponiendo que la velocidad
con que se disuelve la sal es proporcional a la diferencia entre la conc@mtesicel instante dado y la
concentradn de la disolu@n saturada (1 kilogramo de sal para 3 litros de agua) y sabiendo que al cabo
de un minuto la cantidad de sal disueltal¢8 de kilogramo, hallar la cantidad de sal que contéridr
disolucbn al cabo de una hora.

A.4.8. Cuando se introduce glucosa pda\ntravenosa a velocidad constante, el cambio en la concentraci
globalc(t) de glucosa en sangre con respecto al tiempo viene descrito por la siguientéedlifecencial

de_ G 4
dt — 100V ’
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dondeG denota la velocidad constante a que se suministra la glutoea,el volumen total de la sangre
en el cuerpo Y es una constante positiva que depende del paciente. Calcular larfune nos permite
expresar la concentraui de glucosa en sangre en furcdel tiempo.

A.4.9. Una fia mdiana comeriz a nevar y contindl nevando a velocidad constante a lo largo dal duna
maquina quitanieves comeha trabajar a las doce del mediadquitando nieve a velocidad constante
(volumen por unidad de tiempo). Desde la una hasta las dos@satemente la mitad de lo que hab
avanzado desde las doce hasta la una. Calcular la hora en quebeamar.

A.4.10. En la conservaéin de alimentos, el &rar de c@ia sufre un proceso de inveseiy se transforma en
glucosa y fructosa. En soluciones diluidas, el ritmo de inberss proporcional a la concentraweiy(t) del
aZicar inalterada. Sila concentranies 1/50 cuandb= 0y 1/200 tras 3 horas, hallar la concenttacdel
aZlcar inalterada despsa de 6 y 12 horas.

A.4.11. Sedin las leyes de la termodimica, el flujo del calor a tré&s de una superficie plana es ortogonal a las
curvas isotermas. Suponiendo que el flujo de calor describe una trayectoria dgda pbfr, dondeC' es
una constante no nula, obtener las curvas isotermas.

A.4.12. La tasa de crecimiento de una pobfatide moscas de la fruta en un instante dado es proporcional al
tamdio de la pobladn en dicho momento. Si hay 180 moscas déspiel segundoid del experimento y
300 moscas desps del cuartoid, ¢ c@ntas moscas haboriginalmente?

A.4.13. El ritmo de desintegracn del radio es proporcional a la cantidad presente en un instante dado. Hallar el
porcentaje de una muestra actual que queedbcabo de 25f®s si la vida media del radio es de 160®s.

A.4.14. En una reac@in qumica, un cierto compuesto se transforma en otra sustancia a un ritmo proporcional a
la cantidad no transformada. Si halinicialmente 20gr. de la sustancia original y 16gr. tras 1 hora, &&n qu
momento se habrtransformado el 75% de dicho compuesto?

4. ACTIVIDADES PR ACTICAS DEL CAP iTULO

4.1. Introduccion

La practica se va a realizar con el programa dkeglo materatico DERIVE for Windows, versbn 4.05, de Soft
WarehouseDERIVE for Windows permite realizar @lculos y manipulaciones matéticas de cacter general,

lo cual significa que realiza muchas cosas de forma aceptable aunque no tiene la potencia de otros programas
espedicos. No obstantedDERIVE for Windows permite realizar todos losatculos que un usuario medio puede
necesitar.

En esta pactica nos vamos a centrar en la resdlnale ecuaciones diferencialé¥ER/VE for Windows resuelve
todas las ecuaciones diferenciales de primer grado y primer orden median&tdasnas conocidos (variables
separadas, ecuaciones diferenciales lineales, ecuaciones exactas, factores integraDeR/ &t fpr Windows
proporciona, siempre que puede, la sddacexpicita de la ecuadn diferencial. No obstante, es posible que
DERIVE for Windows ofrezca una solubn que dependa de una integral no resoluble algebraicamente.

Antes de comenzar la @ctica se conveniente que recordemos brevemente la ‘botoner@&rRIVE for Win-
dows (ver Figura 4.1), ya que simplifica enormemente la introdutde datos y la realizam de @lculos. Los
botones permiten realizar las siguientes tareas (de izquierda a derBehdabrir una nueva hoja de trabajo),
Open (abrir una hoja de trabajo existentejve (guardar la seén de trabajo)Print (imprimir la sesbn de tra-
bajo),Remove (eliminar la expre€in marcada)ynremove (recuperar ldiltima expresin eliminada)Renumber
(renumerar las expresionesjthor expression (introducir una expreén sencilla) Author vector (introdu-
cir un vector) Author matrix (introducir una matriz)Simplify (simplificar),Approximate (calcular un valor
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aproximado)Solve (resolver algebraicamente o naritamente una exprési), Substitute for variables
(realizar una sustituén),Calculate limit (calcular unimite),Calculate derivative (calcular una deriva-
da),Calculate integral (calcular una integralGalculate sum (calcular una sumafialculate product
(calcular un producto)2D-plot window (realizar un gafico bidimensional) \8BD-plot window (realizar un
gréfico tridimensional).

D|=(@| & mfofea] . [ofid] =[x[&[5%] m]a]r]s|m| ~|%

Figura 4.1: El uso de la ‘botonera’ de DERIVE for Windows nos puede simplificar mucho el trabajo. Otro elemento
interesante es la existencia de ‘teclas calientes’ que nos permiten evitar los menUs, con lo que se gana
en rapidez.

4.2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

Para poder resolver ecuaciones diferenciales de primer orden es necesario tener cargado en el ordenador la utilidad
ODE1.MTH, lo cual se consigue seleccionando las opciétide | Load |Math 0 File|Load|Utility. Esta utili-

dad proporciona una serie de funciones que nos permiten resolver las ecuaciones diferenciales utilizando distintos
métodos.

Resolver la ecuadny’ = e* 1Y + e¥ y encontrar la soludn que pasa por el punt@, 1)

La ecuadbn diferencial es de la forma
Y = p(z)q(y),

siendop(z) una expregin cualquiera (no tiene por §wser un polinomio) que no dependeyde dondeg(y) es
una expregin cualquiera que no dependexdeEntonces debemos utilizar la fuboide DERIVE for Windows

SEPARABLE(p,q,%,y,a,b),

dondea y b son los valores de e y para los cuales queremos una sdugparticular. En nuestro caso, debemos
introducir la expre€in SEPARABLE (#e"x+1,#e"y,x,y,0,1) y obtendremos como resultado! —e=¥ = % +

x — 1. Para obteney en funcbn dex debemos seleccionar las opciogedve | Algebaically, con la opabn
Variable igual ay, y obtendremos

y=1—In(—e*" —¢e® +e+1)
Resolver la ecuadn diferencialkry’ + y = y? In(z)

Observemos en primer lugar que el miembro de la izquierda coincide con la derivada de@a fun@specto

de z, por lo que parece aconsejado hacer el cambio de variable xy. Entonces la ecuamn se transfor-
ma en la siguientez’ = z~21In(z)z2%, que puede resolverse por kchica de variables separables haciendo
SEPARABLE (Ln(x)/x"2,z"2,x%,z,a,b). La solucbn obtenida es

In(z) In(a) 1 1
T a r z a b
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Para obteney en funcbn dex debemos seleccionar las opciosesve | Algebaically, conlaopobnVariable
igual az, y obtendremos
abx

o abln(z) — bz In(a) + z(a — b) + ab’

Comoz = xy entonces la soluén a nuestra ecudm esy = z/x, es decir

ab
abln(z) — bz In(a) + z(a — b) + ab’

y:

Resolver la ecuadbnzy’ — 4y + 222 + 4 = 0y hallar la solucbn particular que pasa por el puntd, 1)

La ecuaddn puede ponerse en la forma+ p(x)y = ¢(z), dondep(x) y ¢(x) son expresiones cualesquiera que
sblo dependen de. Entonces podemos resolver este tipo de ecuaciones mediante la orden

LINEAR1(p,q,X%,y,a,b),

dondea y b son las condiciones iniciales. En nuestro caso, escribifiBARL (-4/x,-2x-4/x%,x,y,1,1) para
obtener como soluén

Yy = —zt 42?41
Resolver la ecuabh diferencial(z + y)dx + (y — x)dy = 0, hallando la soluddn que pasa por el puntd, 1)

Este tipo de ecuatn diferencial es homamea, lo cual significa que es de la forgla= r(z,y), donder es
una funcoén tal quer(az, ay) = r(z,y) para todo aimeroa. Para resolver este tipo de ecuacio@sSRIVE for
Windows dispone de la orden

HOMOGENEQUS(r,x,y,a,b),

dondea y b son las condiciones iniciales. En nuestro caso, escribHOBM8GENEQUS ( (x+y) / (x~y) ,x,y,1,1)
y obtenemos
.,2+y2
Yy N—=E) 7
ATAN(—) LN(|z]) - ——=——= — — = LN(z
~) T LN(lz)) 5 1 (z)
Para comprobar que la solbaihallada es la correcta, podemos utilizar la fanci

IMP_DIF (ATAN(y/x)+LN(|x|)-LN((x~2+y~2)/2)/2-pi/4-LN(x))-(x+y)/(x-y),

cuyo resultado es cero, garantizando que la sofueincontrada es buena. Para utilizar la fancanterior es
necesario haber cargado la utilidztF_APPS . MTH.

En ocasiones no sabemos si la fulrci- es homo@nea, quias por su complicadh al no estar lo bastante
simplificada. Para estos casd®ERIVE for Windows dispone de la funéin HOMOGENEQUS_TEST(r,x,y).

Si el resultado es una furizi que no depende de entonces es una fun@n homo@nea. En nuestro caso
HOMOGENEQUS_TEST ((x+y) / (x-y) ,x,y) esigual ay — e~ Y.
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Resolver la ecuabny’ = 1 + sec(1 + x + y)

Para resolver ecuaciones diferenciales de la fogima r(u), dondeu es una fundn lineal con coeficientes
constantes de e y (es deciru = az + by + ¢, cona, b, c constantes)DERIVE for Windows pone a nuestra
disposicon el comando

FUN_LIN_CCF(r,a,b,c,x,y,p,q),

dondep y q son las condiciones iniciales. En nuestro caso, escribimos

FUN_LIN_CCF(1+SEC(1+y+x),1,1,1,%,7,p,q)

y la solucbn general obtenida es:

\/gln\/gcos(x—l—y—i—l —sen(z +y+1)+3
V3cos(x +y+1)+sen(z+y+1)+3

V3cos(p+q+1)+sen(p+q+1)++3

)
)
6
V3 \/gcos(p—f—q—&—l;—sen(p—f—q—&—l)—i—\/g
6

rt+y—p—
N

En este caso resulta imposible despgjaomo funcon expicita dezx.
Resolverlaecuadbny’ = (z+y —1)/(z — y)

Con este ejercicio vamos a ilustramo resolver ecuaciones diferenciales de la forma

, <ax+by+c)
y=r{———
pr+qy+k

dondeq, b, ¢, p, q, k son constantes que cumplen la conficig — bp # 0, ya que de lo contrario estamos en
el caso lineal DERIVE for Windows resuelve este tipo de ecuaciones utilizando la siguientedanci

LIN FRAC(r,a,b,c,p,q,k,x,y,A,B)
donde 4,B) son las condiciones iniciales. En nuestro caso debemos teclear
LIN_FRAC((x+y-1)/(x-y),1,1,-1,1,-1,0,%,7,0,0)

y obtenemos la siguiente soldai en forma imgkita:

2y — 1 1
ATAN <2y 1) +LN(]2z — 1)) — 5LN(2gc2 —2r+ 2y —2y+1)— % =LN(2z — 1) — i
.
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Resolver la ecuadi diferencialy® — 5zy + (zy? — 322)y’ =0

Uno de los netodos nas potentes para la resoléside ecuaciones diferenciales de primer orden consiste en buscar
factores integrantes. Dada la ecd@ei(z, y) + ¢(x, y)y’ = 0, ésta se podrresolver si existe una furdm u(x, y)

qgue multiplicada por la ecudmi anterior la convierta en exacta. La manera de comprobar que unarfures la
candidata consiste en calcular

EXACT_TEST (up,uq,Xx,y)
Si el resultado es cero, entonces la s@odmplicita viene dada por
USE_INTEG_FCTR(u,p,q,x,y,a,b).

donde &,b) son las condiciones iniciales.

El problema en todo caso es encontrar el factor integrante. Para ayu@dtROBE for Windows dispone de la
siguiente fund@n:

MONOMIAL_TEST(p,q,X%,y)
Si el resultado es del tipgy™ entonces
USE_INTEG_FCTR((x"m) (y"n),p,q,%X,y,a,b)

nos da la solucin general de la ecudri.

En nuestro casMONOMIAL_TEST (2y~3-5xy,xy~2-3x"2,x,y) proporciona como resultado 27y =16, Por tan-

to la solucén es ) )

5225y15 B 132:26y13

dondeC' es una constante apropiada.

+C =0,

4.3. Ejercicios de aplicaddn

A continuacdn se enuncian unos ejercicios sobre reséludie ecuaciones diferenciales. Si el alumno encuentra
alguna dificultad debe revisar detenidamente los ejemplos anteriores.

a) Hallar la curva solu@n de la ecuadin

y/2

1+y2 —y——=——"—=a
y VY e
que pasa por el pun{®, a).
b) Resolver la ecuadn3y?y’ —ay® =z +1

c) Resolver la ecuabny/ze'/* = —x + yel/®
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d) Resolverlaecuabny’ = (3z + y)/(x — 2y)
e) Resolver la ecuadny/(z + yIny) =y

f) Resolver la ecuabhdzy + 3y* —  + (2 + 2zy)y’ =0

4.4. Ecuaciones diferenciales de segundo orden

Para poder resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden es necesario tener cargado en el ordenador la
utilidad ODE2 . MTH, lo cual se consigue seleccionando las opcidfids | Load |Math 0 File|Load|Utility.

Esta utilidad proporciona una serie de funciones que nos permiten resolver las ecuaciones diferenciales utilizando
distintos netodos.

Resolver la ecuadn diferencialy” — 3y’ + 2y = e* senx

La ecuaddn esde laformg” +p(x)y' +q(z) = r(x), queDERIVE for Windows puede resolver en determinados
casos. El comando general que utiliR&RIVE for Windows es el siguiente

DSOLVE2(p,q,r,x,cl,c2)

DERIVE for Windows trata de encontrar la soldri explicita general de la ecuddxi anterior en funéin de las
constantes1 y c2. Debemos hacer notar que los didsmos argumentos pueden omitirse o sustituirse por otros
nombres. Cuand®ERIVE for Windows no puede encontrar una soléij el comand®S0LVE2 devuelve la
palabra inapplicable’.

En estos casos, podemos ejecutar el comando

LIN2_TEST(p,q,x)

y si el resultado es una constarie entonces podemos resolver la ecéadaitilizando las siguientes funciones:

e Si K > 0, la solucbn venda dada poLIN2_P0S(p,q,r,x).
e Si K <0, lasolucén vendé dada poL.IN2_NEG(p,q,Tr,x).

e Si K =0, la solucbn vendé dada poLIN2_0(p,q,r,x).

En los tres casos, se obtiene la sabmogeneral exfitita dependiendo de dos constantes arbitrariags c2.

DSOLVE2 puede encontraratilmente una soludh cuandop y ¢ son constantes. Cuandoes una constante
simbdlica, el resultado puede adquirir una forma complicada. La soiymiiede contener integrales involucrando

la funcion r(x). En todo caso, para comprobar que el resultado es correcto, podemos sustituirlo en Enecuaci
y" +p(@)y +q(z) —r(z) =0.

En el caso que estamos analizan@;) = —3, ¢(x) = 2y r(z) = e* senz, por lo que la soluéin vendé dada
porDSOLVE2(-3,2,#e"x SIN x,x).
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Resolver la ecuaon diferencialy” — L + 42%y = 422 sen(z?)

En este caso, las funciongsq y r eséin dadas pop(r) = —1/z, q(x) = 422 y r(x) = 422 sen(x?), por lo que

la solucbn vendra dada pobSOLVE2 (-1/x,4x"2,4x"2 SIN(x"2),x). Sin embargo, el programa devuelve la
palabra inapplicable’, por lo que debemos resolverla de otro modo.

En primer lugar debemos ejecutar el coman@d2_TEST (p,q,x) Y si el resultado es una furii dependiente

dez, entonces utilizamos la furmi LIN2A_TEST(p,q,x). Si el resultado de este segundo test es una constante
K, podemos resolver la ecuéaiutilizando las siguientes funciones:

e Si K > 0, la solucon venda dada poLIN2A_POS(p,q,r,x).
e Si K < 0, la solucbn vendéa dada poL.IN2A_NEG(p,q,r,x).

e Si K =0, la solucbn venda dada poL.IN2A_0(p,q,r,x).

En los tres casos, se obtiene la sabmcgeneral exjitita dependiendo de dos constantes arbitrariag c2.

En nuestro caso la soluri de la ecuaéin diferencial es la siguiente:

1
5(2a,+»1)sen(x2) — (22 +b) cos(z?)
Resolver la ecuadn diferencialy” — e¢? = 0

Para resolver las ecuaciones diferenciales de la fgfma ¢(y), dondeg(y) puede ser cualquier furtm dey,
DERIVE for Windows dispone de la funéin

AUTONOMOUS_CONSERVATIVE(q,x,y,a,b,c)

donde los tregiltimos argumentos son optativos. Siaspresentes, entoncBERIVE for Windows determina
la solucbn que satisface las siguientes condiciones iniciates: a, y(a) = b, ¥'(a) = ¢. En nuestro caso, la
solucbn vienen dada potUTONOMOUS_CONSERVATIVE (#e"y,x,y).

Resolver la ecuadn diferencialy’y” = 1 + 2

Haciendo el cambio de variable= 3’ se transforma en una ecuacide primer orden de variables separadas
(vv" = 1+02) que puede resolverse utilizando la fumTtSEPARABLE. Entonces volvemos a obtener otra ecaaci
de primer orden que resolvemos utilizando étado apropiado.

Resolver la ecuadon diferenciakyy’” + 32 = 0

Este ecuadin es de tipo Liouville. En general, las ecuaciones de Liouville son de la forma

y" +p(x) +q(y)(y)* =0,
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dondep y ¢ dependend@o dex ey, respectivamenteDERIVE for Windows resuelve este tipo de ecuaciones
utilizando la funcbn

LIOUVILLE(p,q,x,y,a,b).

Los doslltimos argumentos son opcionales y sirven para fijar las constantes en lésgleneral que se obtenga.
Si se omiten, el programa trabaja con las constarntesc2. En nuestro casp(z) = 0y ¢(y) = 1/y, por lo que
la solucbn vienen dada patIOUVILLE(0,1/y,x,y):

1,
CQ$+§y —c1 = 0.

4.5. Ejercicios de aplicacdn

A continuacbn se enuncian unos ejercicios sobre resélude ecuaciones diferenciales. Si el alumno encuentra
alguna dificultad debe revisar detenidamente los ejemplos anteriores.

a) Resolver la ecuadny” — 2y’ — 3y = 2sen x.

b) Resolver la ecuatny”’ — 2y’ = x + 2¢%.

x

;. €
c) Resolver laecuadny” — 2y +vy = 5

d) Resolver la ecuadny” — seny = 0.
e) Resolver la ecuadny” + zy’ = 3.

f) Resolverla ecuabny” + yy' = y.

4.6. Metodos nunericos de resoluddn de ecuaciones de primer orden

Hay ocasiones en que no se puede obtener la $olwwiacta de una ecuaai diferencial. En estos casos, lo
conveniente puede ser obtener una séiciuneérica. Para este menest&tRIVE for Windows pone a nues-
tra disposiadbn diferentes ratodos. En primer lugar debemos cargar la utilidag_APPR.MTH (mediante las
opcione§ile|Load|Math 0File|Load|Util).

El método de Euler

El método de Euler es uno de lotodos ms chsicos utilizados en la resolaci nunerica de ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden. La sintaxis general es

EULER(f,x,y,a,b,h,n)

Esta funcbn proporciona un vector de + 1 puntos (pares delmeros) solud@n de la ecuabny’ = f(x,y),
con condiciones iniciale@:, b), empezando emy con un pasa. El vector soludn debe interpretarse como los
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puntos sobre la curva soléci cuyas abcisas ést separadas una distangiaPor ejemplo, para generar 5 puntos
de una soludin aproximada de la ecuaciy’ = 26/(3 + (x + y)?) en el intervalo [1,2] con condien inicial
(a,b) = (1, —2), debetamos escribir

EULER(26/ (3+(x+y) ~2) ,x,y,1,-2,0.25,4)

El resultado es:
1 -2
1.25 —0.375
1.5 1.35114
1.75 1.93520
2 2.32722

El método de Runge-Kutta

El método de Euler discutido anteriormente es @tado nas sencillo para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias, pero usualmente comete un error considerable. Sin embargdodbrofsico de Runge-Kutta esas
preciso y por tanto es preferible aétodo de Euler. La sintaxis general es

RK(f,v,v0,h,n)

RK utiliza el método de Runge-Kutta de orden 4 para resolver una gmudderencial de primer orden; tanépi
puede utilizarse para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. En &nexmersor,
el programa calcula un vector de—+ 1 puntos (pares demeros) soludn de la ecuaéiny’ = f(v), donde
v = [z, 3], con condiciones iniciales) = [a, b], empezando emy con un pasa.
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6. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.4.1. Calcular la solud@n general de la siguiente ecuatidiferencial,
y" — 6y’ +9y =0.

Calcular la soludn particular que alcanza uréximo relativo en: = 0 cony(0) = 1.
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E.4.2. Calcular la soludn general de la siguiente ecuaidiferencial,
y" — 6y + 9y = 4e5”.
Calcular la soludn particular determinada por las siguientes condiciones iniciglés= 2, y/'(0) = 9.
E.4.3. Hallar la solucbn general de la siguiente ecuaeidiferencial
y" — 5y + 6y = 0.
Hallar la solucdn particular de esta ecuéaideterminada por las condiciones iniciaJé8) = 1, 3/(0) = 0.
E.4.4. Calcular la soludin general de la siguiente ecuaidiferencial
Y — 4y + 4y = x.
Calcular la soludn particular determinada por las condiciones iniciglgs = 1, v'(0) = 0.
E.4.5. Un trabajador de 30fes tiene un salario de 2.000.000 ptas anuales con un crecimiento estimado de
100.000 ptas anuales. Si realiza una inw@rshicial de 100.000 ptas en un plan de pensiones que rin-

de un 8% anual, y realiza anualmente inversiones adicionales iguales al 5% de su salario, un modelo para el
capital invertidar al cabo de anos es

d
d—f 0'08 + 0/05(2.000.000 + 100.000¢)
z(0) = 100.000

¢ Clantos @os deben pasar para que acumule una irneide 10.000.000 ptas? ¢A3uo capital tendren
el plan cuando se jubile? (Se considera quef@as la edad de jubilagi.)

E.4.6. Encontrar la soluéin general de la siguiente ecuatidiferencial:
y' =2y —3y=e""+2senx
Determinar las constantes para qi@) = 1 ey(0) = —1.

E.4.7. Una boya ciindrica, de dametro 20cm y peso 100Kg, flota parcialmente sumergida en pnosiecta.
Cuando es ligeramente separada de su @sdz equilibrio, la boya sube y baja $ieda siguiente ecuan
diferencial:

100 d?z x
Y — 167 — c—
g di? LT

dondecE es la resistencia por frigen que ofrece el aguages la aceleradn gravitatoria.

/\ I\

2 4\/6 § 10 12
-0.2
-0.4

(1) Obtenerz(t) si la constante es igual ay/157.
(2) Calculare si el periodo de oscilagh observado es dgy/27.
Observadn: Como valor de la constantepuede tomarsé0m,/s?.
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E.4.8. En un circuito edctrico simple hay una corrientecetrical (en amperios), una resistendialen ohmios),
una inductancid. (en henrios) y una fuerza electromottiz (en voltios), como se indica en la siguiente

figura.

L

De acuerdo con la segunda ley de Kirchoff, si se cierra el interruptamt = 0, la fuerza electromotriz
aplicada (potencial) es igual a la suma de lddasde potencial en el resto del circuito. En otras palabras,
esto significa que la corrienfesatisface la siguiente ecuéanidiferencial:

dI
L—+ RI=FE.
dt +

Determinar la corrientd como funcén del tiempot (en segundos), siend® y L constantes no nulas y
E(t) = sen2t.
E.4.9. Calcular la solu@n general de la ecudni diferencial siguiente:
y" — 2y — 3y = 2senuz.
Determinar el valor de las constantes si se verifican las siguientes condiciones:

y(0) =1/5,  y(m) =0.

E.4.10. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
(1) xzdx — ydx = xy>dx (usar como factor integrantyé).
d’y dy
2) —5 — == + 5y =3.
@ dz? dx +oy

E.4.11. Una &lula esh suspendida dentro de una solucque contiene un soluto a una concentmadonstante
C,. Se supone que l&tla tiene un volumen constaritey que elarea de su membrana permeable es igual
a la constanted. Por la ley de Fick (fi$ilogo alenan, 1829-1901), la rén de cambio de su masa es
directamente proporcional ateaA y a la diferenciaCs; — C(t), dondeC(t) denota la concentraam del

soluto en el interior de lagtula en el instante

Determinar la fun@n C(¢) suponiendo que: = VC(t) y C(0) = Cy.
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ANOTACIONES




