CAPITULO 2
CALCULO DIFERENCIAL

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

e Limite de una fundn e Maximos y ninimos relativos
e Limites laterales e Polinomios de Taylor
e Reglas para elaculo de Imites e Series de potencias

e Regla del ‘bocadillo’ « Teorema de Taylor

e Continuidad de una fungn . . .
) i . e Algoritmo de bisec@n

e Propiedades de las funciones continuas ) o .

. . e Meétodo de iteradin del punto fijo

e Teorema del valor intermedio

o Derivada de una funén e Método de Newton-Raphson

e Interpretachn geonétrica de la derivada e Polinomio interpolante de Lagrange
e Teorema de Rolle e Método de interpoladn iterada
e Teorema del valor medio e Método de diferencias divididas

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

2.1. Limite de una funcibn

2.1.1. Definiciones

La nocbn de Imite es lasica en todo elalculo, por lo que es sumamente importante adquirir un buen manejo y
conocimiento de logiites antes de adentrarnos en otros temas.

Seaf(z) una funcén y consideremos, un nimero real (no necesariamente en el dominiofyleSi f(x) se
acerca arbitrariamente a Gnico valorZ cuandar se aproxima a, por ambos lados (sin llegar nunca a ser igual
axo), decimos que dimite de f(x) cuandar tiende axy esL, y escribimos

lim f(z)= L.

T—x0

En la definicbn anterior observamos quéls interesa conoceroeno esa definida la fundn f cerca del punto
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zo. Sila funcbn existe o no en el punta, no tiene importancia. La cuesti crucial agues la siguiente: ¢ @u
significa quef (z) se acerca arbitrariamentd & ¢ q& ocurre sic se aproxima & solo por un lado?

El comportamiento de las funciones en relaca los Imites puede ser de loas diverso. 8lo como un bdin de
muestra, veamos las siguientes funciones.

f(z)==z/(v/z+1—1): El limite de f(x) cuandoz — 0 vale 2, ya que si nos acercamos por la izquierda
obtenemos valores menores que 2 pero cada \&z piximos a 2; y si nos acercamos por la derecha
obtenemos valores mayores que 2 pero cada &z pdximos a 2. Sin embargo, la fuidei / no esh
definida enz = 0.

f(x) = |z|/x: Cuando nos acercamos a 0 por la izquierda, entofices = —1 por lo que el imite vale—1.
Pero si nos acercamos por la derecha entofices= 1y ad el limite vale 1. Por tanto, no existe @hlite.

f(x) = 1/2%: Cuandor se aproxima a 0f (z) se va haciendo cada vezsgrande, por lo que no existe nimg
nimero reall al cual tiendaf (x). Por tanto no existe eirhite def(z) cuandar — 0.

En los ejemplos anteriores hemos visto que hay funciones que se aproximan a un valandar se aproxima
a x( por la izquierda y se aproximanlia si nos acercamos por la derecha. Este comportamiento nos lleva a
considerar las siguientes definiciones.

Seaf(x) una funcon y consideremos, un nimero real (no necesariamente en el dominig'e

(1) Si f(x) se acerca arbitrariamente aumico valorL cuandax se aproxima & por la izquierda (sin llegar
nunca a ser igual a,), decimos que €elimite por la izquierda de f(x) cuandozx tiende axz, esL, y
escribimos

lim f(z)=L.
T—x0

(2) Si f(x) se acerca arbitrariamente a imico valorL cuandox se aproxima &, por la derecha (sin llegar
nunca a ser igual ag), decimos que elimite por la derechade f(x) cuandox tiende axz, es L, y
escribimos

lim f(z)=L.

r—zot

Entonces existe elrhite de una fundn f(x) enx, si existen losiimites laterales en, y coinciden.

2.1.2. Reglas para el &lculo de imites

Si by ¢ son muimeros realesy un entero positivo yf, g son funciones que tieneimlite cuandar tiende ac,
entonces son ciertas las siguientes propiedades:

(1) Mdltiplo escalar:iiﬂr}:[bf(x)] = b[lim f(x)]

r—cC

(2) Suma/Diferencialim [f(z) + g(x)] = J1d1_>mC f(z) + lim g(x)

r—c r—c

(3) Producto:lim [f (x)g(x)] = lim () lim g(x)

4) Comente.ﬂlﬁLmC[Q x)] = Tim, o g(2)

, siempre quéim, .. g(x) # 0.
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(5) Potencia:ﬂlgiir}:[f(a:)]" = [lim f(z)]"

r—cC

(6) Raiz: lim Vi) = 7\l/lim f(x). Sin es par suponemos qlien f(x) s no negativo.

Para poder calculairhites $lo es necesario, adémde utilizar las reglas anteriores, tener en cuentdiqué = b

r—c

ylimz =c.

r—cC

Como una consecuencia de la apliéacile las propiedades anteriores tenemos las siguientes reglas:

(1) Sip(x) es un polinomio entonces
lim p(z) = p(c).

r—c

(2) Sir(xz) =p(z)/q(x), q(c) # 0, es una fund@n racional entonces

p(z) _ po)

lim 22/ — 8\

e g@)  ale)

(3) Sic > 0y n es cualquier entero positivo, oSk 0 y n €S un entero positivo impar, entonces

lim ¥z = {/c.

T—cC

(4) Si fy gson funciones tales quém g(z) = Ly lim f(z) = f(L) entonces

x—L

lim f(g(x)) = f(L).

xr—c

Para finalizar este apartado vamos a enuncisegia del bocadilloo teorema de intercalabin, herramienta muy
Gtil que permite calculaiiinites por compara6n.

Regla del Bocadillo.Si f(x) < g(x) < h(x) para todar en un intervalo abierto que contiene éno importa lo
que suceda ef) y
lim f(x) = lim h(z) = L,

xr—cC r—cC

entonces
lim g(z) = L.

r—c

2.2. Continuidad de una funcbn

El téermino continuidad en mateaticas tiene exactamente el mismo significado que tiene en el lenguaje cotidiano:
una funcon f es continua en un puntosi su gafica no se interrumpe en no tiene saltos ni huecos en ese punto.
La Unica diferencia que existe es en la formudaciigurosa.

Continuidad en un punto: Una funcbn f es continua en si se verifican las siguientes condiciones:
1. f(a) est definida. 2lim f(x) existe. 3.lim f(z) = f(a).

Continuidad en un intervalo abierto: Una funcbn f se dice continua en un intervalo abie(tgc) si lo es en
todos los puntos de ese intervalo.

Si f es continua en toda la recta réaloo, o) diremos simplemente qyées unguncion continua. Se dice que
f esdiscontinuaena si no es continua en dicho punto.
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Existen varios tipos de discontinuidades:éagablesy lasno evitables Se dice que una discontinuidadeg- a
es evitable si la funéin f puede hacerse continua @medefinéndola en dicho punto. En caso contrario, sé dir
que la discontinuidad es no evitable.

Continuidad por la derecha: Una funcbn f es continua por la derecha ersi se verifican las siguientes condi-
ciones:
1. f(a) est definida. 2. lim+ f(x) existe. 3. lim f(x)= f(a).

T—a r—at

Continuidad por la izquierda: Una funcbn f es continua por la izquierda ensi se verifican las siguientes
condiciones:
1. f(a) est definida. 2.lim f(x) existe. 3. lim f(z) = f(a).

r—a r—a

Continuidad en un intervalo cerrado: Una funcbn f se dice continua en un intervalo cerrdbla:] si es continua
en(b, ¢) y tambén es continua por la derechaley por la izquierda em.

2.2.1. Propiedades de las funciones continuas

Teniendo en cuenta que la continuidad se ha definido comamite| podemos utilizar las propiedades de los
limites para comprobar inmediatamente las siguientes propiedades acerca de la continuidad.

Seanf y g dos funciones continuas en un punat@ntonces tambn son continuas enlas siguientes funciones:

(1) Sumay diferenciaf + g.
(2) Mdltiplo escalar:\f, siendoX un nimero real.
(3) Producto:fg.

(4) Cociente:f /g siempre que(a) # 0.
Listamos a continuacn algunos de los tipos&s comunes de funciones continuas en todo punto de su dominio:

(1) Funciones poliamicas:p(z) = a,x™ + a,_12" "1 + -+ + a1z + ag
(2) Funciones racionales(z) = p(z)/q(x), sig(x) # 0.

(3) Funciones radicalesi(x) = {/p(z), sip(x) > 0 cuandon es par.

Uno de los resultados que nos pernaittombinar las propiedades anteriores para probar la continuidad de funcio-
nes nas complejas es el siguienteSi'g es continua eny f es continua eg(c) entonces la funéin compuesta
fog €s continua en’.

Finalizamos esta sed@si con un teorema relativo al comportamiento de las funciones continuas en un intervalo
cerrado, cuya demostréci hace uso de la ‘completitud’ de lo@meros reales.

Teorema del valor intermedioSi f es una fundn continua ena, b] y k es cualquier valor entré(a) y f(b),
entonces existe al menos uaimeroc € [a, b] tal quef(c) = k.

El teorema del valor intermedio ésil para localizar los ceros de una fuoicontinua en un intervalo cerrado.
Mas concretamente, se tiene el siguiente resultado.
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Teorema de BolzanoSi f es una fundn enfa,b] y f(a), f(b) difieren de signo, entonces existe al menos un
ntmeroc € [a, ] tal quef(c) = 0.

Es importante hacer notar que tanto en el teorema del valor intermedio como en el teorema de Bolzano es capital
que la funcbn sea continua en el intervalo cerrgdoh]. Pueden encontrarse ejemplos muy sencillos de funciones
discontinuas que no verifican los teoremas anteriores.

2.3. Limites infinitos

En la secdin previa donde hemos definido el conceptoideté L de una fundn f en un puntaz, sblo hemos
considerado el caso en que tantoomo L fuesen fimeros reales. Sin embargo, es posible extender el concepto
de limite a otros casos, en un cierto sentido que ahora pasamos a precisar.

2.3.1. Limites infinitos cuandoz es un mimero real

Se dice qué (z) crece sin topecuandor tiende au si para todo imero realM siempre existe un intervalbde
atal quef(x) > M paratodo punta: deI. Analogamente, se dice qyéz) decrece sin topecuandar tiende a
a si para todo iimero reall siempre existe un intervalbdea tal quef(z) < M para todo punta de!.

Si f(x) crece sin tope cuandotiende hacia: diremos que elinite def cuandar tiende au esoc y escribiremos

lim f(z) = oo.
Por el contrario, sf(x) decrece sin tope cuandatiende hacia: diremos que elimite def cuandor tiende aa
es—oo y escribiremos

lim f(x) = —oc.

r—a

El signo de igualdad en las expresiones anteriores no significa que existaiten $ino que nos dan una taz
por la que la fund@n f no puede teneiirhite en el punta:: porque no estacotada. Lo que de verdad se quiere
decir es que elilnite no existe y la funéin f tiene una discontinuidad no evitable (de salto infinito).

Los limites infinitos por la izquierda y por la derecha se definéfcgamente. Los cuatro posiblésites laterales
son los siguientes:

(1) lim f(z) = —ox,
@ lim f(2) =00,

3) lim+ flx) = —o0,

Tr—a

4) lim+ f(x) = 0.

r—a

Si alguno de losiiites laterales anteriores se satisface, decimosfdiene ena una discontinuidad infinita.
En este caso, diremos que la regta= a es unaadntota vertical de f. Uno de los ejemplos &s fpicos de
existencia de astotas verticales se da en las funciones racionalssy 'y g son funciones continuas en un
intervalo conteniendo @, y se satisfacg(c) # 0y g(c) = 0, entonces la funéi racional(xz) = f(x)/g(x)
tiene una dsitota vertical er: = ¢”.
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Terminamos esta se@ci con las siguientes propiedadesiddtes infinitos. Sk, L son mimeros reales ¥, g son
funciones tales que

lim f(x) = 00 Y lim g(z) = L,

r—cC

r—cC

entonces las siguientes propiedades se verifican:

(1) Sumay diferencialim[f + g] = oo.
(2) Miltiplo escalar:lim [Af] = oo, SiA > 0y lim[Af] = —o0, SIA < 0.

(3) Producto:lim[fg] =ocosiL >0y lim[fg] = —cosiL < 0.

4) Cociente:liin l9/f] = 0.

(Propiedades similares soalidas paraimites laterales y para funciones para las cualdsnéd de f (z) cuando
x tiende ac es—o0).

2.3.2. Limites infinitos cuandal es un rmimero real

Si f(z) tiende aL cuandoz se hace arbitrariamente grande, entonces decimos gimite tle f («) cuandoz
tiende a infinito ed., y escribimos
lim f(z) = L.

r—00

Analogamente, sf(x) tiende aL cuandoz se hace arbitrariamente pediog entonces decimos que ghite de
f(z) cuandax tiende a menos infinito 6, y escribimos

L f@) =L

En ambos casos se dice que la recta L es una d@stota horizontal de la funén f. Uno de los ejemplos &%
tipicos de existencia deiasotas horizontales se da en las funciones racionasg: y ¢ son dos polinomios del
mismo grado, entonces la fubai racionak(x) = f(x)/g(z) tiene una a@sitota horizontal ey = L, siendoL el
cociente entre los coeficientes principalesdeq”.

Terminamos esta se€xi con las siguientes propiedadesideities infinitos. Sil;, L, son rumeros reales Y, g

son funciones tales que
lim f(x) =1L Y lim g(z) = Lo,

r—00 Tr— 00

entonces las siguientes propiedades se verifican:

(1) Sumay diferencia:lim [f &+ g] = L1 + Lo.
(2) Mdltiplo escalar: lim [Af] = AL.
(3) Producto: lim [fg] = L L.

4 Cociente:xlirgo[f/g] = Ly/LysiLy # 0.

(Propiedades similares soalidas paraimites def(x) cuandar tiende a—oc).

Las propiedades anteriores tagipueden seralidas sil.; = +oc 0 Ly = 00 0 ambas condiciones al mismo
tiempo. No obstante, existen ciertas restricciones con el fin de evitar las indeterminasiones:, 0.cc, co/oc0,
etc.
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2.4. Derivada de una funobn

El calculo matenatico nacd y se fortaled a rdz de cuatro @sicos problemas sobre los que los mdtioos
europeos trabajaron durante el siglo XVII. Estos problemas son:

(1) El problema de la recta tangente.
(2) El problema de la velocidad y la aceler@ti
(3) El problema de los @ximos y mnimos.

(4) El problema deérea.

En este cajulo abordaremos los tres primeros problemas, dejandlirlo para el cajiulo siguiente. Cada uno
de los problemas anteriores requiere el conceptdndiéel, ya introducido al comienzo del dago, y es por &
solo suficiente para motivar e introducir @lculo.

La derivada de una funin f en un punta:, que se denota pgf (a), se define como
i L) = (@) o Sa ) = f(a)
z—a T—a h—0 h

supuesto que tairhite exista.

2.4.1. Interpretacibn geongtrica: Recta tangente

Si consideramos los puntos del plafxg f(x)) y (a, f(a)), entonces la recta que los une tiene una pendiente

dada por

_ @)~ f(a)

- z—a
En consecuencigf’(a) es el Imite de las pendientes de las rectas secantes que unen los punf¢s)) y
(a, f(a)), y por tanto constituye la pendiente de la recta tangerfteraa (ver Figura 2.1).

Utilizando la forma punto-pendiente para expresar la ebnade una recta, podemos decir que’sin) existe
entonces la recta tangente a la cupva f(x) en el puntda, f(a)) viene dada por

y— fla) = f'(a)(x - a).

Una funcbn f definida en un intervalo abierta, b) se dice que ederivable (o diferenciable) si existef’(c) en
todo puntoc del intervalo. Sif es una fund@n derivable entonces podemos definir otra fancdenominada la
derivada def y denotada poy’, por la siguientedrmula:

) = i L2 =S

El dominio def’ siempre es un subconjunto del dominio fly una de las propiedades fundamentales de la
derivada queda recogida en el siguiente teoremigf &s derivable en = a entonceg es continua em = a”.

De lo anterior se deduce que podemos definir un operador en el conjunto de las funciones derivables que asocia a
cada funddn f(z) su derivadgf’(z). Dicho operador se denomina la derivada y se denota por
a
dx
df

de manera qu?l_(f) es una notadn para indicarf’. Asimismo, otra notadin paraf’(a) esd—(a).
i i
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Figura 2.1: Interpretacion geomeétrica de la derivada.

2.4.2. Reglas de derivaéin

Aunque la nodn de derivada se apoya en el conceptoinhté, no es conveniente calcular las derivadas recu-
rriendo a la definidn, ya que los &lculos son engorrosos y en ocasionegcillifs de realizar. En esta setqi
vamos a presentar una serie de reglas que nos pemritiilar derivadas sin recurrir a la defigicj de una forma
mas sencilla.

Regla de la constante.La derivada de una constantes cero:

d
—] =0.
7]
Regla de las potenciasSin es un fimero racional,
d
%[x"] = na" L

Regla del miltiplo constante. Sic es un fimero real,

Regla de la suma y diferencia.La derivada de una suma (o diferencia) de dos funciones derivables es la suma
(o diferencia) de sus derivadas:

@ E9@)] = f'(2) £ g ().

Regla del producto. El producto de dos funciones derivables es t@nlerivable y su derivada viene dada por

d

W @g(@)] = f'(@)g(z) + f(2)g ().
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Regla del cociente.El cociente de dos funciones derivables es t@&midierivable y su derivada viene dada por

4 {f(w] _ [@)g(@) - f(2)g'(x)
dz | g(x) '

Regla de la cadena.La composiddn de dos funciones derivables es taembilerivable y su derivada viene dada
por

2.4.3. Derivacion implicita

En las secciones anteriores hemos vistmo derivar funcioneg = f(x). Sin embargo, en ocasiones las variables
2 ey se hallan relacionadas por una ecoad'(z,y) = 0 que no permite despejgren funcbn dez. En estos
casos se utiliza leetnica de la derivaén implicita, la cual presupone que la variaples funcon dex.

Cuando queremos calculdy/dz a partir de una ecuam F'(z,y) = 0 debemos tener presente que estamos
derivando respecto de Por tanto, cuando derivemdsininos en los que aparegalebemos utilizar la regla de
la cadena, ya qug est definida impicitamente como una furimn dez.

El resultado de la derivamn implicita dy/dxz no suele ser una furtmn que 6lo depende de, sino mas bien una
nueva funddbn que depende dey dey.

2.4.4. Extremos (absolutos y relativos)

Seaf una funcon definida en un intervald conteniendo un punte. Entoncesf(a) es elminimo de f enI si
f(a) < f(x) paratodar en!. Andlogamentef(a) es elmaximode f enI si f(a) > f(x) paratodar en!. En
ocasiones, el @aximo y el minimo de una fundn f se denominan ehaximo absolutoy el minimo absolutoen
ese intervalo, respectivamente (ver Figura 2.2).

Si el intervalo! es abierto, entoncesno tiene por gé tener un raximo o un ninimo en dicho intervalo. Sin
embargo, si es un intervalo cerrada, b|, entonces tiene un naximo M y un minimo m (teorema del valor
extremo).

A veces no interesa tanto el comportamiento global de la@&mmdmo el comportamiento local, es decir, el com-
portamiento en intervalos pedues. En este caso, las definiciones anteriores pueden ser ligeramente modificadas
en el siguiente sentido.

f(a) es unminimo relativo de f si f(a) < f(xz) para todoz en un intervalo abiertd conteniendo au.
Analogamente f(a) es unmaximo relativo de f si f(a) > f(z) para todoz en un intervalo abiertd con-
teniendo a (ver Figura 2.2).

¢,dmo podemos utilizar eladculo para la determinam de los extremos relativos de una fum? Para ello
necesitamos introducir el concepto de punitiar. Si f est definida e, se dice que espunto critico de f si
f'(a) = 0. Por convenio, todos los puntos que no pertenecen al dominfésin citicos.

La primera aproximadin nos la da eleorema de Fermat que dice lo siguiente:Si f tiene un extremo relativo
ena entonces’(a) = 0”. Como consecuencia de lo anterior, los extremos relativos de unafusid pueden
aparecer en los puntosititos, lo que justifica la siguiente gupara determinar los extremos de una fana@n
un intervalo cerrado:
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Figura 2.2: Maximos y minimos de una funcion.

(1) Determinar los puntos tticos def.
(2) Evaluarf en sus puntos @rcos.

(3) Calcularf(a)y f(b).

(4) El menor de los valores anteriores es @imo; el mayor es el gximo.

2.4.5. Teoremas de Rolle y del valor medio

El teorema del valor extremo discutido anteriormente garantiza la existencia de extremos absolutos en las funcio-
nes continuas definidas en un intervalo cerrado, pero no sabemos si estos extremos se alcanzan en los extremos
del intervalo o en el interior. El siguiente teorema garantiza la existencia de extremos en el interior del intervalo.

Teorema de Rolle.Seaf una funcon continua en un intervalo cerraflg b y derivable en el intervalo abierto
(a,b) tal quef(a) = f(b). Entonces existe un puntoe (a,b) tal quef’(c) = 0.

Debemos hacer notar que todas lategis son imprescindibles. $ino es derivable efu,b) o f(a) # f(b)
entonces podemos encontrar ejemplos de funciones que no satisfacen el teorema de Rolle.

Como una generalizami del teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema del valor medioSeaf una funcon continua en un intervalo cerraflab] y derivable en el intervalo
abierto(a,b). Entonces existe un puntos (a,b) tal que

/)~ fla)

flo =1

Geonetricamente, el teorema anterior nos dice que, en lasdss del teorema, siempre existe un puntal
que la recta tangente a la curya= f(z) enc tiene la misma pendiente que la recta secante que une los puntos

(a, f(a))y (b, f(D)).
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El teorema del valor medio es uno de los resultadssdos del alculo, fundamentalmente por su utilizaien
la demostradin de muchos otros resultados. Una de las consecuena&gbanitas es la siguienteSI'f’(x) = 0
para todo punte € (a,b) entonceg es constante efa, b)”.

2.4.6. Funciones crecientes y decrecientes

Una funcbn f es gstrictamenté creciente en un intervalol si para todo par de puntas y x5 en[ tales
quez; < xo se satisface (z1) < f(x2). Andlogamente, una funmn f es strictamentée decrecienteen un
intervalo! si para todo par de puntas y x» en[ tales quer; < xs se satisfacg (1) > f(x2).
Si la funcbn f es derivable, podemos utilizar el signo de la derivida) para saber si una fur@m es creciente
o decreciente:

(1) Sif'(x) > 0 paratodar en(a, b) entonces' es creciente efu, b).

(2) Si f'(x) < 0 paratodor en(a, b) entonces' es decreciente gfw, b).

(3) Si f'(xz) = 0 paratodar en(a, b) entonces es constante efu, b).

—~

|
|
+) ) I &)
) [ (+)i : : : !
I
L 70<0 | f)>0 D r@>0 | f@<0 | 1@>0, 10>0 :
a

|
!
a c b a c b 7 a c b

®<0 | f0)<0
¢ b

Minimo relativo Méximo relativo Ni méximo ni minimo relativos

Figura 2.3: Crecimiento y decrecimiento de una funcion.

Las anteriores propiedades nos permiten elaborar la siguier@aia determinar los intervalos donde una fun-
cion derivable es creciente o decreciente.

(1) Localizar los puntos gticos def

(2) Determinar el signo d¢’ en cada uno de los intervalos determinados por dos purit@®srconsecutivos.

(3) Utilizar las propiedades anteriores para cada uno de los intervalos obtenidos.
Una vez determinados los intervalos de crecimiento y decrecimiento de unarfynes muy cil determinar si
los puntos dticos obtenidos son aximos o ninimos relativos, sdm las siguientes reglas (ver Figura 2.3):

(1) Sif’ cambia de negativa a positiva eentonces(c) es un ninimo relativo def.

(2) Si f’ cambia de positiva a negativa eentonces(c) es un naximo relativo def.

(3) Si f' no cambia de signo enentonces (¢) no es ni néximo ni ninimo relativo.
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2.4.7. Concavidad y puntos de inflegn

Si f es una fundn derivable en un intervalo abierto, b), se dice que la @fica def esconcava hacia arriba

si f’ es creciente en dicho intervalocgncava hacia abajosi f es decreciente en dicho intervalo. Observemos
que las definiciones anteriores significan que Efiga def se encuentra por arriba (resp. abajo) de todas sus
tangentes.

En ocasiones se utilizan laartninosconcavay convexgara las gaficas que sondncavas hacia arriba ypocavas
hacia abajo, respectivamente.

Figura 2.4: Concavidad de una funcion.

La determinadin de los intervalos de concavidad (hacia arriba y hacia abajo) puede obtenerse teniendo en cuenta
el signo de la derivada segunda, Sedpn siguiente propiedad:

(1) Sif”(x) > 0 paratodar en(a, b) entonces la gfica def es @ncava hacia arriba.

(2) Si f"(x) < 0 paratodar en(a, b) entonces la gtfica def es @ncava hacia abajo.

(3) Si f”(x) =0 paratodar en(a,b) entonces’ es una fundn lineal.

Un punto(c, f(c¢)) se dice que es upunto de inflexion de una curvay = f(x) si la gifica def cambia de
concava hacia arriba @ncava hacia abajo, o viceversa, en dicho punto.

Como consecuencia de la defiidioj la recta tangente a la curya= f(x) en el punto de inflexin corta a la
grafica def. Adenss, si(c, f(c)) es un punto de inflekn de la gafica def entonces/”(¢) = 0 0 f” no esh
definida enz = c.

Finalizamos esta sed@ri con el criterio de la derivada segunda para la deternd@inaiz los extremos relativos. El
criterio se basa en que en quef§ic) = 0y existe un intervalo de donde la gafica def es @ncava hacia abajo

entonces (c¢) es un naximo def; por el contrario, si la gifica def es @ncava hacia arriba entoncg&:) es un
minimo dejf.

(1) Si f”(c) > 0 entoncesf(c) es un ninimo relativo.
(2) Si f"(¢) < 0 entonces(c) es un naximo relativo.

(3) Si f”(c) = 0 entonces el criterio no decide.
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2.4.8. Representadin de funciones

Para realizar correctamente laafica de una fundin f es conveniente seguir los pasos que a contiduasg
indican:

e Dominio

e Intersecciones con los ejes
e Simetrias

e Puntos de discontinuidad

e Asintotas verticales

e Asintotas horizontales

e Crecimiento y decrecimiento
e Extremos relativos

e Concavidad y puntos de inflexon

En ocasiones no es necesario calcular todos los apartados anteriores. Suelen ser imprescindibles el dominio, las
adntotas (horizontales y verticales) y los siguientes puntos: de intedseceon los ejes, extremos relativos y de
inflexion.

2.5. Teorema de Taylor

2.5.1. Sucesiones yimites de sucesiones

Unasucesbn {a,,} es una funén cuyo dominio es el conjunto de lo&Bmeros naturales (o enteros positivos: 1,
2,3,...). Los valoreay, as, ...se llaman loserminos de la sucesin.

2.5.1.1. limites de sucesiones

Es posible que conforme vaya aumentando el valor s correspondiente<imerosa,, se vayan aproximando
a un ramero fijoL. Si esto ocurre, se dice que la suéasesconvergentey su limite esL:

lim a, =L

n—oo

En caso contrario diremos que la suéesesdivergente La definicbn rigurosa es la siguiente:

La sucesdin {a,} es convergente comntite L si para todo timeroe > 0 existeM > 0 tal queja,, — L| < €
siempre que, > M.

A veces es ras facil calcular elimite de una funéin que el de una sucési y esto puede permitirnos, aunque no
lo parezca, resolveirhites de sucesiones. El siguiente resultado nos ofrece la clave.
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Seaf una funcén de una variable real tal quem f(z) = L. Si{a,} es una sucedn tal quea,, = f(n)
entonces

lim a,, = L.

n—oo

Los limites de sucesiones satisfacen propiedades similaresimlteslde funciones, ya descritos en una etci
anterior. Los recordamos dqbean{a, } y {b,} dos sucesiones tales que

lim a,, =L Y lim b, = K.

Entonces:
1) lim (a, +£b,) =L+ K.
(2) lim (ca,) = cL.
3) lim (apb,) = LK.

(4) lim (a,/b,)=L/K,sib, #0y K #0.
Otras propiedades importantes de losiles de sucesiones son las siguientes.

1) Si lim a, =L = lim b, y existe un enterdV tal quea,, < ¢, < b, paratoda: > N entonces
n—oo n—0o0

lim ¢, = L.
n—oo

(2) Si lim |a,| = 0 entonceslim a,, = 0.

n—oo

2.5.1.2. Tipos de sucesiones

Una sucedin {a,,} se dicemonbtonasi sus &rminos son no decrecientes

0 no crecientes

Una sucedin {a, } se diceacotadasi existe un imero real positivd/ tal que|a,,| < M para todo. El nimero
M se denomina cota (superior) de la suoasi

Uno de los principales resultados acerca de sucesiones acotadas y convergentes es el sitpdandecégin
monbtona y acotada es convergénte
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2.5.2. Polinomios de Taylor y aproximaéin

El objetivo fundamental de esta semties mostrar @mo se pueden utilizar polinomios para aproximar otras
funciones. Para ello, lo primero que debemos hacer es fijar un pualtededor del cual vamos a realizar la

aproximaocbn. Este punta es el centro de la aproximaxci y el objetivo es encontrar el polinomio (de un cierto

grado predeterminado) que mejor se aproxima (en un cierto sentido) a larfynen un entorno del punia

Si f tienen derivadas e, el polinomio

F(e)

n!

f"(¢)
2!

se denomina ah-ésimo polinomio de Taylor def centrado enc. Sic = 0, entonces el polinomio anterior se
denomina eh-ésimo polinomio de Maclaurin def.

Po(z) = f(e) + f'(e)(x — c) + (z—c)®+-- +

(x — )"

Cualquier nétodo de aproximaén tiene una utilidad relativa @s bien poca) si se desconoce el error que se
comete. Para medir la predsi al aproximar un valof(x) por el polinomio de Taylof, (x) descomponemos
f(z) = P,(z) + R, (z), dondeR,,(z) es elresto. El error cometido en la aproximaxi es el valor absoluto del
resto, es decir,

error= Ry ()| = | f(z) = Pu(x)].

El siguiente teorema estima el error anterior.

Teorema de Taylar Si una funcdn f es derivable hasta el order+ 1 en un intervalda, b) conteniendo a,
entonces para todoen(a, b) existe un imeroz entrex y ¢ tal que

(n+1)(,
f(@) = Py(x) + Rp(z), R,(z) = f(nTl()')(x _ c)"+1-

La expresbn anterior deR,,(x) se denomindorma de Lagrange para el resto A la hora de utilizar el teorema
anterior no se trata de encontrar égjghmente el valor de si no mas bien encontrar cotas paf&+')(z), que
nos daan una idea i&s o menos precisa del taftadel resto.

2.5.3. Series de potencias: coeficientes y radio de convergencia

Una serie de potencias es una serie infinita de la forma

oo
n __ 2 3 n
apx” = ag +a1x + axx” +azx” +---+apx” + -

n=0

dondex denota una variable. De forma general, una serie de potencias centra@s ena serie infinita de la
forma

Zan(az—c)”:ao—|—a1(x—c)+a2(x—c)2—|—a3(x—c)3+~-~+an(az—c)”—|—---

n=0

Los nimeros{a,, } se denominan losoeficientes de la serie

Para una serie de potencias centradalea de ocurrir exactamente una de las tres posibilidades siguientes:

1. La serie convergedo enc.
2. Existe unamero reaR > 0 tal que la serie converge (absolutamenté) sic| < Ry diverge siz—c| > R.
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3. La serie converge para toao

El nimeroR se llamaradio de convergenciade la serie de potencias. Si la serie convefge enc diremos que

el radio de convergencia es cero, y si la serie es convergente para di@onos que el radio de convergencia es
infinito. El conjunto de valores donde la serie es convergente se denominateivalo de convergenciade la
serie de potencias.

2.5.4. Operaciones con series de potencias

Las operacionesdsicas con series de potencias son las siguientes. Sean

o0 oo
=Y aw” oy gl@)=) bua"
n=0 n=0

dos series de potencias. Entonces:
@) f(kz) Z ank"z"

@ f(x Z ant

@) f(@) £ g(x) = (an +b,)a"
n=0
@ )l z(zamm) »
n=0

2.5.5. Series de Taylor y de Maclaurin

Si f(z) = >°77 yan(z — ¢)™ es una serie de potencias (convergente) entonces los coefidieplede la serie
guedan determinados por

!
n.
Como consecuencia, si una fudeif (x) admite un desarrollo en serie de potencias, tal desarrollo tiene que ser

necesariamente el siguiente:
o~ [ () n
E o (z—0o)".

n=0
La serie anterior se denomisarie de Taylorenc. Cuandac = 0, tal serie se conoce con el nombresgeie de
Maclaurin de f.

Una funcbn f(x) se dice que eanalitica si coincide con su serie de potencias en todos los puntos del dominio,
es decir, si

Algunas de las series de potencias asociadas a funciones elementales aparecen recogidas en la Tabla 2.1, junto con
los intervalos de convergencia.
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Funcbn Serie Intervalo
7 —11—;10 2(—1)"3:" -l<z<l1
In(x) i (= 12; : -1 0<z<2
n=1
e’ i_o: % —00 < & < 00
sin(x) f: % —00 < 2 < 00

(71)“1’271
(2n)!

M

cos(x) —00 < T < 00

n=0

Tabla 2.1: Series de potencias asociadas a algunas de las funciones mas usuales.

2.6. Calculo Numeérico

2.6.1. Meétodos nunaricos de resoludn de ecuaciones

Uno de los problemas @&s tasicos del aalisis nunérico consiste en encontrar los valoregue satisfacen una de-
terminada ecuaén f(x) = 0, para una fund@n f dada. Este problema, conocido como el problemaigbeda

de rdces, no es un problema trivial y prueba de ello es que sigue estando de plena actualidad. La dificultad no es-
triba en encontrar gtodos para obtener soluciones, sino encont&odos que permitan encontrar las soluciones

en un “tiempo razonable”. En esta séativamos a discutir tres@odos: el algoritmo de biseéai, el netodo de

iteracbn del punto fijo y el ratodo de Newton-Raphson.

2.6.1.1. Algoritmo de bisedmi

La justificacbn tedrica de este @todo debemos buscarla en el teorema de Bolzanfoesiuna fund@n continua
en|a, b] con signos opuestos en los extremos (es déir, f(b) < 0), entonces existe un cero deen(a, b).

El algoritmo de biseccon o método de hisqueda binariapuede describirse como sigue. Comenzamos definien-

doa; = ay b =0,y seap; el punto medio del interval(uy,b,). Si f(p1) = 0, ya hemos encontrado el cero.
De lo contrario,f(p1) # 0y entonces puede suceder una de las dos afirmaciones siguientes:

1. f(p1)f(a1) < 0. En este caso tomamag = a; Yy bs = p;.

2. f(p1)f(b1) < 0. En este caso tomamag = p; Yy by = b;.

Ahora repetimos el proceso anterior al intervialg, bs).
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fb) = (b, £(b))

fla)l=
(a, f(a))

Figura 2.5: Algoritmo de biseccion.

Observemos que en cada etapa la longitud del intervalo resultante es la mitad de la longitud del intervalo prece-

dente, por lo que
1 1
L([an,ba)) = 3 L([a,b]) = 5 (b—a)
Esto significa que, siempre que se verifiquen las condiciones del teorema de Bolzag@imdel proporciona una
solucbn, ya que la sucesn {p,, } es de Cauchy y, por tanto, convergente.

No obstante, en la pctica no se suele encontrar el valor exacto de la soiymdr lo que conviene introducir alg
mecanismo de paro. Algunos de los mecanismos de pasaisuales son:

(1) Fijar un Mimero naximon de iteraciones.

(2) Seguir hasta qu, — pn—1| < €.

(3) Seguir hasta un < e conp,, # 0. Este mecanismo es el mejor criterio de paro, ya que mide el
pn
error relativo.

(4) Seguir hasta qug(p,,)| < e.

2.6.1.2. Metodo de iteradn del punto fijo

Un punto fijo de una fundn g es un punta: tal queg(a) = a. Dada una funéin f, podemos considerar
la funcion g(z) = = + f(z), de forma quez es un cero dg si y sOlo sia es punto fijjo dgg. Por tanto, la
determinadn de puntos fijos puede ayudar a la determitradie races.

En este punto surge un problema: ¢todas las funciones tienen puntos fijos? Si la respuesta es negativa, entonces
¢ qe condiciones debe satisfacer una féngpara que tenga puntos fijos?

Condiciones para la existencia de puntos fijoSi g es una fundn continua definida €la, b] y con valores en el
mismo intervalo, entoncestiene un punto fijo. Si adeasg es derivable efu,b) y satisfacég’' (x)| < k < 1en
(a,b) entonces@lo existe un punto fijo.

Si g es una fundn que satisface el resultado anterigigyes un punto cualquiera del intervdlg b] entonces la
sucesbn

Pn = g(Pn—1)
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y g
bl
gp)=p [
1 _y=g()
ai ,,,,,,,, .l
I I I .
a p b .

Figura 2.6: Método de iteracion del punto fijo.

converge alinico punto fijop deg enla, b]. Adem&s, una cota para el error cometido si se utiliz@ara aproximar
ap viene dada por

lpn — p| < k" max{py — a,b—po}.

2.6.1.3. Metodo de Newton-Raphson

Este nétodo, tamh#n conocido&lo como nétodo de Newton, es uno de los algoritmdssmnonocidos y poderosos
enlaresoludn de ecuacionef(z) = 0. La idea del nretodo es construir una suc@side puntos que se aproximan
a la solucdn utilizando para ello las rectas tangentes a la fam¢i

” y = f()

Figura 2.7: Esquema del método de Newton.

La justificacbn tedrica del nétodo es la siguiente. Spal punto fijo y consideremos un pung@roximo ap que
no es una iz def’, es decirf’(y) # 0. Utilizando el polinomio de Taylor de grado 1 para la fuorcf alrededor
del puntoy obtenemos

f"(z)

f@)=f) + F W@ -y + =@ =y

dondez es un rimero entrer e y. Particularizando la ecudm anterior erx = p obtenemos

0=fy)+f(wp—y + @(p -y
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Si suponemos qui@ — y| es pequio, entoncesp — y)? es despreciable frente|a— y| por lo que la ecuadin
anterior queda =~ f(y) + f'(y)(p — y). Despejand@ es esta ecuan se obtiene

pay— AW
f'y)
lo que es una aproximam mejor gp quey. El método de Newton consiste en considerar la séoede puntos
f(Pn-1)
Pn=DPn—-1——Fw,—,N > 1.
" " f/(pnfl) -

En consecuencia, el@odo no puede seguir afdicdose cuandg’ (p,,—1) = 0 para alg@in n.

2.6.2. Interpolacion polinbmica

El problema de la interpola@n polindbmica consiste en determinar el polinomio de menor grado que pasa por
n + 1 puntos(zo, yo), - - ., (zn, yn) prefijados. El grado de dicho polinomio es a lasn.

2.6.2.1. Polinomio de interpolatn de Lagrange

Si (z0,90), -+, (n,yn) SONn + 1 pares de puntos tales que sus abcisas;, ..., x, son todas distintas,
entonces existe uanico polinomioP, denominadgolinomio interpolante de Lagrange de grado a lo rasn
con la propiedad de que

P(xk) = yk, k=0,1,...,n.

Este polinomio eétdado por
P(I) = yOLn,O(I) + Z/1Ln,1(I) +...+ ynLn,n(I) - Z ykLn,k'(m>
k=0

donde

Lw@) = [ (@c—iﬂ

T — X; '
i=0,ik Uk i)

Una pregunta importante enaisis nunérico es la referida al error cometido cuando se realiza una aproximaci
En este caso, eétmino residual o cota de error cometido en la aproxigradie una fundn por su polinomio
interpolante viene dado en el siguiente resultado.

Cota de error. Seaf una funcén suficientemente derivable en el intervglob] y consideremos$zxy, yo), - - -,
(zn,yn) n+ 1 pares de puntos tales que= f(xy) para todd: = 0,1, ...,n. Entonces

f(n+1)(z)

f(x):P(fE)+m

( —zo)(x —21) (T — 20),

conz € (a,b), dondeP es el polinomio interpolante de Lagrange.

Observemos la similitud existente entre el resto en la aproxémaaiterior y el resto en el polinomio de Taylor
estudiado anteriormente.
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VAN /\ \ \ /\( /\ T
1:0/ xl\/ /‘\} Tk W /‘\/a:n !

Tk—1 Tp—1

Figura 2.8: Polinomio interpolante de Lagrange.

2.6.2.2. Metodo de interpoladin iterada

El método descrito en la seéti anterior para calcular el polinomio interpolante es muy complicado y poco
practico. En primer lugar, la prec@si del polinomio no se puede determinar hasta que &suos han sido
completados. En segundo lugar, Id@aulos realizados para la obteticide unos polinomios interpolantes no

se pueden utilizar para calcular los polinomios interpolantes de grados superiores: siempre es necesario partir de
cero. En esta sedm vamos a describir un&odo que permite aprovechar el trabajo realizado. La justifinaci

tedrica del nétodo es el siguiente resultado.

Seaf una funcén definida erncg, x1, ..., x, y supongamos que.,, ms, ..., my Sonk enteros distintos con
0 < m; < n para cada. El polinomio de Lagrange de grado menor gugue coincide corf enz.,,, Tm,, - - .,
T, S€denota poP,,, m,. ..m,. Siz;j, x; son dos Ameros distintos y

(—zj)Poa,..j-15+1,..k@) — (@ —2i)Poa,..i-1,i+1,.. k()
(zi — x;)

entonces” es el polinomio interpolante de Lagrange de grado menor o igual que interpola & enx, x1,
ey T

P(z) =

2.6.2.3. Metodo de diferencias divididas

Los métodos que nos permiten representar iexpimente el polinomio interpolante a partir de datos tabulados se
conocen con el nombre aeétodos de diferencias divididas Seanzy, 1, ..., z, puntos distintos y considere-
mos P, el polinomio de Lagrange que interpold @n dichos puntos. Entonces existen constantes apropigdas
ai, -..,a, tales que

P, (x) =ao+a1(z —xo) +as(x —xo)(x —21) + -+ an(x —20) -+ (. — Tp—1).

Tales constantes pueden determinarse de la siguiente manera. En primergluga?,, (zo) = f(x¢). Si ahora
evaluamos en; se obtienef(xo) + a1(z1 — zp) = Pn(z1) = f(x1) de donde

_ f@) = fzo)

1 — X0 '
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Para determinar el resto de constantes vamos a introducir la siguienténotaci

fleil = flzi),
flei,zipa] = M,
Ti41 — X4
f[xi;xi+1;---;xi+k—17xi+k] _ f[xi-ﬁ-la"'vxi‘f‘k] _f[xi7"'7$i+k—1

Titk — Ls
Ahora es un mero ejercicio de manipufatialgebraica deducir que

ar = flxo,x1,. .., 2k, k=0,1,...,n.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.2.1. Hallar la ecuadn de la recta tangente a la cunya 32¢° ! en el puntq(0, 3).

A.2.2. Dada la paibola de ecuadny = 2% — 8z + 12, determinar el punto donde la tangente es paralela al eje
de abscisas.

A.2.3. Escribir la ecuadn de la recta tangente a la Bipolaxy = 1 en el punto de abscisa= 3.
A.2.4. ¢En g& punto de la difica de la fundn f(z) = 2% — 62 + 8 latangente es paralela al eje de abscisas?

A.2.5. Determinar los puntos de la curya= 2 + 922 — 9z + 15 en los cuales la tangente es paralela a la recta
y =122 + 5.

A.2.6. Determinar los puntos de la curya= z* — 72 + 1322+ + 1 que tienen la tangente formandoamgulo
dew /4 radianes con el eje de abcisas.

A.2.7. Probar que la recta tangente a la cufa) = log®(x) en el punto(a, f(a)) se traza uréindolo con el
punto(0, f(a) — 2loga).

A.2.8. Obtener las ecuaciones de la rectas tangente y normal a lagcarvg en los puntog1,2) y (2, 8).
A.2.9. Obtener las ecuaciones de la rectas tangente y normal a lagcerva + 1)(3 — 2)'/3 en el punta(2, 3).

A.2.10. La curva dada poy = 22 + ax + b pasa por el punt¢—2, 1) y alcanza un extremo relativo en= —3.
Hallara y b.

A.2.11. Hallara, b, c y d para que la curva dada pgre= az? +bxz? +cz +d tenga un raximo en el puntg—2, 21)
y un minimo en el puntd—1, 6).

A.2.12. Hallar dos iimeros cuya suma sea 20 y su producto el mayor posible.

A.2.13. Descomponer elimero 25 en dos sumandos tales que el doble del cuadrado del prirasrel tniple
del cuadrado del segundo se@mimo.

A.2.14. Calcular las dimensiones del mayor @tjulo cuyo pémetro es 40 metros.
A.2.15. Demostrar que la suma de uaimero real positivo no nulo y su inverso es mayor o igual que 2.

A.2.16. Hallar dos itumeros cuya suma es 18, sabiendo que el producto del uno por el cuadrado del otro ha de ser
maximo.

A.2.17. Hallar las dimensiones de un campo rectangular de 3600 metros cuadrados de superficie para poderlo
cercar mediante una valla de longitudhima.
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A.2.18. Se quiere vallar un campo rectangular qué @stito a un camino. Si la valla del lado del camino cuesta
800 pesetas/metro y la de los otros lados cuesta 100 pesetas/metro, faakar &l mayor campo que se
puede cercar con 288000 pesetas.

A.2.19. Un jardinero ha de construir un parterre en forma de sector circular congies de 20 metros. ¢ @l
se@ el radio que da el parterre deea naxima? ¢ Cal sea la amplitud en radianes del sector?

A.2.20. Los barriles que se utilizan para almacenargdetr tienen forma cihdrica y una capacidad de 160 litros.
Hallar las dimensiones del barril para que la chapa empleada en su corstiseairmima.

A.2.21. De todos los tA@ngulos i$sceles de 12 metros de paetro, hallar las dimensiones del que teagea
maxima.

A.2.22. Entre todos los reéngulos inscritos en una circunferencia de 12 metros de radio, hallar las dimensiones
del que tengarea naxima.

A.2.23. Averiguar ®mo ha de ser un ihgulo i$sceles dérea naxima inscrito en una circunferencia de radio
T.

A.2.24. Entre todos los cilindros rectos de volumen fijphallar el de menor superficie.

A.2.25. Una hoja de papel debe contener 18 tartros cuadrados de texto impreso. Lasrgenes superior e
inferior deben tener 2 cemetros cada uno y los laterales 1 ¢emdtro. Calcular las dimensiones de la hoja
para que el gasto de papel se@imo.

A.2.26. Hallar los puntos de la curyg = 6x cuya distancia al puntgt, 0) sea ninima.
A.2.27. Determinar la distancia mima del origen a la curvay = 1.

A.2.28. Determinar las dimensiones de una piscina no cubierta de voldther® con un fondo cuadrado, de
manera que la superficie de sus paredes y del suelo necesitanireancantidad de material.

A.2.29. De una &dmina cuadrada de 10dm de lado se cortan cuadrados en cada uno @ides con el objeto
de hacer una caja abierta por arriba. Calcular el lado del cuadrado que se debe cortar para que el volumen
de la caja sea a&ximo.

A.2.30. Las agujas de un reloj miden 4 y 6cm. Uniendo sus extremos se formaangulo. Determinar el
instante entre las 12h y las 12h30m en el cuareh del ti@ngulo es raxima.

A.2.31. La tangente en un punto a una curva es paralela al eje horizont&.pu@de decirse de su inclinaaf?
¢ Y de su pendiente? ¢Y de la derivada de la curva en ese punto?

A.2.32. a)Calcular el polinomio de Taylor de tercer grado alrededarde: 0 paraf(z) = (1 4 z)'/2,
b) Usar el polinomio de la parte (a) para aproxirér.1.

A.2.33. Con el polinomio de Taylor de tercer gradi(x) obtenido en el ejercicio anterior, aproximgf0.1),
£(0.5), f(1), f(2) y £(10). Calcular el error cometido en cada caso.

A.2.34. Encontrar el polinomio de Taylor de grado 2 pdfa) = 2* — 3 alrededor del punto
a) zo = 1.
b) Trog = 0.

A.2.35. Obtener el polinomio de Taylor de tercer grado pAfa) = (1 + z)~2 alrededor de:q = 0, y usar este
polinomio para aproximaf(0.05).

A.2.36. Seaf(x) = In(1 + z). Encontrar el polinomio de Taylor de grado 4 pgralrededor de:; = 0, y usarlo
para aproximat(1.1).

A.2.37. Usando los imeros, o nodos;g = 2, 1 = 2.5y z2 = 4, calcular el polinomio interpolante de Lagrange
de segundo grado para la fubiif (z) = 1/z. Usar dicho polinomio para calcular el valor fig) y obtener
el error cometido.
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A.2.38. Usar los polinomios interpolantes de Lagrange apropiados, de grado uno, dos, tres y cuatro, para aproxi-

mar
(@) f(2.5)si
£(2) = 0.5103757, £(2.2) = 0.5207843, f(2.4) = 0.5104147,
f(2.6) = 0.4813306, f(2.8) = 0.435916.
(b) f(0)si
f(=0.3) = —0.20431, f(—0.1) = —0.08993, f(0.1) = 0.11007,
£(0.3) = 0.39569, £(0.5) = 0.79845.
(c) f(1.25)si
f(1) = 0.24255, f(1.1) = 0.48603, f(1.2) = 0.8616, f(1.3) = 1.59751, f(1.4) = 3.76155.
(d) f(0.5) si
£(0.2) = 0.9798652, f(0.4) = 0.917771, £(0.6) = 0.8080348,
£(0.8) = 0.6386093, f(1) = 0.3843735.
(e) f(0.2) si
£(0.1) = 1.2314028, f(0.3) = 1.9121188, f(0.4) = 2.38554009,
£(0.5) = 2.9682818, £(0.6) = 3.6801169.

A.2.39. Usar los valores siguientes para construir un polinomio de Lagrange de grado dos o menor. Encontrar
una aproximadn parasen(0.34).
sen 0.3 = 0.29552  sen0.32 = 0.31457 sen0.35 = 0.3429

A.2.40. Agregar el valorsen 0.33 = 0.32402 a los datos del ejercicio anterior y construir un polinomio de La-
grange de grado tres 0 menor. Aproximai 0.34.

A.2.41. Usar los valores siguientes para construir una aproxiongmolinomica de Lagrange de tercer grado para
£(1.09). La funcibn que se eétaproximando eg(x) = log,, tan(x).
f(1) =0.1924  f(1.05) = 0.2414  f(1.1) = 0.2933  f(1.15) = 0.3492

A.2.42. Usar el polinomio interpolante de Lagrange de grado tres 0 menor para aprexi0afs5 usando los
siguientes valores:
c0s0.698 = 0.7661 cos0.733 = 0.7432
cos0.768 = 0.7193  cos 0.803 = 0.6946

A.2.43. La funcion f(z) = 23 + 422 — 10 tiene una rz en[1, 2]. Utilizar el algoritmo de bisecon (10 etapas)
para calcular una aproximaci de la réz. Calcular el error sabiendo que laz&xacta, con nueve cifras
decimales, ep = 1.365230013.

A.2.44. Demostrar queg (z) = 2® — = — 1 tiene exactamente un cero en el interval®]. Aproximar el cero con
0.01 de precigin usando el algoritmo de biseoni

A.2.45. Usar el algoritmo de bisedm para encontrar soluciones con una exactitud de 0.0kparaz> — 422 +
dr+4=0en
(a) [_25 0]
(b) [0,2]
(c)[1,2].

A.2.46. Usar el algoritmo de bisedmn para encontrar una soldai con una exactitud de 0.01 para= tanz en
[4,4.5].

A.2.47. Usar el algoritmo de bisedm para encontrar todas las soluciones:tle- 722 + 14z — 6 = 0 con una
precisbn de 0.001.

A.2.48. Usar el neétodo de itera@in del punto fijo para determinar una sofutexacta a 0.01 pasen 7z +x =
0en[1,2]. Tomarpy, = 1.

A.2.49. Resolverz® — x — 1 = (0 para la réz en[1, 2] usando el ratodo de iteradin del punto fijo. Obtener una
aproximacbn a la réz exacta a 0.01.
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A.2.50. Usar el neétodo de iteradin del punto fijo para determinar una sofutiexacta a 0.001 de = tanx en
[4,5].

A.2.51. Aproximar con 0.01 de precisn las réces de las siguientes ecuaciones en los intervalos dados usando el
método de Newton y el &todo de la secante.

(@23 — 222 —5=0en[1,4].
(b) 23 + 32% — 1 =0 en[—4,0].
(¢)x — cosx =0en|0, /2]

(d)x—0.8—0.2senx =0en0,7/2].

4. ACTIVIDADES PRACTICAS DEL CAP iTULO

4.1. Introduccion

La practica se va a realizar con el programa dieglo materatico DERIVE for Windows, versbn 4.05, de Soft
WarehouseDERIVE for Windows permite realizar &lculos y manipulaciones matéticas de carcter general,

lo cual significa que realiza muchas cosas de forma aceptable aunque no tiene la potencia de otros programas
espedicos. No obstantedDERIVE for Windows permite realizar todos losatculos que un usuario medio puede
necesitar.

En esta paictica nos vamos a centrar en alaulo diferencial en una variable. Aprenderemos a calcufzitds
de funciones, determinaremos lo&ximos, ninimos, y puntos de inflegn de una fundin, lo que nos permitir
representar @gficamente dicha fungn (lo cual, dicho sea de paso, hace auttoamente el programa).

Antes de comenzar la @ctica sed conveniente que recordemos brevemente la ‘botoner&&RIVE for Win-
dows (ver Figura 2.9), ya que simplifica enormemente la introcrtde datos y la realizemn de @lculos. Los
botones permiten realizar las siguientes tareas (de izquierda a dergehdabrir una nueva hoja de trabajo),
Open (abrir una hoja de trabajo existentg}ve (guardar la seén de trabajo)Print (imprimir la sesbn de tra-
bajo),Remove (eliminar la expregin marcada)ynremove (recuperar lailtima expresdn eliminada)Renumber
(renumerar las expresionesjthor expression (introducir una expreén sencilla)Author vector (introdu-
cir un vector) Author matrix (introducir una matriz)Simplify (simplificar),Approximate (calcular un valor
aproximado)Solve (resolver algebraicamente o néricamente una exprési), Substitute for variables
(realizar una sustituén),Calculate limit (calcular unimite),Calculate derivative (calcular una deriva-
da),Calculate integral (calcular una integraljalculate sum (calcular una sumafialculate product
(calcular un producto)2D-plot window (realizar un gafico bidimensional) \8BD-plot window (realizar un
grafico tridimensional).

D|=(@| & mfofea] . [ofid] =[x[&[5%] m]a]r]s|m| ~|%

Figura 2.9: El uso de la ‘botonera’ de DERIVE for Windows nos puede simplificar mucho el trabajo. Otro elemento
interesante es la existencia de ‘teclas calientes’ que nos permiten evitar los menUs, con lo que se gana
en rapidez.
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4.2. Ejemplos de ilustracon

Con DERIVE for Windows podemos calcular la derivada (de cualquier orden) de unadmnel imite de una
funcion f(z) cuandoz tiende a un @imero finitoz, o infinito, los maximos, ninimos y puntos de inflegn, y
tambien podemos utilizar la informamn anterior para representaaficamente una fungn. Veamos mediante
ejemplos 6mo hacer cada una de las tareas anteriores.

In(1+x) —In(1—2a)

Hallar el siguiente imite: lirt%

ElejimosAuthor y escribimos(1n(1+x)-1n(1-x))/x. Despis de seleccionar las opcior@t.culus|Limit

(o bien pulsamos el boh nos aparece la ventana de la Figura 2.10. El programa nos solicita larfunci
la variable, el punto que utilizaremos para &lculo del Imite y el tipo de aproximadn: Left (limite por la
izquierda) Right (limite por la derecha) Both (limite ordinario). En nuestro caso, seleccionamdsy Both.
Finalmente para obtener el resultado debemos pulsar lagesfa ify, con lo que el programa nos devuelve
como valor delimite el rimero 2.

Calculus Limit - #??.MTH

o B y|d|E g LR A (S TRV

n om|p|o|Tjv|e X P o
ABICAEZHBSB|I K AMN

O|II|P|Z|T Y |d X | ¥

=y | B

[1] |urr

1% 1A

2
>

J
<N
=1+

|F{x, vy = J{— 4-x"2 - y*2 + 16}

Wariable: Ix vl Lt i Ia ﬁppmilzh Fram
Left

" Right

&+ Both

QK I Simplify Cancel

Figura 2.10: Ventana del programa que nos permite calcular limites de funciones.

Calcular la derivada d&3z? + 52 — 1)*

Elejimos Author e introducimos la expresn (3x"2+5x-1) 4. A continuacdn seleccionamos las opciones
Calculus|Differentiate (0 bien pulsamos el bon ) y nos aparece la ventana de la Figura 2.11. Entonces

el programa nos ofrece la expr@sique queremos derivar (por defecto la que estaba seleccionada), la variable de
derivacbn (por defecta) y el orden de la derivada que queremos calcular (por defgctdras pulsar la tecla
obtenemost(6z + 5)(3z% + 52 — 1)3. Si queremos desarrollar la expi@sianterior deberemos seleccionar las
opcionesSimplify|Expand (0 Simplemente teclealtrl+B) y nos aparece la ventana de la Figura 2.12. Tras
pulsar el babn Expand obtendremos el siguiente polinomi®48z7 + 37805 + 745225 + 48002* — 88423 —

96022 4 2762 — 20.

Calcular la derivada écima de:=2*+1

Seguimos los mismos pasos que en el ejemplo anterior. Introducimos la érpres(2x+1) y seleccionamos
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Calculus Differentiate - 72?. MTH
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|~.I'(1 - x™2 - y*2)|

"ariable: Ix vl Order: |1 3:

ok | Siply | Cancel |

Figura 2.11: Ventana del programa que nos permite derivar funciones.

Expand Expression - PRACT2.MTH E
o By &[e g|n o]tk pmv Elon|plo|t|ojp x|y ol elculvtcl+#
AB|TA|EZHO|I KAMNEOTIPZTY|dX Y0 TLe=nA-dd
|(3-x"2 + 5-x — 1)™4
Espansion Yarables——————— Amount
O Trivial
" SguareFres
* Fational
" Radical
oK | Expand I Cancel |

Figura 2.12: Ventana del programa que nos permite desarrollar y simplificar expresiones.

las opcione€alculus|Differentiate. La variable de derivadn esx y el orden de derivadn es 10. Despas
de desarrollar el resultado (pulsando la texilaplify) se obtiend 024¢2* 1.

Calcular los extremos y puntos de inflexide la funddn 122° — 105z* + 4023 + 84022 — 14402

En este caso, lo conveniente es almacenar la @mndPara ello, elegimaseclare y a continuadn Function
definition, y Nos aparece la ventana de la Figura 2.13. El programa nos solicita el nombre, la variable (o varia-
bles) independiente y la defin@zi de la fundbn. Tecleamos el nombre de la fubgi(por ejemploF), el nombre

de la variable (por ejempl) y la definicbn mediante la expresn 12x~5-105x"4+40x"~3+840x~2-1440x.

Para los extremos debemos calcular los ceros de la derivada; para ello, seleccionamos las@iciabes |
Differentiate (con los valores de para la variable y de 1 para el orden) y obteners® — 4202 +

12022 + 1680x — 1440. A continuacbn determinamos los ceros de este polinomio mediante las opciones
Solve|Algebraically, obteniendx=1, x=2, x=-2, x=6.

Para determinar el cacter de estas iges, debemos calcular el valor de la derivada segunda en ellos. Para ello,
seleccionamos la exprési que contiene la definion de la funddn F o la expresin que contiene su derivada.

A continuacon seleccionamos las opcion@slculus|Differentiate, con el valorx para la variable y @

1 para el orden (dependiendo de si hemos seleccionado l@fuha su derivada). Una vez hemos calculado

la derivada segunda la almacenamos en unadancjue llamaremos, siguiendo los mismos pasos que antes
(Declare y Function definition...), recordando que para copiar aufdivamente la expresn seleccionada
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Declare Function Definition - 2?2 MTH

o By |6 elé et krxpvElonplexolpxpolE @ =uy c+£
ABIAEZHO I KAMNEOIIP Z T Y &)XY T o= m0s L0

Mame and Argurnents: IFH &M

Definition: I

(] I Cancel

Figura 2.13: Venta del programa que permite declarar una funcion. Existen ventanas similares para declarar el
valor de una variable (constante, vector o matriz).

debemos pulsar3. Si ahora queremos calcular el valor@en las réces previamente calculadaélstenemos
que introducir la expredh G(1) y pulsarSimplify (aralogamente para las dé@s), obteniendo los siguientes
resultados :G(1)=900 (luego enx=1 hay un ninimo), G(2)=-960 (maximo enx=2), G(-2)=-5760 (Maximo
enx=-2) y G(6)=9600 (minimo enx=6). Otra posibilidad es calcular los cuatro valores al mismo tiempo; para
ello introducimos la expresh como un vector de 4 elementos coff®(1) ,G(2) ,G(-2),G(6)], y el progra-

ma nos devolver la solucbn como un vector:[900, -960, -5760, 9600]. Para determinar las ordenadas
correspondientes a cada abscisa habremos de cafeilarF'(2), F(—2) y F(6), respectivamente, resultando:
F(1) = =653, F(2) = —496, F(—2) = 3856y F'(6) = —12528.

Para calcular los puntos de infléri debemos obtener los ceros de la derivada segunda. Si la @nedésios
calculos esExact entonces obtendremos la solutien forma trigonoretrica. Para obtener un resultado que
podamos manejar @& @modamente es conveniente aproximar seguidamente la@oluenéricamente (utili-
zando para ello las opcion8smplify | Approximate con el mimero de @yitos que nos parezca adecuado). Los
ceros de la derivada segunda que se obtienen son los siguientes (damés tanadodenada correspondiente):
(1.51, —573.59), (—0.98,2079.11) y (4.72, —7904.16).

4.3. Ejercicios de aplicadbn

A continuacbn se enuncian unos ejercicios sobadcalo diferencial de funciones reales de una variable. Si el
alumno encuentra alguna dificultad debe revisar detenidamente los ejemplos anteriores.

. Int —n+3
a) Calcular el Imite lim —————.
(@) 0 202 1 3n — 1
(b) Calcular elimite lim (1 — z) tan(%).

(c) Calcular la derivada quinta dé” In(x).

(d) Calcular los extremos y los puntos de inflaxide la funddn z* — 222,
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6. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.2.1. Representar gficamente la funéin dada por

74x274x+1

4 512 — 6z + 1

E.2.2. Determinar 6mo ha de ser un ingulo i®sceles dérea naxima inscrito en una circunferencia de radio
T.

E.2.3. Se considera la siguiente tabla de datos:

g W o8
w =

Utilizar interpolacon polindbmica para calcular una aproximénia f(2).

E.2.4. Se dispone de un alambre de longitudon el que hay que construir uireulo y un cuadrado. ¢no se
debe dividir el alambre en dos trozos para que la suma dedas encerradas por @aulo y el cuadrado
sea ninima? ¢Y para que dicha sumaateas sea axima?

E.2.5. Utilizar algin método nunérico para aproximar, con una prediside10~%, el valor dex tal que la distan-
cia entre el punto (1,0) y los puntos de lagaola(z, y(z)), y(x) = 22, se hace imima.

Observadn: Sea cual sea el@odo que se utilice, debe considerarse que un valor aproximagacerca
al valor real con una precim de10~° si se satisface que,, — pn—1| < 107°.

E.2.6. Un pediatra est realizando un seguimiento del peso de Id®sique pasan por su consulta. Elegida una
ficha al azar de su archivo, observa los siguientes datos:

Edad(dos)|1 2 4 5
Peso(Kg) | 9 12 16 18
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Utilizar interpolacon polinomica de Lagrange para obtener una aproxifraounérica del peso del iib a
los 3 dios de edad.

E.2.7. Una persona se somete a una dieta de adelgazamiento durante 5 semanas. A conseudeialla su
peso al &rmino de cada una de esas semanas:

Al cabo de...(semanas) 1 213 4 5
Peso en Kg. 88’5 | 87 | 84| 82'5 | 79

Calcular la ecuaéin de un polinomio de grado 4 que relacione las dos variables. Usando dicho polinomio
¢ Qe peso espersmos que alcance esta persona si sigue la dieta dos semasfas m

E.2.8. Representar @ficamente la funéin f : R — R definida como sigue:

(z—1)(x—2)(z-3)
(z —4)(x —5)(xz —6)

fx) =

Calcular $lo los elementos que sean indispensables para realizar una représegiéeica correcta.

E.2.9. Utilizar cualquier nétodo nunérico, de entre los que han sido explicados en las clases de,tpara
calcular una rez de la ecuaéin
234+ 2r-1=0

con una cota de error d2001.
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ANOTACIONES




