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CÁLCULO DIFERENCIAL

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP ÍTULO
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2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP ÍTULO

2.1. Ĺımite de una funcíon

2.1.1. Definiciones

La nocíon de ĺımite es b́asica en todo el ćalculo, por lo que es sumamente importante adquirir un buen manejo y
conocimiento de los lı́mites antes de adentrarnos en otros temas.

Seaf(x) una funcíon y consideremosx0 un ńumero real (no necesariamente en el dominio def ). Si f(x) se
acerca arbitrariamente a unúnico valorL cuandox se aproxima ax0 por ambos lados (sin llegar nunca a ser igual
ax0), decimos que ell ı́mite def(x) cuandox tiende ax0 esL, y escribimos

lim
x→x0

f(x) = L.

En la definicíon anterior observamos que sólo interesa conocer cómo est́a definida la funcíon f cerca del punto
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x0. Si la funcíon existe o no en el puntox0 no tiene importancia. La cuestión crucial aqúı es la siguiente: ¿qué
significa quef(x) se acerca arbitrariamente aL? ¿qúe ocurre six se aproxima ax0 sólo por un lado?

El comportamiento de las funciones en relación a los ĺımites puede ser de lo ḿas diverso. Śolo como un bot́on de
muestra, veamos las siguientes funciones.

f(x) = x/(
√
x+ 1− 1): El lı́mite def(x) cuandox → 0 vale 2, ya que si nos acercamos por la izquierda

obtenemos valores menores que 2 pero cada vez más pŕoximos a 2; y si nos acercamos por la derecha
obtenemos valores mayores que 2 pero cada vez más pŕoximos a 2. Sin embargo, la función f no est́a
definida enx = 0.

f(x) = |x|/x: Cuando nos acercamos a 0 por la izquierda, entoncesf(x) = −1 por lo que el ĺımite vale−1.
Pero si nos acercamos por la derecha entoncesf(x) = 1 y aśı el lı́mite vale 1. Por tanto, no existe el lı́mite.

f(x) = 1/x2: Cuandox se aproxima a 0,f(x) se va haciendo cada vez más grande, por lo que no existe ningún
número realL al cual tiendaf(x). Por tanto no existe el lı́mite def(x) cuandox→ 0.

En los ejemplos anteriores hemos visto que hay funciones que se aproximan a un valorL1 cuandox se aproxima
a x0 por la izquierda y se aproximan aL2 si nos acercamos por la derecha. Este comportamiento nos lleva a
considerar las siguientes definiciones.

Seaf(x) una funcíon y consideremosx0 un ńumero real (no necesariamente en el dominio def ).

(1) Si f(x) se acerca arbitrariamente a unúnico valorL cuandox se aproxima ax0 por la izquierda (sin llegar
nunca a ser igual ax0), decimos que ell ı́mite por la izquierda de f(x) cuandox tiende ax0 esL, y
escribimos

lim
x→x0−

f(x) = L.

(2) Si f(x) se acerca arbitrariamente a unúnico valorL cuandox se aproxima ax0 por la derecha (sin llegar
nunca a ser igual ax0), decimos que ell ı́mite por la derecha de f(x) cuandox tiende ax0 esL, y
escribimos

lim
x→x0+

f(x) = L.

Entonces existe el lı́mite de una funcíonf(x) enx0 si existen los ĺımites laterales enx0 y coinciden.

2.1.2. Reglas para el ćalculo de ĺımites

Si b y c son ńumeros reales,n un entero positivo yf , g son funciones que tienen lı́mite cuandox tiende ac,
entonces son ciertas las siguientes propiedades:

(1) Múltiplo escalar:lim
x→c

[bf(x)] = b[ lim
x→c

f(x)]

(2) Suma/Diferencia:lim
x→c

[f(x)± g(x)] = lim
x→c

f(x)± lim
x→c

g(x)

(3) Producto:lim
x→c

[f(x)g(x)] = lim
x→c

f(x) lim
x→c

g(x)

(4) Cociente:lim
x→c

[
f(x)
g(x)

] =
limx→c f(x)
limx→c g(x)

, siempre quelimx→c g(x) 6= 0.
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(5) Potencia:lim
x→c

[f(x)]n = [lim
x→c

f(x)]n

(6) Ráız: lim
x→c

n
√
f(x) = n

√
lim
x→c

f(x). Sin es par suponemos quelim
x→c

f(x) es no negativo.

Para poder calcular lı́mites śolo es necesario, además de utilizar las reglas anteriores, tener en cuenta quelim
x→c

b = b

y lim
x→c

x = c.

Como una consecuencia de la aplicación de las propiedades anteriores tenemos las siguientes reglas:

(1) Si p(x) es un polinomio entonces
lim
x→c

p(x) = p(c).

(2) Si r(x) = p(x)/q(x), q(c) 6= 0, es una funcíon racional entonces

lim
x→c

p(x)
q(x)

=
p(c)
q(c)

.

(3) Si c > 0 y n es cualquier entero positivo, o sic < 0 y n es un entero positivo impar, entonces

lim
x→c

n
√
x = n

√
c.

(4) Si f y g son funciones tales quelim
x→c

g(x) = L y lim
x→L

f(x) = f(L) entonces

lim
x→c

f(g(x)) = f(L).

Para finalizar este apartado vamos a enunciar laregla del bocadilloo teorema de intercalación, herramienta muy
útil que permite calcular lı́mites por comparación.

Regla del Bocadillo.Si f(x) 6 g(x) 6 h(x) para todox en un intervalo abierto que contiene ac (no importa lo
que suceda enc) y

lim
x→c

f(x) = lim
x→c

h(x) = L,

entonces
lim
x→c

g(x) = L.

2.2. Continuidad de una funcíon

El término continuidad en matemáticas tiene exactamente el mismo significado que tiene en el lenguaje cotidiano:
una funcíonf es continua en un puntoa si su gŕafica no se interrumpe ena, no tiene saltos ni huecos en ese punto.
La única diferencia que existe es en la formulación rigurosa.

Continuidad en un punto: Una funcíonf es continua ena si se verifican las siguientes condiciones:
1. f(a) est́a definida. 2.lim

x→a
f(x) existe. 3.lim

x→a
f(x) = f(a).

Continuidad en un intervalo abierto: Una funcíon f se dice continua en un intervalo abierto(b, c) si lo es en
todos los puntos de ese intervalo.

Si f es continua en toda la recta real(−∞,∞) diremos simplemente quef es unafunción continua. Se dice que
f esdiscontinua ena si no es continua en dicho punto.
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Existen varios tipos de discontinuidades: lasevitablesy lasno evitables. Se dice que una discontinuidad enx = a
es evitable si la función f puede hacerse continua ena redefiníendola en dicho punto. En caso contrario, se dirá
que la discontinuidad es no evitable.

Continuidad por la derecha: Una funcíon f es continua por la derecha ena si se verifican las siguientes condi-
ciones:

1. f(a) est́a definida. 2. lim
x→a+

f(x) existe. 3. lim
x→a+

f(x) = f(a).

Continuidad por la izquierda: Una funcíon f es continua por la izquierda ena si se verifican las siguientes
condiciones:

1. f(a) est́a definida. 2. lim
x→a−

f(x) existe. 3. lim
x→a−

f(x) = f(a).

Continuidad en un intervalo cerrado: Una funcíonf se dice continua en un intervalo cerrado[b, c] si es continua
en(b, c) y tambíen es continua por la derecha enb y por la izquierda enc.

2.2.1. Propiedades de las funciones continuas

Teniendo en cuenta que la continuidad se ha definido como un lı́mite, podemos utilizar las propiedades de los
lı́mites para comprobar inmediatamente las siguientes propiedades acerca de la continuidad.

Seanf y g dos funciones continuas en un puntoa, entonces también son continuas ena las siguientes funciones:

(1) Suma y diferencia:f ± g.

(2) Múltiplo escalar:λf , siendoλ un ńumero real.

(3) Producto:fg.

(4) Cociente:f/g siempre queg(a) 6= 0.

Listamos a continuación algunos de los tipos ḿas comunes de funciones continuas en todo punto de su dominio:

(1) Funciones polińomicas:p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

(2) Funciones racionales:r(x) = p(x)/q(x), si q(x) 6= 0.

(3) Funciones radicales:f(x) = n
√
p(x), si p(x) > 0 cuandon es par.

Uno de los resultados que nos permitirá combinar las propiedades anteriores para probar la continuidad de funcio-
nes ḿas complejas es el siguiente: “Si g es continua enc y f es continua eng(c) entonces la función compuesta
f◦g es continua enc”.

Finalizamos esta sección con un teorema relativo al comportamiento de las funciones continuas en un intervalo
cerrado, cuya demostración hace uso de la ‘completitud’ de los números reales.

Teorema del valor intermedio: Si f es una funcíon continua en[a, b] y k es cualquier valor entref(a) y f(b),
entonces existe al menos un númeroc ∈ [a, b] tal quef(c) = k.

El teorema del valor intermedio esútil para localizar los ceros de una función continua en un intervalo cerrado.
Más concretamente, se tiene el siguiente resultado.
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Teorema de Bolzano: Si f es una funcíon en[a, b] y f(a), f(b) difieren de signo, entonces existe al menos un
númeroc ∈ [a, b] tal quef(c) = 0.

Es importante hacer notar que tanto en el teorema del valor intermedio como en el teorema de Bolzano es capital
que la funcíon sea continua en el intervalo cerrado[a, b]. Pueden encontrarse ejemplos muy sencillos de funciones
discontinuas que no verifican los teoremas anteriores.

2.3. Ĺımites infinitos

En la seccíon previa donde hemos definido el concepto de lı́miteL de una funcíon f en un puntoa, sólo hemos
considerado el caso en que tantoa comoL fuesen ńumeros reales. Sin embargo, es posible extender el concepto
de ĺımite a otros casos, en un cierto sentido que ahora pasamos a precisar.

2.3.1. Lı́mites infinitos cuandoa es un ńumero real

Se dice quef(x) crece sin topecuandox tiende aa si para todo ńumero realM siempre existe un intervaloI de
a tal quef(x) > M para todo puntox deI. Análogamente, se dice quef(x) decrece sin topecuandox tiende a
a si para todo ńumero realM siempre existe un intervaloI dea tal quef(x) < M para todo puntox deI.

Si f(x) crece sin tope cuandox tiende haciaa diremos que el lı́mite def cuandox tiende aa es∞ y escribiremos

lim
x→a

f(x) =∞.

Por el contrario, sif(x) decrece sin tope cuandox tiende haciaa diremos que el lı́mite def cuandox tiende aa
es−∞ y escribiremos

lim
x→a

f(x) = −∞.
El signo de igualdad en las expresiones anteriores no significa que exista un lı́mite, sino que nos dan una razón
por la que la funcíon f no puede tener lı́mite en el puntoa: porque no está acotada. Lo que de verdad se quiere
decir es que el lı́mite no existe y la funciónf tiene una discontinuidad no evitable (de salto infinito).

Los ĺımites infinitos por la izquierda y por la derecha se definen análogamente. Los cuatro posibles lı́mites laterales
son los siguientes:

(1) lim
x→a−

f(x) = −∞,

(2) lim
x→a−

f(x) =∞,

(3) lim
x→a+

f(x) = −∞,

(4) lim
x→a+

f(x) =∞.

Si alguno de los lı́mites laterales anteriores se satisface, decimos quef tiene ena una discontinuidad infinita.
En este caso, diremos que la rectax = a es unaaśıntota vertical de f . Uno de los ejemplos ḿas t́ıpicos de
existencia de ası́ntotas verticales se da en las funciones racionales: “si f y g son funciones continuas en un
intervalo conteniendo ac, y se satisfacef(c) 6= 0 y g(c) = 0, entonces la función racionalr(x) = f(x)/g(x)
tiene una aśıntota vertical enx = c”.
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Terminamos esta sección con las siguientes propiedades de lı́mites infinitos. Sic, L son ńumeros reales yf , g son
funciones tales que

lim
x→c

f(x) =∞ y lim
x→c

g(x) = L,

entonces las siguientes propiedades se verifican:

(1) Suma y diferencia:lim
x→c

[f ± g] =∞.

(2) Múltiplo escalar:lim
x→c

[λf ] =∞, siλ > 0 y lim
x→c

[λf ] = −∞, siλ < 0.

(3) Producto:lim
x→c

[fg] =∞ siL > 0 y lim
x→c

[fg] = −∞ siL < 0.

(4) Cociente:lim
x→c

[g/f ] = 0.

(Propiedades similares son válidas para lı́mites laterales y para funciones para las cuales el lı́mite def(x) cuando
x tiende ac es−∞).

2.3.2. Lı́mites infinitos cuandoL es un ńumero real

Si f(x) tiende aL cuandox se hace arbitrariamente grande, entonces decimos que el lı́mite def(x) cuandox
tiende a infinito esL, y escribimos

lim
x→∞ f(x) = L.

Análogamente, sif(x) tiende aL cuandox se hace arbitrariamente pequeño, entonces decimos que el lı́mite de
f(x) cuandox tiende a menos infinito esL, y escribimos

lim
x→−∞ f(x) = L.

En ambos casos se dice que la rectay = L es una aśıntota horizontal de la función f . Uno de los ejemplos ḿas
tı́picos de existencia de ası́ntotas horizontales se da en las funciones racionales: “si f y g son dos polinomios del
mismo grado, entonces la función racionalr(x) = f(x)/g(x) tiene una aśıntota horizontal eny = L, siendoL el
cociente entre los coeficientes principales def y g”.

Terminamos esta sección con las siguientes propiedades de lı́mites infinitos. SiL1, L2 son ńumeros reales yf , g
son funciones tales que

lim
x→∞ f(x) = L1 y lim

x→∞ g(x) = L2,

entonces las siguientes propiedades se verifican:

(1) Suma y diferencia:lim
x→∞[f ± g] = L1 ± L2.

(2) Múltiplo escalar: lim
x→∞[λf ] = λL1.

(3) Producto: lim
x→∞[fg] = L1L2.

(4) Cociente: lim
x→∞[f/g] = L1/L2 siL2 6= 0.

(Propiedades similares son válidas para lı́mites def(x) cuandox tiende a−∞).

Las propiedades anteriores también pueden ser válidas siL1 = ±∞ oL2 = ±∞ o ambas condiciones al mismo
tiempo. No obstante, existen ciertas restricciones con el fin de evitar las indeterminaciones:∞−∞, 0.∞,∞/∞,
etc.
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2.4. Derivada de una funcíon

El cálculo mateḿatico nacío y se fortalecío a ráız de cuatro cĺasicos problemas sobre los que los matemáticos
europeos trabajaron durante el siglo XVII. Estos problemas son:

(1) El problema de la recta tangente.

(2) El problema de la velocidad y la aceleración.

(3) El problema de los ḿaximos y ḿınimos.

(4) El problema deĺarea.

En este caṕıtulo abordaremos los tres primeros problemas, dejando elúltimo para el caṕıtulo siguiente. Cada uno
de los problemas anteriores requiere el concepto de lı́mite, ya introducido al comienzo del capı́tulo, y es por śı
solo suficiente para motivar e introducir el cálculo.

La derivada de una funciónf en un puntoa, que se denota porf ′(a), se define como

lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a = lim

h→0

f(a+ h)− f(a)
h

,

supuesto que tal lı́mite exista.

2.4.1. Interpretación geoḿetrica: Recta tangente

Si consideramos los puntos del plano(x, f(x)) y (a, f(a)), entonces la recta que los une tiene una pendientem
dada por

m =
f(x)− f(a)

x− a .

En consecuencia,f ′(a) es el ĺımite de las pendientes de las rectas secantes que unen los puntos(x, f(x)) y
(a, f(a)), y por tanto constituye la pendiente de la recta tangente af ena (ver Figura 2.1).

Utilizando la forma punto-pendiente para expresar la ecuación de una recta, podemos decir que sif ′(a) existe
entonces la recta tangente a la curvay = f(x) en el punto(a, f(a)) viene dada por

y − f(a) = f ′(a)(x− a).

Una funcíonf definida en un intervalo abierto(a, b) se dice que esderivable (o diferenciable) si existef ′(c) en
todo puntoc del intervalo. Sif es una funcíon derivable entonces podemos definir otra función, denominada la
derivada def y denotada porf ′, por la siguiente f́ormula:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

.

El dominio def ′ siempre es un subconjunto del dominio def y una de las propiedades fundamentales de la
derivada queda recogida en el siguiente teorema: “si f es derivable enx = a entoncesf es continua enx = a”.

De lo anterior se deduce que podemos definir un operador en el conjunto de las funciones derivables que asocia a
cada funcíonf(x) su derivadaf ′(x). Dicho operador se denomina la derivada y se denota por

d

dx

de manera que
d

dx
(f) es una notación para indicarf ′. Asimismo, otra notación paraf ′(a) es

df

dx
(a).



CÁLCULO DIFERENCIAL 37

-

6

x

y

0 a

f(a)

x

x− a

f(x)− f(a)
)

Figura 2.1: Interpretación geométrica de la derivada.

2.4.2. Reglas de derivación

Aunque la nocíon de derivada se apoya en el concepto de lı́mite, no es conveniente calcular las derivadas recu-
rriendo a la definicíon, ya que los ćalculos son engorrosos y en ocasiones difı́ciles de realizar. En esta sección
vamos a presentar una serie de reglas que nos permitirán hallar derivadas sin recurrir a la definición, de una forma
más sencilla.

Regla de la constante.La derivada de una constantec es cero:

d

dx
[c] = 0.

Regla de las potencias.Si n es un ńumero racional,

d

dx
[xn] = nxn−1.

Regla del múltiplo constante. Si c es un ńumero real,

d

dx
[cf(x)] = cf ′(x).

Regla de la suma y diferencia.La derivada de una suma (o diferencia) de dos funciones derivables es la suma
(o diferencia) de sus derivadas:

d

dx
[f(x)± g(x)] = f ′(x)± g′(x).

Regla del producto. El producto de dos funciones derivables es también derivable y su derivada viene dada por

d

dx
[f(x)g(x)] = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).



38 MATEM ÁTICAS

Regla del cociente.El cociente de dos funciones derivables es también derivable y su derivada viene dada por

d

dx

[
f(x)
g(x)

]
=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g(x)2
.

Regla de la cadena.La composicíon de dos funciones derivables es también derivable y su derivada viene dada
por

d

dx
[f(g(x))] = f ′(g(x))g′(x).

2.4.3. Derivación impĺıcita

En las secciones anteriores hemos visto cómo derivar funcionesy = f(x). Sin embargo, en ocasiones las variables
x e y se hallan relacionadas por una ecuaciónF (x, y) = 0 que no permite despejary en funcíon dex. En estos
casos se utiliza la técnica de la derivación impĺıcita, la cual presupone que la variabley es funcíon dex.

Cuando queremos calculardy/dx a partir de una ecuación F (x, y) = 0 debemos tener presente que estamos
derivando respecto dex. Por tanto, cuando derivemos términos en los que aparecey debemos utilizar la regla de
la cadena, ya quey est́a definida impĺıcitamente como una función dex.

El resultado de la derivación impĺıcita dy/dx no suele ser una función que śolo depende dex, sino ḿas bien una
nueva funcíon que depende dex y dey.

2.4.4. Extremos (absolutos y relativos)

Seaf una funcíon definida en un intervaloI conteniendo un puntoa. Entoncesf(a) es elmı́nimo def enI si
f(a) 6 f(x) para todox enI. Análogamente,f(a) es elmáximo def enI si f(a) > f(x) para todox enI. En
ocasiones, el ḿaximo y el ḿınimo de una funcíonf se denominan elmáximo absolutoy el mı́nimo absolutoen
ese intervalo, respectivamente (ver Figura 2.2).

Si el intervaloI es abierto, entoncesf no tiene por qúe tener un ḿaximo o un ḿınimo en dicho intervalo. Sin
embargo, siI es un intervalo cerrado[a, b], entoncesf tiene un ḿaximoM y un ḿınimom (teorema del valor
extremo).

A veces no interesa tanto el comportamiento global de la función como el comportamiento local, es decir, el com-
portamiento en intervalos pequeños. En este caso, las definiciones anteriores pueden ser ligeramente modificadas
en el siguiente sentido.

f(a) es unmı́nimo relativo de f si f(a) 6 f(x) para todox en un intervalo abiertoI conteniendo aa.
Análogamente,f(a) es unmáximo relativo de f si f(a) > f(x) para todox en un intervalo abiertoI con-
teniendo aa (ver Figura 2.2).

¿Ćomo podemos utilizar el cálculo para la determinación de los extremos relativos de una función? Para ello
necesitamos introducir el concepto de punto crı́tico. Sif est́a definida ena, se dice quea espunto crı́tico def si
f ′(a) = 0. Por convenio, todos los puntos que no pertenecen al dominio def ′ son cŕıticos.

La primera aproximación nos la da elteorema de Fermat, que dice lo siguiente: “Si f tiene un extremo relativo
ena entoncesf ′(a) = 0”. Como consecuencia de lo anterior, los extremos relativos de una función śolo pueden
aparecer en los puntos crı́ticos, lo que justifica la siguiente guı́a para determinar los extremos de una función en
un intervalo cerrado:
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Figura 2.2: Máximos y mı́nimos de una función.

(1) Determinar los puntos crı́ticos def .

(2) Evaluarf en sus puntos crı́ticos.

(3) Calcularf(a) y f(b).

(4) El menor de los valores anteriores es el mı́nimo; el mayor es el ḿaximo.

2.4.5. Teoremas de Rolle y del valor medio

El teorema del valor extremo discutido anteriormente garantiza la existencia de extremos absolutos en las funcio-
nes continuas definidas en un intervalo cerrado, pero no sabemos si estos extremos se alcanzan en los extremos
del intervalo o en el interior. El siguiente teorema garantiza la existencia de extremos en el interior del intervalo.

Teorema de Rolle.Seaf una funcíon continua en un intervalo cerrado[a, b] y derivable en el intervalo abierto
(a, b) tal quef(a) = f(b). Entonces existe un puntoc ∈ (a, b) tal quef ′(c) = 0.

Debemos hacer notar que todas las hipótesis son imprescindibles. Sif no es derivable en(a, b) o f(a) 6= f(b)
entonces podemos encontrar ejemplos de funciones que no satisfacen el teorema de Rolle.

Como una generalización del teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema del valor medio.Seaf una funcíon continua en un intervalo cerrado[a, b] y derivable en el intervalo
abierto(a, b). Entonces existe un puntoc ∈ (a, b) tal que

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a .

Geoḿetricamente, el teorema anterior nos dice que, en las hipótesis del teorema, siempre existe un puntoc tal
que la recta tangente a la curvay = f(x) enc tiene la misma pendiente que la recta secante que une los puntos
(a, f(a)) y (b, f(b)).
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El teorema del valor medio es uno de los resultados básicos del ćalculo, fundamentalmente por su utilización en
la demostracíon de muchos otros resultados. Una de las consecuencias más bonitas es la siguiente: “Si f ′(x) = 0
para todo puntox ∈ (a, b) entoncesf es constante en(a, b)”.

2.4.6. Funciones crecientes y decrecientes

Una funcíon f es (estrictamente) creciente en un intervaloI si para todo par de puntosx1 y x2 en I tales
quex1 < x2 se satisfacef(x1) < f(x2). Análogamente, una función f es (estrictamente) decrecienteen un
intervaloI si para todo par de puntosx1 y x2 enI tales quex1 < x2 se satisfacef(x1) > f(x2).

Si la funcíon f es derivable, podemos utilizar el signo de la derivadaf ′(x) para saber si una función es creciente
o decreciente:

(1) Si f ′(x) > 0 para todox en(a, b) entoncesf es creciente en(a, b).

(2) Si f ′(x) < 0 para todox en(a, b) entoncesf es decreciente en(a, b).

(3) Si f ′(x) = 0 para todox en(a, b) entoncesf es constante en(a, b).

Figura 2.3: Crecimiento y decrecimiento de una función.

Las anteriores propiedades nos permiten elaborar la siguiente guı́a para determinar los intervalos donde una fun-
ción derivable es creciente o decreciente.

(1) Localizar los puntos crı́ticos def

(2) Determinar el signo def ′ en cada uno de los intervalos determinados por dos puntos crı́ticos consecutivos.

(3) Utilizar las propiedades anteriores para cada uno de los intervalos obtenidos.

Una vez determinados los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una función f es muy f́acil determinar si
los puntos cŕıticos obtenidos son ḿaximos o ḿınimos relativos, seǵun las siguientes reglas (ver Figura 2.3):

(1) Si f ′ cambia de negativa a positiva enc entoncesf(c) es un ḿınimo relativo def .

(2) Si f ′ cambia de positiva a negativa enc entoncesf(c) es un ḿaximo relativo def .

(3) Si f ′ no cambia de signo enc entoncesf(c) no es ni ḿaximo ni ḿınimo relativo.
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2.4.7. Concavidad y puntos de inflexión

Si f es una funcíon derivable en un intervalo abierto(a, b), se dice que la gráfica def escóncava hacia arriba
si f ′ es creciente en dicho intervalo, ycóncava hacia abajosi f ′ es decreciente en dicho intervalo. Observemos
que las definiciones anteriores significan que la gráfica def se encuentra por arriba (resp. abajo) de todas sus
tangentes.

En ocasiones se utilizan los términoscóncavay convexapara las gŕaficas que son ćoncavas hacia arriba y cóncavas
hacia abajo, respectivamente.

- -

6 6

x x

y y

0 0

Figura 2.4: Concavidad de una función.

La determinacíon de los intervalos de concavidad (hacia arriba y hacia abajo) puede obtenerse teniendo en cuenta
el signo de la derivada segunda, según la siguiente propiedad:

(1) Si f ′′(x) > 0 para todox en(a, b) entonces la gráfica def es ćoncava hacia arriba.

(2) Si f ′′(x) < 0 para todox en(a, b) entonces la gráfica def es ćoncava hacia abajo.

(3) Si f ′′(x) = 0 para todox en(a, b) entoncesf es una funcíon lineal.

Un punto(c, f(c)) se dice que es unpunto de inflexión de una curvay = f(x) si la gŕafica def cambia de
cóncava hacia arriba a cóncava hacia abajo, o viceversa, en dicho punto.

Como consecuencia de la definición, la recta tangente a la curvay = f(x) en el punto de inflexión corta a la
gráfica def . Adeḿas, si(c, f(c)) es un punto de inflexión de la gŕafica def entoncesf ′′(c) = 0 o f ′′ no est́a
definida enx = c.

Finalizamos esta sección con el criterio de la derivada segunda para la determinación de los extremos relativos. El
criterio se basa en que en que sif ′(c) = 0 y existe un intervalo dec donde la gŕafica def es ćoncava hacia abajo
entoncesf(c) es un ḿaximo def ; por el contrario, si la gŕafica def es ćoncava hacia arriba entoncesf(c) es un
mı́nimo def .

(1) Si f ′′(c) > 0 entoncesf(c) es un ḿınimo relativo.

(2) Si f ′′(c) < 0 entoncesf(c) es un ḿaximo relativo.

(3) Si f ′′(c) = 0 entonces el criterio no decide.
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2.4.8. Representacíon de funciones

Para realizar correctamente la gráfica de una función f es conveniente seguir los pasos que a continuación se
indican:

• Dominio

• Intersecciones con los ejes

• Simetrı́as

• Puntos de discontinuidad

• Aśıntotas verticales

• Aśıntotas horizontales

• Crecimiento y decrecimiento

• Extremos relativos

• Concavidad y puntos de inflexíon

En ocasiones no es necesario calcular todos los apartados anteriores. Suelen ser imprescindibles el dominio, las
aśıntotas (horizontales y verticales) y los siguientes puntos: de intersección con los ejes, extremos relativos y de
inflexión.

2.5. Teorema de Taylor

2.5.1. Sucesiones y lı́mites de sucesiones

Unasucesíon {an} es una funcíon cuyo dominio es el conjunto de los números naturales (o enteros positivos: 1,
2, 3, . . . ). Los valoresa1, a2, . . . se llaman lostérminos de la sucesión.

2.5.1.1. Ĺımites de sucesiones

Es posible que conforme vaya aumentando el valor den los correspondientes númerosan se vayan aproximando
a un ńumero fijoL. Si esto ocurre, se dice que la sucesión esconvergentey su ĺımite esL:

lim
n→∞ an = L

En caso contrario diremos que la sucesión esdivergente. La definicíon rigurosa es la siguiente:

La sucesíon {an} es convergente con lı́mite L si para todo ńumeroε > 0 existeM > 0 tal que|an − L| < ε
siempre quen > M .

A veces es ḿas f́acil calcular el ĺımite de una funcíon que el de una sucesión y esto puede permitirnos, aunque no
lo parezca, resolver lı́mites de sucesiones. El siguiente resultado nos ofrece la clave.
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Seaf una funcíon de una variable real tal quelim
x→∞ f(x) = L. Si {an} es una sucesión tal quean = f(n)

entonces

lim
n→∞ an = L.

Los ĺımites de sucesiones satisfacen propiedades similares a los lı́mites de funciones, ya descritos en una sección
anterior. Los recordamos aquı́. Sean{an} y {bn} dos sucesiones tales que

lim
n→∞ an = L y lim

n→∞ bn = K.

Entonces:

(1) lim
n→∞(an ± bn) = L±K.

(2) lim
n→∞(can) = cL.

(3) lim
n→∞(anbn) = LK.

(4) lim
n→∞(an/bn) = L/K, si bn 6= 0 y K 6= 0.

Otras propiedades importantes de los lı́mites de sucesiones son las siguientes.

(1) Si lim
n→∞ an = L = lim

n→∞ bn y existe un enteroN tal quean 6 cn 6 bn para todon > N entonces

lim
n→∞ cn = L.

(2) Si lim
n→∞ |an| = 0 entonceslim

n→∞ an = 0.

2.5.1.2. Tipos de sucesiones

Una sucesíon{an} se dicemonótona si sus t́erminos son no decrecientes

a1 6 a2 6 a3 6 · · · 6 an 6 · · ·

o no crecientes

a1 > a2 > a3 > · · · > an > · · ·

Una sucesíon{an} se diceacotadasi existe un ńumero real positivoM tal que|an| 6 M para todon. El número
M se denomina cota (superior) de la sucesión.

Uno de los principales resultados acerca de sucesiones acotadas y convergentes es el siguiente: “Toda sucesión
monótona y acotada es convergente”.
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2.5.2. Polinomios de Taylor y aproximación

El objetivo fundamental de esta sección es mostrar ćomo se pueden utilizar polinomios para aproximar otras
funciones. Para ello, lo primero que debemos hacer es fijar un puntoc alrededor del cual vamos a realizar la
aproximacíon. Este puntoc es el centro de la aproximación y el objetivo es encontrar el polinomio (de un cierto
grado predeterminado) que mejor se aproxima (en un cierto sentido) a la funciónf en un entorno del puntoc.

Si f tienen derivadas enc, el polinomio

Pn(x) = f(c) + f ′(c)(x− c) +
f ′′(c)

2!
(x− c)2 + · · ·+ f (n)(c)

n!
(x− c)n

se denomina eln-ésimo polinomio de Taylor def centrado enc. Si c = 0, entonces el polinomio anterior se
denomina eln-ésimo polinomio de Maclaurin def .

Cualquier ḿetodo de aproximación tiene una utilidad relativa (ḿas bien poca) si se desconoce el error que se
comete. Para medir la precisión al aproximar un valorf(x) por el polinomio de TaylorPn(x) descomponemos
f(x) = Pn(x) + Rn(x), dondeRn(x) es elresto. El error cometido en la aproximación es el valor absoluto del
resto, es decir,

error= |Rn(x)| = |f(x)− Pn(x)|.

El siguiente teorema estima el error anterior.

Teorema de Taylor. Si una funcíon f es derivable hasta el ordenn + 1 en un intervalo(a, b) conteniendo ac,
entonces para todox en(a, b) existe un ńumeroz entrex y c tal que

f(x) = Pn(x) +Rn(x), Rn(x) =
f (n+1)(z)
(n+ 1)!

(x− c)n+1.

La expresíon anterior deRn(x) se denominaforma de Lagrange para el resto. A la hora de utilizar el teorema
anterior no se trata de encontrar explı́citamente el valor dez si no ḿas bien encontrar cotas paraf (n+1)(z), que
nos daŕan una idea ḿas o menos precisa del tamaño del resto.

2.5.3. Series de potencias: coeficientes y radio de convergencia

Una serie de potencias es una serie infinita de la forma

∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · ·+ anx

n + · · ·

dondex denota una variable. De forma general, una serie de potencias centrada enc es una serie infinita de la
forma ∞∑

n=0

an(x− c)n = a0 + a1(x− c) + a2(x− c)2 + a3(x− c)3 + · · ·+ an(x− c)n + · · ·

Los números{an} se denominan loscoeficientes de la serie.

Para una serie de potencias centrada enc ha de ocurrir exactamente una de las tres posibilidades siguientes:

1. La serie converge sólo enc.

2. Existe un ńumero realR > 0 tal que la serie converge (absolutamente) si|x−c| < R y diverge si|x−c| > R.
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3. La serie converge para todox.

El númeroR se llamaradio de convergenciade la serie de potencias. Si la serie converge sólo enc diremos que
el radio de convergencia es cero, y si la serie es convergente para todox diremos que el radio de convergencia es
infinito. El conjunto de valoresx donde la serie es convergente se denomina elintervalo de convergenciade la
serie de potencias.

2.5.4. Operaciones con series de potencias

Las operaciones básicas con series de potencias son las siguientes. Sean

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n y g(x) =

∞∑
n=0

bnx
n

dos series de potencias. Entonces:

(1) f(kx) =
∞∑

n=0

ank
nxn

(2) f(xm) =
∞∑

n=0

anx
nm

(3) f(x)± g(x) =
∞∑

n=0

(an ± bn)xn

(4) f(x)g(x) =
∞∑

n=0

(
n∑

m=0

ambn−m

)
xn

2.5.5. Series de Taylor y de Maclaurin

Si f(x) =
∑∞

n=0 an(x − c)n es una serie de potencias (convergente) entonces los coeficientes{an} de la serie
quedan determinados por

an =
f (n)(c)
n!

.

Como consecuencia, si una función f(x) admite un desarrollo en serie de potencias, tal desarrollo tiene que ser
necesariamente el siguiente:

∞∑
n=0

f (n)(c)
n!

(x− c)n.

La serie anterior se denominaserie de Taylorenc. Cuandoc = 0, tal serie se conoce con el nombre deserie de
Maclaurin def .

Una funcíon f(x) se dice que esanaĺıtica si coincide con su serie de potencias en todos los puntos del dominio,
es decir, si

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(c)
n!

(x− c)n.

Algunas de las series de potencias asociadas a funciones elementales aparecen recogidas en la Tabla 2.1, junto con
los intervalos de convergencia.
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Funcíon Serie Intervalo

1
1 + x

∞∑
n=0

(−1)nxn −1 < x < 1

ln(x)
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
(x− 1)n 0 < x 6 2

ex
∞∑

n=0

xn

n!
−∞ < x <∞

sin(x)
∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
−∞ < x <∞

cos(x)
∞∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
−∞ < x <∞

Tabla 2.1: Series de potencias asociadas a algunas de las funciones más usuales.

2.6. Cálculo Numérico

2.6.1. Métodos nuḿericos de resolucíon de ecuaciones

Uno de los problemas ḿas b́asicos del ańalisis nuḿerico consiste en encontrar los valoresx que satisfacen una de-
terminada ecuaciónf(x) = 0, para una funcíonf dada. Este problema, conocido como el problema de búsqueda
de ráıces, no es un problema trivial y prueba de ello es que sigue estando de plena actualidad. La dificultad no es-
triba en encontrar ḿetodos para obtener soluciones, sino encontrar métodos que permitan encontrar las soluciones
en un “tiempo razonable”. En esta sección vamos a discutir tres ḿetodos: el algoritmo de bisección, el ḿetodo de
iteracíon del punto fijo y el ḿetodo de Newton-Raphson.

2.6.1.1. Algoritmo de bisección

La justificacíon téorica de este ḿetodo debemos buscarla en el teorema de Bolzano: sif es una funcíon continua
en[a, b] con signos opuestos en los extremos (es decir,f(a)f(b) < 0), entonces existe un cero def en(a, b).

El algoritmo de biseccíon o método de b́usqueda binariapuede describirse como sigue. Comenzamos definien-
do a1 = a y b1 = b, y seap1 el punto medio del intervalo(a1, b1). Si f(p1) = 0, ya hemos encontrado el cero.
De lo contrario,f(p1) 6= 0 y entonces puede suceder una de las dos afirmaciones siguientes:

1. f(p1)f(a1) < 0. En este caso tomamosa2 = a1 y b2 = p1.

2. f(p1)f(b1) < 0. En este caso tomamosa2 = p1 y b2 = b1.

Ahora repetimos el proceso anterior al intervalo[a2, b2].
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Figura 2.5: Algoritmo de bisección.

Observemos que en cada etapa la longitud del intervalo resultante es la mitad de la longitud del intervalo prece-
dente, por lo que

L([an, bn]) =
1
2n
L([a, b]) =

1
2n

(b− a)

Esto significa que, siempre que se verifiquen las condiciones del teorema de Bolzano, el método proporciona una
solucíon, ya que la sucesión{pn} es de Cauchy y, por tanto, convergente.

No obstante, en la práctica no se suele encontrar el valor exacto de la solución por lo que conviene introducir algún
mecanismo de paro. Algunos de los mecanismos de paro más usuales son:

(1) Fijar un ńumero ḿaximon0 de iteraciones.

(2) Seguir hasta que|pn − pn−1| < ε.

(3) Seguir hasta que
|pn − pn−1|
|pn| < ε conpn 6= 0. Este mecanismo es el mejor criterio de paro, ya que mide el

error relativo.

(4) Seguir hasta que|f(pn)| < ε.

2.6.1.2. Ḿetodo de iteracíon del punto fijo

Un punto fijo de una funcíon g es un puntoa tal queg(a) = a. Dada una funcíon f , podemos considerar
la función g(x) = x ± f(x), de forma quea es un cero def si y śolo si a es punto fijo deg. Por tanto, la
determinacíon de puntos fijos puede ayudar a la determinación de ráıces.

En este punto surge un problema: ¿todas las funciones tienen puntos fijos? Si la respuesta es negativa, entonces
¿qúe condiciones debe satisfacer una función para que tenga puntos fijos?

Condiciones para la existencia de puntos fijos.Si g es una funcíon continua definida en[a, b] y con valores en el
mismo intervalo, entoncesg tiene un punto fijo. Si adeḿasg es derivable en(a, b) y satisface|g′(x)| 6 k < 1 en
(a, b) entonces śolo existe un punto fijo.

Si g es una funcíon que satisface el resultado anterior yp0 es un punto cualquiera del intervalo[a, b] entonces la
sucesíon

pn = g(pn−1)
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y = g(x)

Figura 2.6: Método de iteración del punto fijo.

converge aĺunico punto fijop deg en[a, b]. Adeḿas, una cota para el error cometido si se utilizapn para aproximar
ap viene dada por

|pn − p| 6 kn max{p0 − a, b− p0}.

2.6.1.3. Ḿetodo de Newton-Raphson

Este ḿetodo, tambíen conocido śolo como ḿetodo de Newton, es uno de los algoritmos más conocidos y poderosos
en la resolucíon de ecuacionesf(x) = 0. La idea del ḿetodo es construir una sucesión de puntos que se aproximan
a la solucíon utilizando para ello las rectas tangentes a la funciónf .

-

6

p0

p1

p2
p

y = f(x)

x

y

0

•

•

•

Figura 2.7: Esquema del método de Newton.

La justificacíon téorica del ḿetodo es la siguiente. Seap el punto fijo y consideremos un puntoy próximo ap que
no es una ráız def ′, es decir,f ′(y) 6= 0. Utilizando el polinomio de Taylor de grado 1 para la funciónf alrededor
del puntoy obtenemos

f(x) = f(y) + f ′(y)(x− y) +
f ′′(z)

2
(x− y)2,

dondez es un ńumero entrex ey. Particularizando la ecuación anterior enx = p obtenemos

0 = f(y) + f ′(y)(p− y) +
f ′′(z)

2
(p− y)2.
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Si suponemos que|p − y| es pequẽno, entonces(p − y)2 es despreciable frente a|p − y| por lo que la ecuación
anterior queda0 ≈ f(y) + f ′(y)(p− y). Despejandop es esta ecuación se obtiene

p ≈ y − f(y)
f ′(y)

,

lo que es una aproximación mejor ap quey. El método de Newton consiste en considerar la sucesión de puntos

pn = pn−1 − f(pn−1)
f ′(pn−1)

, n > 1.

En consecuencia, el ḿetodo no puede seguir aplicándose cuandof ′(pn−1) = 0 para alǵunn.

2.6.2. Interpolación polinómica

El problema de la interpolación polińomica consiste en determinar el polinomio de menor grado que pasa por
n+ 1 puntos(x0, y0), . . . ,(xn, yn) prefijados. El grado de dicho polinomio es a lo másn.

2.6.2.1. Polinomio de interpolación de Lagrange

Si (x0, y0), . . . , (xn, yn) sonn + 1 pares de puntos tales que sus abcisasx0, x1, . . . , xn son todas distintas,
entonces existe uńunico polinomioP , denominadopolinomio interpolante de Lagrange, de grado a lo ḿasn
con la propiedad de que

P (xk) = yk, k = 0, 1, . . . , n.

Este polinomio está dado por

P (x) = y0Ln,0(x) + y1Ln,1(x) + . . .+ ynLn,n(x) =
n∑

k=0

ykLn,k(x)

donde

Ln,k(x) =
n∏

i=0,i 6=k

(x− xi)
(xk − xi)

.

Una pregunta importante en análisis nuḿerico es la referida al error cometido cuando se realiza una aproximación.
En este caso, el término residual o cota de error cometido en la aproximación de una funcíon por su polinomio
interpolante viene dado en el siguiente resultado.

Cota de error. Seaf una funcíon suficientemente derivable en el intervalo[a, b] y consideremos(x0, y0), . . . ,
(xn, yn) n+ 1 pares de puntos tales queyk = f(xk) para todok = 0, 1, . . . , n. Entonces

f(x) = P (x) +
f (n+1)(z)
(n+ 1)!

(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn),

conz ∈ (a, b), dondeP es el polinomio interpolante de Lagrange.

Observemos la similitud existente entre el resto en la aproximación anterior y el resto en el polinomio de Taylor
estudiado anteriormente.
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Figura 2.8: Polinomio interpolante de Lagrange.

2.6.2.2. Ḿetodo de interpolación iterada

El método descrito en la sección anterior para calcular el polinomio interpolante es muy complicado y poco
práctico. En primer lugar, la precisión del polinomio no se puede determinar hasta que los cálculos han sido
completados. En segundo lugar, los cálculos realizados para la obtención de unos polinomios interpolantes no
se pueden utilizar para calcular los polinomios interpolantes de grados superiores: siempre es necesario partir de
cero. En esta sección vamos a describir un ḿetodo que permite aprovechar el trabajo realizado. La justificación
teórica del ḿetodo es el siguiente resultado.

Seaf una funcíon definida enx0, x1, . . . , xn y supongamos quem1, m2, . . . ,mk sonk enteros distintos con
0 6 mi 6 n para cadai. El polinomio de Lagrange de grado menor quek que coincide conf enxm1 , xm2 , . . . ,
xmk

se denota porPm1,m2,...,mk
. Sixj , xi son dos ńumeros distintos y

P (x) =
(x− xj)P0,1,...,j−1,j+1,...,k(x)− (x− xi)P0,1,...,i−1,i+1,...,k(x)

(xi − xj)

entoncesP es el polinomio interpolante de Lagrange de grado menor o igual quek que interpola af enx0, x1,
. . . ,xk.

2.6.2.3. Ḿetodo de diferencias divididas

Los métodos que nos permiten representar explı́citamente el polinomio interpolante a partir de datos tabulados se
conocen con el nombre demétodos de diferencias divididas. Seanx0, x1, . . . ,xn puntos distintos y considere-
mosPn el polinomio de Lagrange que interpola af en dichos puntos. Entonces existen constantes apropiadasa0,
a1, . . . ,an tales que

Pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ an(x− x0) · · · (x− xn−1).

Tales constantes pueden determinarse de la siguiente manera. En primer lugar,a0 = Pn(x0) = f(x0). Si ahora
evaluamos enx1 se obtienef(x0) + a1(x1 − x0) = Pn(x1) = f(x1) de donde

a1 =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
.
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Para determinar el resto de constantes vamos a introducir la siguiente notación.

f [xi] = f(xi),

f [xi, xi+1] =
f [xi+1]− f [xi]
xi+1 − xi

,

...

f [xi, xi+1, . . . , xi+k−1, xi+k] =
f [xi+1, . . . , xi+k]− f [xi, . . . , xi+k−1]

xi+k − xi

Ahora es un mero ejercicio de manipulación algebraica deducir que

ak = f [x0, x1, . . . , xk], k = 0, 1, . . . , n.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ÓN DE LOS CONOCIMIENTOS

A.2.1. Hallar la ecuacíon de la recta tangente a la curvay = 32x2+1 en el punto(0, 3).

A.2.2. Dada la paŕabola de ecuacióny = x2 − 8x + 12, determinar el punto donde la tangente es paralela al eje
de abscisas.

A.2.3. Escribir la ecuacíon de la recta tangente a la hipérbolaxy = 1 en el punto de abscisax = 3.

A.2.4. ¿En qúe punto de la gŕafica de la funcíonf(x) = x2 − 6x+ 8 la tangente es paralela al eje de abscisas?

A.2.5. Determinar los puntos de la curvay = x3 + 9x2 − 9x+ 15 en los cuales la tangente es paralela a la recta
y = 12x+ 5.

A.2.6. Determinar los puntos de la curvay = x4−7x3 +13x2 +x+1 que tienen la tangente formando unángulo
deπ/4 radianes con el eje de abcisas.

A.2.7. Probar que la recta tangente a la curvaf(x) = log2(x) en el punto(a, f(a)) se traza uníendolo con el
punto(0, f(a)− 2 log a).

A.2.8. Obtener las ecuaciones de la rectas tangente y normal a la curvay = x3 en los puntos(1, 2) y (2, 8).

A.2.9. Obtener las ecuaciones de la rectas tangente y normal a la curvay = (x+ 1)(3− x)1/3 en el punto(2, 3).

A.2.10. La curva dada pory = x2 + ax+ b pasa por el punto(−2, 1) y alcanza un extremo relativo enx = −3.
Hallara y b.

A.2.11. Hallara, b, c y d para que la curva dada pory = ax3 +bx2+cx+d tenga un ḿaximo en el punto(−2, 21)
y un ḿınimo en el punto(−1, 6).

A.2.12. Hallar dos ńumeros cuya suma sea 20 y su producto el mayor posible.

A.2.13. Descomponer el ńumero 25 en dos sumandos tales que el doble del cuadrado del primero más el triple
del cuadrado del segundo sea mı́nimo.

A.2.14. Calcular las dimensiones del mayor rectángulo cuyo perı́metro es 40 metros.

A.2.15. Demostrar que la suma de un número real positivo no nulo y su inverso es mayor o igual que 2.

A.2.16. Hallar dos ńumeros cuya suma es 18, sabiendo que el producto del uno por el cuadrado del otro ha de ser
máximo.

A.2.17. Hallar las dimensiones de un campo rectangular de 3600 metros cuadrados de superficie para poderlo
cercar mediante una valla de longitud mı́nima.
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A.2.18. Se quiere vallar un campo rectangular que está junto a un camino. Si la valla del lado del camino cuesta
800 pesetas/metro y la de los otros lados cuesta 100 pesetas/metro, hallar elárea del mayor campo que se
puede cercar con 288000 pesetas.

A.2.19. Un jardinero ha de construir un parterre en forma de sector circular con perı́metro de 20 metros. ¿Cuál
seŕa el radio que da el parterre deárea ḿaxima? ¿Cúal seŕa la amplitud en radianes del sector?

A.2.20. Los barriles que se utilizan para almacenar petróleo tienen forma cilı́ndrica y una capacidad de 160 litros.
Hallar las dimensiones del barril para que la chapa empleada en su construcción sea ḿınima.

A.2.21. De todos los tríangulos iśosceles de 12 metros de perı́metro, hallar las dimensiones del que tengaárea
máxima.

A.2.22. Entre todos los rectángulos inscritos en una circunferencia de 12 metros de radio, hallar las dimensiones
del que tengáarea ḿaxima.

A.2.23. Averiguar ćomo ha de ser un triángulo iśosceles déarea ḿaxima inscrito en una circunferencia de radio
r.

A.2.24. Entre todos los cilindros rectos de volumen fijoV , hallar el de menor superficie.

A.2.25. Una hoja de papel debe contener 18 centı́metros cuadrados de texto impreso. Los márgenes superior e
inferior deben tener 2 centı́metros cada uno y los laterales 1 centı́metro. Calcular las dimensiones de la hoja
para que el gasto de papel sea mı́nimo.

A.2.26. Hallar los puntos de la curvay2 = 6x cuya distancia al punto(4, 0) sea ḿınima.

A.2.27. Determinar la distancia ḿınima del origen a la curvaxy = 1.

A.2.28. Determinar las dimensiones de una piscina no cubierta de volumen32 m3 con un fondo cuadrado, de
manera que la superficie de sus paredes y del suelo necesiten la mı́nima cantidad de material.

A.2.29. De una ĺamina cuadrada de 10dm de lado se cortan cuadrados en cada uno de los vértices con el objeto
de hacer una caja abierta por arriba. Calcular el lado del cuadrado que se debe cortar para que el volumen
de la caja sea ḿaximo.

A.2.30. Las agujas de un reloj miden 4 y 6cm. Uniendo sus extremos se forma un triángulo. Determinar el
instante entre las 12h y las 12h30m en el cual elárea del tríangulo es ḿaxima.

A.2.31. La tangente en un punto a una curva es paralela al eje horizontal. ¿Qué puede decirse de su inclinación?
¿Y de su pendiente? ¿Y de la derivada de la curva en ese punto?

A.2.32. a)Calcular el polinomio de Taylor de tercer grado alrededor dex0 = 0 paraf(x) = (1 + x)1/2.

b) Usar el polinomio de la parte (a) para aproximar
√

1.1.

A.2.33. Con el polinomio de Taylor de tercer gradoP3(x) obtenido en el ejercicio anterior, aproximarf(0.1),
f(0.5), f(1), f(2) y f(10). Calcular el error cometido en cada caso.

A.2.34. Encontrar el polinomio de Taylor de grado 2 paraf(x) = x2 − 3 alrededor del punto
a) x0 = 1.
b) x0 = 0.

A.2.35. Obtener el polinomio de Taylor de tercer grado paraf(x) = (1 + x)−2 alrededor dex0 = 0, y usar este
polinomio para aproximarf(0.05).

A.2.36. Seaf(x) = ln(1 + x). Encontrar el polinomio de Taylor de grado 4 paraf alrededor dex0 = 0, y usarlo
para aproximarln(1.1).

A.2.37. Usando los ńumeros, o nodos,x0 = 2, x1 = 2.5 y x2 = 4, calcular el polinomio interpolante de Lagrange
de segundo grado para la funciónf(x) = 1/x. Usar dicho polinomio para calcular el valor def(3) y obtener
el error cometido.
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A.2.38. Usar los polinomios interpolantes de Lagrange apropiados, de grado uno, dos, tres y cuatro, para aproxi-
mar

(a) f(2.5) si
f(2) = 0.5103757, f(2.2) = 0.5207843, f(2.4) = 0.5104147,
f(2.6) = 0.4813306, f(2.8) = 0.435916.

(b) f(0) si
f(−0.3) = −0.20431, f(−0.1) = −0.08993, f(0.1) = 0.11007,
f(0.3) = 0.39569, f(0.5) = 0.79845.

(c) f(1.25) si
f(1) = 0.24255, f(1.1) = 0.48603, f(1.2) = 0.8616, f(1.3) = 1.59751, f(1.4) = 3.76155.

(d) f(0.5) si
f(0.2) = 0.9798652, f(0.4) = 0.917771, f(0.6) = 0.8080348,
f(0.8) = 0.6386093, f(1) = 0.3843735.

(e) f(0.2) si
f(0.1) = 1.2314028, f(0.3) = 1.9121188, f(0.4) = 2.3855409,
f(0.5) = 2.9682818, f(0.6) = 3.6801169.

A.2.39. Usar los valores siguientes para construir un polinomio de Lagrange de grado dos o menor. Encontrar
una aproximacíon parasen(0.34).

sen 0.3 = 0.29552 sen 0.32 = 0.31457 sen 0.35 = 0.3429

A.2.40. Agregar el valorsen 0.33 = 0.32402 a los datos del ejercicio anterior y construir un polinomio de La-
grange de grado tres o menor. Aproximarsen 0.34.

A.2.41. Usar los valores siguientes para construir una aproximación polińomica de Lagrange de tercer grado para
f(1.09). La funcíon que se está aproximando esf(x) = log10 tan(x).

f(1) = 0.1924 f(1.05) = 0.2414 f(1.1) = 0.2933 f(1.15) = 0.3492

A.2.42. Usar el polinomio interpolante de Lagrange de grado tres o menor para aproximarcos 0.75 usando los
siguientes valores:

cos 0.698 = 0.7661 cos 0.733 = 0.7432
cos 0.768 = 0.7193 cos 0.803 = 0.6946

A.2.43. La función f(x) = x3 + 4x2 − 10 tiene una ráız en[1, 2]. Utilizar el algoritmo de bisección (10 etapas)
para calcular una aproximación de la ráız. Calcular el error sabiendo que la raı́z exacta, con nueve cifras
decimales, esp = 1.365230013.

A.2.44. Demostrar quef(x) = x3−x−1 tiene exactamente un cero en el intervalo[1, 2]. Aproximar el cero con
0.01 de precisíon usando el algoritmo de bisección.

A.2.45. Usar el algoritmo de bisección para encontrar soluciones con una exactitud de 0.01 parax4−2x3−4x2 +
4x+ 4 = 0 en

(a) [−2, 0]
(b) [0, 2]
(c) [1, 2].

A.2.46. Usar el algoritmo de bisección para encontrar una solución con una exactitud de 0.01 parax = tanx en
[4, 4.5].

A.2.47. Usar el algoritmo de bisección para encontrar todas las soluciones dex3 − 7x2 + 14x − 6 = 0 con una
precisíon de 0.001.

A.2.48. Usar el ḿetodo de iteración del punto fijo para determinar una solución exacta a 0.01 para2 senπx+x =
0 en[1, 2]. Tomarp0 = 1.

A.2.49. Resolverx3 − x− 1 = 0 para la ráız en[1, 2] usando el ḿetodo de iteración del punto fijo. Obtener una
aproximacíon a la ráız exacta a 0.01.
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A.2.50. Usar el ḿetodo de iteración del punto fijo para determinar una solución exacta a 0.001 dex = tanx en
[4, 5].

A.2.51. Aproximar con 0.01 de precisión las ráıces de las siguientes ecuaciones en los intervalos dados usando el
método de Newton y el ḿetodo de la secante.

(a) x3 − 2x2 − 5 = 0 en [1, 4].

(b) x3 + 3x2 − 1 = 0 en[−4, 0].

(c) x− cosx = 0 en[0, π/2].

(d) x− 0.8− 0.2 senx = 0 en[0, π/2].

4. ACTIVIDADES PR ÁCTICAS DEL CAP ÍTULO

4.1. Introducción

La pŕactica se va a realizar con el programa de cálculo mateḿaticoDERIVE for Windows, versíon 4.05, de Soft
Warehouse.DERIVE for Windows permite realizar ćalculos y manipulaciones matemáticas de carácter general,
lo cual significa que realiza muchas cosas de forma aceptable aunque no tiene la potencia de otros programas
espećıficos. No obstante,DERIVE for Windows permite realizar todos los cálculos que un usuario medio puede
necesitar.

En esta pŕactica nos vamos a centrar en el cálculo diferencial en una variable. Aprenderemos a calcular lı́mites
de funciones, determinaremos los máximos, ḿınimos, y puntos de inflexión de una funcíon, lo que nos permitirá
representar gráficamente dicha función (lo cual, dicho sea de paso, hace automáticamente el programa).

Antes de comenzar la práctica seŕa conveniente que recordemos brevemente la ‘botonera’ deDERIVE for Win-
dows (ver Figura 2.9), ya que simplifica enormemente la introducción de datos y la realización de ćalculos. Los
botones permiten realizar las siguientes tareas (de izquierda a derecha):New (abrir una nueva hoja de trabajo),
Open (abrir una hoja de trabajo existente),Save (guardar la sesión de trabajo),Print (imprimir la sesíon de tra-
bajo),Remove (eliminar la expresíon marcada),Unremove (recuperar láultima expresíon eliminada),Renumber
(renumerar las expresiones),Author expression (introducir una expresión sencilla),Author vector (introdu-
cir un vector),Author matrix (introducir una matriz),Simplify (simplificar),Approximate (calcular un valor
aproximado),Solve (resolver algebraicamente o numéricamente una expresión),Substitute for variables
(realizar una sustitución),Calculate limit (calcular un ĺımite),Calculate derivative (calcular una deriva-
da),Calculate integral (calcular una integral),Calculate sum (calcular una suma),Calculate product
(calcular un producto),2D-plot window (realizar un gŕafico bidimensional) y3D-plot window (realizar un
gráfico tridimensional).

Figura 2.9: El uso de la ‘botonera’ de DERIVE for Windows nos puede simplificar mucho el trabajo. Otro elemento
interesante es la existencia de ‘teclas calientes’ que nos permiten evitar los menús, con lo que se gana
en rapidez.
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4.2. Ejemplos de ilustracíon

ConDERIVE for Windows podemos calcular la derivada (de cualquier orden) de una función, el ĺımite de una
función f(x) cuandox tiende a un ńumero finitox0 o infinito, los ḿaximos, ḿınimos y puntos de inflexión, y
tambíen podemos utilizar la información anterior para representar gráficamente una función. Veamos mediante
ejemplos ćomo hacer cada una de las tareas anteriores.

Hallar el siguiente ĺımite: lim
x→0

ln(1 + x)− ln(1− x)
x

ElejimosAuthor y escribimos(ln(1+x)-ln(1-x))/x. Despúes de seleccionar las opcionesCalculus|Limit
(o bien pulsamos el botón lim ) nos aparece la ventana de la Figura 2.10. El programa nos solicita la función,
la variable, el punto que utilizaremos para el cálculo del ĺımite y el tipo de aproximación: Left (lı́mite por la
izquierda),Right (lı́mite por la derecha) yBoth (lı́mite ordinario). En nuestro caso, seleccionamosx, 0 y Both.
Finalmente para obtener el resultado debemos pulsar la teclaSimplify, con lo que el programa nos devuelve
como valor del ĺımite el ńumero 2.

Figura 2.10: Ventana del programa que nos permite calcular lı́mites de funciones.

Calcular la derivada de(3x2 + 5x− 1)4

Elejimos Author e introducimos la expresión (3x^2+5x-1)^4. A continuacíon seleccionamos las opciones
Calculus|Differentiate (o bien pulsamos el botón ∂ ) y nos aparece la ventana de la Figura 2.11. Entonces
el programa nos ofrece la expresión que queremos derivar (por defecto la que estaba seleccionada), la variable de
derivacíon (por defectox) y el orden de la derivada que queremos calcular (por defecto1). Tras pulsar la tecla
obtenemos4(6x + 5)(3x2 + 5x − 1)3. Si queremos desarrollar la expresión anterior deberemos seleccionar las
opcionesSimplify|Expand (o simplemente teclearCtrl+B) y nos aparece la ventana de la Figura 2.12. Tras
pulsar el bot́on Expand obtendremos el siguiente polinomio:648x7 + 3780x6 + 7452x5 + 4800x4 − 884x3 −
960x2 + 276x− 20.

Calcular la derivada d́ecima dee2x+1

Seguimos los mismos pasos que en el ejemplo anterior. Introducimos la expresión #e^(2x+1) y seleccionamos
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Figura 2.11: Ventana del programa que nos permite derivar funciones.

Figura 2.12: Ventana del programa que nos permite desarrollar y simplificar expresiones.

las opcionesCalculus|Differentiate. La variable de derivación esx y el orden de derivación es 10. Despúes
de desarrollar el resultado (pulsando la teclaSimplify) se obtiene1024e2x+1.

Calcular los extremos y puntos de inflexión de la funcíon 12x5 − 105x4 + 40x3 + 840x2 − 1440x

En este caso, lo conveniente es almacenar la función. Para ello, elegimosDeclare y a continuacíon Function
definition, y nos aparece la ventana de la Figura 2.13. El programa nos solicita el nombre, la variable (o varia-
bles) independiente y la definición de la funcíon. Tecleamos el nombre de la función (por ejemplo,F), el nombre
de la variable (por ejemplo,x) y la definicíon mediante la expresión 12x^5-105x^4+40x^3+840x^2-1440x.
Para los extremos debemos calcular los ceros de la derivada; para ello, seleccionamos las opcionesCalculus|
Differentiate (con los valores dex para la variable y de 1 para el orden) y obtenemos64x4 − 420x3 +
120x2 + 1680x − 1440. A continuacíon determinamos los ceros de este polinomio mediante las opciones
Solve|Algebraically, obteniendox=1, x=2, x=-2, x=6.

Para determinar el carácter de estas raı́ces, debemos calcular el valor de la derivada segunda en ellos. Para ello,
seleccionamos la expresión que contiene la definición de la funcíon F o la expresíon que contiene su derivada.
A continuacíon seleccionamos las opcionesCalculus|Differentiate, con el valorx para la variable y 2́o
1 para el orden (dependiendo de si hemos seleccionado la función F o su derivada). Una vez hemos calculado
la derivada segunda la almacenamos en una función, que llamaremosG, siguiendo los mismos pasos que antes
(Declare y Function definition. . . ), recordando que para copiar automáticamente la expresión seleccionada
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Figura 2.13: Venta del programa que permite declarar una función. Existen ventanas similares para declarar el
valor de una variable (constante, vector o matriz).

debemos pulsarF3. Si ahora queremos calcular el valor deG en las ráıces previamente calculadas, sólo tenemos
que introducir la expresión G(1) y pulsarSimplify (ańalogamente para las demás), obteniendo los siguientes
resultados :G(1)=900 (luego enx=1 hay un ḿınimo), G(2)=-960 (máximo enx=2), G(-2)=-5760 (máximo
enx=-2) y G(6)=9600 (mı́nimo enx=6). Otra posibilidad es calcular los cuatro valores al mismo tiempo; para
ello introducimos la expresión como un vector de 4 elementos como[G(1),G(2),G(-2),G(6)], y el progra-
ma nos devolverá la solucíon como un vector:[900, -960, -5760, 9600]. Para determinar las ordenadas
correspondientes a cada abscisa habremos de calcularF (1), F (2), F (−2) y F (6), respectivamente, resultando:
F (1) = −653, F (2) = −496, F (−2) = 3856 y F (6) = −12528.

Para calcular los puntos de inflexión debemos obtener los ceros de la derivada segunda. Si la precisión de los
cálculos esExact entonces obtendremos la solución en forma trigonoḿetrica. Para obtener un resultado que
podamos manejar ḿas ćomodamente es conveniente aproximar seguidamente la solución nuḿericamente (utili-
zando para ello las opcionesSimplify|Approximate con el ńumero de d́ıgitos que nos parezca adecuado). Los
ceros de la derivada segunda que se obtienen son los siguientes (damos también la ordenada correspondiente):
(1.51,−573.59), (−0.98, 2079.11) y (4.72,−7904.16).

4.3. Ejercicios de aplicacíon

A continuacíon se enuncian unos ejercicios sobre cálculo diferencial de funciones reales de una variable. Si el
alumno encuentra alguna dificultad debe revisar detenidamente los ejemplos anteriores.

(a) Calcular el ĺımite lim
n→0

√
9n4 − n+ 3

2n2 + 3n− 1
.

(b) Calcular el ĺımite lim
x→1

(1− x) tan(
πx

2
).

(c) Calcular la derivada quinta dee3x ln(x).

(d) Calcular los extremos y los puntos de inflexión de la funcíonx4 − 2x2.
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6. PREGUNTAS DE EVALUACI ÓN

E.2.1. Representar gráficamente la función dada por

y =
4x2 − 4x+ 1
5x2 − 6x+ 1

.

E.2.2. Determinar ćomo ha de ser un triángulo iśosceles déarea ḿaxima inscrito en una circunferencia de radio
r.

E.2.3. Se considera la siguiente tabla de datos:

x f(x)
0 1
1 3
3 −2
5 4

Utilizar interpolacíon polińomica para calcular una aproximación af(2).

E.2.4. Se dispone de un alambre de longitudL con el que hay que construir un cı́rculo y un cuadrado. ¿Ćomo se
debe dividir el alambre en dos trozos para que la suma de lasáreas encerradas por el cı́rculo y el cuadrado
sea ḿınima? ¿Y para que dicha suma deáreas sea ḿaxima?

E.2.5. Utilizar algún método nuḿerico para aproximar, con una precisión de10−6, el valor dex tal que la distan-
cia entre el punto (1,0) y los puntos de la parábola(x, y(x)), y(x) = x2, se hace ḿınima.

Observacíon: Sea cual sea el ḿetodo que se utilice, debe considerarse que un valor aproximadopn se acerca
al valor real con una precisión de10−6 si se satisface que|pn − pn−1| < 10−6.

E.2.6. Un pediatra está realizando un seguimiento del peso de los niños que pasan por su consulta. Elegida una
ficha al azar de su archivo, observa los siguientes datos:

Edad (ãnos) 1 2 4 5
Peso (Kg) 9 12 16 18
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Utilizar interpolacíon polińomica de Lagrange para obtener una aproximación nuḿerica del peso del niño a
los 3 ãnos de edad.

E.2.7. Una persona se somete a una dieta de adelgazamiento durante 5 semanas. A continuación se detalla su
peso al t́ermino de cada una de esas semanas:

Al cabo de...(semanas) 1 2 3 4 5
Peso en Kg. 88′5 87 84 82′5 79

Calcular la ecuación de un polinomio de grado 4 que relacione las dos variables. Usando dicho polinomio
¿qúe peso esperarı́amos que alcance esta persona si sigue la dieta dos semanas más?

E.2.8. Representar gráficamente la funciónf : R → R definida como sigue:

f(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 3)
(x− 4)(x− 5)(x− 6)

.

Calcular śolo los elementos que sean indispensables para realizar una representación gŕafica correcta.

E.2.9. Utilizar cualquier ḿetodo nuḿerico, de entre los que han sido explicados en las clases de teorı́a, para
calcular una ráız de la ecuación

x3 + 2x− 1 = 0

con una cota de error de0′001.
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