CAPITULO 1
NUMEROS Y FUNCIONES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

e NUmeros racionales o irracionales. e Ecuaciones de circunferencias, #aolas, elipses
e Recta (nurérica) real. e hiperbolas.

e Intervalos abiertos y cerrados. e Funcibn: Dominio y recorrido.

e Reglas de las desigualdades. e Variables independiente y dependiente.

e Valor absoluto de unimero.

e Propiedades del valor absoluto.

e Desigualdad del té@ngulo.

e Sistemas de coordenadas rectangulares.
e Formula de la distancia.

e Pendiente de una recta.

e Forma punto-pendiente de una recta.

e Gréfica de una funéin.
e Funcbn par, fundbn impar.

e Traslaciones (horizontales y verticales) de fun-
ciones.

e Alargamiento y reflexdn de funciones.

e Operaciones con funciones: +, -, *, /

e Forma pendiente-interseéai de una recta. e Composicdn de funciones.
e Relacbn entre las pendientes de rectas paralelas ¢ Funciones poliamicas, algebraicas y transcen-
y perpendiculares. dentes.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

2.1. Nimeros, desigualdades y valores absolutos

2.1.1. Los nimeros reales

Todas las mateaticas se apoyan en lo&meros yestos constituyen la base délaulo. Existen distintos tipos de
nomeros:naturales (1, 2, 3, ...).enteros(..., -3, =2, —1, 0, 1, 2, 3, ...)racionales(1/2, 3/5,—-3/8, ...) e
irracionales (los que no son racionales; por ejempl®). La unibn de todos ellos constituye el conjunto de los
ndmeros realesgue se suele escribir confit

Para represent&® se utiliza unaihea recta, denominadecta real. En dicha recta se escoge un punto, denomi-
nadoorigen, que representa al cero. La dirgmtipositiva (derecha) indica el sentido de los valores crecientes, de
tal forma que los puntos a la derecha del origen indi@aneros positivosmientras que los puntos a la izquierda
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representamimeros negativos El hecho nas importante es que cadamero real est asociado con ufnico
punto en la recta real y viceversa.

Una propiedad importante de lo@meros reales es que pueden ordenarseiraknoa esmenor queel nimero
b,y se escribe < b, Sib — a €s un limero positivo. En otras palabrasx< b si, y 9lo si,a est a la izquierda de
b en la recta real. Esta reléci < posee las siguientes propiedades:

(1) Sia <byb < centonces < c (propiedad transitiva).
(2) Sia <byc< dentonces +c < b+d.

(3) Sia < bentonces + ¢ < b+ c.

(4) Sia <byc > 0entoncesic < be.

(5) Sia < by c < 0entoncesic > be.
Propiedades similares se tienen para las desigualdade® >, las cuales se definen como sigue:

(1) El nUmeroa esmayor que el numerob, y se escribe > b, Sia — b €s un fimero positivo.
(2) ElI nlmeroa esmenor o igual queel nimerob, y se escribe < b, Sia = b0 b — a €s un fimero positivo.

(3) El nUlmeroa esmayor o igual queel numerob, y se escribe > b, Sia = b 0a — b €s un iimero positivo.

2.1.2. Los intervalos

La relacbn de orden< permite definir unos subconjuntos especiale®dés intervalos. Si < ¢ < b entonces
decimos que: es& entrea y b; un intervalo determinado por los puntey b es el conjunto de puntos que &@st
entrea y b. Si en este conjunto incluimos o0 no legtremos(los puntosa y b) entonces tenemos los intervalos
abiertos, cerrados o semiabiertos (semicerrados). A continuisiamos las diferentes posibilidades:

(a,b) Intervalo abierto de extremasy b es el conjuntda, b) = {z|a < x < b}.
[a,b] Intervalo cerrado de extremesy b es el conjuntda, b] = {z]|a < = < b}.

(a,b] [a,b) Intervalos semiabiertos (semicerrados) de extremos son los conjuntoga, b] = {zja < x < b}y
[a,b) = {x]a <z < b}.

Los intervalos pueden sacotados(como los anteriores) wo acotados En estdiltimo caso pueden presentarse
las siguientes posibilidades:

00, b) Intervalo abierto de extreniono acotado inferiormente es el conjutiteso, b) = {x|z < b}.

(=
(—o0, b] Intervalo cerrado de extrentano acotado inferiormente es el conjutiteso, b] = {x|z < b}.
(a,00) Intervalo abierto de extremono acotado superiormente es el conjufitox) = {z|z > a}.

[

a,00) Intervalo cerrado de extremiono acotado superiormente es el conjuatex) = {z|x > a}.
(—o0

,00) Intervalo abierto no acotado (ni superior ni inferiormentelRes

Los dmbolos—oo y oo son eso: #nbolos; no denotanimeros reales y&do se utilizan para expresar de forma
precisa ciertas afirmaciones o ciertos conjuntos.
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2.1.3. El valor absoluto

El valor absoluto de unimero reak se denota poju| y se define como sigue:

laf = a si a=0
|l —a si a<0

Geonetricamente|a| mide la distancia que hay entre €imeroa y el origen0 en la recta nurérica real (ver
Figura 1.1).

Figura 1.1: Representacion del valor absoluto.

El valor absoluto satisface las siguientes propiedades:

(1) [ab] = |al|b|

o [ s

(@) |a| = Va2
@) |a"| = al"

(5) —lal < a <
6) |a] < rsi,yDdlosi,—r<a<r
(7) r<|alsi,yDlosi,r<aoa < —r

(8) |a + b| < |a|] + |b| (desigualdad triangular)

2.2. Geometia plana: coordenadas y rectas

2.2.1. Elplano cartesiano

De manera similar a como hemos asociado lo®eros reales con puntos de una recta, ahora podemos relacionar
los puntos del plano con pares ordenados{deeros reales. Para empezar se trazan dos rectas perpendiculares que
se cortan en un punto que denominaremiegen. Habitualmente, una de las rectas es horizontal y se denomina
eje xo eje de abcisagy la otra recta es vertical y se denomaja y o eje de ordenadasEstas dos rectas dividen

al plano en cuatro partes llamadasdrantes
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Cualquier punta” del plano tiene asociado un par ordenégld) de mimeros reales, llamadasordenadasdel
punto. La manera de conseguirlos es la siguiente: por el gestotrazan dos rectas paralelas a los ejes las cuales
intersectan a los ejes en dos puntos que constituyen las coordenadamefbm se denomin@oordenada xo
abcisa y el nimerob se llamacoordenada yu ordenada (ver Figura 1.2).

11 1

117 v

Figura 1.2: Representacion de las coordenadas de un punto.

Este sistema de coordenadas fue “inventado” por el mateafranés Reg Descartes y, en su honor, se deno-
mina sistema deoordenadas cartesiangsaunque tami@in es habitual el nombre de sistemacderdenadas
rectangulares

Aunque(a, b) ha sido utilizado tanto para denotar un intervalo de la recta real como para denotar un par ordenado
de mimeros reales, esperamos que no haya cdnfupues en cada momentidsuna interpretadin seé posible.

Y1—+-----

|y2 —y1|

Yo+-------+------- (anyQ)

-
—4— -
Y

X1 o }
|22 — 21|

Figura 1.3: Distancia entre dos puntos del plano.

La distancia entre dosimeros reales y b es el valor absoluth — «|. Para definir la distancia entre dos puntos
del plano debemos recurrir eorema de Pégoras(ver Figura 1.3). Lalistancia entre los punto$zi,y1) y
(z2,y2) del plano se define como

d= \/|$2 — x4+ |y2 — 1 l?
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2.2.2. Rectas en el plano

La pendientede una recta (no vertical) es eimero de unidades que la recta sube (o baja) por cada unidad de
cambio horizontal de izquierda a derecha. En otras palabras, la pendiente de la recta determinada por los puntos
(z1,41) Y (x2,y2) viene dada por

_ % Y2 — U
T A xo—1)

m T, # To.

El orden en que se resta no tiene importancia, siempre y cuando se siga el mismo criterio en el numerador y en el
denominador.

Para determinar la ecu@ci de una recta podemos seguir varios pasos$isies datos de que dispongamos.

Ecuacion punto-pendiente: Si conocemos la pendiente de la recta y un punttu, b), entonces la ecudm es

y—b=m(x —a).

Ecuacion pendiente-intersecdn: Si conocemos la pendiente y el punto de corté con el eje de ordenadas,
entonces la ecugm es

y =mx + b.
Ecuacion general: Toda recta admite una ecuanide la forma
Axr+ By+C =0,

dondeA, B, C son constantes.

Utilizando la pendiente podemos saber si dos rectas son paralelas o perpendiculares.

Rectas Paralelas:Dos rectas (no verticales) son paralelas sjlg si, sus pendientes son iguales.

Rectas Perpendiculares:Dos rectas (no verticales) son perpendiculares sgly si, sus pendientes; y ms
son inversas y opuestas, es deeifyn, = —1.

2.3. Graéficas de ecuaciones de segundo grado

Un conjunto de elementos que poseen una determinada propiedad,ola@akos la poseen, constituye wgar
geonetrico. Esta noddn se utiliza habitualmente cuando estos conjuntos son una recta, una circunferencia, una
elipse, etc.

A modo de ejemplo, diremos que una ‘recta’ es el lugar getdoo de los puntos alineados con un punto dddo
y con una direcdin dadav; es decir, un punt@ esé en la recta si, y&o si, el vector determinado por los puntos
Ay P es paralelo al vectar.

Dentro de la geomét cartesiana, un puntB de coordenadas:, y) pertenece a un lugar geeéinico si, y $lo
si, sus coordenadas satisfacen una rétaci ecuadn. Laecuacbn de un lugar geongtrico de puntosP de
coordenadaér, y) es una ecuaoh entre las variables e y tal que las coordenadés, y) de cualquier puntd
satisfacen dicha ecudxi si, y $lo si, el puntoP pertenece al lugar gea@trico.
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2.3.1. Circunferencias:(z — a)? + (y — b)? = r?

Unacircunferencia es el lugar geoktrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo llarawia
La distancia constante al centro se denomatio (ver Figura 1.4).

yl

P(x,y)

Figura 1.4: Representacion de una circunferencia.

Para determinar la ecuéci procedemos como sigue. Se@r, y) un punto gearico de la circunferencia de centro
el puntoC(a, b) y radior. Entonces la ecuamn geonétricad(P, C') = r se transforma en la ecuéai anaitica
V/(x —a)? + (y — b)2 = ry elevando al cuadrado obtenemos

(x—a)? +(y—b)? =r2
Si desarrollamos los cuadrados obtenemos la siguiente éouaci

x2+y2+mx+ny+p20,

denominadacuacbn general de la circunferencia

2.3.2. Elipses:(z/a)* + (y/b)* =1

Unaelipsees el lugar geogtrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a dos puntos fijos, llamados
focos es constante.

Para determinar la ecuéci, denotemos paF' y I los focos de la elipse, y se&a y 2c¢ la suma de distancias

a los focos y la distancia focal, respectivamente. Béa y) un punto geérico y denotemos par = PF'y

r’ = PF’ los radios vectores, de tal forma que- ' = 2a. Por fijar una referencia, supongamos que los focos
son los puntog’(¢,0) y F'(—c¢, 0). Entonces

r o= (x —c)? + 92,
ro= (r+e)?+y2
Un calculo sencillo conduce a
r = a-+ex,
r = a-—exz,

dondee = ¢/a es laexcentricidadie la elipse. Comparando las dos expresionesip@a) anteriores deducimos,
desp@s de laboriososatculos, que
T\ 2 Y\ 2 )
(2) +(5) =

siendob? = a? — 2. Esta es la ecuan reducida o caimica de la elipse (ver Figura 1.5).
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yl
(0.0)
(~a.0)/ \ (a.0)
F 0 F ‘
(Oa_b)

Figura 1.5: Representacion grafica de una elipse.
2.3.3. Hipérbolas:(z/a)? — (y/b)? =1

Unahipérbola es el lugar geoktrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos,
llamadosfocos es constante.

Para determinar la ecuaci, denotemos poF' y F’ los focos de la hiprbola, y searza y 2c¢ la diferencia de
distancias a los focos y la distancia focal, respectivamente. P$eay) un punto geérico y denotemos por

r = PFyr" = PF’los radios vectores, de tal forma que- ' = 2a. Por fijar una referencia, supongamos que
los focos son los punta8(c, 0) y F'(—c¢, 0). Entonces

P Ve

ro= (z+¢)? + 92
Un calculo sencillo conduce a
r = exr-+a,
r = er—a,

dondee = c¢/a es laexcentricidadde la higerbola. Comparando las dos expresiones paf@’) anteriores
deducimos, desgas de laboriososatculos, que

-6

siendob? = a? — ¢%. Esta es la ecuasn reducida o caimica de la higrbola (ver Figura 1.6).

2.3.4. Parabolas:y = az?

Unaparabolaes el lugar geogtrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo llarfaany de
una recta fija llamaddirectriz.

Consideremos como eje de abcisas a la recta que, pasando por el foco, es perpendicular a la directriz; por eje de
ordenadas se toma la recta paralela a la directriz por el punto réedidre el foco y la directriz; esta recta se
denomineejede la paabola. El punt@ es el punto en que la grola corta a su eje y se denomirticede la

parabola. Realizando un procedimiento similar a los anteriores deducimos que lbaaealcicida de la pabola

es

y? = 2pz,
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(a,0)

Figura 1.6: Representacion grafica de una hipérbola.

Figura 1.7: Representacion gréafica de una parabola.

siendop la distancia del foco a la directriz.

Otras posibles ecuaciones de unapata son las siguientes:

e 2 = 2py: El eje de la paabola es el ej©Y vy el vértice es el origen.
e y = az? + bz + c: El eje de la paabola es paralelo al efeY pero el \ertice no es el origen.
o = = ay? + by + c: El eje de la paabola es paralelo al ef@ X pero el \ertice no es el origen.

2.4. Funcionesy sus dificas

Una funcion es una correspondencia que asocia a cada elemedéoun conjuntod, denominadalominio,
exactamente otro elemenfdx) en un conjuntaB. El elementof(x) se dice que es el valor déenz o la
imagen der mediantef. El conjunto formado por todas las &genesf(x) es denominadoonjunto imageno
recorrido. Si a cada valor del recorrido le corresponde exactamente un elemento en su dominio 0la $enci
llamainyectiva. Si el recorrido es todo el conjuntB, la funcibn se dice que esuprayectiva o sobreyectiva
Una funcbn inyectiva y sobreyectiva se llarb@yectiva.

Cuando pensamos en una furcarbitrariaf, es usual utilizar unisibolo para designar un elemento arbitrario en
el dominio def y otro dmbolo para un elemento del recorrido. Al primero se le denoranable independiente

y al segundovariable dependiente Por ejemplo, sea la furim f definida enN (los nimeros naturales) y con
valores erlN que asocia a cadaimero natural su inmediato sucesor. Entonces es usual egri)i= = + 1 0
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bieny = = + 1, donder denota un timero natural arbitrario g indica el rumero natural que le asocia la fuowi

I
El grafo o graficade una fundin f es el conjunto de pares ordenados dado por

{(z, f(z))]x € A}.

Por ejemplo, para la funan anterior la gafica seia el subconjunto de puntos & definido por
{(z,z+1)|x € N}.

No todos los subconjuntos & son la gafica de una determinada fubnif definida erR: se tiene que cumplir
quetoda recta vertical debe intersecar a lasmn sola vez al subconjunto

Una funcbn f : R — R se dicepositiva (resp. negativa) si f(z) > 0 (resp. f(z) < 0) para todo valor de:.
Geonetricamente esto significa que laafica de la fund@n esé contenida en el semiplano superior (resp. inferior)

deR2. En general, una funén no tiene por o@ ser positiva 0 negativa; probablementégmsitiva en partes de
su dominio y negativa en otras partes.

2.4.1. Simetiias de una gafica

Para dibujar una @fica puede ser interesante conocer los tipos de sargria ecuadin que la determina. Son
los siguientes:

(o) §-- o (@)

Figura 1.8: Grafica simétrica respecto al eje OY'.

Simetria respecto al eje OY: Cuando al sustituiz por —x queda una ecuadm equivalente. Si la ecudti es
y — f(x) = 0, cuandof(—z) = f(x) para todo valor de.. Diremos que la funén f espar (ver Figura
1.8).

Simetria respecto al eje OX: Cuando al sustituiy por —y queda una ecuami equivalente (ver Figura 1.9).

Simetria respecto al origen: Cuando al sustitui: por —z e y por —y se obtiene una ecudci equivalente. Si
la ecuaddn esy — f(x) = 0, cuandof(—z) = — f(«z) para todo valor de. Diremos que la funén f es
impar (ver Figura 1.10).
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Figura 1.9: Grafica simétrica respecto al eje O X.

Figura 1.10: Grafica simétrica respecto al origen.

2.5. Transformaciones y operaciones con funciones

Es facil ver que transformando la@fica de una funéin podemos obtener lasgjicas de otras funciones relaciona-
das con la anterior, sin necesidad de repetir el trabajo que supone realizagfice gntre las transformaciones
mas usuales e las traslaciones, los alargamientos (homotecias) y las reflexiones.
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2.5.1. Traslaciones

Existen cuatro tipos de trasléci. Para describirlas, sea> 0 el nUmero que indica las unidades que vamos a
desplazar la dgfica original.

Traslacion a la derecha: y = f(x — ¢).
Traslacion a laizquierda: y = f(x + ¢).
Traslacion hacia arriba: y = f(x) + c.

Traslacion hacia abajo: y = f(z) — c.

2.5.2. Alargamientos y reflexiones

Otro tipo de transforma6h consiste en modificar la escala de los ejes: podemos alargar o achatafitas gon
solo multiplicar laz o lay por una constante > 1 apropiada. Tamkn podemos reflejar la gfica en los ejes de
coordenadas. Estas transformaciones se pueden resumir como sigue:

Alargamiento vertical: y = cf(x).
Estrechamiento vertical: y = ¢~ f(z).
Alargamiento horizontal: y = f(z/c).
Estrechamiento horizontal: y = f(cz).
Reflexion respecto OX: y = — f ().

Reflexion respecto OY: y = f(—x).

2.5.3. Operaciones con funciones

Dos funciones y g pueden combinarse para formar nuevas funciones de muy diversas maneras. A cantinuaci
veremos que las funciones pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse de una manera siniiareadss n
reales. ERlgebra de las funciones reales de variable real puede resumirse de la siguiente mangtg. (Sd@s
funciones con dominiod y B, respectivamente. Entonces definimos las operaciones elementales como sigue:

suma: (f + g)(x) = f(x) + g(z), dominio=A N B.

Resta: (f — g)(z) = f(z) — g(«), dominio=A N B.

Producto: (fg)(z) = f(x)g(z), dominio=A N B.

Cociente: (f/g)(z) = f(x)/g(z), dominio={z € AN Blg(z) # 0}.

Composicbn: (gof)(z) = g(f(x)), dominio<x € A|f(x) € B}.
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2.6. Clasificaciones de funciones

El concepto actual de furtm es fruto del esfuerzo colectivo de numerosos matiews de los siglos XVII y

XVIII. Los matematicos de es@poca pensaban que cualquierdereno fsico poda ser descrito con la ayuda de

una colecdn hasica de funciones: las funciones elementales. Estas funciones pueden dividirse en tres bloques:
(1) algebraicas; (2) exponenciales y ldfyaicas; y (3) trigonoratricas.

Las funcioneslgebraicasmas habituales son los polinomios, los cuales pueden escribirse en la forma
f(z) = anz™ + ap 12" ' 4+ 4 arz + ag,

dondeay, a1, ...,a, SON rumeros reales. El entero positivae llama egrado del polinomio,a,, es elcoeficiente
dominantey a, es eltérmino constante Como casos particulares tenemos las funciones constdiites= c)
y las funciones potencig (x) = z™).

Otras funciones &sicas son las funcionesiza(f(z) = z'/* = {/z) y las funciones racionales (z) =
P(z)/Q(x), Py Q polinomios). En general, las funciones algebraicas son aquellas que pueden expresarse en
téerminos de un @imero finito de sumas, restas, productos, cocientekggsale polinomios.

Las funciones que no son algebraicas se llatn@amscendentes Por ejemplo, las funciones exponenciales, lo-
gaifitmicas y trigonorgtricas son trascendentes.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.1.1. Probar que

1
1+2+3+--+n= @
para todo entero positive.
A.1.2. Probar que
L o1 1 1,1
21 © 22 © 23 on 2n

para todo entero positive.
A.1.3. Probar quen! > 3™ paran suficientemente grande.
A.1.4. Suponiendo cierta la desigualdad triangular, probar
|z1 + 20+ -+ x| < g ] + a2+ + |2n),
para todo entero positive.

A.1.5. Probar que si # 1 entonces

. 1 —gpntl
l+r+r?4+m4+ 4= ———
1—r
para todo entero positive.
A.1.6. Probar que
2. 02 02 2 1
3320 33 3n o 3n

para todos los enteros positives

A.1.7. Probar qu&™ > n? paran suficientemente grande.
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A.1.8. Hallar el dominio y el recorrido de las siguientes funciones:

a) f(z) =

b) f(z) = Vo +4.
C)f(ff):\/l%—x-
d) f(z) = Vo -1

A.1.9. Determinar si las funciones siguientes son o no biyectivas:

a) f(x )=( —3)(96—5)

b) f(x) =
c) f(z) = \xlx2
d) f(x) =z + —
A.1.10. Determinar si las siguientes funciones son pares o impares:
a) f(z) = 2°
b) f(z) = w(z —1)
0) flw) =+~

A.1.11. Hallar las composiciones o g)(x) y (g o f)(z) de las siguientes funciones:

a) f(z) =z +1; g(z) = 22
b) f(a) = ~ 5 g(a) = - +1.

c) f(x) \/_ glz) =2" - L
d) f(z) = 2® + 5, g(x) = z(x - 1).

A.1.12. Hallar las funciones inversas de las siguientes, especificando su dominio:

a) f(z) ==
b) f(z) =1+ 323

0) f(x) = 4x—n
d) f(z) =

4. ACTIVIDADES PRACTICAS DEL CAP iTULO

4.1. Introduccion

La practica se va a realizar con el programa dkeglo materatico DERIVE for Windows, versbn 4.05, de Soft
WarehouseDERIVE for Windows permite realizar @lculos y manipulaciones matéticas de cacter general,

lo cual significa que realiza muchas cosas de forma aceptable aunque no tiene la potencia de otros programas
espefficos. No obstantedDERIVE for Windows permite realizar todos losatculos que un usuario medio puede

necesitar.
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Eile Edit Author  Simplify  Solve Calculue  Declare  Dption: Window  Help Jilll
D| (M| & wifwn] | ool =]~ |20 m]a| r|z]m] %]

T wm

Figura 1.11: Pantalla inicial del programa donde aparece, ademas del men( principal, la ‘botonera’ que permite
agilizar la introduccion de las expresiones y la realizacion de los calculos.

Para ejecutar el programa debemos acceder a la cdPgRaVE for Windows y ejecutar el program®ERIVE
for Windows. Una vez en el programa, aparexé pantalla de la Figura 1.11, con un raem la parte superior
gue, de ahora en adelante, denominaremed! principal.

En esta pactica nos vamos a limitar a familiarizarnos con el progréa#/VE for Windows y a la realizadn
de algunos &lculos elementales. Sin embargo, antes de realizardleslos debemos introducir los datos o
expresiones que necesitemos.

4.2. Introduccion y edicion de expresiones

Con el €rmino expresbn queremos indicar cualquier fudei, constante, variable u operador que podamos in-
troducir en el programa. Las expresiones se introducen seleccionando da apchor del merii principal.
Entonces nos aparece un maon tres posibilidade&xpression, Vector 0 Matrix, que nos permite introdu-

cir una expresin, un vector o una matriz. Para agilizar la introdoadile los datos, debemos recordar que existen
teclas calientes que equivalen a diversas opciones de ldssmasd, por ejemplo, para introducir una expr@si

es suficiente con puls&@trl+A y nos aparece la ventana de la Figura 1.12. Conforme vamos introduciendo las
expresionesgstas se van numerando correlativamente y en orden creciente, de forma que en ur@nepquiesi

mos hacer referencia a una expoesanterior (utilizando para ello €lrsbolo #). Una pantalldpica de trabajo se
muestra en la Figura 1.13.
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Figura 1.12: Ventana del programa para introducir las expresiones.

Para editar (y eventualmente modificar) una exprega introducida tenemos dogs distintas. En primer lugar



20 MATEMATICAS

El DERIVE for Windows - [Algebra E:\ARCHIVDSA.. \MATEMATICAS\PRACT1.MTH]
Eile Edit  Author  Simplify  Solve Calculus Declare  Options  Window  Help _|ﬁ'|5|
D|@(E| S| || |osfp] =[~|&]w| m[a]r|z|r] A|x]
?79: "Realizando calculos sencillos" d
(3 + 6)-(V - 2)
35:
4
45
36:
4
37:
82: "Simplificando expresiones algebraicas"
2
x — 3w+ 2
La:
2
x — 5-x+6
x — 1
53: —
x — 3
|
Approx{il) 4

Figura 1.13: Pantalla tipica del programa donde aparecen algunas instrucciones. Obsérvese que es posible intro-
ducir sentencias descriptivas que nada tienen que ver con operaciones matematicas pero que ayudan
a seguir los calculos.

podemos marcar la exprési(haciendo ‘click’ con el réin en la expreéin deseada o ma@ndonos con las flechas:
1 para acceder a una expi@sicon un fimero menor )| para acceder a otra con uamero mayor) y seleccionar
la opcbnEdit Expression. Otra posibilidad es elegidit y seguidament@8o to expression, lo cual nos
permite introducir el amero de la expreSh que queremos editar.

4.3. ¢Que cosas pueden aparecer en las expresiones?

En una expresin deDERIVE for Windows estn permitidas numerosas opciones: letras griegas, constantes, ope-
radores (aritréticos y bgicos) y funciones (exponenciales, ldgaicas, trigonorétricas, hiperblicas, complejas,

de probabilidad, estésticas, de error, deatculo financiero, dealculo materatico, vectoriales, matriciales, y de
calculo diferencial e integral vectorial). Por el momento, es suficiente con recordar que en las expresiones pode-
mos utilizar los siguientes elementos:

Constante Expresion
e (base de los logaritmos neperianasye

1 (unidad imaginaria compleja) #i

7 (3.1415926 ..) pi

oo (infinito matenatico) inf
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Funcion Expresion Operador Expresion
Raiz cuadrada SQRT(X) Menos -X
Exponencial EXP(X) Suma X+y
Logaritmo neperiang LN(x) 6 LOG(x) || Resta X-y
Logaritmo en base w LOG(z,w) Producto X*y O Xy
Seno SIN(X) Cociente xly
Coseno COS(x) Exponenciadn | Xy
Tangente TAN(X) Tanto por ciento| x%

Valor absoluto ABS(X) Factorial x!

4.4. Las primeras experiencias

La mejor manera de que nos aprendamos ilebslos y funciones descritos anteriormente no es dedicar mucho
tiempo a memorizarlos, ya que esta tarea no es nada eficazsdemesultarnos bastante odiosa. Lo conveniente
es realizar numerosos ejercicios, sencillos en su niey@ero que nos ayudar a retener lo esencial.

Calcular (3 +6)(7—2)/4

Introducimos la expreén (3+6) (7-2) /4 0 (3+6)*(7-2) /4. Entonces nos apareéela mismainea en pan-
talla. Si queremos ver el resultado debemos simplificar (selecciorgingdify Basic 0 pulsandaCtrl+B)

y obtendremog45/4, que es el valor exacto. Si queremos obtener el valor decimal aproximado, camenon
de decimales predeterminado (por defecto, eStearo es 6), debemos selecciofanplify Approximate (0
Ctrl+G) y nos aparece la ventana de la Figura 1.14. Tras confirmar la exprgsé queremos simplificar y el
nimero de decimales obtendremds 25.

Approximate Expreszion - E:YVARCHIVOSY. . AMATEMATICASAPRACT1.

e |B|v |6 el |nlelt|ex|pnv gl o/np|o|t|vp x| pold ol cl+#
ABI'AE ZHO K|AMNZEOIIPZ TY (@Y LeznA-4d

|(3 + 6)-(? - 2)4

Drigits of precision: IE 3:
oK | Approximate I Cancel |

Figura 1.14: Ventana del programa para calcular aproximaciones de expresiones.

Calculare™

Introducimos la expreén #e~pi obteniendo, des@s de seleccionar las opciongfmplify Approximate,
el valor de23.1407 (6 digitos). Si queremos un resultad@spreciso (por ejemplo, con 12gidos), debemos
cambiar dicho imero cuando seleccionemigsproximate. Entonces obtendremos el valorziz 1406926327.
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Calcular 1534 de forma exacta

Elejimos Author y escribimos la expredn 15°34. Desps de seleccionar las opciorgnplify Basic (0
simplemente pulsando el lit[=]) nos aparecéren pantalla el siguientéimero:

9707397373664756887592375278472900390625.

Si queremos un resultado aproximado (por ejemplo, con 12 cifras exactas), seleccionamos dicha cénfiguraci
medianteSimplify Approximate y obtendremos9.70739737366 10°39.

D|=(@| & mfofea] . [ofid] =[x[&[5%] m]a]r]s|m| ~|%

Figura 1.15: El uso de la ‘botonera’ de DERIVE for Windows nos puede simplificar mucho el trabajo. Otro elemento
interesante es la existencia de ‘teclas calientes’ que nos permiten evitar los men(s, con lo que se gana
en rapidez.

Antes de seguir adelante aeronveniente que comentemos brevemente la ‘botone@E#VE for Windows
(ver Figura 1.15), ya que simplifica enormemente la introductde datos y la realizamn de @lculos. Los boto-
nes permiten realizar las siguientes tareas (de izquierda a der&ieligpbrir una nueva hoja de trabaj@pen
(abrir una hoja de trabajo existentjve (guardar la seén de trabajo)Print (imprimir la sesbn de trabajo),
Remove (eliminar la expre€in marcada)Unremove (recuperar lailtima exprein eliminada)Renumber (re-
numerar las expresionedythor expression (introducir una expreén sencilla) Author vector (introducir
un vector),Author matrix (introducir una matriz)Simplify (simplificar), Approximate (calcular un valor
aproximado)Solve (resolver algebraicamente o né@ricamente una exprési), Substitute for variables
(realizar una sustituéh),Calculate limit (calcular unimite),Calculate derivative (calcular una deriva-
da),Calculate integral (calcular unaintegralfalculate sum (calcular una sumafialculate product
(calcular un producto)2D-plot window (realizar un gafico bidimensional) \8D-plot window (realizar un
grafico tridimensional).

Calcular el factorial de 75 en forma exacta y aproximada

ElejimosAuthor y tecleamog5!. Desps de pulsar el boh[=] se obtiene el siguiente resultado:
24809140811395398091946477116594033660926243886570122837795894512655842677572867409443
815424000000000000000000.

Si quiséramos un valor aproximado, entonces elagios las opcionesimplify Approximate y el valor ob-
tenido sela2.48091408113 107109 (con 12 dgitos). Observemos que este valor tieresnde 80 cifras; como
puede ser que en nuestra pantalibose visualicen hasta 80 caracteres, debemos pulsar &maathente las te-
clasControl y las fechas— y — para ir visualizando el resto, o bien desplazar la ‘barra’ que se encuentra en la
parte inferior de la ventana del programa.

Obtener el imeror con 100 decimales y grabarlo en un fichero

Escogemoduthor y escribimosi. Seleccionamos la ogmi de simplificar con precigh aproximada hasta 100
digitos exactos y el resultado obtenido es:
3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816406286208998628
034825342117067.

Para no tener que copiar la soldicide la pantalla lo conveniente es grabarla en un archivo o enviarla a laimpresora
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para tenerla por escrito. Para ello debemos seguir el caRiihe Save 0 File Print Ssedin queramos una

opcion u otra. En cualquiera de los dos casos, el programa nos permite seleccionar las expresiones que deseamos
grabar en disco o imprimir. En este segundo caso, un@opauy interesante éile Print Preview, que nos

permite visualizar en pantalla lo que se va a imprimir. La Figura 1.16 muestrada sesual antes de ser enviada

a la impresora.
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Figura 1.16: Antes de enviar una sesion de DERIVE for Windows directamente a la impresora es conveniente
visualizarla en pantalla, para comprobar que no existen errores. Cuando todo esté correcto, podremos
enviarlo a la impresora desde la pantalla Print Preview

Posteriormente, cuando queramos recuperar todo lo que hemos guardadé, dcmstelegirFile Load para
cargar en memoria todo el trabajo anterior.

4.5. Ejercicios de aplicaddn

A continuacén se enuncian unos ejercicios sencillos sobre &tita y operaciones con expresiones algebraicas.
Si el alumno encuentra alguna dificultad debe releer lo dicho hasta ahora, en particular la sintaxis de las distintas
funciones y constantes.

a) Calcular11/24 + 5/36 + 17/46 en forma exacta y con 7 decimales exactos.
b) Calcular23*? en forma exacta y con 25 cifras exactas.
¢) Calcular la réaz cuadrada de 3972049.

d) Calcularr con 200 decimales exactos.

e) Calculary/8 + 53/7 en forma aproximada.

4.6. Operaciones con expresiones algebraicas

Una de las caractisticas esenciales del progra&RIVE for Windows es la posibilidad de manipular expresio-
nes algebraicas, del tipd + 52 — 7 0 (1 —x —y?)'%. En esta secon vamos a comentar las principales opciones
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del programa en rela@n con las expresiones algebraicas. La fandiasica esimplify (simplificar), la cual
admite diversas varianteBasic (Ctrl+B), Expand (Ctrl+E), Factor (Ctrl+F) y Approximate (Ctrl+G). En
los siguientes ejemplos ilustramos su uso.

Simplificar la expregin z* — 3z +2
P P 22 —bx +6

Elejimos la opdbn Author y tecleamosc~2-3x+2 (supongamos que es la exp@sii6). A continuacdn vol-
vemos a seleccionathor y escribimost~2-5x+6 (que sed la expre$in 17). Finalmente, seleccionando de
nuevo la opdn Ctrl+A escribimost16/#17 y nos aparecér

2 —3x+2
2 —5x+6

Esta fracadn poda haber sido introducida de una sola vez como sigue:
(x72-3x+2) / (x"2-5x+6).

Debemos ser muy cuidadosos con logpégsis y usarlos siempre, aunque en ocasiones nos parezcan innecesarios;
un buen RAbito en la escritura puede evitarnos innumerables problemas. Si ahora elegimoéhesopplify

, =1
Basic (0 pulsando el b@n[=]) obtendremos como resultado el S|gwen€e:—3.
il
Simplificarz? — (z + (y + 2)19%) (x — (y + 2)1%9)

Introducimos la exprednx~2- (x+(y+2) " (100) ) (x- (y+2) " (100)) y seleccionamos la opmi Simplify para
obtener(y + 2)2°°.

Desarrollar (z + y)*

Introducimos la expre8h (x+y) ~4 y seleccionamos la opgmi Expand. Entonces el programa nos pregunté& qu
variable queremos desarrollar: por defecto, desarrolla todas las variables que aparecen enda.eXpnesestro
caso, el valor obtenido es? + 43y + 622y? + 4xy3 + y*.

Factorizarz?* — 22% — 822 4+ 182 — 9

Para factorizar un polinomio debemos seleccionar lat®@implify Factor y a continuadn debemos indi-
car la variable y el ratodo (ver Figura 1.17). Existen cinccetodos de factorizagn: Trivial Squarefree
Rational raDical Complex, siendo los tresiltimos los que ras factorizan. En nuestro caso, despde in-
troducir el polinomio coma~4-2x"3-8x"2+18x-9, seleccionamoStrl+F y seguidament8quarefree para
obtener(z — 1)?(2? — 9). Para mayor precién, seleccionamos el@wodoRational (0 raDical, Complex) y
obtenemosz + 3)(z — 3)(z — 1)%.
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Factor Expression - E:VARCHIVOSA. _ AMATEMATICAS\PRACT1.MTH
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|xA4—2-x‘“3 - 8-x*2 + 18-x — ¢
Factor YWariable Arnont

€ Trivial

o

" Rational

" Radical

" Complex

Ok Factor Cancel
| |

Figura 1.17: Ventana del programa que nos permite factorizar expresiones.

4.7. Resoluddbn de ecuaciones

Una de las tareas @s ingratas y complicadas con las que nos podemos encontrar es la detémdetds
nimeros que satisfacen una determinada ebnddie una o varias variables): es el problema de la re éwiudz
ecuaciones. Para construir una ecaadb inecuadn) se pueden utilizar los siguientes operadores:

Operador | Teclear
# I=

< <

> >

< <=

= >=

Calculo de la pendiente de una recta

Supongamos que queremos calcular la pendiente de laxects8y = 13. Entonces podemos expresar la recta
en la formay = ma + n de tal suerte que elimerom es la pendiente. El progranERIVE for Windows
nos permite determinar la pendiente como sigue. Se introduce la éxpgasi8y=13, se eligen las opciones
Solve|Algebraically y nos aparece la ventana de la Figura 1.18. Escogemos la vayigpte defecto, el
programa nos ofrece la variabigy como resultado obtenemgs= 3212 por lo que la pendiente &g8.

8

Resolver la ecuadn (z + 3)% + (z — 2)% = 53

Introducimos la ecuadn como (x+3) ~2+(x-2) ~2=53 y seleccionamos las opciongslve|Algebraically.
El resultado obtenido es: = 4, x = —5.
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Solve Algebraically - E:VARCHIVOSA. . . AMATEMATICASAPRACT1.MTH
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Figura 1.18: Ventana del programa que nos permite resolver algebraicamente expresiones.

Calcular las rdces del polinomia:® — 827 + 2226 — 162° — 312 + 5623 — 822 — 32z + 16

Elegimos la opdn Author y escribimos el polinomio como
x"8-8x"7+22x76-16x"5-31x"4+56x"3-8x"2-32x+16.

Se eligen las opcione®lve|Algebraically y obtenemos como soluciones:= 1, x = —1, x = 2. Pe-
ro, ¢ciles son sus multiplicidades? Para determinarlas, dividimos el polinomio original(entrel)(x +
1)(x — 2) obteniendo como resultad® — 6x* + 1123 — 222 — 12z + 8. Volvemos a seleccionar las opcio-
nesSolve|Algebraically y obtenemos de nuevwo= 1, z = —1, 2 = 2. Si volvemos a dividiez® — 62* +
1123 —22% — 12z + 8 entre(z — 1) (z + 1) (z — 2) obtenemosz — 2)?, por lo que podemos deducir que laices

x =1y x = —1son dobles mientras que ldza: = 2 es cuadruple.

4.8. Ejercicios de aplicacdn

A continuacbn se enuncian unos ejercicios sencillos sobre resniudé ecuaciones. Si el alumno encuentra
alguna dificultad debe releer lo dicho hasta ahora, en particular ldeaeterente a las expresiones algebraicas
y su manipula@n.

a) Resolver la ecuabn 2z +3 — o —2 = 2.
b) Resolver la ecuabn ¢/= = v/2x — 3.
c) Determinar las raices del polinomid — 1.

d) Resolver la ecuadnaz? + bx + ¢ = 0.

4.9. Realizar giéficas de funciones

Quizas en alguno de los ejercicios anteriores hemos tenido dificultades y no hemos podido encontrabta soluci
En estos casos, laiar de soludn consiste en representaaficamente la ecuam y determinar un intervalo
(cuanto nds pequio mejor) que contenga laira Por ejemplo, si dibujamos la ecudgiz® — 62* + 1123 —
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222 — 12z 4+ 8 = 0 obtenemos la Figura 1.19. Nos damos cuenta que hegsralrededor de los puntes, 1, 2
(en este caso, esas son ldsea), por lo que potiimos determinar el valor exacto resolviendo Buoamente la
ecuacbn anterior en los intervalos-2,01, [0,2] y [1,3], respectivamente.

OERIVE fra Wirvdesss . [211.pdan 211
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[ |
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Casiar A, 0 Geads: 121

Figura 1.19: Grafica de la funcion z° — 6z + 1123 — 222 — 1224+ 8 =0

Para resolver nuaricamente una ecu#ci (es decir, encontrar un valor que satisfaga dicha e@mnjpdebemos
elegir las opcioneSolve | Numerically y nos aparece la ventana de la Figura 1.20, donde debemos introducir la
ecuacbn y el intervalo donde queremos g&RIVE for Windows busque la soluéin: Lower y Upper.

Solve Numerically - E:VARCHIVOSA. _AMATEMATICASA\PRACT1.MTH
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Figura 1.20: Ventana del programa que nos permite resolver numéricamente ecuaciones.

Para dibujar una funéh es suficiente con marcar la exptesgue la define y seleccionar la opeiNew 2D-plot
window (0 bien pulsar el b@n correspondiente). Con esto conseguimos que se abra una nueva veafiaagayr
continuacbn debemos seleccionar la opgPlot!. Cada ventana gfica esh asociada a una ventana @dccilos
algebraicos, por lo que todas las representaciorficgs de una ventana dégebra se realizan en la misma
ventana gafica. En el caso de realizar varias representaciordEgs en una misma ventana, cadafiga ia en
un color distinto.
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6. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.1.1. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1,3) y cumplésadarnada caso:
a) Tiene pendiente-2/3.
b) Es perpendicular a la reciat y = 0.
c¢) Pasa por el punto (2,4).
d) Es paralela al eje.
E.1.2. Hallar la ecuadn de la recta bisectriz dahgulo agudo formado por las recias- v/3z ey = 2.
E.1.3. Un avion vuela con rumbo constante y a velocidad constante entre dos ciudades. La dist@ia
kilébmetros) que ha recorrido emoras es = 950¢.
a) Dibujar la giafica de esta ecuasi parat > 0.
b) ¢ Qe informacon contiene la pendiente de la recta?
E.1.4. Un empresario adquiere unaaguina por 4500000 pesetas. Lagmina gasta en promedio 1000 pesetas

en mantenimiento y gasoil. El operario que la maneja cobra 1850 pesetas por hora y a los clientes se les
cargan 5000 pesetas por hora.

a) Escribir una ecuadn para el costé’ de funcionamiento de laaguina durante horas.
b) Idem para los ingresag derivados de horas de funcionamiento.
c) Hallar el punto de equilibrio de esaaguina, calculando en guiempot ocurre queR = C.
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ANOTACIONES




