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ÁLGEBRA LINEAR (Resumo Teórico)

Noções sobre aplicações

Definição 1: Dados dois conjuntos U e V, ambos não vazios, uma aplicação de U em V é uma “lei” pela qual a cada elemento de U está associado um único elemento de V. Se F indica essa lei e u indica um elemento genérico de U, então o elemento associado a u é representado por F(u) (lê-se “F de u”) e se denomina imagem de u por F.
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O conjunto U é o domínio e o conjunto V é o contra-domínio da aplicação F. Para indicar que F é uma aplicação de U em V costuma-se escrever F: U ( V

Duas aplicações F: U ( V e G: U ( V são iguais se, e somente se, F(u) = G(u), (u ( U.

Dado W ( U denomina-se imagem de W por F o seguinte subconjunto de V: F(W) = {F(u) / u ( W}. Se W = U, então F(U) recebe o nome de imagem de F e a notação será Im(F).
Exemplo: Seja S: R2 ( R2 e S(x, y) = (x, -y), ((x, y) ( R2.  S leva cada ponto do R2 no seu simétrico em relação ao eixo x.

Definição 2: Uma aplicação F: U ( V se diz injetora se, e somente se, (u1, u2 ( U, F(u1) = F(u2) ( u1 = u2.

Exemplos: 

1) A aplicação S: R2 ( R2 dada por S(x, y) = (x, -y), ((x, y) ( R2, é injetora, pois  se  u1 = (x1, y1)  e  u2 = (x2, y2),  então  F(u1)  =  F(u2)  ( (x1, -y1)  =  (x2, -y2)  (x1 = x2 e y1 = y2 ( u1 = u2.

2) A aplicação F: R2 ( R3 dada por F(x, y) = (0, x + y, 0) não é injetora, pois temos, por exemplo, (1,1) ( (2,0) e F(1, 1) = F(2, 0) = (0, 2, 0).

Definição 3: Uma aplicação F: U ( V se diz sobrejetora se, e somente se, Im(F) = V, ou seja, para todo v ( V, existe u ( U tal que F(u) = v.
Exemplos:

1) S: R2 ( R2 definida por S(x, y) = (x, -y) é sobrejetora. De fato, dado v = (c, d) ( R2, basta tomar u = (c, -d) para termos F(u) = v.
2) F: R2 ( R3 dada por F(x, y) = (0, x + y, 0) não é sobrejetora. Isto porque, por exemplo, (1, 0, 0) ( R3 e não é imagem por F de nenhum elemento u ( R2(o primeiro termo de cada imagem é zero).

Definição 4: Uma aplicação F: U ( V se diz bijetora se, e somente se, F é injetora e sobrejetora. 

Exemplo: A aplicação S: R2 ( R2 dada por S(x, y) = (x, -y) é injetora e é sobrejetora conforme já vimos. Logo S é bijetora. 
Transformações Lineares
Definição 5: Sejam U e V espaços vetoriais sobre R. Uma aplicação F: U ( V é chamada transformação Linear de U em V se, e somente se, 

(a) F(u1 + u2) = F(u1) + F(u2), (u1, u2 ( U e

(b) F((u) = (F(u), (( ( R e (u ( U

No caso em que U = V, uma transformação linear F: U ( V é chamada também de operador linear.

Exemplos:

1) Seja O: U ( V a aplicação assim definida: O(u) = 0(vetor nulo de V), (u ( U. Verifiquemos que O é linear.

(a) O(u1 + u2) = 0 = 0 + 0 = O(u1) + O(u2)

(b) O((u) = 0 = (0 = (O(u)

O se denomina transformação linear nula de U em V.

2) Seja I: U( U definida assim: I(u) = u, (u ( U. É mais um exemplo de transformação linear, pois :

(a) I(u1 + u2) = u1 + u2 = I(u1) + I(u2) e 

(b) I((u) = (u = (I(u)

I é operador idêntico de U.

3) F: R3 ( R2 definida por f(x, y, z) = (x, 2x – z), ((x, y, z) ( R3, também é linear. 
Sejam u1 = (x1, y1, z1) e u2 = (x2, y2, z2) em R3.

(a) F(u1 + u2) = F(x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2) = (x1 + x2, 2(x1 + x2) – (z1 + z2)) =               (x1, 2x1 – z1) + (x2, 2x2 – z2) = F(u1) + F(u2).
(b) Sendo u = (x, y, z), F((u) = F((x, (y, (z) = ((x, 2(x - (z) = ((x, 2x – z) = (F(u)
Sejam U e V espaços vetoriais sobre R e consideremos uma transformação linear         F: U ( V. Valem as seguintes propriedades:

P1) F(0) = 0 (F transforma o vetor nulo de U no vetor nulo de V)
P2) F(-u) = -F(u), ( u ( U
P3) F(u1 – u2) = F(u1) - F(u2), ( u1, u2 ( U
P4) Se W é um sub-espaço de U, então a imagem de W  por F é um sub-espaço de V.
P5) Sendo F: U ( V linear, então 
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Exercício Resolvido
Sabendo que F: R2 ( R2 é um operador linear e que F(1, 2) = (3, -1) e F(0, 1) = (1, 2), achar F(x, y), onde (x, y) é um vetor genérico de R2.

Solução

Observemos de início que {(1,2), (0, 1)} é uma base de R2. Determinemos as coordenadas de (x, y) ( R2 em relação a essa base: (x, y) = a(1,2) + b(0,1) (               (a, 2a) + (0, b) = (a, 2a + b) ( a = x e 2a + b = y ( b = y – 2x.
Logo, (x, y) = x(1, 2) + (y – 2x)(0, 1) 

Portanto F(x, y) = xF(1,2) + (y – 2x)F(0,1) = x(3, -1) + (y – 2x)(1, 2) =                         (x + y, - 5x + 2y)

Núcleo e Imagem 

Definição 6: Seja T: V ( W uma aplicação linear. A imagem de T é o conjunto dos vetores w ( W tais que existe um vetor v ( V, que satisfaz T(v) = w. Ou seja, Im(T) = (w ( W; T(v) = w para algum v (V(
Observe que Im(T) é um subconjunto de W e, além disso, é um subespaço vetorial      de W.

Definição 7: Seja T: V ( W uma transformação linear. O conjunto de todos os vetores v ( V tais que T(v) = 0 é chamado núcleo de T, sendo denotado por ker(T). Isto é, ker(T) = (v ( V; T(v) = 0(
Observe que ker(T) ( V é um subconjunto de V e, ainda mais, é um subespaço vetorial de V.

Exemplo 1: T: R2 ( R definida por T(x, y) = x + y

Neste caso temos ker(T) = ((x, y) ( R2; x + y = 0(, isto é, x + y = 0 ( x = -y. ker(T) é a reta y = -x

Exemplo 2: F: R2 ( R3 definida por F(x, y) = (0, x + y, 0). 

Temos: (x, y) ( Ker(F) ( (0, x + y, 0) = (0, 0, 0) ( x = -y

Logo Ker(F) = ((x, -x) / x ( R(
Exercício Resolvido
Seja T: R3 ( R3 a transformação linear definida por T(x, y, z) = (x + 2y – z, y + z, x + y – 2z). 

Encontre uma base e a dimensão:

a) da imagem U de T

As imagens dos geradores de R3 geram a imagem U de T.

T(1, 0, 0) = (1, 0, 1)


T(0, 1, 0) = (2, 1, 1)

T(0, 0, 1) = (-1, 1, -2)
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Forme a matriz cujas linhas são os geradores de U e reduza por linhas à forma escalonada:

[image: image20.wmf]
Assim, {(1, 0, 1), (0, 1, -1)} é base de U e dim U = 2

b) do núcleo W de T

Procuramos o conjunto dos vetores (x, y, z) para os quais T(x, y, z) = (0, 0, 0), isto é, 

T(x, y, z) = (x + 2y – z, y + z, x + y – 2z) = (0, 0, 0)

Faça as componentes correspondentes iguais entre si para formar o sistema homogêneo cujo espaço das soluções é o núcleo W de T:
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x + 2y – z = 0


x + 2y – z = 0


x + 2y – z = 0

        y + z = 0

ou  
        y + z = 0
   
ou       
 y + z = 0

x + y – 2z = 0


       - y + z = 0

A única variável livre é z. Portanto, dim W = 1.

Fazendo z = 1, então y = -1 e x = 3. Assim, {(3, -1, 1)} é base de W. 
(Observe que dim U + dim W = 2 + 1 = 3, que é a dimensão do domínio R3 de T).
Proposição 
Seja F: U ( V uma transformação linear. Então:

a) Ker(F) é um sub-espaço vetorial de U;

b) A transformação linear F é injetora se, e somente se, Ker(F) = {0}

Teorema do Núcleo e da Imagem 

Sejam U e V espaços vetoriais de dimensão finita sobre R. Dada uma transformação linear F: U ( V, então dim U = dim Ker(F) + dim Im (F)
Corolário

Sejam U e V espaços vetoriais sobre R com a mesma dimensão finita n e suponhamos F: U ( V uma transformação linear. Então são equivalentes as seguintes afirmações:

(I) F é sobrejetora

(II) F é bijetora

(III) F é injetora

(IV) F transforma uma base de U em uma base de V(isto é, se B é uma base de U, então F(B) é base de V).
Isomorfismos e Automorfismos
Definição 8: Entende-se por isomorfismo do espaço vetorial U no espaço vetorial V uma transformação linear F: U ( V que seja bijetora. Um isomorfismo F: U ( U é um automorfismo de U.

Exemplos:

1) O operador idêntico I: U ( U dada por I(u) = u para todo vetor u do espaço é trivialmente um automorfismo em U.

2) F: R2 ( P1(R) definida por F(x, y) = x + (x + y)t é também um isomorfismo. De fato.

(I) F(x1, y1) = F(x2, y2) ( x1 + (x1 + y1)t = x2 + (x2 + y2)t ( x1 = x2 e x1 + y1 = x2 + y2 ( x1 = x2 e y1 = y2. Logo F é injetora.
(II) Dado f(t) = a + bt ( P1(R) basta tomar u = (a, b – a) para que se tenha F(u) = f(t). Então F é sobrejetora.

(III) F((x1, y1) + (x2, y2)) = F(x1 + x2, y1 + y2) = x1 + x2 + (x1 + x2 + y1 + y2)t = x1 + (x1 + y1)t + x2 + (x2 + y2)t = F(x1, y1) + F(x2, y2)
(IV) Seja u = (x, y). 

F((u) = F((x, (y) = (x + ((x + (y)t = (x + ((x + y)t = ((x + (x + y)t) = (.F(u)
Operações com Transformações Lineares

Sejam U e V espaços vetoriais sobre R. Indicaremos por L(U, V) o conjunto das transformações lineares de U em V. Se U = V, o conjunto dos operadores lineares de U será denotado por L(U). 

Definição: Dados F, G ( L(U, V), definimos a soma F + G de F com G da seguinte maneira:

F + G: U ( V e (F + G)(u) = F(u) + G(u), ( u(U

A aplicação assim definida também é uma transformação linear pois:

(a) (F + G)(u1 + u2) = F(u1 + u2) + G(u1 + u2) = F(u1) + F(u2) + G(u1) + G(u2) = F(u1) + G(u1) +  F(u2) + G(u2) = (F + G)(u1) + (F + G)(u2) e 

(b) (F + G)( (u) = F((u) + G((u) = (F(u) + (G(u) = ((F(u) + G(u)) = ((F  + G)(u)
Temos assim uma adição (F, G) ( F + G em L(U, V). Para essa adição valem as seguintes propriedades:
(I) Associativa: F + (G + H) = (F + G) + H, (F, G, H ( L(U, V);

(II) Comutativa: F + G = G + F, (F, G ( L(U, V);

(III) Existe elemento neutro: a transformação linear nula 0: U ( V é tal que F + 0 = F, (F( L(U, V); e
(IV) Para toda transformação F( L(U, V) existe neste conjunto a transformação oposta: existe ( -F) ( L(U, V) / F + (-F) = 0.

Definição: Dados F( L(U, V) e ( ( R, definimos o produto (. F de F por ( assim:

(.F : U ( V e ((F)(u) = (F(u), (u ( U.
A aplicação (F assim definida também é uma transformação linear de U em V, ou seja, também, pertence a L(U, V). Dessa forma ficou definida uma multiplicação de R x L(U, V) em L(U, V), multiplicação essa que tem as seguintes propriedades:

(I) ((()F = (((F);

(II) ((+()F = (F + (F;

(III) ((F + G) = (F + (G;

(IV) 1F = F; 

Quaisquer que seja ( e ( em R e F e G em L(U, V).

Exercícios 
1) Diga se cada diagrama define uma transformação de {1, 2, 3} em {4, 5, 6}
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2) Defina cada uma das transformações  f: R ( R por uma fórmula:

a) a cada número, f associa seu quadrado mais 3.

b) a cada número, f associa seu cubo mais duas vezes o número.

c) a cada número ( 3, f associa o quadrado do número e a cada número ( 3, f associa o número –2.

3) Seja f: R ( R definida por f(x) = x2 – 4x + 3. Encontre:

a) f(4)


b) f(-3) 

c) f(a – 2) 

d) f(2a + 1)

4) Use uma fórmula para definir cada uma das seguintes funções de R em R.
(a) A cada número, f associa seu cubo.

(b) A cada número, g associa o número 5.

(c) A cada número positivo, h associa seu quadrado e, a cada número não-positivo, h associa o número 6.

Também encontre o valor de cada função em 4, -2 e 0.
5) Verifique se cada uma das funções encontradas no exercício anterior é injetora, sobrejetora e bijetora.
6) Sejam f: R ( R, g: R ( R e h: R ( R definidas por f(x) = 2x, g(x) = x3 – x e       h(x) = x2. Os gráficos dessas transformações são os seguintes:


f(x) = 2x




            g(x) = x3 – x 

         h(x) = x2
Verifique se cada uma dessas transformações é injetora, bijetora e sobrejetora.

Observação importante: Se uma transformação k é injetora, geometricamente isso significa que cada reta horizontal não contém mais do que um ponto de k. Se a transformação k é sobrejetora, geometricamente isso significa que cada reta horizontal contém, ao menos, um ponto de k. Se uma transformação k não é nem injetora, nem sobrejetora, dois ou mais elementos distintos do domínio têm a mesma imagem e existem elementos do contradomínio que não é imagem de nenhum elemento do domínio.
7) Mostre que as seguintes transformações F são lineares:

a) F: R2 ( R2 definida por F(x, y) = (2x – y, x).

b) F: R3 ( R2 definida por F(x, y, z) = (z, x + y)

c) F: R ( R2 definida por F(x) = (2x, 3x)

d) F: R2 ( R2 definida por F(x, y) = (ax + by, cx + dy) onde a, b, c, d ( R.

8) Mostre que as seguintes transformações não são lineares:

a) F: R2 ( R2 definida por F(x, y) = (x2, y2).       
b) F: R3 ( R2 definida por F(x, y, z) = (x + 1, y + z)

c) F: R ( R2 definida por F(x) = (x, 1)

d) F: R2 ( R definida por F(x, y) = |x – y|
9) Verifique se a aplicação F: R3 ( R2 definida por F(x, y, z) = (2z, x + 2y) é linear.

10) Verifique se F: R ( R2 é uma transformação linear, onde F(x) = (x, 2) (x ( R.

11) Para cada uma das seguintes transformações lineares F, encontre uma base e a dimensão de:
a)  sua imagem U


b) seu núcleo W

(i) F: R3 ( R3 definida por F(x, y, z) = (x + 2y, y – z, x + 2z)
(ii) F: R2 ( R2 definida por F(x, y) = (x + y, x + y)

(iii) F: R3 ( R2 definida por F(x, y, z) = (x + y, y + z)
12) Encontre T(a, b, c) onde T: R3 ( R é definida por T(1, 1, 1) = 3, T(0, 1, -2) = 1 e T(0, 0, 1) = -2.
13) Encontre T(a, b) onde T: R2 ( R3 é definida por T(1, 2) = (3, -1, 5) e                   T(0, 1) =(2, 1, -1).

14) Sejam F: R3 ( R2 e G: R3 ( R2 as transformações lineares definidas por               F(x, y, z) = (x + y, z) e G(x, y, z) = (x, y, - z). Determinar as seguintes transformações lineares de R3 em R2:

a) F + G

b) 2F – 3G

15) Sejam F: R2 ( R e G: R ( R as transformações lineares definidas por                  F(x, y) = x + 2y e G(x) = 2x. Determinar a transformação G o F.

Observe que a composta F o G não está definida.
16) Consideremos F, G ( L(R2) definidos por F(x, y) = (x – y, x) e G(x, y) = (x, 0).

Determinar:

a) 2F + 3G

b) F o G

c) G o F

d) F2
e) G2
17) Sejam  F, G ( L(R2) definidos por: F(x, y) = (0, x) e G(x, y) = (x, 0).

Determinar:

a) G o F




c) (G o F)2
b) F o G




d) (F o G)2
Exercício Resolvido
A transformação linear F: R3 ( R4 dada por F(x, y, z) = (x, x – y, y – z, z) é isomorfismo de R3 em R4?
Solução

Vamos calcular Ker(F).

F(x, y, z) = (0, 0, 0, 0) ( (x, x – y, y – z, z) = (0, 0, 0, 0)
 x            = 0
x – y       = 0

     y – z  = 0

            z = 0

Portanto, Ker(F) = (0, 0, 0, 0) e F é injetora.
dim Im(F) = dim R3 – dim Ker(F) = 3 – 0 = 3. Assim, Im(F) ( R4 e F não é sobrejetora e, conseqüentemente, F não é bijetora. Concluímos que F não é isomorfismo de R3 em R4.
18) Mostrar que o operador linear  F do R3 dada por F(x, y, z) = (x + z, x – z, y) é um automorfismo.

19) A transformação linear T: R3 ( R3 dada por T(x, y, z) = (x – 2y, z, x + y) é um automorfismo?
20) Dada a transformação linear T: R2 ( R2, onde T(x, y) = (x – 4y, x + 2y) é um automorfismo? 
21) Dada a transformação linear T: R2 ( R3, onde T(x, y) = (4x, 3y, 2x – 3y) é um isomorfismo?

Matriz de Uma Transformação Linear

Sejam U e V espaços vetoriais de dimensão n e m, respectivamente, sobre R. Consideremos uma transformação linear F: U ( V. Dadas as bases B = {u1, ....., un} de U e C = {v1, ....., vn} de V, então cada um dos vetor F(u1), ...., F(un) está em V e conseqüentemente é combinação da base C:
F(u1) = (11v1 + (21v2 + ... + (m1vm

F(u2) = (12v1 + (22v2 + ... + (m2vm

.............................................................................
F(un) = (1nv1 + (2nv2 + ... + (mnvm

ou simplesmente

F(uij) = 
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A matriz mxn sobre R 
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  que se obtém das considerações anteriores é chamada matriz de F em relação às bases B e C. Usaremos para indicar essa matriz a notação (F)B,C
Notas:
1) Se F é um operador linear e considerarmos B = C, então diremos apenas matriz de F em relação à base B para indicar a matriz acima definida e usaremos a notação (F)B para representá-la.

2) Sempre que não haja dúvidas quanto ao par de bases que estamos considerando escreveremos apenas (F) para indicar a matriz de F em relação a esse par de bases.

Exemplo 1
Qual a matriz de F: R3 ( R2 dada por F(x, y, z) = (x + y, y + z), em relação às bases

B = {u1 = (1, 0, 0);  u2 = (0, 1, 0);  u3 = (0, 0, 1)} e 

C = {v1 = (1, 0); v2 = (1, 1)}?
Solução: F(u1) = (1, 0) = 1 v1 + 0v2

   F(u2) = (1, 1) = 0 v1 + 1 v2    

               F(u3) = (0, 1) = - v1 + v2  
Logo, (F)B,C = 
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Exemplo 2

Seja F ( L(R3, R2) definida por F(x, y, z) = (z, x + y). Determinar a matriz de F em relação às bases B = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} do R3 e C = {(1, 3), (2, 5)} do R2.

Solução:

F(1, 1, 1) = (1, 2) = a1(1, 3) + b1(2, 5)     

(1)

F(1, 1, 0) = (0, 2) = a2(1, 3) + b2(2, 5)

(2)

F(1, 0, 0) = (0, 1) = a3(1, 3) + b3(2, 5)

(3)

De (1) vem:



a1 + 2b1  = 1                                 (
a1 =  -1  e    b1  = 1


          3a1 + 5b1  = 2

De (2) vem:



a2 + 2b2  = 0                                 (
a2 =  4   e    b2  = -2


          3a2 + 5b2  = 2

De (3) vem:



a3 + 2b3  = 0                                 (
a3 =  2   e    b3  = -1


          3a3 + 5b3  = 1

Portanto (F)B,C  = 
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Exemplo 3
Dada a matriz  
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 ache F ( L(R3, R2) de maneira que, sendo                                   B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 2)} e C = {(1, 0), (1, 1)}, se tenha M = (F)B,C
Solução:

Da definição de matriz decorre que devemos ter:

F(1, 0, 0) = 1(1,0) + 0(1, 1) = (1, 0)
F(0, 1, 0) = 2(1, 0) + 1(1, 1) = (3, 1)

F(0, 1, 2) = 3(1, 0) + 0(1, 1) = (3, 0)

Seja (x, y, z) ( R3. 

(x, y, z) = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 1, 2)

(x, y, z) = (a, 0, 0) + (0, b, 0) + (0, c, 2c)

(x, y, z) = (a, b + c, 2c)

a = x 

b + c = y
 2c = z 

Então, obtemos:

a = x 

b = 
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c = 
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Logo:

F(x, y, z) = xF(1, 0, 0) + 
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F(0, 1, 0) + 
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F(0, 1, 2) 
F(x, y, z) = x(1, 0) + 
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(3, 1) + 
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(3, 0)

F(x, y, z) = (x + 3y, y - 
[image: image13.wmf]2

z

)

22) Determinar a representação matricial de cada um dos seguintes operadores do R2 em relação às bases indicadas:

a) F(x, y) = (2x, 3y – x) e base canônica

b) F(x, y) = (3x – 4y, x + 5y) e base B = {(1, 2), (2, 3)}
23) Determinar o operador F do R2 cuja matriz em relação `a base B = {(1, 1), (1, 2)} é 
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24) Seja F ( L(R3, R2) definida por F(x, y, z) = (x + z, y – 2z). Determinar (F)B,C sendo B = {(1, 2, 1), (0, 1, 1), (0, 3, -1)} e C = {(1, 5), (2, -1)}.

25) Determinar as matrizes das seguintes transformações lineares em relação às bases canônicas dos respectivos espaços:

(I) F ( L(R3, R2) definida por F(x, y, z) = (x + y, z)
(II) F ( L(R2, R3) definida por F(x, y) = (x + y, x, x – y)

(III) F ( L(R4, R) definida por F(x, y, z, t) = 2x + y – z + 3t

(IV) F ( L(R, R3) definida por F(x) = (x, 2x, 3x)

26) Determinar o operador linear do R2 cuja matriz em relação a base                             B = {(1, 2), (0, 5)} é 
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27) Dadas as bases B = {(1, 1), (0, 1)} do R2 e C = {(0, 3, 0), (-1, 0, 0), (0, 1, 1)} de R3, encontre a transformação linear T: R2 ( R3 cuja matriz é 
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