Capitulo 35

Variables Aleatorias

3.1. Distribuciones univariantes

Este capitulo lo empezamos definiendo uno de los conceptos mas importantes
en la teorfa de la probabilidad que es el de variable aleatoria. Luego enunciamos
propiedades y teoremas entorno a este concepto.

Definicién 3.1 Una variable aleatoria' es una funcion sobre el espacio mues-

tral que asigna a cada punto de éste un numero.
Una variable aleatoria (v.a.) generalmente se denota por una letra mayiscula.

Definicién 3.2 Sea A C R y sea Pr{X € A} la probabilidad de que el valor
de X pertenezca al subconjunto A. Y sea, ademds, s un resultados posible del
experimento, entonces Pr{X € A} es igual a:

Pr{X € A} :=Pr{s: X(s) € A}.

Definicion 3.3 Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucion
discreta si X solo puede tomar un numero finito k de valores distintos x1, ..., Tk
0, a lo sumo, una sucesion infinita de valores distintos x1,xs,.... St una variable
aleatoria X tiene una distribucion discreta, la funcion de probabilidad (f.p.) de X
se define como la funcion fx tal que para cualquier nimero real x,

fx(x) :=Pr{X = z}.

YO wariable estocdstica.
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Definicion 3.4 Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucion
continua si exriste una funcion no negativa fx, definida sobre la recta real, tal
que para cualquier intervalo A,

Pr(X € A) := /Afx(a:) dx.

La funcion fx se denomina funcion de densidad de probabilidad (f.d.p.) de
X.

Toda f.p. y f.d.p. debe satisfacer los siguiente:

. fx(x) >0

[e.9]
T O N SF O R
oo -
Definicion 3.5 La funcidén de distribucion Fx de una variable aleatoria X es
una funcion definida como:
Fx(z):=Pr{X <z} para x € R.

Abreviamos la funcién de distribucién como f.d.
Ademas observamos que:

» F'y estd definida sobre R.
» Fx(z) €10,1] V zeR

Ademas de la definicién de Fx(z), resulta que la f.d. de cualquier variable
aleatoria X debe tener las tres propiedades siguientes:

Propiedad 3.1 Las tres propiedades que cumple Fx(x) son:

P1 La funcion Fx(x) es no decreciente a medida que x crece; esto es, si x1 < T2,
entonces Fx(x1) < Fx(x2).

P2 lim, , o Fx(z) =0 Yy lim, oo Fix(x) = 1.

P3 Una f.d. siempre es continua por la derecha; esto es, Fx(x) = Fx(z ™) en todo
punto x.
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Se deduce de la propiedad 3 que para cualquier punto x en el que Fx(z) da
un salto,

Fx(w+):Fx($) y Fx(x_) <Fx(x>.

También vemos que una f.d. no necesariamente es continua, y en caso de ser
continua en x cumple con:

Fx(x_) = Fx($+) = Fx(x) .

Conociendo la f.d. de una v.a., podemos calcular probabilidades para ciertos
intervalos. Obsérvense los siguientes teoremas: distintos de intervalos.

Teorema 3.1 Para cualquier valor x,
Pr(X >z)=1- Fx(z).
Teorema 3.2 Para cualesquiera valores concretos x1 y xo tales que x1 < x2,
Pr(z1 < X <x9) = Fx(z2) — Fx(z1)
Teorema 3.3 Para cualquier valor x,
Pr(X <z)=Fx(z7).
Teorema 3.4 Para cualquier valor x,
Pr(X =z) = Fx(z") — Fx(z7).
Ademds también tenemos:

= Para una distribucién discreta:

Fx(z) =) fx(u)

u<lzx

s Para una distribucién continua:
X
Fx(z) = / () du .
—00

También para una distribucién continua:

Py = X ),

lo que hace que sea indiferente dar su f.d.p. o f.d.
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3.2. Distribuciones bivariantes

Definicion 3.6 La distribucion de probabilidad conjunta de dos variables aleato-
rias se denomina distribucion bivariante.

Definicion 3.7 La funciéon de probabilidad conjunta de X e Y se define
como la funcién fxy tal que para cualquier punto (x,y) del plano xy,

fxy(z,y) =Pr(X =2,Y =y) .
Y:
Pr(X,Y) e Al:= Y fxy(wiw)
(wi,y:)€EA

Definicion 3.8 Se dice que dos variables aleatorias X e Y tienen una distribu-
cion continua conjunta si existe una funcion no negativa fxy definida sobre
todo el plano xy tal que para cualquier subconjunto A del plano,

Pr[(X,Y) € A] := /A/fX’Y(:E’y) dx dy

La funcion fxy se denomina funcion de densidad de probabilidad conjunta,
o f.d.p. conjunta, de X eY.

Toda f.p. o f.d.p. conjunta cumple con:

. Ixy(xz,y) >0

. Z fxy(@i,yi)=1 ¥y //R2 Ixy(zi,yi) =1

(z4,93)
Definicion 3.9 La funcion de distribucion conjunta de dos variables aleato-
rias X e Y se define como:

Fxy(z,y) =Pr(X <2,Y <y) paraz,ycR.

Si la f.d. conjunta de dos v.a., X e Y, es Fixy, entonces la probabilidad de
que (X,Y) € {a,b] x (c,d] C R?, siendo a < by ¢ < d, se determina del siguiente
modo:

Fxyla<X <bc<Y <d)=Prla< X <bY <d)—Prla< X <b,Y <¢)
= [Pr(X <b,Y <d)—Pr(X <a,Y <d)
—[Pr(X <b,Y <c¢)—Pr(X <a,Y <]
= F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) (3.1)
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Para z € R, la f.d. F'x de la v.a. X se obtiene de la f.d. conjunta Fxy como
sigue:
Fx(z)=Pr(X <z) = lim Pr(X <z,Y <vy)

Yy—oo

= lim Fxy(z,y)
Y—00
También:

Fy(y) = lim Fxy(z,y)  paraycR.

Ademés:

s Para una distribucién discreta:

Fxy(z,y): Z fxy(u,v)

u<lz, vy

= Para una distribucién continua:
Fxy(z,y): / / fxy(u,v) du dv

Obtenemos la f.d.p. conjunta haciendo:

__82Fkﬁ%xay)
Ixy(z,y) = T oroy

V(z,y) € R? en el que exista esta derivada de segundo orden.

Distribuciones marginales

Sea que X y Y tienen una distribucién conjunta, con f.p. o f.d.p. conjunta
fx,y, sus f.p. y f.d.p. marginales son:

» Para distribuciones conjuntas discretas:
fx(@)=Pr(X =2)=> Pr(X =2Y=y)=> fxy(zy)
y y
= Para distribuciones conjuntas continuas:
oo
x) = / fxy(z,y) dy pararz € R
—00

El método es andlogo para obtener fy(y) en ambas distribuciones.
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Variables aleatorias independientes

Definicion 3.10 Se dice que dos variables aleatorias X e Y son independientes
si, para dos conjuntos cualesquiera A y B de nidmeros reales,

Pr(X € A,Y € B) =Pr(X € A)Pr(Y € B) (3.2)

De la definicion anterior se deduce que si X y Y son v.a. independientes,
entonces los sucesos {X € A} y {Y € B} son independientes. Ademas:

Pr(X <z,Y <y) =Pr(X <2)Pr(Y <y).
De lo anterior: dos variables aleatorias X e Y son independientes si, y sélo si:
Fxy(xz,y) = Fx(x)Fy(y) para todo z,y € R.
También tenemos que X y Y son independientes si, y sélo si, se satisface:

Ixy(z,y) = fx(@)fy(y)  paraz,ycR.
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3.3. Transformacion de variables aleatorias bidimen-
sionales

Sea una variable aleatoria bidimensional (X,Y"), con f.d. Fx y(x,y), obtenemos
una v.a. bidimensional (U, V') mediante la transformacién:

U=U(X,Y)
V=V(X,Y)

de modo que (U,V) € T'si y sélosi (X,Y) e S.
Ademas se verifica:

Pr[(U, V) e T] =Pr[(X,Y) € 5]

lo que implica que la f.d. de (U, V) , Fy v, queda determinada por la f.d. de (X,Y),
Fxy(z,y), de igual modo el campo de variacién.

Muchas veces no queremos hacer una transformacion a dos variables sino sdélo
a una, es ahi donde hemos de utilizar una variable auziliar.

Supongamos que la variable que nos interesa es U, entonces hallamos la dis-
tribucién de (U, V), y luego obtenemos la marginal para U.

Variables aleatorias bidimensionales discretas

Cuando la variable bidimensional es discreta
Pr(U=u,V=0v)=Pr(X,Y)e S = ) Pr(X=uY=y)
(z,y)ES
Variables aleatorias bidimensionales continuas

De la variable bidimensional (X,Y’) con f.d.p. conjunta fxy(z,y), definida
sobre (x,y) € R?, y mediante la transformacién biunfvoca

U=UX,Y)
V=V(X,Y)

formamos otra variable bidimensional (U, V') cuya f.d.p. conjunta, f v (u,v), hemos
de hallar. Para ello, calculamos el elemento diferencial conjunto de probabilidad
de esta ultima variable

Pr(u <U <u+du,v <V <v+dv) = fuy(u,v) du dv.
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Ahora vamos a suponer que es posible encontrar una transformacion inversa,
obteniendo (X,Y") en funcién de (U, V). De este modo obtenemos:
x = xz(u,v)
= y(u,v)

y suponemos, también, la existencia de derivadas parciales continuas de las vari-
ables x e y respecto a u y v, siendo el Jacobiano de la transformacién inversa

5

i ‘
v

z
J= ‘ 2
ou

finito y distinto de cero en el campo de variacién de (U, V).
En estas condiciones, el elemento diferencial conjunto de probabilidad

fU,V(u’v) du dv = fij[l’(U,’U),y(u,U)”J| dx dy
y la f.d.p. conjunta de (U,V):
fov(u,v) = fxylz(u,v), y(u,v)]|J|.

Por ultimo hemos de hallar el campo de variacién conjunto de la nueva variable
aleatoria (U, V'), debiendo tener presente que, a veces, el campo de una de las
variables depende de la otra, lo que puede implicar alguna dificultad.

Ahora presentamos, una serie de transformaciones particulares:

U = X+Y;
V = X-Y;
V = XY,
U = X/Y,

vy = X+Y,X-Y)
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Suma de variables (U = X +Y)

La transformacién da lugar a una séla variable (U = X + Y) por lo que
definimos una variable auxiliar como se ha indicado, V' =Y, con lo cual tenemos
la variable aleatoria bidimensional (U, V)

U=X+Y
V=Y.
Expresamos la transformacion en funcion de los valores de las variables
Uu=x+Yy
v=y
la transformacién inversa es
T=u—v
y=v
y su Jacobiano

J:’1 -1

0 1 ’ =1
La f.d.p. conjunta de (U, V) es

fov(u,v) = fxylz(u,v),y(v)].

Una vez obtenida la f.d.p. cojunta fy v (u,v) hallamos la de la v.a. U integrando
la f.d.p. con respecto a la variable v

fulu) = /VfU,V(u,v) dv.
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Diferencias de variables (V =X —Y)

Consideramos la variable auxiliar U = X, siendo la transformacién

V=X-Y

U=X uU=2
} v=x—Y
La transformacién inversa es
rT=u
Yy=u-—"u
y su Jacobiano

1 0

‘]_‘1 ~1

’ =—1; |J] = 1.
La f.d.p. conjunta de (U, V) es

fU,V(U, v) = fX,Y[J:(u)v y(u’ U)]

Hallamos la f.d.p. conjunta fyy(u,v) donde se obtiene la de la variable V'
integrando la f.d.p. respecto a u

fv(v) = /UfU,V(ua v) du.
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Producto de variables (V =X -Y)

Consideramos la transformacién
U=X
V=X.Y

En otros términos,

y su transformacion inversa es

r=1Uu

y=v/u

siendo el Jacobiano

1 0
v o1
u?  u

La f.d.p. conjunta de (U, V) es

J =

fur (u,0) = fx,y[xw),y(u,v)”i,

y la f.d.p. marginal de V es:

fv(v) = /UfU,V(ua v) du.
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Cociente de variables (U = X/Y")

Definimos una nueva auxiliar V' =Y, con lo cual tenemos la variable bidimen-

sional (U, V)
U=X/Y
V=Y

Para que pueda llevarse a cabo esta transformacion es preciso que la variable Y
verifique {Y = 0} = 0 o, lo que es equivalente, Pr(Y = 0) = 0. La transformacién
inversa es

T =uv
y=v

y el Jacobiano

vou

J = 0 1|=Y |J| = |v].

La f.d.p. conjunta de (U,V) es
fuv(u,v) = fxy[z(u,v), y(v)]v|

y la f.d.p. marginal de U

fU(u):/VfU,V(UﬂJ)dU-
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Transformacién de la variable bidimensional (X,Y) en otra bidimension-
al (U, V)

U=X+Y
V=X-Y

La transformacién inversa es

U+ v
2

y el Jacobiano
z
9y
ou

La f.d.p. conjunta de (U,V) es

J =

N 00| —
D[

@‘w‘m
SIS

fU,V(U7 U) = fX,Y[x<u7 U)7 y(“? U)] Py
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3.4. Transformacion de variables aleatorias n-dimensionales

Describiremos el caso continuo, el discreto es un extension del dibimensional.

Una v.a. n-dimensional continua (X1, Xs,..., X)) mediante transformaciones
continuas biunivocas genera otra variable aleatoria n-dimensional (Y7,Ys,...,Y},)
Yl = Yi(XlaX27"'aXn)

Yo = Yo(Xy, Xo, ..., Xp)

Y, = Yo(Xi,Xo,...,Xp)

Dado que las transformaciones son biunivocas podemos expresar las variables
(X1, Xo,...,X,) en funcién de las (Y7,Ys,...,Y),)

ry = x1<y17y27"'7yn)
2 = 22(Y1,Y2, > Yn)
‘T;Tl = xn(:’/l?y?v"'ayn)

y suponemos que las derivadas parciales 0z;/0y; existen y son continuas, siendo
el Jacobiano de la transformacién

Oxr1  Oxr1 . Oz1
ayl 32/2 ayn
J=1 : :
Ozn Oz .. Ozn
oy 0y2 OYn

finito y distinto de cero en el campo de variacion de las nuevas variables. La
f.d.p. conjunta de (Y7,Ys,...,Y,) es continua, el elemento diferencial conjunto de
probabilidad es igual a

le,...,Yn(ylﬂ sty yn)dyl e dyn = le,...,Xn [l‘l(yly oo 7y’n)7 oo 71'n(y1, oo 7yn)]‘J|dxl e dl‘?’h

y la f.d.p. conjunta de (Y7,...,Y},)

Fiya (s syn) = fxxa o un)s - @y -yl

En esta transformacion realizada el niimero de nuevas variales es el mismo
que el de las iniciales, n. Sin embargo, como se senalo en el caso bidimensional,
cuando el niimero de nuevas variables es m < n trabajaremos de forma similar a
como se indicé con dos variables: introduciendo n — m variables auziliares, y la
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f.d.p. conjunta de las m nuevas variables se obtiene integrando la f.d.p. conjunta
n-dimensional respecto a las n — m auziliares.
Como caso particular, tenemos la transformacién lineal:

Y1 = a11T1 + ar2+ -+ aiptas
Yo = a21x1 + a2 + -+ a2y
Yn = QAplT1 + @p22T2 + -+ appTy

cuyo Jacobiano es

air a2 - Qip

a1 az - Qg
J pu—

anl Aan2 - Gnpp

y cuando la transformacién es ortogonal |J| = 1.
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3.5. Ejemplos
Ejemplo 3.1 Sea una v.a. bidimensional (X,Y") con la f.d.p.
fxy(r,y)=1 0<z<1 y 0<y<l1

Determinese la distribucion de U = X + Y.
Soluciéon. Hacemos

U = X+Y
V =Y
es decir,
u = Tr+vy
=Yy
con lo que
r = u—v
= w

siendo |J| = 1, por tanto,
fU,V(u7 U) = fX,Y[$(u7 'U), y(“? 'U)] |J| =1
con el campo de variacién, de acuerdo con el de X y Y:

0< u—v <1
0< v <1

Graficamente,
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siendo
- ) d
fu(w) /v fuv(u,v) dv

que para 0 < u <1

ful) = [ 1do (ol =

yparal <u <2

1
fu(u) = /_11 dv=[]l  =2—u

es decir,
U 0<u<l1
fU(“)_{ 2—u 1<u<?
<4

Ejemplo 3.2 En la distribucién bidimensional del ejemplo anterior, determinar
la distribucion de

V=X-Y

Soluciéon. Hacemos el cambio de variable

U = X
V = X-Y
es decir,
U = x
= xr — y
con lo que
T = u
= u—v
siendo

1] = 1.
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Asi

foy (u,v) = fxyle(u,0), y(u, 0)]|J| = 1

con el campo de variacién

0< uw <1
0< u—wv <1

Observemos la grafica.
siendo

fr(v) = /UfU,V(U,U) du

que para —1 < v <0

1+v
fv(v):/OJr Ldu=[uf™ =1+v

ypara0 <v <1

es decir

Fo(v) = 1+v —-1<v<0
V%71 1—0v 0<v<1

<
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Ejemplo 3.3 Con la misma ditribucién de los ejemplos anteriores, determinese
la distribucion de V=X -Y
Solucion. Hacemos el cambio de variable

U = X
V = X.Y
es decir,
U =
con lo que
T = u
v
o
siendo |J| = \Tltl
Por tanto

fov(u,v) = fxylz(u,v),y(u,v)]|J]| =1- |111\ — %

con el campo de variacién

0< v <1
0< 4 <1

Observemos la gréfica.

—_
\
1
i
1
1
1
1
1
1
i
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i
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Ny

N
-,

|||||||

siendo

fv(v) = /Uny(u, v) du = /Ul —du=[null=—-Inv vel01]
<



3. Variables Aleatorias 33

Ejemplo 3.4 Dada la variable (X,Y’) con funcién de densidad conjunta

fX,Y(x7y) =1 T,y € [07 1]

determinese la distribucién de

X
U=—
Y
Solucion. Hacemos el cambio
T
U = —
Yy
vo= y

siendo la transformacién inversa

r = u-v

y pr

|| = |v]
Por tanto

foy(u,v) = fxylz(u,v), y(u,v)]|J| =1 v =v
con el campo de variacién

0< w <1
0< v <1
Graficamente es el area que se encuentra en el primer cuadrante y que ademas es

interseccién entre v < 1y v < %
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siendo
- ) d
fu(w) /v fuv(u,v) dv

que para 0 < u <1

fU(u)—/Olvdv— [U;]o_;

y para u > 1
1/u 271/u 1
fU(U):/O UdU:[Q]O = 9.2
es decir
w={ 5 Ve
<

Ejemplo 3.5 Siendo (X,Y) una variable bidimensional con
fxy(@y)=1 =zy€el01]
determinese la distribucién conjunta de (U, V') donde

U = X+Y
V = X-Y

Solucién. La transformacion inversa es:

u—+v

€T =
2
_u—v
L

y el Jacobiano

1
[l = 5

Por tanto

fov(u,v) = fxylz(u,v),y(u,v)]|J| =1 % = %
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v

con el campo de variacién
U+ v
<1
2

U —v
0< <1
S5 S

0<

Graficamente, es el area que se encuentra dentro del rombo, i.e. dentro de todas
las lineas.

Siendo sus densidades marginales calculadas anteriormente

fu u € [0,1]
fU(“’)_{ 2—u uell,?]
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[ 14+v vel-1,0]
f"(”)_{1—u vel0,1]

<



