Capitulo 85

Distribucion Normal
Multivariante

Empezaremos definiendo la distribucién normal bivariante o bivariada y luego
pasaremos a un caso mas general, el multivariante.

8.1. Normal bivariante

Definicion 8.1 Un par de variables aleatorias X1 y X tienen una distribucion
normal bivariante y se conocen como v.a. distribuidas normalmente en forma
conjunta st y solo si su densidad de probabilidad conjunta estd dada por
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Si dos v.a., X1 y Xg, tienen una distribucién normal bivariante cuya f.d.p.
esta dada por la ecuacion anterior, entonces

E(X;) = p y  Var(X;) =07 para i = 1,2.
Ademas
PX1,Xo = P-
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Si X1 y X2 son v.a. independientes, entonces su coeficiente de correlacion es
cero. Por tanto, su f.d.p. conjunta estd dada por:

1 L (o1 — 2
Faalmnm) = over P _2< o1 )

2
{aml/ﬂexp [_; <x20_2'u2> ] } Ig2 (71, 22) .

Vemos que fx, x,(z1,22) = fx,(21) fx,(x2).
Ahora vamos a ver que realmente:

1
27T(1 — p2)1/2010'2 .
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es f.d.p., demostrando que:

//2 le,Xz(xl,zQ) d.’El d$2 =1
R

Y , desde luego, se cumple que fx, x,(z1,22) > 0, 0 mejor dicho fx, x,(z1,z2) >0
para esta f.d.p.
Demostracion. Hagamos el siguiente cambio de variable:

le,Xg(x17x2) =

Tl — M1
01
T2 — M2
02

u =

v =

asi tenemos:

1 [ 1
/ R2 2m1/1 — p2 i 2(1—p2)(

luego completando el cuadrado para u tenemos:
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v haciendo al cambio:

u—pv)? 4 (1 - pQ)UQ]} dv du

— d
U — pv du — U

RV N

w



8. Distribucion Normal Multivariante 213

asi tenemos:

//2 fx1.x0 (21, 22) doq dzy = //2 5. OXP [ = (w? —i—vz)} dv dw
R R

(1) o ()
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Asi queda demostrado que fx, x, es realmente f.d.p. <
La f.g.m. de la normal bivariante es:

1
VY, X, (t1,t2) = exp [ﬁm + lop2 + B (t%U% + 2ptitaoion + t%U%)} .

De la f.g.m. tenemos:

Ox, x,(t1,t2)

E(Xy) = =1
8t1 t1,t2=0
) ty,t
p(xp) = Pl e
1 t1,t2=0
Por tanto:

Var(X1) = E(X?) - [BE(X1)]* = 07 .

Del mismo modo obtenemos los momentos para Xo.
Otro valor es:

Cov(X1,X2) = E[(X1— )Xz — p2)]
= B(X1 X — Xipuo — Xopr + papi2)
= E(X1X2) — pape
= po102

Teorema 8.1 Sea una v.a. bidimensional (X1, X2) con distribucién normal bi-

variada. La f.d.p. marginal de X1 es la normal con media ju; y varianza o2. La

f-d.p. marginal de Xo es la normal con media po y varianza a%.

Obtenemos la f.d.p. condicional de una de las variables mediante la relacion:

f 1, 2 9
Ixxs (w1]z2) = W

Otro teorema de importancia es:
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Teorema 8.2 Sea la v.a. bidimensional (X1, X2) con distribucion normal bivari-
ada. La f.d.p. condicional de X1, dado Xo = xo, es normal con media py +
(po1/o2)(wa—pa) y varianza o3(1—p?). La f.d.p. condicional de X, dado X1 = x1,
es normal con media ps + (poe/o1)(x1 — 1) y varianza o3(1 — p?).
Ast:
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En la distribucién normal bivariada condicional, a la media le llamamos regre-
sion. Asi

x —
E(X1|z2) :M1+PU1< 2 Mz)

Ix1x, (21]22)

02

es la regresion para X, que es una funcion lineal de Xs.
Ademas:

1 To
Fx, x,(71,22) = / / [x1.x,(s,t) ds dt .
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Grafica de la distribucion normal bivariante

Normal Bivariada ...

f(x,y)

-4 |

Figura 8.1: La f.d.p. para la normal bivariada.



8. Distribucion Normal Multivariante 216

8.2. Normal multivariante

Ya hemos definido la distribucion normal bivariante; ahora definiremos y dare-
mos las propiedades para la distribucién normal multivariante.
Antes definiremos algunas expresiones que utilizamos en esta seccién.

Xo
X = . Un vector aleatorio.
Xn
x1
Z2
x = . Valor del anterior vector aleatorio.

Tn

XtAX = Z Qi T%; Forma cuadratica definida positiva.
i,

X' =[X1,Xo,...,X,] Vector transpuesto de X.

A Una matriz cuadrada simétrica y definida positiva.

De lo anterior, X*AX > 0 para todo X.

Definicion 8.2 Se dice que el vector aleatorio X sigue una distribucion nor-
mal n-variante si su f.d.p. conjunta estd dada por

VIA] 1 e ()

exp | =5 (@ — p) Al — p)

fx(.%'l,xg,... ,a:n) =

(271')”/2
donde p! = [u1, 2, .., pn] € R™ es fijo y A es una matriz simétrica y definida
positiva.
Ahora demostraremos que la integral de fx sobre R™ es 1.
Demostracién. Vemos que fx(r1,22,...,2,) > 0V x € R". Tomando
Y = X — p tenemos
ox; ox;
Hi_0siitjy i1 Vi=1,2....n
9y, Ayi

asi el Jacobiano de la transformacién es la unidad, luego

VIAl

fX (ZB) dx = /n (271_)”/2 exp |:_;ytAy:| dy

R
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Dado que A es definida positiva, existe una matriz ortogonal P tal que
PAP=D 'y [D[=IPAIP|=]A =X A2+ A

donde Aq, A9, ..., A\, son las raices caracteristicas de A que ademds son positivas.
Asi tenemos:

fx(@)de = “———up P AP / exp [—2(Py) A(Py)] dy

R" (2m)n/2
= ﬁQ /ﬂ exp _;ytDy] dy
i M 0 - 0 Y1
S 1 0 de - 0 || p
= (2%)”/2 /n €xp _§[y1 Yo - yn]
i 0 0 An Un

— rg’;{;n/exp[ lyz] dy;

z 1\/71_[

= 1

donde al final hicimos el cambio de variable t; = y;\/ A, dy; = y asi para

dt;
Vi

1=1,n
1 1 1 V2T
/]R P [ 2 Y Y R \/)\z‘ 2 ‘/>\z'

A (z — p)tA(x — p) es llamada forma cuadrdtica de la normal multivariante.
<

Teorema 8.3 Sea el vector aleatorio X que sigue una distribucion normal n-
variante, entonces:

E(X)=p

Teorema 8.4 En la distribucion normal n- vam’ante A es la inversa de la matriz
de covarianzas Cov(X); es decir, Cov(X) 1 = A, y A™1 = Cov(X).

dy



