
Caṕıtulo 8

Distribución Normal
Multivariante

Empezaremos definiendo la distribución normal bivariante o bivariada y luego
pasaremos a un caso más general, el multivariante.

8.1. Normal bivariante

Definición 8.1 Un par de variables aleatorias X1 y X2 tienen una distribución
normal bivariante y se conocen como v.a. distribuidas normalmente en forma
conjunta si y sólo si su densidad de probabilidad conjunta está dada por

fX1,X2(x1, x2) =
1

2π(1− ρ2)1/2σ1σ2
·

· exp

{
− 1
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σ1

)2
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σ1

)(
x2 − µ2

σ2

)
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(
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σ2

)2
]}

IR2(x1, x2)

y σ1, σ2 ∈ R+ , ρ ∈ 〈−1, 1〉.

Si dos v.a., X1 y X2, tienen una distribución normal bivariante cuya f.d.p.
está dada por la ecuacion anterior, entonces

E(Xi) = µi y Var(Xi) = σ2
i para i = 1, 2.

Además

ρX1,X2 = ρ.
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Si X1 y X2 son v.a. independientes, entonces su coeficiente de correlación es
cero. Por tanto, su f.d.p. conjunta está dada por:

fX1,X2(x1, x2) =
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IR2(x1, x2) .

Vemos que fX1,X2(x1, x2) = fX1(x1)fX2(x2).
Ahora vamos a ver que realmente:

fX1,X2(x1, x2) =
1

2π(1− ρ2)1/2σ1σ2
·

· exp
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es f.d.p., demostrando que:∫ ∫
R2

fX1,X2(x1, x2) dx1 dx2 = 1

Y , desde luego, se cumple que fX1,X2(x1, x2) ≥ 0, o mejor dicho fX1,X2(x1, x2) > 0
para esta f.d.p.

Demostración. Hagamos el siguiente cambio de variable:

u =
x1 − µ1

σ1

v =
x2 − µ2

σ2

aśı tenemos:∫ ∫
R2

1

2π
√

1− ρ2
exp

[
− 1

2(1− ρ2)
(
u2 − 2ρuv + v2

)]
dv du

luego completando el cuadrado para u tenemos:∫ ∫
R2

1

2π
√

1− ρ2
exp

[
− 1

2(1− ρ2)
[
(u− ρv)2 + (1− ρ2)v2

]]
dv du

y haciendo al cambio:

w =
u− ρv√
1− p2

dw =
du√
1− ρ2

,
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aśı tenemos:∫ ∫
R2

fX1,X2(x1, x2) dx1 dx2 =
∫ ∫

R2

1
2π

exp
[
−1

2
(
w2 + v2

)]
dv dw

=
∫

R

1√
2π

exp
(
−1

2
w2

)
dw ·

∫
R

1√
2π

exp
(
−1

2
v2

)
dv

= 1 · 1
= 1

Aśı queda demostrado que fX1,X2 es realmente f.d.p. /
La f.g.m. de la normal bivariante es:

ψX1,X2(t1, t2) = exp
[
t1µ1 + t2µ2 +

1
2
(
t21σ

2
1 + 2ρt1t2σ1σ2 + t22σ

2
2

)]
.

De la f.g.m. tenemos:

E(X1) =
∂ψX1,X2(t1, t2)

∂t1

∣∣∣∣
t1,t2=0

= µ1

E(X2
1 ) =

∂ψX1,X2(t1, t2)
∂t1

∣∣∣∣
t1,t2=0

= µ2
1 + σ2

1 .

Por tanto:

Var(X1) = E(X2
1 )− [E(X1)]2 = σ2

1 .

Del mismo modo obtenemos los momentos para X2.
Otro valor es:

Cov(X1, X2) = E[(X1 − µ1)(X2 − µ2)]
= E(X1X2 −X1µ2 −X2µ1 + µ1µ2)
= E(X1X2)− µ1µ2

= ρσ1σ2 .

Teorema 8.1 Sea una v.a. bidimensional (X1, X2) con distribución normal bi-
variada. La f.d.p. marginal de X1 es la normal con media µ1 y varianza σ2

1. La
f.d.p. marginal de X2 es la normal con media µ2 y varianza σ2

2.

Obtenemos la f.d.p. condicional de una de las variables mediante la relación:

fX1|X2
(x1|x2) =

fX1,X2(x1, x2)
fX2(x2)

.

Otro teorema de importancia es:
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Teorema 8.2 Sea la v.a. bidimensional (X1, X2) con distribución normal bivari-
ada. La f.d.p. condicional de X1, dado X2 = x2, es normal con media µ1 +
(ρσ1/σ2)(x2−µ2) y varianza σ2

1(1−ρ2). La f.d.p. condicional de X2, dado X1 = x1,
es normal con media µ2 + (ρσ2/σ1)(x1 − µ1) y varianza σ2

2(1− ρ2).

Aśı:

fX1|X2
(x1|x2) =

1
√

2πσ1

√
1− ρ2

exp

{
− 1

2σ2
1(1− ρ2)

[
x1 − µ1 −

ρσ1

σ2
(x2 − µ2)

]2
}

IR(x1)

fX2|X1
(x2|x1) =

1
√

2πσ2

√
1− ρ2

exp

{
− 1

2σ2
2(1− ρ2)

[
x2 − µ2 −

ρσ2

σ1
(x1 − µ1)

]2
}

IR(x2).

En la distribución normal bivariada condicional, a la media le llamamos regre-
sión. Aśı

E(X1|x2) = µ1 + ρσ1

(
x2 − µ2

σ2

)
es la regresión para X1, que es una función lineal de X2.

Además:

FX1,X2(x1, x2) =
∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
fX1,X2(s, t) ds dt .
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Gráfica de la distribución normal bivariante

Figura 8.1: La f.d.p. para la normal bivariada.
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8.2. Normal multivariante

Ya hemos definido la distribución normal bivariante; ahora definiremos y dare-
mos las propiedades para la distribución normal multivariante.

Antes definiremos algunas expresiones que utilizamos en esta sección.

X =


X1

X2
...
Xn

 Un vector aleatorio.

x =


x1

x2
...
xn

 Valor del anterior vector aleatorio.

XtAX =
∑
i,j

aijxixj Forma cuadrática definida positiva.

Xt = [X1, X2, . . . , Xn] Vector transpuesto de X.

A Una matriz cuadrada simétrica y definida positiva.

De lo anterior, XtAX > 0 para todo X.

Definición 8.2 Se dice que el vector aleatorio X sigue una distribución nor-
mal n-variante si su f.d.p. conjunta está dada por

fX (x1, x2, . . . , xn) =

√
|A|

(2π)n/2
exp

[
−1

2
(x− µ)tA(x− µ)

]
IRn(x)

donde µt = [µ1, µ2, . . . , µn] ∈ Rn es fijo y A es una matriz simétrica y definida
positiva.

Ahora demostraremos que la integral de fX sobre Rn es 1.
Demostración. Vemos que fX (x1, x2, . . . , xn) ≥ 0 ∀ x ∈ Rn. Tomando

Y = X − µ tenemos

∂xi

∂yj
= 0 si i 6= j y

∂xi

∂yi
= 1 ∀ i = 1, 2, . . . , n

aśı el Jacobiano de la transformación es la unidad, luego∫
Rn

fX (x) dx =
∫

Rn

√
|A|

(2π)n/2
exp

[
−1

2
ytAy

]
dy
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Dado que A es definida positiva, existe una matriz ortogonal P tal que

P ′AP = D y |D| = |P ′||A||P | = |A| = λ1 · λ2 · · ·λn

donde λ1, λ2, . . . , λn son las ráıces caracteŕısticas de A que además son positivas.
Aśı tenemos:∫

Rn

fX (x) dx =

√
|P tAP |

(2π)n/2

∫
Rn

exp
[
−1

2
(Py)tA(Py)

]
dy

=

√
|A|

(2π)n/2

∫
Rn

exp
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2
ytDy

]
dy

=

√
|A|

(2π)n/2

∫
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exp

−1
2
[y1 y2 · · · yn]


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn



y1

y2
...
yn


 dy

=

∏n
i1

√
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n∏
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[
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2
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2
i

]
dyi

=
∏n
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√
λi

(
√

2π)n

n∏
i=1

√
2π√
λi

= 1

donde al final hicimos el cambio de variable ti = yi

√
λi, dyi =

dti√
λi

y aśı para

i = 1, n∫
R

exp
[
−1

2
λiy

2
i

]
dyi =

∫
R

1√
λi

exp
[
−1

2
t2i

]
dti =

√
2π√
λi

A (x− µ)tA(x− µ) es llamada forma cuadrática de la normal multivariante.
/

Teorema 8.3 Sea el vector aleatorio X que sigue una distribución normal n-
variante, entonces:

E(X) = µ .

Teorema 8.4 En la distribución normal n-variante, A es la inversa de la matriz
de covarianzas Cov(X); es decir, Cov(X)−1 = A, y A−1 = Cov(X).


