Capitulo 45

Momentos de una Distribucion

de Probabilidad

4.1. Esperanza de una variable aleatoria

Definicion 4.1 Sea X una v.a., entonces la esperanza de X se define como:

. EX) = Z:L'f(x) st X tiene distribucion discreta.
x
oo
. E(X):= / xf(x) dx st X tiene distribucion continua.
—0oQ
. E(X):= Z zf(z) +/ xf(z) dx si X tiene distribucion mizta.
zeD zeC

Hemos de obserar que la speranza F(X) no es necesariamente igual a uno de
los valores posibles de X.

En todos los casos anteriores la expresién valuada debe ser un niimero finito.
Asi, por ejemplo, para la distribucién discreta, la serie debe de ser absolutamente
convergente, si se extiende la suma a un nimero infinito de valores. Para la distribu-
cién continua, la integral debe ser, también, absolutamente convergente. Ademés
siempre que X, v.a. continua, sea acotada su valor esperado ha de existir. Lo an-
terior se puede expresar del siguiente modo, las v.a. tienen su valores experados,
como ya los hemos descrito, si se cumple:

. Z |z| f(x) < o0 para X discreta.
x
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oo
. / |z| f(x) dz < 0o para X continua.
o

A la esperanza de una v.a. también se le conoce con los nombres: valor esperado,
media de X. Los términos son indistintamente utilizados.
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4.2. Interpretacién de la esperanza

A la media de una v.a. se le considera como el centro de gravedad de la dis-
tribucién. Para entender este concepto obsérvese la figura (4.1), supongase que
el eje de las x’s es una barra sin peso, y que las barras verticales representan
las probabilidades en cada uno de los valores; estas barras tienen pesos de f(z;)
en cada punto x; para todos los i. Entonces, el punto E(X) es el punto donde
podemos apoyar la barra, de tal modo que ésta permanezaca en equilibrio.

f(z4)
f(zs)

Fo) f(z3)

E(X)

f(z1)

l X
X1 €2 x3 X4 T5

Figura 4.1: La media de una distribucion discreta

Para una distribucién continua, figura (4.2), la interpretacion es similar, salvo
que la masa de probabilidad varia continuamente.

Vemos de la gréfica que el valor medio de una distribicién continua puede verse
afectado por un cambio pequenio a la masa de probabilidad a un muy valor alejado
de x con respecto de donde se concentra la mayor parte de la masa.

Para distribuciones, discretas y continuas, simétricas entorno a un punto x,
pareciera que este punto puede ser la media; sin embargo, siempre hay que asegu-
rarse de que asi es pues, por ejemplo, la distribucién Cauchy es simétrica y carece
de media.

. X

Figura 4.2: La media de una distribuciéon continua
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4.3. Esperanza de una funciéon

Supongamos que X es una v.a. continua y que tiene f.d.p. igual a fx, entonces
el valor esperado de Y = r(X), segun la definicidn, es:

o0
Br(0)) = B(Y) = [ uiv) dy.
—o0
Sin embargo, este valor puede ser calculado del siguiente modo:
o0
Br(0)) = [ rla)ix(a) da.
—0o0
Ademids, para existir, debe de cumplir con la condicién de convergencia absoluta:
o0
/ Ir(z)|f(x) dz < oo.
—00

En el caso de distribuciones discretas el proceso es el mismo.
Para funciones de varias variables es similar.

Supongamos que fx,, . x,(z1,...,2,) es la f.d.p. conjunta de (X1,...,X,),
entonces:
E[r(Xi,...,X,)] = EY)
(o)
= [ i a
—00

— // T(fElaw-7$n)fX1,...,Xn($17-'-’xn) dmld:cn

Y de este modo no evitamos el determinar la distribucién de Y = r(Xq,..., X,).
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4.4. Propiedades de los valores esperados
Algunos resultados a lo que se pueden llegar de las definiciones, ya dadas, son:
Teorema 4.1 SiY =aX + b, donde a,b € R , entonces
E(Y)=aE(X)+b.

Demostracion. Supdngase, que X tiene una distribucion continua cuya f.d.p.es
fx. Entonces,

E(Y) = E(aX +b)= /_OO (ax +b) fx(z) dx
= a/oo zfx(x) dx—i—b/oo fx(x) dz

= aE(X)+0

La demostracién cuando X es discreta es similar. <
Por el teorema anterior, resulta que para ¢ € R, E(c) = c.

Teorema 4.2 Si eziste una a € R tal que Pr(X > a) = 1, entonces E(X) > a.
Si eziste una b € R tal que Pr(X <b) =1, entonces E(X) <b.

Demostracion. Sea X con f.d.p. igual a fx y supdéngase en primer lugar que
Pr(X > a) = 1. Entonces,

EX) = /Ooxf(ac) dx:/ooxf(x)da:

—00 a

> / af(z) dr =aPr(X >a)=a

La demostracién de la otra parte del teorema y la demostracién para una
distribucién discreta o un tipo de distribuciéon mas general son analogas. <

Por el teorema anterior resulta que si Pr(a < X < b) = 1, entonces a <
E(X) < b. Ademés se puede demostrar que si Pr(X > a) =1y si E(X) = a,
entonces se debe verificar que Pr(X >a) =0y Pr(X =a) = 1.

Teorema 4.3 Si X1,...,X,, son n v.a. tal que E(X;), para i = 1,n, existe,
entonces

E(Xy+ -+ Xn) = B(X1) + - + E(X,).
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Demostracion. Supéngase que n = 2, y que X; y Xo tienen una distribucién
conjunta continua cuya f.d.p. es fx, x,. Entonces,

E(X;+ Xs) = / / (x1 4+ x2) fx; xo (21, 22) dxy dzo

= / / xlehXQ(acl,xg)dacl dzo +/ / acnghXQ(acl,acg)dacl dzo
= E(Xl) + E(XQ)

La demostracién para una distribucién discreta o una distribucién conjunta
mas general es andloga. Y para cualquier n € N se deduce por induccién. <

El teorema anterior es verdadero independientemente de si las v.a. son o no
independientes.

De los tres resultados anteriores resulta que para aq,...,a,,b € R,

E(amX1+ -+ apnXn +b) = a1 E(X1) + -+ a, B(X,,) + b.

Teorema 4.4 Si X1,...,X, son variables aleatorias independientes cuyas esper-
anzas E(X;) (i =1,n) existen, entonces

E (ﬁ Xi> = ﬁE(Xi).
=1 =1

Demostracion. Supongase que Xji,...,X, tienen una distribucién continua con-
junta cuya f.d.p. conjunta es fx, . x,. Ademads, se define f; como la f.d.p. marginal
de X; (i = 1,n). Entonces, puesto que las variables X7,...,X,, son independientes
resulta que para todo punto (z1,...,x,) € R,

fX17.._7Xn($1, e ,.Tn) = H fz(xz)
=1

Por tanto,

p (HX> - [ <H> Fox (e sin) d -
= /_OO"'/_OO Ll;[lmfi(%)

= H/oo v fi(w;)da; = HE(XZ')'
i=17 7%

=1

dry---dz,

La demostracion para una distribucion discreta o para un tipo de distribucién
mas general es andloga. <
En resumen, los dos resultados anteriores dicen:
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= La esperanza de la suma de v.a. es igual a la suma de sus esperanzas indi-
viduales, independientemente de si las variables son o no independientes.

= La esperanza del producto de v.a. no siempre es igual al producto de sus
esperanzas individuales, a menos que las variables sean independientes.

Ademas tenemos los siguientes resultados:
L] E[’I"l(Xl) + TQ(XQ)] = E[Tl(Xl)] + E[T’Q(XQ)]

= Si X; y X5 son v.a. independientes estadisticamente

Elri(X1)r2(X2)] = E[r1(X1)] - E[r2(X2)].

Ela+ br(X)] = a + bE[r(X)).
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4.5. Varianza

Definicién 4.2 Supdngase que X es una v.a. con media p = E(X). La varianza
de X, que se denotard por Var(X), se define como sigue:

Var(X) := E[(X — p)?]. (4.1)

Dado que (X — p)? > 0 = Var(X) > 0 . De nuevo es requisito que el valor
de la ecuacién (4.1) sea finito para existir.

La varianza de una distribucién es una medida de la variacién o dispersién
de una distribuciéon entorno a su media u. Dependiendo del valor que tome la
varianza tenemos:

» Var(X) pequena, indica que la distribucién de probabilidad estd muy con-
centrada entorno a .

» Var(X) grande, indica que la distribucién de probabilidad tiene una disper-
sién amplia entorno a p.

Definicion 4.3 La desviacion tipica de una v.a. o de una distribucion, deno-
tada o, se define como:

o =/ Var(X).

A la desviacion tipica también se le conoce como desviacion estandar. De esta

notacién se sigue que la varianza sea denotada como 2.

Ahora presentamos algunos resultados relacionados con la varianza.
Teorema 4.5 Var(X) =0 <= JceR tal que Pr(X =¢) =1.

Demostracion. Supéngamos que 3 ¢ € R tal que Pr(X =c¢) =1. Asi, E(X) =¢
yPr[(X —¢)?2 =0] = 1. .-.

Var(X) = E[(X —¢)?] = 0.

Inversamente, supéngase que Var(X) = 0. Entonces, Pr[(X — u)? > 0] = 1
pero E[(X — u)?] = 0. .. observarmos que

Pr[(X — p)? =0] = 1.
LPr(X=p)=1.4«
Teorema 4.6 V a,b € R,
Var(aX + b) = a*Var(X).
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Demostracion. Si E(X) = u, entonces E(aX +b) =au+0. ..
Var(aX +b) = E[(aX +b— ap —b)*] = E[(aX — ap)?]
= d®’E[(X — p)?] = a*Var(X).

De este tultimo resultado tenemos que Var(X + b) = Var(X) Vb € R . Es-
to indica que el desplazamiento de una distribucién en b unidades no afecta su
dispersion entorno a p.

También, de este ultimo teorema, resulta Var(—X) = Var(X).

Teorema 4.7 Para cualquier variable aleatoria X, Var(X) = E(X?) — [E(X)]?.

Demostracion. Sea E(X) = p. Entonces,

Var(X) = E[(X - p)?]

= BE(X? - 2uX + pi*)
= E(X?) — 2uE(X) + 4°
= B(X?) - p?
<
Teorema 4.8 Si X1,...,X,, son v.a. independientes, entonces

Var(X; + -+ X,,) = Var(Xy) + - - - + Var(X,,).
Demostracion. Supéngase que n = 2. Si E(X7) = u1 y E(X2) = g, asi
E(X; + X2) = p1 + pa.
Por tanto,
Var(X1 + Xa) = E[(X1 + Xa — i1 — p2)?]
= E[(X1 — m)® + (X2 — p2)? + 2(X1 — m)(X2 — )]
= Var(X;) + Var(X2) + 2E[( X1 — p1) (X2 — p2)].
Pero X7 y X2 son independientes,
E[(X1 = p1)(X2 = p2)] = E(X1 — i) E(X2 — p2)

= (p1 — p1)(p2 — p2)
= 0.

Resulta que
Var(X; + X2) = Var(X;) + Var(Xa).

Obtenemos el resultado para n € N por induccién. <
Recuérdese que el anterior teorema es tinicamente para v.a. independientes.
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Corolario 4.1 Si Xy,..., X, son variables aleatorias independientes y si ay, ..., an
y b son constantes arbitrarias, entonces

Var (Zn: a; X; + b) = i a?Var(X;).
=1 i=1
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4.6. Momentos

Definicion 4.4 Sea X cualquier v.a. y n € N, la esperanza
E(X"%)
se denomina momento de orden k de X.

Es requisito que E(|X|*) < oo para que el momento exista. Si la v.a. X
esta acotada, entonces deben existir necesariamente todos los momentos de X.
Es posible, también, que existan todos los momentos de X aunque X no esté aco-
tada.

Teorema 4.9 Si E(|X|¥) < oo para k € N, entonces E(|X|') < oo para cualquier
j €N tal que 7 < k.

Demostracién. Supongamos que X es v.a. continua y que la f.d.p. es fx. Asi

B(XP) = [ b a

—00

- / 2| f(z) dx+/|x|>1 2 f(z) de <
_ /x|<11.f(x) dx+/ ot @) da <

|z|>1
— Pr(IX| < 1)+ E(X]).
Por hipétesis, E(]X|¥) < co. Por tanto, E(|X}) < co. Para una distribucién
discreta , se aplica una demostracién andloga. <

El anterior teorema nos dice que si E(X?) < oo, entonces existen la media y
la varianza de X.

Definicién 4.5 Sea X cualquier v.a. con E(X) =pu yn € N, la esperanza
E[(X — )"
se llama momento central de orden k de X

De acuerdo con lo anterior la varianza es el segundo momento central.
Y el momento central de orden k = 1 es cero, pues:

E(X —p)=p—p=0.
También, si la distribucién de X es simétrica respecto a F(X) = p y si existe
el momento central de orden k, E[(X — u)*] para un entero impar k, entonces

E[(X — p)¥] = 0, porque los términos positivos y negativos de esta expresién se
cancelan unos con otros.
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4.7. Funcién generatriz de momentos

Definicién 4.6 Dada la v.a. X con distribucion de probabilidad fx(x), se llama
funcion generatriz de momentos de X ,abreviada f.g.m., a la funcion real de
variable real Vx definida por:

by (t) == B(eX). (4.2)

Recuérdese que hemos dicho que si la distribucion es acotada entonces existe
la esperanza, en este caso, la de etX.

Podemos ver que la f.g.m. ¥ x(t) debe existir en el punto ¢ = 0 y ahi su valor
es:

En general, siempre que exista la f.g.m. ¥ x(¢) de X para todos los valores de
t en un intervalo entorno del punto ¢ = 0, entonces existen todos los momentos
E(X*) de X (k € N). Ademis, es posible derivar 1y (t) un niimero arbitrario de

veces en el punto t = 0. Para k € N, la k-ésima derivada wg?)(O) en t = 0 satisface:

Vo) - [geEen)]

- #[(i), )

= E[(X"e™)—0]
= E(X")

= .

Cuando k£ = 1 tenemos:

d

E(etX):|
##e)]

- [,

F [(XetX)t:()]
= E(X) .

¥ (0)

Es decir, la primera derivada de la f.g.m. 1 x(¢) valuada en t = 0 es la media
de X.
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Y para los demas k, tenemos:

Ui (0) = E(X)
Vi (0) = B(x?
YR(0) = B(X)

Teorema 4.10 Sea X una v.a. con f.g.m. ¥vx; sea Y =aX + b, donde a,b € R ;
y sea Yy la f.g.m. deY . Entonces, para cualquier valor de t tal que eziste ¥ x (at),

’lby(t) = €bt1/1)((at).
Demostracién. De la definiciéon de una f.g.m.
wY(t) — E(etY) _ E[et(aX—i-b)] _ eth(eatX) _ ebth(at).

<

Teorema 4.11 Supdngase que Xi,..., X, son v.a. independientes; y para i =
1,n, sea ; la f.g.m. de X;. Sea Y = X1 +---+ X,, y dendtese por vy la f.g.m.
de Y. Entonces, para cualquier valor de t tal que existe 1;(t) para i =1,n,

n
vy (1) = [ i®).
i=1
Demostracion. Por definicién,

Yy (t) = B(eY) = B! Xt 50)) = p (ﬁ etXi) = ﬁE(etXi).
i=1 =1

Recuérdese que la esperanza de un producto de v.a. independientes es el producto
de las esperanzas individuales. <

Teorema 4.12 Si las f.g.m. de dos v.a. X1 y Xo son idénticas para todos los
valores de t en un intervalo alrededor del punto t = 0, entonces las distribuciones
de probabilidad de X1 y Xo deben ser idénticas.

Definicién 4.7 Dada la v.a. X con distribucion de probabilidad fx(x), se llama
Juncion generatriz de momentos respecto de la media a la funcidn real de
variable real Yy definida por:

Ux(t) = Bl

en donde i es la media de X y se supone que existe.
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Obviamente:
Z @) 1y (z) para variables discretas.
Ux(t) =1 oo
/ @1 £y (2) do  para variables continuas.

Recuérdese el requisito de convergencia de la serie o de la integral, para la
existencia de .

Teorema 4.13 Sea X una v.a. con distribucion de probabilidad fx(x), media p

y f.g.m. respecto de la media Vx. Si existe el momento centrado de orden k € N,
Ui, entonces:

L %{(t) = Mk
dtk =0
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4.8. La media y la mediana

4.8.1. La mediana

Hemos interpretado la media de una distribucién como el centro de gravedad
de la distribucién; pues bien, la mediana se puede interpretar como el punto que
divide la distribucién en dos puntos. Hemos de mensionar, que para no todas las
distribuciones discretas existira un punto en que la distribucion de probabilidad
se divida en dos partes iguales.

Definicion 4.8 Para cualquier v.a. X, la mediana de la distribucion de X se
define como un punto m tal que

Pr(X <m)<1/2 Yy Pr(X >m)>1/2.

Habra casos en los que al no existir un punto que satisfaga exactamente la
definicién se puedan considerar dos medianas.
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4.9. Asimetria y curtosis

Los valores de asimetria y curtosis, generalmente, nos permitiran ver el perfil
o forma que tiene la distribucién. Estas son llamadas medidas de forma.

Definicion 4.9 Una v.a. X presenta una distribucion simétrica respecto a un
eje perpendicular al de abscisas en el punto s cuando

Pr(X >s+z) =Pr(X <s—ux) V.
En caso contrario es una distribucion no simétrica o astmétrica.

Cuando la distribucién de probabilidad es continua, y su f.d.p. es fx(z), dicha
distribucién sera simétrica si

fx(s+x) = fx(s—x), V.

Generalmente se mide la simetria o asimetria de una distribucién de probabil-
idad respecto al eje que pase por u, es decir, tomando s = p.

Ahora deduciremos un coeficiente de asimetria. Si la distribucién es simétrica
en u las desviaciones a la derecha (i.e. las positivas) tendrén el mismo peso que
las desviaciones negativas (i.e. las de la izquierda), por lo que todos los momentos
de orden impar respecto a p seran nulos. Es decir, si una distribucién es simétrica
en u se cumplira:

porr1 = B[(X —p)* =0  parat=0,1,2,...

como pq = 0 siempre, sea la distribucién simétrica o no, utilizaremos el siguiente
momento impar , p3, para medir la asimetria.
Asi se presentardn los siguientes casos:

= 3 = 0 la distribucion es simétrica.

= 13 > 0 tienen mayor peso las desviaciones positivas sobre las negativas. En
este caso la distribucion es asimétrica positiva o a la derecha.

= 13 < 0 tienen mayor peso las desviaciones negativas sobre las positivas. En
este caso la distribucién es asimétrica negativa o a la izquierda.

De lo anterior Fisher definio:

Definicion 4.10 El coeficiente de asimétrica se define como:

:M3

1 - -
v o3

Y segin su valor:
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= 511 =0 la distribucion es simétrica.
= Siy1 >0 la distribucion es asimétrica positiva.

= Siy1 <0 la distribucion es astmétrica negativa.

El anterior coeficiente tiene la propiedad de ser adimensional e invariante a
cambios de origen y de escala.

Figura 4.3: Coeficiente de asimetria ;.
Ahora estudiemos el concepto de curtosis. Fisher definié el siguiente coeficiente:

Definicion 4.11 FEl coeficiente de curtosis se define como:

Y segun su valor:
= 51y =0, se dice que es mesocurtica.
= 51y >0, se dice que es leptocirtica.

= Siye <0, se dice que es platicurtica.

El anterior coeficiente es invariante a cambios de origen y de escala.
La distribucién normal tiene f.d.p. igual a:

N2
fx(@) = (Qﬂll/%e){p [_; <w - u) ] Ig ()
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y a su grafica se le conoce como campana de Gauss. Esta distribucion estd rela-
cionada con este coeficiente pues el coeficiente de curtosis nos permite ver que tan
apuntada es una distribucién comparada con la normal. Para la normal:

M4 = 30 4 .
Asi tenemos la siguiente interpretacion:
= Si v =0, la distribucién tendré la forma de la normal.

= Si g > 0, la distribucion es méas apuntada que la normal.

= Si e < 0, la distribucién es mas achatada que la normal.

v2 >0

Figura 4.4: Coeficiente de curtosis ~s.
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4.10. Covarianza y correlacion

Una cantidad que mide la relacién que hay entre dos v.a. que tienen distribu-
cién conjunta es la covarianza. Ahora la definimos.

Definicion 4.12 Sean X e Y w.a. que tienen una distribucion conjunta cuyos
primeros momentos y varianzas son E(X) = px,E(Y) = py, Var(X) = 0% y
Var(Y) = o%. La covarianza de X eY, que se denota por Cov(X,Y), se define
por:

Cov(X,Y) := E[(X — px)(Y — py)]. (4.3)

También se utiliza ox y = Cov(X,Y).
Si 0% < 0oy 0% < oo, entonces existe la esperanza de la ecuacién (4.3) y
Cov(X,Y) < 0o. Ademds, el valor de Cov(X,Y) € R.

Definicién 4.13 Si ag(,ag/ € R?, entonces la correlacion de X e Y, denotada
por Corr(X,Y), se define como :

Conr(X,v) := SVLY) (4.4)
oxoy

También se utiliza pxy = Corr(X,Y).
La determinacién del rango de los valores posibles de la correlacién px )y,
necesita de el siguiente resultado:

Teorema 4.14 (Desigualdad de Schwarz) Para cualesquiera v.a. U y V,
[BUV)]? < E(U*)E(V?).
Definiendo U = X — ux y V =Y — uy, de la desigualdad de Schwarz resulta:
[Cov(X,Y)]? < 0%0%.
Luego, de la ecuacién (4.4) tenemos que [Corr(X,Y)]? < 1 o, equivalente a:
—1<pxy <1
Definicién 4.14 Segin el valor que tome el Corr(X,Y') tenemos:
» pxy >0, entonces X e Y estdn correlacionados positivamente.
= pxy <0, entonces X eY estdn correlacionados negativamente.

» pxy =0, entonces X e Y estdn no correlacionados.
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De las definiciones para Cov(X,Y) y Corr(X,Y), vemos que ambas tienen el
mismo signo.
Ahora daremos algunos resultados para las definiciones anteriores.

Teorema 4.15 Para cualesquiera v.a. X e Y tales que ag(, U%/ € RT,
Cov(X,Y)=E(XY)—- EX)E(Y). (4.5)
Demostracion. De la definicién tenemos:

Cov(X,Y) = E(XY —puY —puy X + pxpy)
= E(XY)—uxE(Y) - py E(X) + pxpy-
= EXY)-EX)E(®Y).

<

Teorema 4.16 Si X e Y son v.a. independientes con a§<, 032/ € RT, entonces
Cov(X,Y) =0.

Demostracion. Por hipdtesis X e Y son independientes, asi E(XY) = E(X)E(Y).
Luego, de la ecuacién (4.5), Cov(X,Y) = 0. Por tanto Corr(X,Y) = 0. <

El inverso del teorema anterior no es cierto en general. Dos variables aleatorias
dependientes pueden ser no correlacionadas. De hecho, atin considerando que Y
sea una funcién explicita de X, es posible que Corr(X,Y’) = 0.

Teorema 4.17 Supdingase que X es una v.a. tal que Ug( ERyqueY =aX +0b
para a,b € R, donde a # 0. Si a € R, entonces Corr(X,Y) = 1. Sia € R™,
entonces Corr(X,Y) = —1.

Demostracion. SiY = aX + b, entonces puy = apx +beY —puy = a(X — ux).
Por tanto, de la definiciéon de Cov,

Cov(X,Y) = aB[(X — px)?] = ac%.

Dado que oy = |a|oy, el teorema se deduce de la definicién de Corr. <
Corr(X,Y) es una medida que nos dice que tan relacionadas estdn estas dos
variables que tienen una distribucién conjunta. Cuando este valor es positivo,
significa que la distribucién se encuentra concentrada entorno a una linea recta
con pendiente positiva. Y cuando tiene valor negativo, la distribucién se encuentra
concentrada entorno a una recta con pendiente negativa.
Ahora presentamos otra serie de resultados.
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Teorema 4.18 5i X e Y son v.a. con varianza finita, entonces

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y') + 2Cov(X,Y). (4.6)
Demostracion. Puesto que E(X +Y) = ux + py, entonces

Var(X +Y) = B[(X +Y — px — py)?)

= E[(X — pux)* + (Y —iy)? +2(X — pux)(Y — py)]
= Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

<
Ademas, Cov(aX,bY) = abCov(X,Y) para a,b € R. Asi también tenemos:

Var(aX +bY + ¢) = a*Var(X) + b*Var(Y) 4 2abCov(X,Y).
En particular,

Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y) — 2Cov(X,Y).

Teorema 4.19 Si Xi,..., X, son v.a. tales que Var(X;) < oo para i = 1,n,
entonces

Var <Zl XZ-> = ;Var(Xi) + 22 ZK]-COV(XZ" X;).

Demostracion. Para cualquier v.a. Y, Cov(Y,Y) = Var(Y). Por tanto, se puede
obtener la siguiente relacion:

Var (ZX) =Cov ) _Xi,> X;| =D ) Cov(X;, X;).
i=1 i=1 j=1

i=1 j=1

Separemos la tdltima suma en dos sumas: (1) la suma de aquellos términos

cuando i = j y (2) la suma de aquellos términos cuando i # j. Entonces, sabiendo
que Cov(X;, X;) = Cov(Xj, X;), obtenemos:

Var (Z;X> = X;Var(Xi)+ZZi#jCov(Xi,Xj)

n
= Z Var(Xl) + 2 Z Z COV(Xi, XJ)
i=1 i<j
N
Un caso particular de este teorema ya lo demostramos al decir que la varianza
de la suma de v.a. independientes entre si es igual a la suma de sus varianzas
individuales.
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Matriz de covarianzas

Sea X un vector aleatorio de n-dimensional , i.e. de orden n x 1, y denotado
por:

X1

Xo
X = .
Xn

y con vector de esperanzas matemadticas:

E(Xy) p1
E(X2) 2

= =] | =n
E(Xn) Hn

Suponiendo que existen, la matriz de covarianzas entre estas variables aleato-
rias se define como:

Definicion 4.15 Definimos la matriz de covarianzas como:

Cov(X) = E[(X — p)(X — p)']

X1 —m
X _
= 2. " (X1 — 1, Xo — pg, ..o, Xy — fin]
E[(X1 — )] E[(X1 — ) (X2 — p2)] -+ E[(X1 — p1) (X — pin)]
_ | BlXz = ) (X1 = )] E[(X2 — p2)?] o Bl(X2 = p2) (X — pin)]
| BI(X0 — ) (X0 — )] Bl — po)(X2 — )] -+ El(Xo— 1a)?]
_Ull 012 " Oln
_ 021 022 *+* O2np
L Onl On2 " Onn

Vemos de la definiciéon que los elementos de la diagonal principal son las var-
ianzas marginales de cada una de las variables aleatorias en el vector aleatorio.
Pues:

oii = 02 = Var(X;)
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y 0ij, donde ¢ # j, es la covarianza entre las dos variables aleatorias X; y Xj.
La matriz de covarianzas tiene las siguientes propiedades:

1. La matriz de covarianzas es simétrica, ya que, 0;; = 0j; para todo i # j.

2. La matriz de covarianzas es siempre definida no negativa(semidefinida posi-
tiva).

En efecto, sea C # 0, un vector de constantes de orden n x 1. Entonces:

C'Cov(X)C = C'E[(X — p)(X — p)']C
= E[CY(X — p)(X — p)'C]
= E[CY(X —p)]*>0

puesto que CH(X — p) v (X — p)'C son escalares y la esperanza de su
cuadrado serd no negativa.

3. Si las variables X1, Xo, ..., X, del vector eleatorio X son linealmente inde-
pendientes, la matriz de covarianzas Cov(X) es definida positiva.

4. Si todas las covarianzas o;; = 0, para todo 7 # j, la matriz de covarianzas
Cov(X) es diagonal.

En este caso, la traza de la matriz seré:

2 2 2 2 2
tr(Cov(X)) = ZUZ’ =0x, T0x, t - +0x, = 0x 4+ X4 tX,
7

5. Si las variables X7, Xo,..., X, son estadisticamente independientes entre si,
o independientes dos a dos, también la matriz de covarianzas serd diagonal,
y su traza serd la calculada en la propiedad anterior.

6. Si todas las variables tienen la misma varianza o2, y sus covarianzas son
nulas, entonces:

o2 0 0

0 62 --- 0 )
CovX =1 . . | .| =0 Tnxn

0 0 --- o?

siendo I,,x, la matriz identidad de orden n x n.



