Capitulo 55

Funcion Caracteristica

5.1. Definicién

Definicién 5.1 Sea X una v.a., Vt € R se define la funcion caracteristica
px de X como

©x (t) == E(e™).
Segun la distribucién de la v.a. X tenemos :

= Distribuciones de tipo discreto

px(t) = B(e¥) =) " fx(a).

T

= Distribuciones de tipo continuo
. oo .
ox(t) = E(e”X) —/ e fx(z) dx
—00

donde:
t es una variable real, no aleatoria
i es la unidad imaginaria (i = v/—1).
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5.2. Propiedades de la funcién caracteristica

Propiedad 5.1 La funcion caracteristica de una v.a. X existe siempre.

El niimero complejo e?X puede expresarse en forma binémica como:
X = costX +isintX
y, por tanto,
ox(t) == E(e™) = E(costX) + iE(sintX).

Como las v.a. costX y sintX estan acotadas entre —1 y 1, siempre existira su
esperanza matemética y, como consecuencia, ¢x (t) siempre serd calculable.

Propiedad 5.2 La funcion caracteristica ¢x (t) particularizada en t = 0 es igual
a la unidad:

ox(0) = E(e""%) = B(e") = B(1) = 1.
Propiedad 5.3 El mddulo de ¢x(t) es siempre menor o igual que la unidad.
Dado un ntimero complejo a + bi, su médulo es
la + bi| = +va? + b2,
por tanto,
lox ()] = [B(e"™)] < E(je™])
= E(]costX +isintX|)
=F (+\/6082 tX + sin? tX)
=FE(1)=1

y, de ahi,
lox (t)] < 1.
Propiedad 5.4 La funcidén caracteristica en —t es el conjugado de px(t).

En efecto
B(HY) = B(e)
= E(costX —isintX)
E(costX) —iE(sintX)
x(t).

px(—t) =

I
©
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Propiedad 5.5 La funcion caracteristica es uniformemente continua en todo in-
tervalo real de t.

Demostracion. Para cualquier h > 0y t € R, se tiene:

+oo oo
ox(t+h) — px(t)] = / S f () dar — / e fy () de

—00 —00

oo .
— / (eztmezhaj _ eztx)fX(:C) dx

—0o0

too
— / eztm(ezhx _ 1)fX(1') dr

—0o0

+oo .
— / €] [T — 1| fx () da

—00
+o0

_ / € _ 1| fx (2) da

—00

Por ser |e® — 1| < |e?"®| +1 = 2 y g(x) = 2 integrable, se tiene por el teorema
de convergencia dominada que:

+oo +o0

lim leth® — 1| fx(z) do = / lim e — 1| fx (z) dz =0

h—0 J_ —oo h—0

de donde se deduce la continuidad uniforme de ¢ x al ser |px (t+h)—@x (t)| menor
que una cantidad que tiende a cero cuando h — 0, independientemente de t. <

Propiedad 5.6 SiY es una transformacion lineal de la variable aleatoria X, es
decir, Y = aX + b, entonces su funcion caracteristica es:
goy(t) — E(eitY) — E(eit(aXer))
_ E(eitb i eitaX) — eitbSOX(at>-
Propiedad 5.7 La funcion caracteristica de la suma de v.a. independientes es

igual al producto de las funciones caracteristicas de cada una de esas variables
aleatorias.

Demostracion.

DXyt X, (1) B(eftXr+4Xn))

E(eitXl e’itXQ . eitXn)
E(eitXl) i E(eith) . E(eitXn)
= SOXl (t) ’ SDXZ (t) T (pXTL (t)7
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recuérdese que la esperanza de un producto de v.a. independientes es igual al
producto de las esperanzas individuales. <

Corolario 5.1 51 X1, Xo,...,X,, son v.a. i.i.d., entonces,
X144, (1) =[x, (1))

Propiedad 5.8 Si en una v.a. X existe el momento respecto al origen de orden
n, entonces la px(t) es derivable k veces, y estos momentos se pueden calcular a
través de:

ox(t)
otk _
—=2. (5.1)

ap = B(X*) =

Demostracion. Siderivamos sucesivamente respecto a t la funcién caracteristica:

dox(t) 0 oaxy o (0NN ke
T = 3tE(e )=F 5 ) = E(iXe"™)
82@ t 82 i . i
a;() _ @E<etX):E(Z2X2etX)
Fox(t | ok ; , ;
a;;;() — @E(etX)ZE(ZkaGtX)
que parat =10
890(;; O _ iBX) = i
t=0
2
Oox(t) g;(t) = 2E(X?) = i2ay
t=0
k
Fex(t) gﬁ(t) = FB(XY) =ity
t=0

donde al despejar oy, se obtiene la expresién (5.1). <
A un resultado similar se llagarfa desarrollando e®** por Taylor-Mac Laurin,
obteniéndose el desarrollo en serie de momentos de la funcion caracteristica:

it (it)? (it)3
gOX(t) =1+ ﬁal + o1 w9 + 3]

y derivando posteriormente esta funciéon polindmica.
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Teorema 5.1 (Teorema de inversiéon) Si X es una v.a. con funcion de dis-
tribucion Fx(x), donde x1 < zo son dos puntos de continuidad de esta funcidn,
se demuestra que:

T e—ztacl _ 6—7,tx2

I
Fx(l‘z) — FX(«Tl) = %Tlggo . ?gox(t) dt (5.2)

si px(t) es integrable para todo t real.

Noétese que el anterior teorema dice que es para x1,Ts que son puntos de
continuidad.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior si, ademas, X es una vari-
able aleatoria continua, la funcién de densidad se puede determinar a través de:

Corolario 5.2 (Teorema de Inversién de Fourier) Sea ¢x la funcidn carac-
teristica de la variable aleatoria X. Si px es absolutamente integrable en R en-
tonces X es absolutamente continua. Ademds, la funcién de densidad de probabil-
idad fx de X estd dada por:

Ix(x) ! /OO e Moy (t) dt, zeR.

:% .

En resumen, este teorema nos permite encontrar la distribucion de la v.a.
siempre que conozcamos su funcién caracteristica.

Teorema 5.2 (Teorema de unicidad) A toda funcion caracteristica px(t) le
corresponde una y solo una funcion de distribucion.

Demostracion. En efecto, haciendo en (5.2) zo =2 y 1 = z, y como

lim F(z) =0

Z——00
tendremos que la funcién de distribucién queda determinada a través de
1 T 6—itz _ e—itac
Fx(z)=— lim lim - t) dt.
x(@) 271 z2——00T—o0 J_p it ex (t)

<

Propiedad 5.9 (Teorema de continuidad o teorema de Levy-Cramér) Sea

X1,X9,..., Xn,... una sucesion de variables aleatorias: la condicion necesaria
9y ) ) )

y suficiente para que su correspondiente sucesion de funciones de distribucion
Fi(x), Fa(z), ..., Fy(x),... converja hacia alguna funcion de ditribucion F(z), es

que la sucesion de funciones caracteristicas, asociada a la sucesion de funciones
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de distribucion, converja a una funcion caracteristica o(t) que, por el teorema de
unicidad, serd la funcién caracteristica de la funcion de distribucién limite F(x).!

La condicién necesaria requiere que la funcién caracteristica limite ¢(t) sea la
correspondiente a la funcién de distribucién limite F'(x), lo que puede compro-
barse, utilizando la notaciéon de Stieljes, a continuacién:

lim ¢,(t) = lim et (x) da
= lim e dF,(x)
n—oo J_
= / e dF (x)
= / e f(x) dx
= ()2

es decir, (t) es la funcién caracteristica que le corresponde a F'(x), limite de la
sucesion F,(x).

Por otra parte, la condicién es suficiente ya que si lim, .o ¢n(t) = (t), por
los teoremas de inversién y unicidad, a esa funcién ¢(t) le corresponderd una y
s6lo una F'(z) que serd la funcién de distribuciéon limite.

ITéngase en cuenta que una sucesién F), (z) puede ser convergente y no converger hacia una
funcién de distribucién.
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5.3. Funciones generatrices de momentos

Ya hemos dicho que la f.g.m. de una v.a. se define por
Px(t) = E(etX) )

Y esta expresion ha de converger absolutamente, para garantizar la existencia de
la f.g.m.

La principal diferencia entre 1(t) y ¢(t) es que la segunda estd definida en el
campo de los nimeros complejos y por tanto siempre existe; y ¢(t) no siempre
existe.

Definicion 5.2 Llamamos funcion cumulativa al logaritmo natural de la fun-
cion caracteristica de una variable aleatoria X. Se representa por

Px (1) :=Inpx().

Desarrollando la funcién caracteristica en serie de Taylor en el origen, se tiene:

it (it)? (it)3
px(t) =1+ o+ 5 G2t Tgast
y de aqui que
it it)? it)?
Ox(t) =Inpx(t) =In 1+1‘a1+(2')a2+(3')a3+~-
y COmo
2 3 4
x x x
In(1 =r—— 4+ —— —
n(l+z)==x 5 + 3 1 +

resulta que:

> (it)" [ @t 17 1 [k
(I)X(t)_hz(h? O‘h_zlz(h? O‘h] +3[Z(h? O‘h]_'"

=1 = =

y agrupando los términos de igual grado, se tiene un desarrollo de la forma:
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en donde los K}, que se denominan semi-invariantes de Thiele o cumulantes, estan

dados en funcién de los momentos no centrados por las relaciénes siguientes:

K

Si K, existe, se determina como:

K, _ |2 2x(®)

a1

2
Qy — ;= U2
a3 — 3&2&1 + 20&1 = U3

pa — 3yt

ps — 10p2p3

otr

t=0
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5.4. Funcion caracteristica bidimensional

Definicién 5.3 Dada la v.a. bidimensional (X,Y), se define la funcion carac-
teristica de esta variable como:

PX1,X2 (t17t2> = E(eith‘f‘ith) )

De ahi vemos que segin la distribucion de X, se tiene:

= Distribuciones de tipo discreto:

pxy (i) =Y Y MY ey (2, y).
Ty
= Distribuciones de tipo continuo:

oo (o) . .
ox,y(ti,t2) = / / €lt1x+lt2ny,Y($7y) dz dy.
—Oo — 0

Ahora mostraremos propiedades de esta funcién caracteristica.
Propiedad 5.10 Al igual que en caso unidimensional, como
e XFIY — o1 X + ) + isin(t X + oY)
ox,y(ti,t2) siempre serd convergente, con lo que queda asequrada su existencia.
Propiedad 5.11 Para ty =ty =0,
ox,y(0,0) = 1.
Pues,
oxy(0,0) = E(e"0XH0Yy — p(e%) = B(1) = 1.

Propiedad 5.12 La funcion ¢x y(t1,t2) estd acotada, siendo |ox y(t1,t2)] <1,
ya que el mddulo de e X+12Y ¢g:

et X Fit2Y | — \/cosg(hX + 1Y) +sin?(1 X + tY) = 1.

Propiedad 5.13 Si los momentos respecto al origen existen, estos se pueden cal-
cular a partir de px )y (t1,t2).
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Pues , dado que
Hoxy(ti,ta)
—
oty ot}
por tanto,

Foxy(t,ta)
ot ot

— E(Z'k‘kajyjeithq*tQY)

= E@" X YTy = ifay_

t1=0

como casos particulares:

doxy(t1,t2)

=i
8t1 t1=0 10
to=0
Opx,y (t1,t2) .
— = 1001
at2 t1=0
to=0
?oxy(t1,t )
)|
3251 t1=0
to=0
0? t1,t
@X,Yg 1,t2) — 2ag,
atQ t1=0
to=0
0? t1,t
oxy(ti,ta) — 2ay
Ot10ts t1=0
t27

Propiedad 5.14 La funcion caracteristica ox y(t1,t2) es unica. A cada funcion
de distribucion bidimensional le corresponde una y solo una px )y (t1,t2), y vicev-
ersa.

Propiedad 5.15 Sipx, x,(t1,t2) esla funcion caracteristica de la variable aleato-
ria bidimensional (X1, X2), dada la variable aleatoria X = X1 + X9 entonces

X (t) = ¥X1,Xo (ta t)'

Pues:

px(t) = B"Y)
= B(MXitX2))
— E(e’itXl +itXo )
= (le,XQ(tvt)'

Si, ademas, (X1, X2) son variables independientes:

QOX(t) = PX1,Xo (tvt) = ¥Xxy (t)90X2 (t)
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Funciones caracteristicas marginales
Las funciones caracteristicas marginales pueden obtener mediante:

Px;.x,(t1,0) = B(eMMT0R) — B — oy (1)
SOXl,Xg(07t2) _ E(€i~0~X1+it2X2) — E(eit2X2) = ¢x, (t2)

Si las variables aleatorias (X7, X2) son independientes, entonces:

Px1,x: (P, 12) = o, (E1) - x5 (t2) = @x1,3x5 (81, 0) - x5 (0, 22).
Pues,
o(t1,t2) = E(eit1X1+it2X2)
— BN pitaXay
—  E(eX1). B(eite )
= x,(t) - ex,(t2)
= ¢(t1,0) - (0, t2).
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5.5. Funcién caracteristica n-dimensional

Una generalizacion de lo anterior es:

OX1,Xo, Xn (t1, T2, .

Las funciones caracteristicas marginales son:

@](tj) - ¢X17X27...,Xn(0707"‘7tj707'
it ) = ©x1,X2,..,x,(0,0,...,%;,0,...
Cik(ti, titk) = ©x1,X0,..,%x,(0,0,...,t;,0

,tn) — E(eith+it2X2+~~-+itan)‘

..,0)
,0,...,0)
7tl707"'7tk70



