Capitulo 6 [5

Algunas Distribuciones

Introduccién

La importancia de las distribuciones de probabilidad es que estas sirven para
modelar el comportamiento de variables que se presentan en la vida cotidiana
como también de los fenomenos que se presentan en la naturaleza.

En este capitulo daremos una lista de algunas de las distribuciones més uti-
lizadas en los cursos de probabilidad. Describiremos una por una su f.p. o f.d.p.,
sus momentos, sus propiedades, casos particulares, graficos, etc.

En la dltima parte de este capitulo se presenta un resumen de todas y un
diagrama que muestra la relacién que hay entre ellas.
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La siguiente tabla muestra las distribuciones que manejamos en este capitulo.

Cuadro 6.1: Tabla de distribuciones

Distribuciones
Notacién Nombre
1 Deg(c) Degenerada
2 Dospuntos(x1, x2,p) Dospuntos
3 Ujx1,22,..., 7] | Uniforme discreta
4 UE Uniforme sobre los enteros
5 B(p) Bernoulli
6 Bi(n, p) Binomial
7 H(A, B,n) Hepergeométrica
8 HM(N,n) Hipergeométrica multivariante
9 P(X) Poisson
10 BiNe(r, p) Binomial negativa
11 Geo(p) Ceométrica
12 Mult(n, p) Multinomial
13 Polya Pélya o de contagio
14 U(a,b) Uniforme
15 | Logaritmica(a, b) Logaritmica
16 N(u, 0?) Normal
17 N(0,1) Normal tipificada
18 NorPos(u, 0?) Normal positiva
19 LogN (1, 0?) Lognormal
20 Gilbrat Gilbrat
21 Cau(a, \) Cauchy
22 Lap(a, \) Laplace
23 Log(a, ) Logistica
24 Pareto(z, b) Pareto
25 Gum(a, ) Gumbel
26 Tri(a, b, c) Triangular
27 Gal(a, 3) Gamma
28 GaEst(«, §) Gamma Estandarizada
29 Exp(f) Exponencial
30 ExpEst Exponencial estandarizada
31 ExpNeg(a, 3) Exponencial negativa
Sigue ...
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Cuadro 6.1: Tabla de distribuciones(continuacin)

Distribuciones(cont.)

Notacién Nombre
32 Xn Ji
33 Max Maxwell
34 Ray Rayleigh
35 W(g3,r) Weibull
36 Be(a, ) Beta
37 %4 Ji-cuadrado
38 T, Student ¢
39 F(n1,n2) Snedecor F
40 Z(ni,n2) Fisher Z
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6.1. Distribucion degenerada o casual
Definicién

Definicion 6.1 Se dice que una v.a. X tiene una distribucion degenerada o
casual en el punto c si tiene como f.p. a:

fx(zle) =Ty (2) (6.1)

Y este hecho lo denotamos por: ’ X ~ Degenerada(c) ‘
La funcién de distribucion es por tanto,

0 z<c¢
FX(x):{ 1 z>c¢

Momentos

y sus momentos:

E(X")=E(") ="
Var(X) = E[(X —¢)?] = E[0] =0

La funcion caracteristica tiene por expresién

ox(t) = E(e"X) = E(e'°) = ¢t
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Figura 6.1: La f.d.p. de una distribucién degenerada cuando ¢ = 2.
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6.2. Distribucién en dos puntos
Definiciéon
Definicién 6.2 Se dice que una v.a. X tiene una distribucion en dos puntos

con parametro p (p € (0,1)) si toma sélo los valores x1 y w2, tales que x1 < T2,
con probabilidades:

Ix(@lry, z2,p) = (1 —p) Ip 3 (@) +p Lp, (2) (6.2)

Sip=1046p =0, estarfamos en presencia de la distribucién degenerada que
acabamos de estudiar.

Y este hecho lo denotamos por: ’ X ~ Dospuntos(z1, 2, p) ‘

La funcién de distribucién tendra dos puntos de discontinuidad(y, por tanto,
dos escalones), viniendo definida por:

0 x € (—o00, 1)
Fx(x)=< 1—p z€ [z, x2)
1 x € [x2,00)

Momentos

Su esperanza matematica es:

E(X)=x1(1—p) + x2p
y la varianza podemos calcularla como:

Var(X) = B(X?) — [B(X)]?
donde

E(X?) = a%(1 ~ p) + 23p
y, por tanto,

Var(X) = 27(1 - p) + 23p — [21(1 = p) + 22p]?
22— 22p+ xip — 231 —p)? 2 _2z129(1 — p)p
= il —p— (1 —p)’] +23(p — p*) — 2z122(1 — p)p
= p(1 = p)lat + 23 — 2z122)
= p(1 —p)(w2 — z1)%

2
— ZLap

Su funcién caracteristica es

Px(t) = (™) = (1= p)e™™ + pei'=.
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Figura 6.2: La f.d.p. de una distribucién DosPuntos cuando z; =
p = 0.6.
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6.3. Distribucion uniforme discreta
Definicion

Definicién 6.3 Se dice que una v.a. X tiene una distribucion uniforme si
tiene como f.p. a:

1
fX(x’n) = g I{m,m,..-,mn}(a?) (63)

Esto se denota por: ’ X ~ Ulg) wo, 2] ‘
La funcién de distribucién es igual a:

k

k
1
=1

Momentos

Su media resulta:
BX) = Y aiPrX =) = Yt = 13
—_mlr _zl_,xln_nlxl
KA 1

y la varianza, dado que:

B(X?) =) ajPr(X =x;) = 1 > a?

T
sera:
Var(X) = BE(X?) — [B(X)]?
2
1 1
1 A
_ oy (i — 1)
n
si lamamos
1
KA
La funcién caracteristica es:

. . 1 1 .
1) = Xy itey |~ itx;
px(t)=B(X) =) e - Ej e

- n
J
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Casos particulares

En el caso particular de que x; = j, es decir, que la v.a. tome como valores los
n primeros numeros naturales, entonces

] FX(mj):Pr(XSj):%, para j=1,2,3,...,n.

1+n
2

S

1 1
" E(X)= -3 zj=—[1+2+3 - +n]=
J

1 , (n+1\? 1n(n+1)2n+1) n+l, n2-1
ya que
nn+1)(2n+1)

2 _ 12 2 2 _
ij_l +22 4. 4 n? = ; .
J

6ztn 67’t o 6ztl ezt (eztn—l)

_ 1 ity _ 1 _
- px(t) = nzj:e Tn oeit—1 n(et=1)
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Figura 6.3: La f.d.p. de una distribuciéon uniforme U para varios valores en su
parametro, es decir su campo de variacion para esta distribucion.
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6.4. Distribucion uniforme sobre los enteros
Definicion

Definicién 6.4 Se dice que una v.a. X tiene una distribucién uniforme sobre
los enteros con pardmetro k (k € N) si tiene como f.p. a:

Fx(alk) = 3 T, _iy(@) (6.4
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6.5. Distribucion de Bernoulli
Definicion

Definiciéon 6.5 Se dice que una v.a. X tiene una distribucion de Bernoulli
con pardametro p (0 < p < 1) si tiene como f.p. a:

fx(zlp) =p°¢" " Ipay(x)  dondeq:=1-p (6.5)

Y este hecho se denota por: | X ~ B(p)

Y la f.d. es:
0 siz<0
Fx(z)=Pr(X <z)=<¢ ¢q si0<z<1
1 sil<z
Descripcién

En un experimento en el que sélo podemos tener dos resultados tales como
éxito o fracaso, defectuoso o no defectuoso, cara o cruz, etc.; conviene designar
estos resultados con valores como 0 y 1. Asi, por ejemplo:

Pr(éxito) =Pr(X =1)=p Pr(fracaso) =Pr(X =0)=1-p

Momentos

Si X tiene una distribucién de Bernoulli con pardametro p, entonces
E(X)=1-p+0-q=p,
E(X*) =12-p+0*-q=p,
Var(X) = B(X?) — [E(X)]? = pa.
Y el r-ésimo momento entorno al origen es:
ar = E(X") =p
y los momentos centrados es:

pr = E[(X — p)"]

(=p)"-(A=p)+A=p)p=(-p)"q+qp
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Ademsds, la f.g.m. de X es
Yx(t) = E(etx) = q+ pe parat € R
Y la f.c. es:
px(t) = E(eitX) =q —l—peit parat € R

De la f.g.m., tenemos:

¥(t) = (1—p)+pe' =q+ pe
Y'(t) = pe
'(t) = pe'

() = pe!

Luego

H2 = pq

ps = (=p)*(1—p)+ (1 —p)°p

3

= p[-P*(1—p)+ (1—p)°]
= p(1-p) [-p*+(1-p)]
= p(1-p)(1—-2p)

ps = (=p)*Q—p)+ (1 —p)'p
= p(1—p)[p*+ (1-p)’]
= p(1—p)3p* —3p+1)

de aqui, el sesgo y la curtosis son:

M3

03

p(1 —p)(1 —2p)
[p(1 — p))*/?
1—-2p

p(1—p)

7=

_ p0=p)B=3p+1)
p*(1—p)?
3p2 —3p+1 3

p(1—p)
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3p? —3p+1—3p(1—p)

p(1—p)
_ 6p> — 6p + 1
p(1—p)

Generacion de numeros aleatorios

Y en la generacién de numeros aleatorios utilizamos la funcién de distribucién
inversa, de este modo tenemos:

r=1- I[O,p]<FX)

donde Fx es un valor que sigue una U(0,1).
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Figura 6.4: Grafica de una Bernoulli
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6.6. Distribucion binomial
Definicion

Definicion 6.6 Una v.a. X tiene una distribucion binomial con pardmetros n
yp (n €N, pe(0,1) ) si tiene como f.p. a:

fx(z|n,p) = <Z>pan_m Lio,2,...n) () (6.6)

La notacién es: ’ X ~ Bi(n,p) ‘

Descripcién

Veamos que fx(x|n,p) es una f.p.; se observa que fx(z|n,p) > 0, para todo
r=0,1,2,...,n. Ademas

- _ - n z n—ax _ [T 0. n n n—1 n n
;)fx(l‘ln,p) = ) <$>p ¢ = <O>p q" + <1>pq +o <n>p q

=0

Vemos que lo anterior no es mas que el desarrollo del binomio de Newton, de
ahi su nombre de distribucién binomial.

Si X tiene una distribuciéon binomial con parametros n y p, entonces X se
puede expresar como X = X; + --- + X,, donde X; ~ B(p) para i = 1,n.

Momentos

Cuando X se representa como la suma de n v.a. de Bernoulli , se pueden
deducir facilmente los valores de la media, la varianza y la f.g.m. de X. Estos
valores son:

E(X)=> E(X;)=np
=1

Var(X) = ZVar(Xi) = npq
i=1

La f.d. es:

0
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y su f.c. es:

Enunciados

De esta f.g.m. podemos deducir:

Proposicion 6.1 Si Xi,..., X, son v.a. independientes y si X; tiene una dis-
tribucion binomial con pardmetros n; yp (i = 1,...,k), entonces la suma X1 +
-« 4 X tiene una distribucion binomial con pardmetros n =ni +---+ng y p.

Relacién con otras distribuciones

X ~ Bi(1,p) = B(p).
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6.7. Distribucion hipergeométrica
Definiciéon

Definicién 6.7 Se dice que una v.a. X tienen una distribucién hipergeométri-
ca con pardmetros A, B yn (A, B,n € N) si tiene como f.p. a:

<A> < i >
X n—x
fx(z|A, B,n) = <A+B> I{méx{(],nfB},...,ml’n{n,A}}(:E)' (6.7)

n

Este hecho se denota por: ’ X ~H(A, B,n) ‘

Descripcién

Supoéngamos que una poblacién contiene A elementos que cumplen cierta propiedad

P1 y B elementos que cumplen otra cierta propiedad P2. Tomemos una muestra
aleatoria sin reemplazamiento de n elementos de esta poblacién y sea X el niimero
de elementos que cumplen la propiedad P de la muestra que se obtuvo. Entonces,
el valor de X no puede exceder de n ni de A. Y se observa que X < min{n, A}. Del
mismo modo, puesto que el niimero de elementos que cumplen Py, n— X, que se ob-
tienen no puede exceder de B, el valor de X debe ser al menos de n— B. Puesto que
el valor de X no puede ser menor que 0, se debe verificar que X > méx{0,n — B}.
Asi, el valor de X debe ser un entero que pertenece al intervalo

méx{0,n — B} <z < min{n, A}.

y este serd el campo de variacion de una v.a. que tiene una distribucion hiperge-
ométrica.
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Momentos

Bajo la suposicién de que se seleccionan al azar sin reemplazamiento n ele-
mentos de la poblacién que contiene A elementos que cumplen la propiedad P1
y B elementos que cumplen la propiedad P2. Sea X; = 1 si el i-ésimo elemento
cumple P1 y sea X; = 0 si el i-ésimo elemento cumple P2. Supongamos que los n
elementos se seleccionan de la poblacion, ordenando primero todos los elementos
de la poblacién aleatoriamente y seleccionando después los n primeros elementos
de esta ordenacion. De este modo tenemos:

Pr(Xizl):A+B y Pr(Xizo):A_i_B i=1,n.
Por tanto, para i = 1, n,

B(X)= o v Var(X)= MjfBB)Q- (6.8)
Puesto que X = X; 4 --- 4+ X,,, entonces,

E(X)= ZH:E(XZ) = ATB' (6.9)

En otras palabras, la media de una distribuciéon hipergeométrica con parametros
A, By nesnA/(A+ B). Ademés

n

Var(X) = Var(X;) +2) > Cov(X;, X;). (6.10)
i=1 i<j

Debido a la simetria entre las variables Xji,..., X, cada término Cov(X;, X;)

de la ultima suma de la ecuacién (6.10) tendra el mismo valor que Cov (X7, X3).

Puesto que hay (}) términos en esta suma, de las ecuaciones (6.8) y (6.10), resulta

que

nAB 2 + n(n — I)COV(Xl,XQ). (611)

Var(X) = A+ B2

Sin = A+ B, entonces se debe verificar que X = A, porque todos los elementos de
la poblacion seran seleccionadas sin reemplazamiento. Entonces, para n = A + B,
Var(X) = 0 y de la ecuacién (6.11) resulta que

AB
(A+BR2(A+B-1)

COV(Xl, Xg) = —
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De la ecuacién (6.11), por tanto

nAB A+B—n
(A+B)? A+B-1

Var(X) = (6.12)

Se utilizard la siguiente notacién: T = A+ B como el nimero total de elementos
de la poblacién, p = A/T como la proporcién de elementos P1 y ¢ =1 — p como
la proporcién de elementos que cumplen P2. Entonces Var(X) se puede reescribir
como sigue:

Var(X) = npq?irll (6.13)
v haciendo
o T—n
T-1
tenemos:

Var(X) = npga

Hemos dicho que en la distribucion Hipergeométrica los n elementos se seleccio-
nan sin reemplazamiento; ya que si lo hicieramos con reemplazamiento, entonces
X seguiria una distribucién binomial con varianza npqg. De este modo « represen-
ta la reduccién en Var(X) causado por el muestreo sin reemplazamiento de una
poblacion finita.

Sin = 1, entonces a = 1, ya que no hay diferencia entre tomar un muestreo
con reemplazamiento y otro sin reemplazamiento, cuando el nimero de elementos
que se selecciona se reduce a uno. Por otra parte, si n = T, tenemos o« = 0 y
Var(X) = 0. Para n = 1,T el valor de o cumple « € [0, 1].

Observamos también:

T—n
11 =1 =1
Tl—rgoa TEEOT—I

esto significa que cuando el tamano de la poblacién, T', es muy grande con respecto
a n, el tamano de la muestra, la diferencia entre los dos tipos de muestreo es
pequena. Es aqui cuando una distribucién hipergeométrica tiende a una binomial.
En términos:

4
A+ B

H(A, B,n) — Bi(n,p =
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6.8. Distribucion hipergeométrica multivariante

Definiciéon
Definicién 6.8 Se dice que un vector aleatorio X = (X1,...,Xy) tiene una dis-
tribucion hipergeométrica multivariante con pardmetros N = (Ny,..., Ng)

y n si tiene como f.p. a:
I €T Tk
<N> (6.14)

Este hecho lo denotamos por: ’ X ~ HM(N,n) ‘

fx (®|N,n) =

Descripciéon

Consideremos N elementos, cada uno de los cuales cumple con cierta propiedad
P; para i = 1, k, propiedades disjuntas. Y denotenos como N; el nimero de ele-
mentos que cumple P;, vemos que:

Nl—I—NQ—I——l-Nk:N

De este conjunto de N elementos extraemos n, sin reemplazamiento, entonces
tendremos que x; elementos cumplen con la propiedad P;, para i = 1,k y ademas:

T1+ 22+ -+ =N

Asi tenemos:

) )~ (C)
Pr(Xy =a1,..., X = 2p) = > xQN Tk (6.15)
()
que es la f.p. conjunta para X = (X3, Xo, ..., Xp).

Podemos ver que esta distribucién es una generalizacién de la distribucién
hipergeométrica, pues para k = 2:

N\ (N N[ N
Pr(X; = 21, Xz = a2) = <$11> <”322) = <x11> <” _2“) = Pr(X; = a1).

G ()
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X = (X1,...,Xg) sblo tiene k — 1 v.a., ya que la variable restante siempre
queda determinada por diferencia:

Ngy=N-—-Ny —Ng—---— N4
T =M —a1— @y — e — T

Ademss, las distribuciones marginales unidimensionales de cada variable, X,
son hipergeométricas, X; ~ H((Ni,N — Ni),n) y, ademds, la variable aleatoria

suma, Xjp + X; ~ H((Nh + Nj,N — N}, — Nj),n> representando el nimero de

elementos que se hayan extraido sin reposicién que cumplan la propiedad Py o P;.

Momentos

Definamos p; := ]X; como la probabilidad de que el elemento al ser extraido
cumpla con la propiedad P; para i =1, k.
De lo anterior:

N
E(Xz) =np; = Fl
N—-n N; N\ N—n
Var(X;) = nidin— =y ( N> N1
y
N —n
Var(Xp, + X;) = n(pn +p;)[1 — (pn +Pj)]m

Nh+Nj 1 Nh—{—Nj N —n
"N N N_1

Pero como las dos v.a. no son independientes:
Var(Xy, + X;) = Var(X},) + Var(X;) + 2Cov(Xy, X;)
entonces
1
Cov(Xy, X;) = i[Var(Xh + X;) — Var(X},) — Var(Xj;)]
1 nNh+Nj <1_ Nh+Nj> N—n

=5y N N—-1

Nh 1 Nh N —n Nj 1 Nj N—?’L]
" N-1 "N N)N-1
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nN-—-n 1
TO9N_1INZ
[(Np + Nj)(N — Nj — Nj) = Np(N = Np) — Nj(N — N;)]
niNyN; N —n
- N2 N-U

la covarianza entre cada dos variables, X3, X, del vector aleatorio multivariante
Vemos que la expresién mantiene un signo negativo; esto porque cuando una de
las variables aumenta la otra tiene necesariamente que disminuir, esto bajo el
supuesto de que las otras variables del vector se mantienen constantes.

El coeficiente de correlacién lineal entre estas dos variables aleatorias (Xj, X;)
es:

COV(Xh,Xj) Nh Nj
i = Corr(Xp, X;) = = — : .
ony = Corr(Xn X) = R X Var (X)) N—-N, N-N;
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6.9. Distribucion De Poisson

Definicién
Definicién 6.9 Se dice que una v.a. X tiene una distribucion de Poisson'

con media A (A > 0) si su f.p. es la siguiente:

eANE

Ifx(z\) = I{0,1,2,...}(«’19) (6.16)

Este hecho se denota por: | X ~ P()\)

Tenemos que fx(z|\) > 0 Va. Para comprobar que fx(z|\) es realmente una
f.p. debemos demostrar que Y o7 ) fx(z|\) = 1. Asi:

o 3 o Ax B
fo(:d)\) =e )\Zﬁ =e et =1.
=0 =0

Momentos

Hemos dicho que la distribucién Poisson tienen media A, ahora lo demostraremos:

[e.e] [ee]
E(X) :fox x|\) :Z x (x| A)
=0 =1
-\ 0 —)\ z—1 =
xe )\ A e "\
_Z Zl’—l N Z y! =A
=1 y:O
Noétese el cambio de variable: y =z — 1
Asi:
EX)=\

Para el cdlculo de la varianza tenemos:

o0

D ww— Dfx(@A) = w@—1)fx(z[))
r=2

0

E[X(X —1)]

8
i

7)\)\90 o f)\)\:z: 2 o 7)\)\3,/
z(x —1) Z @2 22 =
y=0

=2

S

8
[|
N

L6 de los sucesos raros.



6. Algunas Distribuciones 97

Dado que E[X(X —1)] = E(X?)— E(X) = E(X?)— )\, de la ecuacién anterior
tenemos: que F(X?) = A% + \. Asi,

Var(X) = BE(X?) - [E(X))*> = \.

De estos dos resultados concluimos que para la distribucién Poisson, la media
y la varianza son iguales.

La f.g.m. ¢x(t) para t € R:

Xtz f)\)\z o et
Yx(t) = B(e'™) = Z % = Z (;') _ oAt — A1)
z=0 ) =0 ’

Por tanto:
dx(t) = N,

El coeficiente de asimetria es:

1
71 ﬁ
dp(t) 3 2
Como a3 = BT , se comprueba que ag = A° 4+ 3A° + A. Por otra parte

t=0

p3 = E[(X =A% =E(X3) -3 E(X?) +3)\2E(X) - \3
= a3 —3\az + 3\ — A3
= ME3AZFA-3AA+F A 3N =)

luego
H3 A 1
AT WA
Analogamente deducimos que el coeficiente de curtosis es:
1
V2 = 3

Notese que si A — 00, 11 — 0y 72 — 0, es decir que la distribucién de
Poisson tiende a hacerse simétrica y que el coeficiente de curtosis tiende a cero.
Esto significa que la ley de Poisson converge a la normal cuando A — oc.
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Enunciados
Teorema 6.1 Si las v.a. X1,..., X son independientes y si X; tiene una dis-
tribucion de Poisson con media \; (1 = 1,...,k), entonces la suma X1+ -+ + X,

tiene una distribucion de Poisson con media \1 + - -+ + Ai.

Demostracion. Sea 1;(t) la f.g.m. de X; parai=1,...,k y sea ¥x(t) la f.g.m.
de la suma X + - - - + Xj. Puesto que Xq,..., X son independientes, para t € R
resulta que,

wx(t) = H¢z(t) = He)\i(et_l) _ €(>\1+"'+)\Ic)(€t—l).

De la ecuacién de la f.g.m. de la Poisson se puede observar que esta f.g.m. ¥x ()
es la f.g.m. de una distribucién de Poisson con media A; 4 - - - + A;. Por tanto, la
distribucién de Xq + - - - + X}, debe ser esa distribucion de Poisson. <
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Distribucién de Poisson como limite de la Binomial(n, p)

Veamos como Poisson llegé a la distribucién de probabilidad que lleva su nom-

bre.

Sea una variable aleatoria X ~ Bi(n,p) cuya funcién de cuantia es

Pr(X =z) = <n)pxq”_“’”

X

y su esperanza, que representamos por A, es

E(X)=np=A\

Si hacemos que n — oo, bajo la condicién de que el valor media A se mantenga

constante, serd necesario que

lim np =\

n—oo
y, por tanto, también

A
p=—-—0
n

el limite de la funcién de probabilidad b

<n> o
X

n!

lim
n—oo
p—0

lim Pr(X ==x) =
p—0

= 1/ _—
s zl(n — x)!

s

inomial serd

|
¥ = lim v (1 —=p) "

noy al(n —x)

G) (=3

= lim

x! n—oo

! n—oo

n(n—1)---[n— (z = D) lmy oo (1= 3)"
A

n® lim,,— 00 (1 —

El limite de la funcién de probabilidad es, por tanto,

—AAw
lim Pr(X =)= "
iy !
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que coincide con la funcién de cuantia de la distribuciéon de Poisson.

En la practica se puede utilizar este resultado para aproximar las probabili-
dades binomiales, pudiéndose realizar dicha aproximacién con un error no relevante
siempre que p < 0.1 y A =np < 5.

O bien también pudimos haber demostrado este resultado del siguiente modo:

Sea px(t) laf.g.m. de X ~ Bi(n,p) y sea ¢y (t) laf.gm. de Y ~ P()), entonces:

lim @X(t) = nlin;o |:1 + %(eit . 1):| — eA(eit_l) — @Y(t)

n—oo
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Deduccién y descripcion

Sea fx(z|t) la probabilidad de tener, de manera exacta, X ocurrencias en un
intervalo ¢, y supdngase lo siguiente:

1. En este intervalo, los eventos ocurren de manera independiente.

2. La probabilidad de una sola ocurrencia, en un intervalo muy pequeno dt es
vdt, en donde v es la frecuencia constante de ocurrencia y (v > 0).

3. El intervalo dt es tan pequeno, que la probabilidad de tener méas de una
ocurrencia en dt es despreciable

El evento que en el tiempo t 4+ dt ha ocurrido exactamente x veces, puede
llevarse a cabo de dos maneras diferentes y excluyentes:

1. Existen x ocurrencia por tiempo ¢, con probabilidad fx(z|t) y ninguna en
dt, con probabilidad (1 —wvdt). Dada la suposicién de independencia, la prob-
abilidad conjunta es fx(x|t)(1 — vdt).

2. Existen x — 1 ocurrencias por tiempo ¢, con probabilidad fx(z — 1|t) y una
durante dt, con probabilidad vdt. Otra vez, dada la suposicién de indepen-
dencia, la probabilidad conjunta es: fx(z — 1|t)vdt.

Esto es:
fx (x|t +dt) = fx(zt)(1 —vdt) + fx(x — 1|t)vdt.

Después de multiplicar, transportar fx(z|t) al primer miembro, y dividir por dt,
se tiene:

fx(z[t +dt) — fx(zt)

= v[fx(x = 1[t) = fx(@[t)].

dt
Si se toma el limite conforme dt — 0, por definicién se tiene:
dfx (x|t
0 (e —118) ~ fre) (617)

que es una ecuacién diferencial lineal con respecto a t y una ecuacion de diferencias
finitas de primer orden, con respecto a x. Si x = 0, la ecuacién (6.17) se convierte
en

dfxOt) _ olfx(=1[¢) — fx(0[t)]

dt
= —vfx(0]t),
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dado que fx(—1|t) tiene que ser cero. La solucién general de la ecuacion diferencial
lineal

d
000 _ o

se obtiene mediante separacién de variables e integraciéon en ambos miembros, lo
que da como resultado:

In[fx (0t)] = In(c) — vt,

fx(0]t) = ce™¥

Dado que la probabilidad de tener cero ocurrencias en un intervalo ¢ = 0, debe ser
Le=1ly

Fr(Olt) = e
Siz =1, (6.17) se convierte en
PxU _ 11501t - Fx(e)
6
df}‘d(;‘t) +ofx(1lt) = ve (6.18)

La ecuacién (6.18) es una ecuacién diferencial no homogénea con la condicién
inicial de que fx(1]0) = 0 dado que la probabilidad de tener exactamente una
ocurrencia en ¢t = 0 debe ser cero. La solucién de (6.18) es

fx(1ft) = (vt)e™
De manera similar, para z = 2y fx(2|0) =0, (6.17) se reduce a

dfx (2|t
fX( ‘ ) +UfX(2|t) _ U2t€_vt,
dt
cuya solucion es
_ (vt)Qe_”t

fx(@lt) =
Al continuar este proceso puede deducirse que la probabilidad de tener exacta-
mente x ocurrencias en t es

+)T —vt
Fx(zlt) = % x=0,1,2,... (6.19)
x!
siempre que fx(x|0) = 0. Si se sustituye A = vt en (6.19), el resultado es la funcién
de probabilidad de Poisson.
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6.10. Distribucién binomial negativa
Definiciéon

Definicion 6.10 Se dice que una v.a. tienen una distribucion binomial neg-
ativa con parametros r yp (r € N, p € (0,1)) si tienen como f.p. a:

r+r—1\ , .,
etatr) = (7707 K@ (6.20)

Esto se denota por ’ X ~ BiNe(r,p) ‘

Descripcién y deduccion

Supéngase que hemos de realizar una sucesion infinita de pruebas de Bernoul-
li, es decir, experimentos donde el resultado puede ser éxito o fracaso. Al ser una
prueba de Bernoulli la probabilidad de éxito es p € (0,1). Es aqui donde estudiare-
mos el comportamiento de la v.a. que representa el nimero total de fracasos que
ocurren antes de obtener r éxitos. Esta demas decir que tanto r como el niimero
de fracasos antes de r éxitos son nimeros enteros.

Para n = r,r 4+ 1,..., se define A,, como el suceso de que el nimero total
de pruebas requeridas para obtener exactamente r éxitos sea n. El suceso A,
ocurrird si, y sélo si, ocurren exactamente r — 1 éxitos entre las primeras n — 1
pruebas y el r-ésimo éxito se obtiene en la n-ésima prueba. Puesto que todas las
pruebas son independientes, resulta que

n—1 —1 (n—1)—(r— n—1 r_on—r
Pr(4,) = (T_ 1)1)’" L= p = (r_ 1>p ¢ (6.21)

Para cualquier valor de = (z = 0,1,2,...), el suceso de obtener exactamente x
fracasos antes de obtener el r-ésimo éxito es equivalente al suceso de que el nimero
total de pruebas requeridas para obtener r éxitos es r + x. En otras palabras, si
X denota el nimero de fracasos que ocurrirdn antes de obtener el r-ésimo éxito,
entonces Pr(X = x) = Pr(A,1,). Si se denota Pr(X = z) por fx(x|r,p), de la
ecuacién (6.21) resulta que

r+xz—1\ , .,
etelr) = ("I Tora0@ (6.22)

Teniendo en cuenta que:

() -
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« términos
(r=1+4+z)r—=1+z—-1)---(r—14+z—z+1)
x!

r(r+1)---(r+z—1)
x!
(1Y (r)(=r = 1) (or =+ 1)

z!

La f.p. la podemos expresar alternamente como:
—r —r
Pr(X = — 1) g% = T \T
r(X =) <x>( )*p"q ($)p(Q)
es decir:

Fetelrin) =

T

)prn—qul{msz}<x> (6.23)

T

de ahi su nombre de binomial negativa al comparar su funcién de probabilidad
con la Bi(n,p).
Dado que el binomio

—r = -r x

-0 =% (7)o
z=0

podemos verificar que

Spix -5 (a5 (7)o

=0
=p'(l-q "=p -p"=1
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6.11. Distribucién geométrica
Definiciéon

Una distribucién binomial negativa con r = 1 es llamada una distribucién
geométrica.

Definicion 6.11 Una v.a. tiene una distribucion geométrica con pardametro p
(p € (0,1)) si tiene como f.p. a:

fx(z[1,p) = pq” Lo .3 () (6.24)

Esto se denota por: | X ~ Geo(p)

Descripcién y deduccion

Considérese de nuevo una sucesion infinita de pruebas de Bernoulli en donde
el resultado de cualquier prueba es un éxito o fracaso y la probabilidad de éxito
en cualquier prueba es p. Si se define X; como el nimero de fracasos que ocurren
antes de obtener el primer éxito, entonces X; tendrd una distribuciéon geométrica
con parametro p.

En general, para j = 2,3,..., se define X; como el nimero de fracasos que
ocurren después de haber obtenido j — 1 éxitos, pero antes de obtener el j-ésimo
éxito. Puesto que todas las pruebas son independientes y la probabilidad de obten-
er un éxito en cualquier prueba concreta es p, resulta que cada variable aleatoria
X tendrd una distribucién geométrica con pardmetro p y que las v.a. X7, Xo, ...
seran independientes. Ademas, parar = 1,2, ..., la suma X;+- - -+ X, serd igual al
numero total de fracasos que ocurren antes de haber obtenido exactamente r éxi-
tos. Por tanto, esta suma tendra una distribucién binomial negativa con paramet-
ros r y p. Asi se ha obtenido el siguiente resultado:

Proposicion 6.2 5i X1,..., X, son variables aleatorias i.i.d. y si cada X; tiene
una distribucion geométrica con pardmetro p, entonces la suma X = X1 +---+ X,
tiene una distribucion binomial negativa con pardmetro r y p.
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Momentos

Si X1 ~ Geo(p) , entonces su f.g.m. ¢ (t) es:
di(t) = B(e™) =p Y (ge)" (6.25)
=0

Esta serie infinita converge para cualquier valor de ¢ siempre que 0 < ge! < 1, esto
es, para t < In(1/q). Del célculo tenemos que para a (0 < a < 1).

o0
R
11—«

x=0
De ahi que t < In(1/q),

it) = 5 _p el (6.26)

Sabemos que si las variables aleatorias Xy, ..., X, son i.i.d. y si la f.g.m. de
cada una de ellas es ¥ (¢), entonces la f.g.m. de la suma X; +--- 4+ X, es [¢1(¢)]".
Puesto que la distribucién de la suma X = X; + --- + X, sigue una distribucion
binomial negativa con parametros r y p, de ahi:

Proposicion 6.3 Si X tiene una distribucion binomial negativa con pardmetros
r y p, entonces la f.g.m. de X es la siguiente:

1/1)((75)=< P > pamt<ln(1>. (6.27)

1— get q

Y también podemos calcular la funcién caracteristica de la distribucién bino-
mial negativa como:

ox(t) = B = > (T oy

Si X ~ Geo(p), entonces:

E(X1) = ¢4 (0) = j; (6.28)
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Var(X1) = ¢{(0) — [{(0)]* = ]% (6.29)

Supéngase que X ~ BiNe(r,p). Representemos X = X; + --- + X, donde
X; ~ Geo(p) son v.a. i.i.d. de ahi:

=y Var(x) =2, (6.30)

E(X) ) pe

Relacién con otras distribuciones

X ~ Geo(p) = BiNe(1,p).
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Figura 6.5: La f.d.p. de una distribucién geométrica para p = 0.7.
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6.12. Distribucion multinomial
Definicién
Definicion 6.12 Se dice que un vector aleatorio X tiene una distribucion multi-
nomial con parametros n yp (n € N,p € (0,1)") si tiene como f.d.p. a:
n!

T T Tk
-~~xk!p1 U (6.31)

fx(a@ln.p) = —

Ademéds, fx (x|n,p) = 0 para cualquier otro vector x.

Este hecho se denota por: | X ~ Mult(n, p) ‘

Vemos que esta distribucién es una generalizacion de la distribucién binomial.
Se llama asi, ya que

n! .
1 L
7p ...p
zq!ap) k

es el término general en el desarrollo multinomial

(pr+p2+-+pp)" .

Relacién con otras distribuciones

Como ya dijimos esta distribucién es una generalizacién de la distribucién
binomial; pues cuando k = 2, es decir X = (X1, X3) , el vector aleatorio tiene
dimensién dos tenemos una distribuciéon binomial.

Momentos

Supéngase que X ~ Mult(n, p). Puesto que la distribucién marginal de cada
componente del vector,X; ,es una distribucién binomial con pardmetros n y p;,
X; ~ Bi(n, p;),resulta que

E(X;) = np; y Var(X;) = np;(1 — p;) Vi=1k. (6.32)
o bien también:
E(X)=FE(X1,X2,...,X;) = (np1,np2,...,npg).

Dado que la suma X; + X es el niimero total de articulos del tipo ¢ o del tipo
J que se seleccionan en n pruebas de Bernoulli, vemos que

Xi+ X; ~ Bi(n,p; + pj)
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Por tanto,
Var(X; + X;) = n(pi + p;)(1 — pi — pj). (6.33)
Ademaés:

Var(X; + X;) = Var(X;) + Var(X;) + 2Cov(X;, X;)
= npi(1 —pi) + np;(1 — pj) + 2Cov(X;, Xj). (6.34)

Igualando las partes derechas de (6.33) y (6.34), obtenemos:
COV(XZ‘,XJ‘) = —npipj s (635)

la covarianza para dos componentes cualquiera, X; y X;, del vector aleatorio X.
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6.13. Distribucién De Pélya o de contagio
Definicién

Definicion 6.13 Se dice que una v.a. tiene una distribuciéon Pdlya o de con-
tagio con parametros N1, No, n y ¢ (N1, Na,n,c € N) si tiene como f.p. a:

fX(‘/L"NlaN27na C)

_ <n> Ni(M +¢)- - [Ni+ (z = 1)eJNo(Na +¢) - - [Na + (n — . — 1)c] (6.36)

N(N+¢)--- [N+ (n—1)]

T

Este hecho se denota por: ’ X ~ Polya(Ny, Na,n, c) ‘

Descripcién y deduccion

Tenemos una poblaciéon con N; elementos que cumplen con cierta propiedad
P1 v Ny que cumplen con otra propiedad Ps, siendo un total de N = Ny + N»
elementos. Es decir, tenemos una poblacién con elementos de dos tipos distintos.

Extraemos un elementos al azar de la poblacién, luego devolvemos este ele-
mento a la poblaciéon acompanado de ¢ elementos mas del mismo tipo. Repitiendo
este proceso n veces.

Lav.a., X, que se refiere al niimero de elementos del mismo tipo que se obtienen
de este proceso de contagio en n repeticiones del mismo se dice que sigue, entonces,
una distribucién de Polya o de contagio.

Fijemos nuestra atencion a los elementos del primer tipo, entonces la prob-
abilidad de obtener exactamente x elementos de este tipo en x repeticiones del
proceso es:

Ni Nite Ni+(z—1)c
N N+c N+ (x—1)c

tras haber obtenidos x elementos del primero tipo en las primeros x repeticiones
del proceso, la probabilidad de obtener (n — z) elementos del segundo tipo en las,
precisamente (n — x), restantes repeticiones del proceso sera:

No Ny +c No+(n—z—1)c
N+zc N+ (z+1)c N+ (n—1)c
De estos dos resultados se sigue que la probabilidad de obtener = elementos del

primer tipo en las primeras = repeticiones del proceso y n—z elementos del segundo
tipo en las restantes n — x repetiones es:

Ny Ni+c¢ N+ (x—1)c Ny Ny +ec No+(n—x—1)c

N N+c¢ N+(@—-1)¢c N4zc N+@x+1)c N+ (n—1kc




6. Algunas Distribuciones 113

Ademas las posibles disposiciones del los dos tipos de elementos, 2 del primer
tipo y n — = del segundo tipo, es:

()=

El producto de los dos resultados anteriores es la f.p. dada en la definicién.

Momentos
Definamos:
M _q N
D= N y q= b= N’

como las proporciones iniciales de elementos del primer tipo y del segundo, re-
. & C e . .
spectivamente, y definamos v = N la proporcién inicial de contagio, entonces la

esperanza matemadtica y varianza de esta v.a. son:
E(X)=mnp

1+ nv
1+v

Var(X) = npq

Omitamos por el momento la demostracién de estos resultados.
Ademas, la distribucién de Pélya converge a una distribucién Bi(n, p) cuando:

N1 — o0
N2—>OO
N — oo

siempre que:

P=N
=N

permanezcan constantes y se verifique:

lim v =0.
N—o00
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6.14. Distribucién uniforme

Definiciéon

Definicion 6.14 Una v.a. X tiene una distribucion uniforme con pardmetros
ayb (a,beR, a<b)sitiene como f.d.p. a:

1

fx(ala,b) = 7= Loy () (637

Hecho que denotamos por: | X ~ U(a,b)

La funcion de distribucion es:
r 1 T —a
x () r(X <ux) /a b—adw —

Esta distribucién tiene la siguiente caracteristica:

r+Azx A
Pr(x§X§x+A3:):/ bdac =5 i ,
. —a —a

es decir, que la probabilidad depende de la amplitud del intervalo, Az, que este-
mos considerando. De ahi vemos que la distribucién se encuentra uniformemente
repartida en su campo de variacién, el intervalo [a, b].
Descripcién y deduccion

Consideremos un experimento en el que hemos de seleccionar al azar un pun-
to del intervalo [a,b]. Ademds, supongamos que cada punto, X, tiene la misma
probabilidad de ser seleccionado, independientemente de su localizacién, entonces
decimos que X es una v.a. que se distribuye uniformemente.

Momentos

La esperanza, varianza y funcion caracteristica de esta variable son:

b
E(X):/ T dx:a+b-

b—a 2’

(b° —a®)
3(b—a)

b :UQ
E(X?) = y dr =
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G b | cith _ gita
= v = wr d = ————— t N =
ex(t) = E(e"™") /ae o b= a) sit#0 ; ox(0)
6tb_em
—_— t
vx(t) =4 th—a) PHAIF0
1 parat =10

la f.g.m. es no diferenciable en cero, pero los momentos pueden ser calculados
diferenciando y tomando el lim;_q.

Generacion de nuimeros aleatorios

tenemos que
r=a+(b—a)- Fx
y Fx ~U(0,1).
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Casos especiales

Como casos particulares tenemos los siguientes:

1 Si en U(a,b) hacemos a = 0,b = 1, tenemos la distribucién U(0,1). La
funcién de densidad es fx(x) = 1, el campo de variacién el intervalo [0, 1], y sus
caracteristicas

2 Distribucién U(—a,a): a = —a, b = a.
la funcién de densidad es fx(z) = 1/2a, el campo de variacién el intervalo [—a, al,
y sus caracteristicas

E(X) =0,
2
a
Var(X) = —,
ar(X) 3
eita o efita
)= ———
Px (t) 2ita

—ita

Si expresamos e'® y e en forma bindmica:

e’ = costa + isinta, e % = costa — isinta
y sustituimos en la funcién caracteristica tenemos

() = (costa +isinta) — (costa —isinta) 2isinta  sinta
PXN) = 2ita - 2ita  ta

Propiedades

Propiedad 6.1 Sea X wuna v.a. con distribucion continua con funcion de dis-
tribucion Fx(x), y consideremos y = Fx(x), entonces Y es una v.a. cuya f.d.
es:

Fy(y) = Pr(Y < y) = Pr[Fx(X) < y] = Pr[X < Fy'(y)] = Fx[Fx' ()] = y
y por tanto

) =Fy=1
asi’Y ~U(0,1).
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Figura 6.6: La f.d.p. de una distribucién uniforme.
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6.15. Distribucion logaritmica

Definiciéon

Definicién 6.15 Se dice que una v.a. X tiene una distribucion logaritmica
con pardmetros a y b (a,b € R, a < b) si tiene como f.d.p. a:

Inx

b(Inb—1) —a(lna — 1) Lia,) (7).

Fx(ala,b) = (6.38)

Este hecho lo denotamos por: ’ X ~ Logaritmica(a, b) ‘
Noétese que a < by ademéds a € [1,00) y b € (1, 00).
Y su funcién de distribucién esta dada por:

_a(l—Ina) —z(1 —Inx)
Fx(w) = a(l —Ina) —b(1 —Inb)

Momentos
El momento entorno a cero esta dado por:

a1 — (n+1)Inal — " 1 - (n+1)Inb
(n+1)2[a(l —Ina) — b(1 —Inb)]

B(X") =

De aqui tenemos:

_ _ a?[1—2Ina] —b*[1 — 21nb|
p=FEX)= 4[a(l —Ina) — b(1 — Inb)]

La varianza, sesgo y curtosis son expresiones complicadas que involucran a
an, = E(X™).
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Figura 6.7: La f.d.p. de una distribucién logaritmica.
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6.16. Distribucion normal
Definicion

Definiciéon 6.16 Se dice que una v.a. X tiene una distribucién normal con
media p y varianza o (u € R, 0 > 0) si X tiene una distribucion continua cuya

fdp. fx(x|u,o?) es:

2
fx(z|p, o?) = Mexp [; (a: — M) ] Ir(x). (6.39)

g

Este hecho se denota por: ’ X ~ N(p,0?) ‘
Ahora demostraremos que la anterior ecuacion es realmente una f.d.p. de-

mostrando que
/ fx(x|p,0?) dz = 1. (6.40)

Definamos y = (x — u) /o, asi

/_OOfX(fL"MaUQ) dm—/_ooWeXp (—2y2> dy.

Definamos también:

0 1
I—/ exp (—2y2> dy. (6.41)

Entonces, basta demostrar que I = (27)'/2.
De la ecuacién (6.41), tenemos:

I’=171-1 —/ exp (—;y2> dy/ exp (—;f) dz
[e.e] oo 1
= / / exp [—Q(y2 + 22)] dy dz.

Ahora hagamos el cambio de variables en esta integral de y y z a coordenadas

polares 7 y 6 definidas como y = rcosf y z = rsinf. Y dado que 3% + 2% = r2,

tenemos:

2 e’}
I? = / / exp <—;r2> r dr df = 27.
0 0

Asi, I = (2m)'/2 y 1a ecuacién (6.40) estd demostrada.
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Momentos
Obtengos la f.g.m. de esta v.a.:

oo

Yx(t) = E(etX) = /_ Mexp [t:v ~ o7

Dentro de los corchetes tenemos:

(z—p)* _ 1 5o [z—(n+o*t)
tx 992 ut + 20 t 552 .
Luego:
OO 1 1 oo [z—(ut+o’)P
t) = —_— t+ —o“t° — dx.
¥x(t) /_Oo (27)1/20 P [,u T 202 v

Asi:

N B e e e

oo (2m)1/20 202

-~

=C=1

Reemplazando j por p+ 0%t en la ecuacion (6.39), resulta de la ecuacién (6.40)
que C = 1. De ahi que, la f.g.m. de la distribucién normal es:

Yx(t) = exp <,ut + ;(72752) ViteR. (6.42)
De un modo similar llegamos a que la f.c. es:
ox(t) = exp (/u't — ;Uzt2) VteR.
De los resultados a los que hemos llegado, vemos que si X ~ N(yu, 0%), entonces:
E(X) =¢x(0) = u
Var(X) = ¢ (0) — [¢x (0)]* = o”.

De este modo vemos que g y o2 son la media y la varianza de la distribucién
normal definida por la ecuacién (6.39).

Dado que la f.g.m. 1 x(t) es finita para todo valor de t, todos los momentos
E(X*),donde k € N, han de ser finitos.
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Enunciados

Teorema 6.2 Si X tiene una distribucion normal con media p y varianza o2 y si
Y =aX+b, donde a y b son constantes y a # 0, entonces Y tiene una distribucion
normal con media ap + b y varianza a*c?

Demostracion. La f.g.m. 1x de X estd dada por la ecuacién (6.42). Si vy es la
f.g.m. de Y, entonces

1
Yy (t) = e (at) = exp |(ap + b)t + §a202t2 VteR.

Comparando esta esta expresion para vy con la f.g.m. de una distribucién normal
de la ecuacién (6.42), se observa que vy es la f.g.m. de una distribucién normal con
media ap +b y varianza a?c2. Por tanto, Y debe tener esta distribucién normal. <

Teorema 6.3 Si las variables aleatorias X1,..., Xg son independientes y si X;
tiene una distribucion normal con media pi; y varianza o? (i =1,...,k), entonces
la suma X1 + - - + Xy tiene una distribucion normal con medm 1t gy
varianza o2 + - - - + O',%.

Demostracion. Sea 1;(t) la f.g.m. de X; parai=1,...,k y sea ¢¥x(t) la f.g.m.
de X7+ -4 Xg. Puesto que las variables X1, ..., X} son independientes, entonces

k
Px(t) = H% Hexp (mt + 02t2)
i1

:eprZMz)u (Za> ] VieR

La f.g.m. de la ecuacién (6.42) se puede identificar como la f.g.m. de una dis-
tribucién normal cuya media es Zle [; Y cuya varianza es Zle o2. Por tanto,
la distribucién de X; + - - - + X}, debe ser esa distribucién normal. <

Corolario 6.1 57 las v.a. Xq,..., X son independientes, st X; tiene una dis-
tribucion normal con media p; y varianza o (i=1,....k) ysiay...,a y b son
constantes para las que al menos uno de los valores ai,...,ar es distinto de cero,
entonces la variable a1 X1+ - -+ap X +b tiene una distribucion normal con media
aipy + - -+ agpr + b y varianza a%a% -+ akak

Corolario 6.2 Supdngase que las v.a. X1, ..., X, constituyen una muestra aleato-

ria de una distribucion normal con media p y varianza o® y sea X, la media

muestral. Entonces X, tiene una distribucion normal con media p y varianza
o?/n.
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Demostracién. Puesto que X, = (1/n)> 1, X;, resulta del corolario anteri-
or que la distribuciéon de X,, es normal. Consecuentemente, basta recordar que
E(X,) = py que Var(X,) = 0?/n. <
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Figura 6.8: La f.d.p. de una distribucién normal.

Vemos que la grafica de esta distribucién es simétrica respecto a su media pu,
pero ademads este p también es la mediana y moda de la distribuciéon. Y como
puntos de inflexién, obtenidos mediante la doble derivada de la f.d.p, tenemos a
r=pu—0cyzxr=pu-+o.

Algo visible de la gréfica es su “forma de campana”, parecida forma que tam-
bién tiene la distribucién Cauchy. Sin embargo, hay que recordar que la distribu-
cién Cauchy carece de cualquier momento mientras que en la distribucién normal
no es asi.
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6.17. Distribucion normal tipificada
Definiciéon

Una distribucién N(u = 0,0 = 1) se llama distribucion normal tipificada o
también distribucion normal estdndar.

Definicion 6.17 Se dice que una v.a. X tiene una distribucion normal tipifi-
cada si tiene una distribucion normal con p = 0 y 0® = 1, es decir, con f.d.p.
tqual a:

1

L 5
—_— —= R 4
(om)1/2 exp ( 5% ) Vo € (6.43)

Denotamos este hecho por: | X ~ N(0,1) |

Algunos autores generalmente usan la siguiente notacién para la f.d.p.y f.d.:

fx(z) =

o(z) = fx(x]0,1) = (2771)1/2 exp (—;$2> VezelR (6.44)
v 1 x
B(z) = /_Oo 6(u) du = Serf <\/§> Yz eR, (6.45)

El calculo de probabilidades de esta variable lo podemos encontrar en tablas
o inclusive hay cédlculadoras que los obtienen. Una relaciéon muy util al hacer uso
de tablas es:

O(x)+P(—x)=1 z € R. (6.46)

Las probabilidades para una distribucién N(u, 02) cualquiera pueden ser calcu-
ladas mediante la transformacién Z = (X — p)/o, la cual nos lleva a Z ~ N(0, 1).
La f.g.m. y f.c. de esta distribucién, por ende, es:

dx(®) ="y px() =
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Comparaciones de distribuciones normales

0.9

0.2 4

fix|0,0%

o7

0.6

0.5
0.4 |
0.3 |

0.z 4

A N

Figura 6.9: La f.d.p. normal para y =0y o =1/2,1,2

De esta grafica vemos que para un ¢ pequeno tenemos una grafica muy apun-
tada y una muy dispersa para un ¢ grande.
Sea X ~ N(u,0?), una distribucién normal cualquiera, y k& > 0, entonces:

pr = Pr(|X — | < ko) = Pr(|Z] < k).

La tabla muestra las probabilidades dentro de k desviaciones tipicas para
cualquier normal:

Dk
0.6826

0.9544
0.9974
0.99994
1-6x1077
1-2x10"23

O UL W N
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6.18. Distribucion normal positiva
Definiciéon

Definicion 6.18 Una v.a. tiene una distribucion Normal Positiva con pardmet-
ros iy o (u€ R,o0>0) si tiene como f.d.p. a:

N2
fX('r’/%U) = \/\/Eiexp [_; <x M) ] I(u,oo) (1‘) (6.47)

g

Este hecho lo denotamos por: ’ X ~ NorPos(u, o) ‘
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Figura 6.10: La f.d.p. normal positiva para varios valores (u,02).
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6.19. Distribuciéon lognormal
Definiciéon

Definicién 6.19 Una v.a. X tiene una distribucién lognormal? con pardmet-
ros u y o? (p € R,o0 € RY), si tiene la siguiente f.d.p.:

2mox o

2
(o) = ———exp [—; (=) ] T+ (2). (6.43)

Este hecho lo denotamos por: ’ X ~ LogN(u,0?) ‘

Descripcién y deduccion

Sea una v.a. Y ~ N(u, 0?), efectuamos la transformacion X = e¥. La distribu-
cién de esta variable recibe el nombre de lognormal. Su campo de variacién es
RT.

El célculo de la f.d.p. lo efectuamos como sigue:

Fx(z) =Pr(X <z) =Pr(e¥ <z)=Pr(Y <Inz)= Fy(lnx)

donde

2

V2nox o

Momentos

Sus momentos:

n=0,1,...

2 2 2
E(X™) = exp [WZM}

En particular:

26 de Mac Alister 6 logaritmico normal.
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Grafica
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Figura 6.11: La f.d.p. lognormal para varios valores (p,02).
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6.20. Distribucion de Gilbrat

Definiciéon

Definicion 6.20 Se dice que una v.a. X tiene una distribucién de Gilbrat si
tiene como f.d.p. a:

1

2nx

Esto lo denotamos por: | X ~ Gilbrat

Relacién con otras distribuciones

(Inx)?
2

et = <o |- 00 o) (6.49)

X ~ Gilbrat = LogN(0, 1).

Momentos

Adem3ds sus momentos:
p=E(X)=e'/?

0% = Var(X) = e(e — 1)
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Figura 6.12: La f.d.p. Gilbrat.
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6.21. Distribucion de Cauchy
Definicién
Definicién 6.21 Se dice que una v.a. tiene una distribucion de Cauchy con

pardmetros a y A (o € R, X € RT) si tiene como f.d.p. a:

AN S N (6.50)

et ) = e —ar

Esto lo denotamos por: ’ X ~ Cau(a, \) ‘
Su funcién de distribucién es:

Fx(z) = % [arctan <x ; O‘) i 727]

Y su funcién de distribucién inversa (de probabilidad Fx) es:

o rinr (re-1)]

La f.d.p. de una v.a. Cauchy es simétrica con respecto a a que es la mediana
de la variable; en efecto, Fix(a) =1/2.

Momentos

Su f.c. es:

SOX(t) _ eiatf)\m
que no es diferenciable en ¢ = 0, por tanto, la v.a. carece de momentos respecto
al origen. Lo que implica que no tiene media y varianza.

Casos especiales

Definamos una variable Y = a + bX siendo X ~ Cau(a, \), entonces Y ~
Cau(a + ba, |b|\).

Como caso particular de la distribucién de Cauchy haciendo A =1y a =0
tenemos la distribucién Cau(0,1)3 con funcién de densidad igual a:

1 1
——1 .
71+ a2 r(@)

fx(z) =

3También se verifica su reciproco si X es Cau(0, 1), entonces la variable Y = AX + «a sigue
una distribucién Cau(a, A).
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A esta distribucion se llega, también, como cociente de dos distribuciones
N(0, ¢?) independientes, no siendo cierta la situacién inversa, es decir, si una dis-
tribucién Cau(0, 1) es el cociente de dos variables aleatorias independientes éstas
no tienen por qué ser N(0,0?).4

A esta distribucién Cau(0, 1) también se le conoce como Cauchy estandarizada
y la denotamos por Caukst.

Otros casos son:

» Sea Y ~ Cau(0, ) y la variable W = 6/Y, W ~ Cau(0, |0|/)).
» SeaY ~ Cau(0,1) y W=1/Y, W ~ Cau(0,1).
» SeaY ~U(—7/2,7/2) y W =tanY, W ~ Cau(0, 1).

Enunciados

Ahora demostramos que la distribucién de Cauchy tiene la propiedad aditiva
o reproductiva. Si tenemos k variables aleatorias independientes

Aj 1

X2 -
T N (- y)?

y definimos X = X1 + Xo + -+ - + X}, esta v.a. sigue una distribucién de Cauchy.
Para demostrarlo calcularemos su f.c.:

k k
px(t) = [[ os() = [ et = e Ehaa =t E5s
Jj=1 Jj=1

que es la f.c. de una v.a. que sigue una distribucién de Cauchy con f.d.p. igual a:

i i Zl?:l Aj 1
Ix x‘zujaz)‘j = jﬂ_ i 2 & 2"
=1 =1 (Zj:l )‘j> + (93 - Zj:l Mj)

4La distribucién Cau(0, 1) puede contemplarse, asimismo, como una t de Student con 1 grado
de libertad.
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Figura 6.13: La f.d.p. Cauchy para varios valores (a,\).
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6.22. Distribuciéon de Laplace
Definiciéon

Definicién 6.22 Una variable aleatoria X sigue la distribucion de Laplace®

con pardmetros a y A (o € R, A\ € RT), si tiene funcion de densidad de probabili-
dad igual a

Fx(ala, \) = ge—klm\ T () (6.51)

El hecho se denota por: ’ X ~ Lap(a, \) ‘
La anterior f.d.p. también se puede espresar:

Ae=Aa—z) g -
3 siz € (—o0,qa]
fx (@) { %e—k(u’v—a) six € (o, +00)

Su funcién de distribucién es:

Fx(z) = % [1 + sgn(z — a)(1 — e M=ol

Momentos

Su funcién caracteristica es:

)\2
oxt) =3 e

ita
y de aqui deducimos que su esperanza y varianza son iguales a:

EX) =«

2
Var(X) = 2

La funcion es simétrica con respecto a a.

°0 exponencial doble.
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Figura 6.14: La f.d.p. Laplace para varios valores (a,\).
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6.23. Distribucién logistica
Definicién
Definicion 6.23 Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion

logistica con pardmetros o y 3 (a € R ,8 € RT ), si tiene una funcién de densidad
igual a:

fx(zle, B) = o <_%> 5 Ir(2) (6.52)
b [1 + exp (—%ﬂ
_ exp (%) . In(2)
b [1 + exp (%)}
_ 1 T
" o1 eon (52)]
_ sech? (%) o

45
Esto se denota por: ’ X ~ Log(a, B) ‘

La f.d.p. es simétrica con respecto a «.
Su funcién de distribucién es

Fx(z) = [1 +exp <_xga>y1

()

Y su funcién de distribucién inversa (de probabilidad Fx) es

xza—l—ﬁln( Ix )

1—-Fx

Momentos
Su funcién generatriz de momentos es
¥x(t) = exp(at)D(L - BT(L + B)

7Bt exp(at)
sin(7(t)
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Y su funcién caracteristica es
exp(iat)m it
ox(t) = ——F———
sin(wQit)
Ademaés:
Media = Mediana = Moda = «

Y su varianza:

(m)?
3

Un caso particular de la distribucion logistica es la logistica estandarizada, es
decir, Log(1,0) que tiene una funcién de distribucién Fx y funcién densidad de
probabilidad igual a fx con las propiedades

fx =Fx(1 - Fx)

Var(X) =

x=1In[Fx/(1— Fx)]



6. Algunas Distribuciones 140

Grafica
- 0k
g- Log(D,0.53
k]
= Logio,1)
Log(d,2)
X
G 4 2 Ju] 2 4 ]

Figura 6.15: La f.d.p. logistica para varios valores («,(3).
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6.24. Distribucion Pareto
Definicién
Definicion 6.24 Se dice que una v.a. tiene una distribucién Pareto con pardmet-

ros xo y b (vo ,b € RY) si tiene como f.d.p. a:

bl
fx (z]zo, b) = s I{:cho}(x) (6.53)

Lo que denotamos por: ’ X ~ Pareto(z, b) ‘
Y su funcién de distribucién es:

Fy(z)=1- (%)bl{a@ro}v

Momentos

Calculamos su esperanza y varianza. La esperanza siempre que b > 1 es igual

o0 b
E(X)= / babrr =t e = 0
. b—1

el momento de orden dos con respecto al origen es igual a:

x%bQ
b—2

oo

E(X?) = / bada?er 0" e =

o

si b < 2 no existe el momento de orden dos puesto que la integral no es convergente,

sucediendo lo mismo en la experanza si b < 1. La expresion de la varianza es:
x3b? x3b? z3b

VarlX) = S T 1 T G2 =12

Esta distribucién es truncada, pues siempre x > x.
Nota: El £ momento existe si b > k.
Aplicaciones

La distribucién de Pareto encuentra su principal aplicacién en el andlisis socio-
econdémico, en especial en el estudio de la distribucion de las rentas personales.
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Grafica
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Figura 6.16: La f.d.p. Pareto para varios valores (z,b).
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6.25. Distribucién Extreme Value(Gumbel)
Definicién

Definicién 6.25 Se dice que una v.a. X tiene una distribucion Gumbel b con
pardmetros o y 3 ,(a € R ,3 € RT), si tiene como f.d.p. a:

Fx(zla, B) = & exp (—;“) exp [—exp (—"’” - O‘)] I (2) (6.54)

Y lo denotamos por: ’ X ~ Gum(a, ) ‘
Su funcién de distribucién es

Fx(z) = exp [— exp <—x ; O‘ﬂ

Y su funcién de distribucién inversa (de probabilidad Fx) es

x=a—LFlnln(1/Fx)

Momentos

Ademas su funcién generatriz de momentos
¢x(t) = exp(at)L(1 = pt), ¢ <1/b
y su funcién caracteristica es

ox(t) = expliat)T (1 — ift)

STambién se suele decir que tiene una distribucién Exztreme Value.
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Figura 6.17: La f.d.p. Gumbel para varios valores («,(3).
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6.26. Distribucion triangular
Definiciéon

Definicion 6.26 Decimos que una v.a. X sigue una distribucion triangular
con pardmetros de a, b y ¢ (a, b, c € R) si X tiene una distribucion continua cuya

fd.p. es:

2(x —a) 2(b—x) ) Loy (@) (6.55)

Ix(@labe) = 5= e gy led @+ =5 =g

v lo denotamos por: ’ X ~ Tri(a,b,c) ‘
Tenemos en los parametros que a: localizacién, b: escala y c: forma.
Y su funcién de distribucion es:

_ (z—-a)p (b— =)
Fx(z) = G—a)c—a) Ligq(z) + {1 - (b—a)(b—c)} Ly (2)

Momentos
Su media y varianza son:

a+b+c a? +b%+c%—ab—ac—be
E(X) = —5 Var(X) = F

y el pardmetro de forma es la moda.
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Figura 6.18: La f.d.p. Triangular para varios valores (a, b, c).
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6.27. Distribucién gamma
Definicién
Definicién 6.27 Se dice que una v.a. X tiene una distribucion gamma con

parametros a y 3 (o, € RY) si X tiene una distribucién continua cuya f.d.p.
fx(z|a, B) se especifica como sigue:

5
I'(a)
Este hecho lo denotamos por: ’ X ~ Ga(a, B) ‘

La integral de esta f.d.p. es 1, puesto que de la definiciéon de la funcién gamma
resulta que

o r
/ e P dy = (a). (6.57)
0

Ix(zla, B) = 2O e P Ip+(x) (6.56)

a

Momentos

Si X ~ Ga(a, 3) entonces:

E(Xk) — /OOO xkfX(;L‘|o[7ﬂ) dr = Fﬁ(z) /OOO anrkfle*ﬁ:v dx
B* T(a+k) T(a+k)

T T(a) BFR T B(a)
_ ala+1)---(a+k—1)

B '
De aqui:
E(X) = %
2
Var(X) = a(aﬁ—; D _ <g> = %.

Y la f.gm. ¢x de X :

oxt = [ e petelap o= o [Tare 00 g

Esta integral serd finita para cualquier valor de ¢ tal que t < 3:
B D) _ ( 8
Lla) (B-t)* \B-t

Yx(t) = >0< para t < f3. (6.58)
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Enunciados
Teorema 6.4 Si las variables aleatorias Xi,..., Xy son independientes y si X;
tiene una distribucion gamma con pardmetros o; y 8 (i = 1,...,k), entonces la

suma X1 + --- + Xi, tiene una distribucion gamma con pardmetros ag + - - - + g

y B

Demostracion. Si v¢; denota la f.g.m. de X;, entonces de la ecuacién (6.58)
resulta que parai=1,...,k,
B

Pi(t) = (ﬁ_t>% para t < [3.

Si ¢x denota la f.g.m. de la suma X; + - - - + X}, entonces
k 3 o1+tag
Px(t) = 21:11¢Z(t) = (M) para t < f3.

La f.g.m. ¥ x se puede reconocer ahora como la f.g.m. de una distribucién gamma
con parametros aq + - -+ 4+ i y G. Por tanto, la suma X; + -+ + X} debe tener
esta distribucién gamma. <
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Figura 6.19: La f.d.p. Gamma para varios valores («, (3).
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6.28. Distribucion Gamma Estandarizada
Definicion

Esta distribucién no es méds que un caso particular de la distribucién Gamma
cuando 3 = 1. De ahi la siguiente definicion.

Definicion 6.28 Se dice que una v.a. tiene una distribuciéon gamma estandariza-
da con pardmetros a (o € R™) si tiene como f.d.p. a:

1
I(a)

2 e I+ (2)

fx(zla) =

Este hecho se denota por: ’ X ~ GaEst(«) ‘

Momentos

Su media y varianza son:
EX) =«
Var(X) = «
Su f.g.m. y f.c. son:
x(t) = (1)
px(t) = (1—dt)™"

Relacién con otras distribuciones

X ~ GaEst(a) = Ga(a, 3 =1)
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6.29. Distribucion exponencial
Definiciéon

Definiciéon 6.29 Se dice que una v.a. X tiene una distribucion exponencial
con parametro 3 (8> 0) si X tiene como f.d.p. a:

Fx(@]8) = Be gy (x) (6.59)

Este hecho se denota por: | X ~ Exp(f)
Nétese que: X ~ Exp(8) = Ga(l, ).

Momentos

Observamos que una distribucién exponencial con parametro 3 no es més que
una distribucién gamma con pardmetros a« = 1 y . De ahi que si X ~ Exp(f),
de la distribucién gamma tenemos:

1 1
EX)=- Var(X) = —.
(X) 5 (X) 52
Asi mismo de la f.g.m. de la gamma deducimos la f.g.m. de la exponencial:
Ux(t) = B para t < [3.
g—t

Relacién con otras distribuciones

X ~ Exp(1) = ExpEst.



6. Algunas Distribuciones 153

Grafica
25
- E=pr0.5)
=
X2 Expi1)
L™
Exp(1.5)
15 4 E xp(2)
1
. ‘Eﬁ‘
D T T T T T
0 1 2 3 4 5 ¥ 5

Figura 6.21: La f.d.p. exponencial para varios valores 3.
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6.30. Distribucion Exponencial Estandarizada
Definiciéon

Definicion 6.30 Una v.a. X se distribuye como una exponencial estandariza-
da, si su funcion de densidad de probabilidad es:

fx(x) = e “Ig+(x) (6.60)

Lo que se denota por: ’ X ~ ExpEst ‘

Momentos

Su media es:
EX)=1
y su varianza:
Var(X) =1
y su funcién caracteristica es:

ox(t) = (1—it)~"

Relacién con otras distribuciones

X ~ ExpEst = Exp(1) = Gam(1,1).
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6.31. Distribucién exponencial negativa
Definicién

Definicion 6.31 Una v.a. X se distribuye como una erponencial negativa con
pardmetros o y B (o € R,3 € R") si tiene funcion de densidad de probabilidad:

fx(zla, B) = Be 7= 1, (). (6.61)

Este hecho se denota por: ’ X ~ ExpNeg(a, ) ‘
En particular: X ~ ExpNeg(0, 5) = Exp(8) = W(S,1).

Momentos
Su media:
-1
B(x) =
g
y su varianza:
o’ +1
Var(X) = —E
y su funcién caracteristica:
ﬁeita
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6.32. Distribucion Ji
Definicion

Definicion 6.32 Una v.a. X tiene una distribucion ji con n grados de libertad
(n € N) si tiene como funcion de densidad de probabilidad a:

B 2
- 2n/2T(n/2)

Y esto lo denotamos por

Descripcién y deduccion

Fx(z|n) 2" e 2 Ip (2) (6.62)

Sea la ecuacién X = Y1/2 tiene una solucién tnica Y = X2 para X > 0 y
ninguna para X < 0. Asi

fx () = 2z fy (2%) I()
Supongase que Y ~ x?2.

1
_ n/2—1_-—y/2
y T = /Y, luego
2 /21 a2
P = gy e
2 el a2
R

Esta funcién es llamada la densidad ji con n grados de libertad.
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6.33. Distribucion de Maxwell
Definicién
Esta distribucién es un caso particular de una distribucién ji, con n = 3. Asf:

Definicion 6.33 Una v.a. tiene una distribucion Mazxwell si tiene f.d.p. igual
a:

2 2
fx(x) = Wx%_w /2 Ip+(x)

= /2/nzte /2 (6.63)

Hecho que denotamos por .

Relacién con otras distribuciones

Y tenemos la relacion: X ~ Max = xs.
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Figura 6.24: La f.d.p. de la distribucién Maxwell.
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6.34. Distribucion de Rayleigh
Definiciéon

Una v.a. que sigue distribucién ji con n = 2 grados de libertad se dice que
tiene una distribucion Rayleigh. Asi:

Definicion 6.34 Se dice que una v.a. X tiene una distribucion Rayleigh si tiene
como f.d.p. a:

fx(x) = ge=e /2 Ig+(z) (6.64)

Hecho que denotamos por: .

Relacién con otras distribuciones

Tenemos la relacion: X ~ Ray = xa.
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Figura 6.25: La f.d.p. de la distribucién Rayleigh.
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6.35. Distribucion de Weibull
Definicion

Definicion 6.35 Una v.a. X tiene una distribucion Weibull con pardmetros
Byr, (B,reRT), sisufdp. es:

fx(@|B8,r) = rBa"Le P gy () (6.65)

Lo que denotamos por: ’ X ~W(g3,r) ‘

Descripcién y deduccion

En la distribucién exponencial fy (y) = fe%, efectuamos el cambio de vari-
able X = Y1/ siendo r > 0. La distribucién de la nueva variable aleatoria es

Fx(z)=Pr(X <z)=Pr(Y"" <2) =Pr(Y <z") = Fy(z")
y la funcién de densidad:

fx(x) = Fy(z) =ra" ' Fl(2") = rBa""te 5",

Momentos

La media y la varianza de una X ~ W(j3,r) son:

p=p"Yr <1 + 1)
;

o? = g {F (1 + i) - [F (1 * i)ﬂ

Ahora verificamos que esto es cierto:
o0 '
uw=FEX) = / rBz"e P du
0

T/B *fu 7u1 1/r)—1
= WO <ﬂ)e ;u(/) du

— ﬂl/r/ ul/refu du
0

= p7/r (1 + 1>
T

donde hemos utilizado la sustitucién u = Bz" para evaluar la integral.



6. Algunas Distribuciones 162

E(X%) = / rBz e da

0
0 1+(1/7)
0

[o¢]
— ﬂ_2/r/ e du
0

= p7%r <1 + 2)

r

Entonces

o = E[(X —p)? = B(X?) -

Relacién con otras distribuciones
= X ~W(3,1) = Exp(f) = Ga(1, 3).

» X ~W(1,1) = Ga(l,1) = ExpEst.

Aplicaciones

La distribuciéon de Weibull tiene aplicacién en el estudio de la fiabilidad de los
componentes de sistemas.

Muchos sistemas complicados cuya seguridad de funcionamiento depende de
la fiabilidad de sus diversos componentes, por ejemplo un fusible o un dispositivo
sensible al calor, sujetos a condiciones ambientales idénticas pueden fallar en mo-
mentos diferentes e impredecibles. La distribucién introducida por el fisico suizo
Waloddi Weibull en 1939 ha resultado ser de utilidad en este tipo de problemas.

La distribucién de Weibull se utiliza en fiabilidad para estudiar el tiempo
transcurrido para que se produzca un fallo de un componente de un sistema. Este
tiempo es una variable aleatoria T con distribucién de Weibull.
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Figura 6.26: La f.d.p. Weibull para varios valores (3, ).
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6.36. Distribucion beta
Definicion

Definicion 6.36 Una v.a. X tiene una distribucidon beta con parametros o y
B (o, € RY) si tiene como f.d.p. a:

_Te+h) o -
fx(alo,f) = Fraraz ™ (=0 Lo (@) (6.66)
1
= 5. 21— 2) 7 g gy (@) (6.67)

Este hecho se denota por: ’ X ~ Be(a, 3) ‘
La integral de esta f.d.p. para o > 0y 8 > 0 sobre R es 1 puesto que:

v _ L'(a)I'(B)
221 — ) gy = L
f) st T(a+0)

Momentos

Cuando una v.a. X ~ Be(a, ) , los momentos de X | para k € N,estan dados
por:

1
E(Xk) :/0 xkfx(x|a,ﬁ) dx

_ D(e+p) lxa—l-k—l IRV
- Nt E (=2 dr.

Por tanto:

E(X*) =

ala+1)---(a+k—1)

E(X) = aiﬁ
B ala+1) a \?
V) = G Bt ar D (a+@>

= Oéﬁ
(a+B)2(a+B+1)
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Relacién con otras distribuciones

X ~Be(a=1,0=1)=U(1,1).
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Figura 6.27: La f.d.p. Beta para varios valores («, 3).
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6.37. Distribucion Ji-cuadrado de Pearson
Definicion

Definicién 6.37 Una v.a. X tiene una distribucion x? con n grados de libertad
(n € N) si tiene como f.d.p. a:

1

_ (n/2)~1,-2/2 T 6.68
2n/2r(n/2)x € R+ (x) ( )

fx (x|n)

Este hecho se denota por:
Hemos de notar que esta distribuciéon no es mas que una distribucién gamma

con pardmetros igual a « = n/2 y § = 1/2, donde a n lo llamaremos grados de
libertad y ademas es un niimero entero.

Relacién con otras distribuciones

X ~ x3 = Ga(1,1/2) = Exp(1/2)

Momentos

Si una v.a. X ~ x2 de los resultados obtenidos para la distribucién Gamma
tenemos:

E(X)=n y Var(X) = 2n.

Y de la misma Gamma obtenemos la f.g.m.:

1 \"? 1

Enunciados
Resultados también derivables de la distribucién gamma son:
Teorema 6.5 Si las variables aleatorias X1, ..., X son independientes y si X; ~

k
Xz, (i =1,k), entonces la suma X = ZXi ~ X%1+-~~+nk'
i=1

Teorema 6.6 Si X ~ N(0,1), entonces X2 ~ x2.
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Demostracion. Definamos Y = X2, entonces queda demostrar que Y ~ X%-
Para y > 0 tenemos:

— q)(yl/Z) . <I)(—y1/2).

Dado que fy(y) = Fy(y) v ¢(xz) = ®'(x), y haciendo uso de la regla de la
cadena para la derivacién, tenemos:

el = o) (u2) + o) (3.
Y como ¢(y'/?) = ¢(—y'/?) = (2m)7/%e7V/2, tenemos:

1 —1/2 —
fy(y) = (2ﬂ)1/2y 1/2eu/2 para y > 0.

De este resultado vemos que Y ~ x2.
<
Ahora, también tenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.7 Silas variables aleatorias X1, ..., Xy son i.i.d. y si cada una de es-
tas variables tiene una distribucion normal tipificada, entonces la suma de cuadra-
dos X2 + -+ X,f tiene una distribucion x? con k grados de libertad.
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Figura 6.28: La f.d.p. x? para varios valores de n.
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6.38. Distribucion ¢t de Student
Definicion

Definicion 6.38 Una v.a. X tiene una distribucion Student-t con n grados de
libertad (n € N) si tiene como f.d.p. a:

n+l L2\ ~( 1)/
fx(z|n) = (mr)g/jrzn) <1 + n) Ig(z) (6.69)
2

Lo que denotamos por:

La distribucion t es conocida también como distribuciéon de Student en honor
de W.S.Gosset, quién publicé sus estudios de esta distribuciéon en 1908 con el
seudénimo “Student”.

Deduccién

Sean dos v.a. independientes Z y Y, donde Z ~ N(0,1) y Y ~ x2, y definamos:

_ Z
v\
()
entonces X ~ T,.
Como Z y Y son v.a. independientes, su f.d.p. conjunta es fy(y)fz(z). Como
variable auxiliar tomemos W =Y, asi tenemos:
1 1/2
Z= 5 XW vy Y =W (6.70)
El jacobiano de la anterior transformacién, de X y W a Y y Z, es (W/n)'/2. Ahora
determinemos la f.d.p. conjunta de X y W. Asi:

fxw(@w) = fyz(y2) - (w/n)/?
= frW)fz(2) - (w/n)"/?
2
= cw™ D 2exp [—; <1 + Z) w} , (6.71)
donde

-1

= o ()

Y obtenemos fx(x) apartir de:

fx(z) = /OOO fxw(z,w) dw.
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De este modo:

Cor(e) 2 /2
fx(x) = m <1 + ) Ir(z)

Y ahi la f.d.p. de una v.a. que sigue una distribucion ¢,.

Momentos

La media para una distribuciéon T, no existe cuando n = 1, y si existe cuando
n > 1. Cuando n > 1 su media es siempre 0, punto de simetria de esta distribucon.
Si X ~t,, entonces:

< oo cuando k <n
=o0 cuando k >n

B(x1") {

De ahi que la f.g.m. no exista.
En resumen:

EX)=0 n>1,

n
n > 2

Var(X) = —

Y el k-ésimo momento (k < n) entorno a la media es:
pgk =0, r impar

E[(X — M)k] = { 1-3-5---(k—1)nk/2
HE = (n—2)(n(—4)~~)~(n—kz) T par
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Figura 6.29: La f.d.p. de la Student ¢ para varios valores de n.
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6.39. Distribucion F' de Snedecor
Definicion

Definicion 6.39 Una v.a. X tiene una distribucion Snedecor-F con ni y no
grados de libertad (ni,ns € N) si tiene como f.d.p. a:

I nitng np "2 py-2 ni+n
Fx(zlny,ng) = r((>r()) nPnyt x T (ngtma) z o Ipe(a)
2
n71 n72 n172( + )7n1+n2
Ny Ny xr 2 (N2 +N1T 2
— Tl oy Tps (2) (6.72)
2 2

Este hecho lo denotamos como: ’ X ~ F(ny,na) ‘
Sean Y y Z dos v.a. independientes tales que Y ~ Xil Z ~ X%Qa donde nj y
ng son enteros positivos. Definamos la v.a. X como:

. Y/nl
 Z/ng’

Entonces, X sigue una distribucién F' con ni y ns grados de libertad.

Momentos
Y algunos de sus momentos:

B(X) = m”j 5  m2>2

2n2(ny +ng — 2)
nl(ng — 2)2(77,2 — 4)

Var(X) = ng > 4
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Descripcién y deduccion

Sean dos v.a. independientes Y y Z tales que Y ~ X%I y Z o~ Xfm , donde
n1,ny € N. Definamos:

. Y/n1 HQY

N Z/n2 N 77,1Z

Dado que X y Z son v.a. indendientes, su f.d.p. conjunta, fy z(y, z), es igual
a fy(y)fz(z). Ast:

frz(y,2) = ey DT W2 T g (y, 2),

donde
B 1
= 20T (o) T ()

Realizamos un cambio de variables de Yy Z a X y Z. La f.d.p. conjunta
fx z(x,z) de X y Z se obtiene reemplazando en primer lugar y en fy z(y, z) por
su expresién en funcién de x y z y luego multiplicando el resultado por |0y/0z|.
De la definicién de X resulta que y = (n1/n2)zz y dy/0x = (n1/n2)z. De ahi, la
f.d.p. conjunta fx z(z,z) para z,z > 0, es:

fX,Z(‘T’Z) = fY’Z[y(CC,Z),Z(CC,Z)] ’ |8y/8£€‘

ny /2 1/n
=c|— g(m/2=1lmAn2) /21 ey | = (Zhp 4 1) 2]
no 2 \n2

recuérdese el valor de ¢, ya definido.
Y fx(z), la f.d.p. marginal de X, la obtenemos para cualquier valor de z € R™
a partir de:

I[x(x) = /0°° fxz(x, z) dz.

Ademas, sabemos de la funcion Gamma que fooo z® le P dp = Fﬁ(f), y asi

* ni+nz)/2—1 1 (ny _ r [l(nl + 712)]
A Z[( 1+n2)/ }exp |:—2 (nzx + 1> Z:| dz = - 2 (n14n2)/2°
feam)

después de esto sélo restan calculos para eliminar términos, y asi se llega a la f.d.p.
de esta distribucion.
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Propiedades

Del resultado anterior, la deduccién de esta distribucion, es facil ver lo sigu-
iente:

Observamos que , en general, F(ny,ns) # F(ng,n1), y las distribuciones son
iguales cuando los grados de libertad son el mismo. Ademds, si X ~ F(ng,nsg),
entonces 1/X ~ F(na,nq).

Si una v.a. X ~t, , entonces X2 ~ F(1,n) .
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6.40. Distribucion Z de Fisher
Definicion

Definicion 6.40 Una v.a. X tiene una distribucion Fisher-Z con pardmetros
ny y ny (n1,ng € N) si tiene como f.d.p. a:

ny _nitng
20[(n1 +n2)/2] (12 .. nye 2
fZ(Z> F(n1/2)F(n2/2) n2 ¢ + n2 R(z>
np n2 ni+no
2n12 n22 en1z<n2 +n162z)— 5
= B (5, ) Ig(2) (6.73)
27 2

Lo denotamos como: ’ X ~ Z(ni,n2) ‘

Descripcién y deduccion
Sea Fy, n, una v.a. F' de Snedecor, se llama Z de Fisher a la v.a. definida por

1

Z = 3 log F o lo que es lo mismo F = 24

Fz(z) =Pr(Z < z) = Pr(log F < 22) = Pr(F < e*) = Fp(e*)
con lo que la funcién de densidad de probabilidad sera

fz(2) = 2¢% fp(e*)
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6.41. Resumen de distribuciones discretas y continuas

A continuacién una lista de las distribuciones vistas en este capitulo:

1. Degenerada o casual, X ~ Degenerada(c):
fx (@]c) =T (2)

0 z<ec¢
FX(QU):{ 1 z>c¢

2. En dos puntos, X ~ Dospuntos(z1, z2,p):

fx(z|z1,z2,p) = (1 = p) Lz (2) +p Ly (@)

pe(0,1)
0 x € (—00, 1)
Fx(z)=9q 1—p z€[r1,2)
1 x € [z2,00)

E(X) =21(1 —p) +a2p
Var(X) = p(1 — p)(x3 — x1)?

@X(t) — E(eitX) — (1 _p)eita:l +peitm2
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3. Uniforme discreta, X ~ U, ., .1

1
fX(x‘n) = g I{xl,xz,...,azn}(x>

k

1k

Fx(zp) =Pr(X <ap) =) —=-
=1

1 it
x(t) = " Ze ’
J
4. TUniforme sobre los enteros:
1
fx(z|k) = % I{1,...,k}(33)

5. Bernoulli, X ~ B(p):

0<p<1)

0 siz<0
Fx(z)=Pr(X <z)=1< ¢q si0<z<1
1 sil<a
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Var(X) = pq

o =p

pr=(=p)" +4q'p

Ux(t) = q + pe' parat € R
ox(t) = q + pe® parat € R
r=1-Tgy(Fx)  Fx~U(0,1)

6. Binomial, X ~ Bi(n,p):

n —x
etaing) = ()5 osam @

n €N y O<p<l1
E(X)=np

Var(X) = npq

ox(t) = (q+pe)"
Px(t) = (q+ pe')"

X ~ Bi(1,p) = B(p)

7. Hipergeométrica, X ~ H(A, B, n):

mix{0,n — B} < x < min{n, A}.
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fx(z|A, B,n) = <

AB
Var(X) =

(

A+ B

n

)

o

n—=x

)

I{méx{O,n—B},...,min{n,A}} (.T) :

A+B—n

T'=A+B,p=A/Tyq=1-p

(A+B? A+B-1

8. Hipergeométrica multivariante, X ~ HM(IN,n):

Ni+No+---+N. =N

1 t+xo2+ -+ T =n.

,Nk> y n.

) ()

X = (X1,....Xp), N = (Ny,....
()
T
[x (x|N,n) = !
pi =N
N.
E(X;) =np; = nﬁl
9. Poisson, X ~ P(\):
(A>0)
e A\

fx(eln) =

Lo,y (z)

o

)
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10. Binomial negativa, X ~ BiNe(r,p):

(O<p<l) 'y gq=1-p

r+x—
x(z|r,p) = < >pq Lo, (7)

x(x|r,p) = (z )P —q) 1{0,1,2,...}(95)

1
( P t) para t < In ()
I —qe q

ex(t) = (1 —pqeit>r

Yx ()

11. Geométrica, X ~ Geo(p):

(0<p<1)

fx(@]1,p) = pg” Tjo1,2,..3(7)

X ~ Geo(p) = BiNe(1,p)

p

1_7q€t para t < ln(l/q)

Pa(t) =
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E(Xy) :%

q
Var(X;) = =
( 1) pg

12.  Multinomial, X ~ Mult(n, p):

n!

f— 7' x]‘ DY Ik
fX(:cIn,p)—xll._'xk!pl Py,

E(X;) = np; y Var(X;) = npi(1 — p;i) parai=1,... k.
COV(Xi,Xj) = —npipj
13. Pdlya o de contagio, :

fX(x‘NhNQ,n,C)

_ (n) Ni(Ny+c¢) [Ny + (x — 1)c]No(Na+¢) -+ - [Na+ (n — x — 1)(]

x N(N+c¢) [N+ (n—1)]

14. Uniforme, X ~ U(a,b):

1
fx(xla,b) = h—a I[a,b}(x)

FX(:c):gZ:Z a<zx<b
a+b
E(X) = ——;
b— 2
Var(X):( 12a)
eitbiezta )
px(t) = sit#0 5 9(0)=1
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15. Logaritmica, X ~ Logaritmica(a,b):
(a,b € RT)

Inx

fx (@la,b) = b(lnb—1) —a(lna — 1) Lo (®)-

a<byademés a € [1,00) y b € (1,00).

a(l —lna) —z(1 —Inx)

Fx(w) = a(l —Ina) —b(1 —Inb)

ny "1 = (n+1)Ina] — 0" 1 — (n+1)Inb]
BX") = (n+1)2[a(l —Ina) — b(1 — Inb)]
= B(X) = a?[1 — 2Ina] — b?[1 — 21nb]

4[a(l —Ina) — b(1 — Inb)]
16. Normal, X ~ N(u,o?):

(neR,o>0)

2
Ix(z|p, 02) = (27T)11/20_exp [; (x;,u) ] Ig(z).

1
Yx(t) = exp (,ut + 202t2> VteR.
E(X)=pn
Var(X) = o2
17. Normal tipificada, X ~ N(0,1):

o(x) = (27:)1/2 exp <—;x2) VezeR

O(z) = /:; o(u) du = %erf (\%) VzeR,

vx(t) =/
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18. Normal positiva, X ~ NorPos(u,o):

(neR,0>0)

2
Ix(zlp, o) = \/\/go_exp [_2 (l‘ ; ﬂ) ] L(j1,00) ()

19. Lognormal, X ~ LogN(u,o?):

(n€R,0* € RT)

9 1 1 (Ilnx—p 2
etalnne®) = st |3 (M) | T ta)

n=201,...

92 2 2
E(X™) = oxp [ng}

02
E(X)=e¢lt7

2

Var(X) = 2% (¢7

20. Gilbrat, X ~ Gilbrat:

1
exp | —
V2rx P [ 2

X ~ Gilbrat = LogN(0, 1)

fx(z) =

p=E(X)=¢/?
0? = Var(X) = e(e — 1)

21. De Cauchy, X ~ Cau(a, \):

A 1

TN+ (w—a)p E@

fx(zla,\) =
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r=a-+ Atan [77 (FX—;>]

Ox (t) — eiatf)\\ﬂ

22. Laplace, X ~ Lap(a, A):

(a € R, XA €RT)

fx(z|a,\) = %e*)“x*‘” Ir(x)

/\2 it
px(t) = i
EX)=a
2
Var( ) F
Fx(z) == |1 +sgn(z —a)(1 — e Azal

2
23. Logistica, X ~ Log(a, §):
(a €R,B3€R")
el = —2CF)
b[l—I—e p( T)}
) exp (£52) "
[1+ex( )]

2 [+ osh (52)]

5ech2< 5 )
= T

IR(J})
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Fx(z) = [1 +exp <—$ ; a)}l

<= (FE))

F
x—a—i—ﬂln(l_);X)

Vx(t) = exp(at)'(1 — SO)T(1 + i)
_ Bt exp(at)
sin(7ft)

_ exp(iat)mBit
px(t) = “sim(rBit)

Media = Mediana = Moda = «

3)2
Var(X) = (5)

fx =Fx(1-Fx)

x =In[Fx/(1 - Fx)]
24. Pareto, X ~ Pareto(zo,b):

(zg,b € RT)

bxl(’)
fx(z]z0,b) = puEsy Liu>uey (@)

Fx(z)=1- (%)bl{xeo}

b
B(X) = bxf R
x3b? z3b? x3b

VarX) = S T 12 T =)= 1)
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25. FEaxtreme Value (Gumbel), X ~ Gum(q, (3):

(a €R,B3€R")

eteland) = gexo (<25 o |- (<757 ) | Rl

Fx(z) = exp [—exp (-‘”” ; O‘)]

x=a—[Flnln(1/Fx)

Px(t) = exp(at)T(L— 5), ¢ <1/b
px (t) = exp(iat)I'(1 —ift)
26. Triangular, X ~ Tri(a,b,c):

(a,b,c € R)

2(x —a 2(b—x
Fx(zla,b,c) = M Lgq(x) + W Lie)(2)

x—a)? b—x)2
Fx(z) = (b(a)(c)a) Lig,q(7) + {1 - (b(a)(b)c)} Ly ()
E(X):a+§+c Var(X):a2+b2+cz—ab—ac—bc

18
27. Gamma, X ~ Ga(a, f):

(o, 8 €RT)

fx(z|a, B) = Fﬁ(z) z@ e~ Ip+(2)

E(Xk): a(oz—i—l)--ﬁ-k(a—i-k:—l)
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«
E(X) = 3
Var(X) = %
Yx(t) = (5)0‘ para t < 3
53—t

28. Exponencial, X ~ Exp(f):
(8> 0)
fx(@]B) = Be™ P Tgt (x)
X ~ Exp(8) = Ga(1, )

E(X):; y o Var(X) = —

g

PYx(t) = 31

para t < f3.

X ~ Exp(1) = ExpEst

29. Exponencial Estandarizada, X ~ ExpEst:

fx(@) = e "Ig+(2)
B(X)=1

Var(X) = 1

ox(t) = (1—it)™!

X ~ ExpEst = Exp(1) = Gam(1, 1)
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30. Exponencial negativa, X ~ ExpNeg(«a, 3):

(a €R,3€R")

fx(zla, B) = Be P I, Ly (2)

X ~ ExpNeg(0, ) = Exp(8) = W(3,1).

af —1
E(X)=
(X) 3

Var(X) = a26;2+ :

_ ﬁeita

31, Ji, X ~ xn:
2 L

fX(fI,"n) = W[E 16 /2 IR+(.%')

32. Maxwell, X ~ Max:
Fx(@) = sy e T a)
= 9sr(3)2) R
= 2/779:26_3”2/2
X ~ Max = x3
33. Rayleigh, X ~ Ray:
fx(z) = ze /2 In,y (x)
X ~ Ray = x2
34. Weibull, X ~ W(3,7):

(B,r €RT)

fx(x|B8,r) = rfz"Le P Ips(x)
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w= ﬁ_l/TF <1 + 1)
r

F(Oé + B) xafl
INCYINE)

1
= B(Oé ﬁ)xa_l(l - :E)ﬁ_l I(O,l)(x)

(1—a)! Lio,1y ()

(a+ )
(@)T'(5)
(

«

(a+K)T(B)
(a+k+p0)
at 1) (atk—1)

r r
E(XF) = .
(X7) T T

T (a+B)a+B+l) - (a+tB+k—1)

«

af
(a+6)2(a+B+1)

Var(X) =

36. Ji-cuadrado, X ~ y2:

1

— (n/2)—1_—z/2 I
22T (1n/2)" ¢ Inr(@)

fx (z|n)

X ~x2 = Ga(n/2,1/2)

EX)=n y Var(X) = 2n

1 \™? 1
Yx(t) = <1—2t> para t < 3



6. Algunas Distribuciones

192

37. t de Student, X ~ T,:

B I“(L‘H) 2 —(n+1)/2
fx(zn) = m (1 + n) Ig()

E(IX|%) < o0 para k <n

E(X)=0 n>1,
n
V. = 2
ar(X) — n >
k wie =0, T impar
E[(X —p)"] = _ 1:35-(k—1)nk/2
Hk = i—2)(n—4)-(n—k) ' Par

38. F de Snedecor, X ~ F(nj,na):

F m ny na n1—2 _n1+n2
fx(xz|ni,ne) = 11(751)121(71)2)”12 ny® x 2 (ng+mniz) 2 Ig+(x)
2 2
ny n2 ny—2 ni+ng
_nPny w2 (ng ) 2 I
) B(%.%) )
ng
F(X)= > 2
(X) o2 ™

2n%(n1 +ng — 2)

Var(X) = >4
) = =2 =4 ™
39. Z de Fisher, X ~ Z(ny,no):
Z = 3 log I o lo que es lo mismo F = 2%

_nijtng

fz(z) = 2Ll + n2)/2 (nl> ’ em? <1 + n162z> D)

I'(n1/2)T(n2/2)

ni n

na na

2n,% ny? "% (ny —i—nlﬁgz)*nl;;n2 a(2)
ey
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6.42. Relacion entre distribuciones

Este diagrama muestra la relacion que hay entre las v.a., continuas y discretas:

= Caso particular
—  Transformacién
--» Distribucién limite

X144+ X5
| Geo(p) == BiNe(r, p) | Neoo | H(N1, Na, )
; r—00 ‘ p:% -
A=r(1—p) ‘ _ - -
A:n . =
P() L _"*_‘3; Bi(n, p) “— B(p) Gilbrat
N - n—00,=np X1++Xn 112:,0
A—00 ~ UQZ'VLp(lfp) | o=1
H:02:)\ ~
A Y X
N(u,0%) [_JLogN(p,0%)|  [Be(e, 8)|
:2::01 InX

2
Xnq /n1
Xho /02
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