RECORDATORIO DE LAS DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

La Distribucion Bernoulli.

La distribucion Bernoulli esta asociada con un experimento aleatorio denominado
experimento Bernoulli. Un experimento Bernoulli es aquél, en donde son so6lo dos los
resultados posibles del experimento, a estos resultados posibles los llamaremos “éxito” y
“fracaso”. Por ejemplo, lanzar una moneda y registrar el lado que cae hacia arriba es un
experimento Bernoulli, porque sélo hay dos resultados posibles. Otro ejemplo, al analizar
un producto para saber si estd defectuoso o no estd defectuoso es un experimento
Bernoulli, ya que hay dos resultados posibles: “defectuoso” y “no defectuoso”.

Si en un experimento Bernoulli al resultado “éxito” se le asigna el nimero 1 vy al
resultado “fracaso” se le asigna el nimero O, entonces se podria definir la v.a. X con
rango X = {0, 1}, donde X(“éxito”)=1 y X(*fracaso”)=0. Si conocemos la probabilidad de
que ocurra el “éxito” denotada por p, entonces la probabilidad de que ocurra el “fracaso”
es 1-p, de tal manera que el valor de p define la funcién de probabilidad de la v.a. X,y a
esta funcion de probabilidad se le llama distribucion Bernoulli como se indica en la
siguiente definicion.

Definicion de la Distribucién Bernoulli.
La v.a. discreta X tiene distribucién Bernoulli si su funcion de probabilidad es:
p si x=1
fx)=<1-p si x=0
0 de otro modo
ademas: E(XX)=p y Var(X) = p(1-p).

Ejemplo
Se analizara un producto para determinar si es “defectuoso” o “no defectuoso”. Se
sabe que el 11% de la produccién sale defectuosa. Si se define la v.a. X = ndmero de
articulos defectuosos que resultan, obtener la funcion de probabilidad de X. Para obtener
f(x), observe que el rango de X es {1, 0}, solo dos resultados posibles, entonces X tiene
distribucion Bernoulli, donde P(X=1) = P(“defectuoso”) = 0.11 y P(X=0) = P(“no
defectuoso™) = 1-0.11 = 0.89; luego:
011 si x=1
f(x)=<089 si x=0
0 de otro modo.
ademés, E(X)=0.11 y Var(X)=0.11(0.89) = 0.0979.

La Distribucion Binomial.

La distribucion binomial se aplica en la siguiente situacion. Suponer que un
experimento Bernoulli se repite n veces de manera independiente, donde la probabilidad
de que ocurra “éxito” es p. Sea la v.a. X definida como X = al nimero de “éxitos”
ocurridos en las n repeticiones del experimento Bernoulli. Entonces, la v.a. X tiene

distribucion binomial con parametros n, p. Observe que el rango de X es: {0, 1, 2, --- , n}.




La situacion anterior se presenta cuando, por ejemplo, se inspecciona un lote de 50
articulos y se determina la cantidad de articulos defectuosos que hay en el lote. El
experimento Bernoulli es inspeccionar un articulo para determinar si esta defectuoso o no
y este experimento se va a repetir 50 veces (son 50 articulos). Si se sabe que el 10% de
los articulos son defectuosos, entonces la probabilidad de que un articulo sea defectuoso
es 0.1 y si los experimentos Bernoulli (inspeccién de un articulo) son independientes, (el
hecho de que un articulo salié o no salié defectuoso no afecta a la probabilidad de que el
siguiente salga defectuoso), entonces la v.a. definida como el ndmero de articulos
defectuosos en el lote tiene distribucion binomial con parametros n = 50, p = 0.1.

Definicién de Distribucién Binomial.
La v.a. X tiene distribucion binomial, si su funcion de probabilidad es:

n _
f(x) = (x) p*(1-p)"" para x=0,1,2,---,n.
donde f(x) = 0 de otro modo. Ademas, E(X) =np y Var(X) = np(1-p).

n n
El simbolo (Xj (se lee: “combinaciones de n en x”) y se define como (x]:

nt
xI(n=x)!
factorial” o *“el factorial de r”. Ademas, E(X) = np y Var(X) = np(1-p).

con 0 £ x £ n, donde r! = 1x2x3x4x..-xr, y 01=1. El simbolo r!, se lee “r

El célculo de ( jya esta integrado en las calculadoras cientificas de bolsillo y no
X

debe ser problema obtener el resultado de estos calculos.

Ejemplo

Se tiene un lote de 50 articulos, de los cuales se sabe que el 10% de la produccion es
defectuoso. Al hacer la inspeccion del lote, obtener la probabilidad de que haya a) 3
articulos defectuosos, b) a lo mas 4 articulos defectuosos, ¢) mas de 3 articulos
defectuosos, d) el promedio del nimero de articulos defectuosos, €) la varianza y la
desviacion estdndar del nimero de articulos defectuosos.

Solucién: Sea X = numero de articulos defectuosos en el lote. Suponiendo que el
resultado de las inspecciones son independientes, entonces X tiene distribucion binomial
con parametros n=50 p=0.1 (en simbolos: XCbinomial(n=50, p=0.1)). Luego, de la
definicion de distribucion binomial tenemos que la funcién de probabilidad de X es:

50 _
f(x) = (X](O.l)X(O.Q)SO X para x=0,1,2, -, 50,
Para resolver el a), tenemos que:

P(X=3) = (3) = (5:9 (01)3(09)*" = (19600)(0.1)*(0.9)*" = 0.1386.



Para resolver el b) tenemos que:
4

P(X <4) = 24: f(i) = Z(Sioj (01)' (0.9)%0" = (5()0) (01)°(09)®+ (Sloj (01)}(09)*+
i=0 i=0
(szoj (0)2(0.9)*+ (53 (0)3(09)* + (540) (00)*(09)* =0.4312.

Estas probabilidades se pueden obtener en una hoja de calculo como excel.
Para resolver el c), tenemos que:

P(X>3)=1-P(X<3)=1- {i i (i)} =1- Hsooj (01)°(0.9)° + (Sloj (01)}(09)*+
i=0

(szoj (01)2(09)*+ (530} (01)%(0.9) 47} =1 -0.2503 = 0.7497.

Para resolver el d), de la definicion de distribucion binomial tenemos que: E(X) = np

= (50)(0.1) = 5.0; es decir, en promedio salen 5 articulos defectuosos por lote.
Igualmente, para resolver el e), tenemos de la definicion de distribucion binomial, que:

Var(X) = np(1-p) = (50)(0.1)(0.9) = 4.5 y ox = V45 =2.121

Las figuras 1 y 2 ilustran el aspecto de la gréfica de una funcién de probabilidad para

una distribucién binomial.
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Figura 1 Gréfica de f(x) de una distribucion binomial variando el valor de p.



Grafica de la Distribucién Binomial con p=0.1
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Figura 2 Gréfica de f(x) de una distribucion binomial variando el valor de n.

NOTA: Las probabilidades de la distribucién binomial se pueden calcular en una hoja
de célculo como excel.

La Distribucion Geométrica.

La distribucién geométrica se aplica en la siguiente situacion. Suponer que se tiene un
experimento Bernoulli con probabilidad de “éxito” p. Suponer que este experimento de
Bernoulli se repite independientemente hasta que por primera vez ocurre el “éxito”. Sea
la v.a. X = numero de repeticiones realizadas hasta que ocurre el “éxito” por primera vez.
Entonces, X tiene distribucién geométrica con parametro p. Observe que el rango de X es
{1,2,3,---}.

Por ejemplo, suponga que se tienen 5 llaves, de las cuales s6lo una llave pone a
funcionar una maquina. Una persona saca con reposicion una llave e intenta encender la
méaquina con dicha llave, entonces, el numero de intentos realizados hasta que se
enciende la maquina tiene distribucion geometrica con parametro p = 1/5. Observe que,
como se saca una llave con reposicion, entonces los intentos son independientes y son
experimentos de Bernoulli, ya que hay dos resultados posibles: enciende o no enciende la
méaquina.

Definicion de Distribucién Geométrica.
La v.a X tiene distribucion geométrica si su funcion de probabilidad es:
f)=(1-p)*p parax=123, -

ademas, E(X):l y Var(X) = 1(1—1)
p p\p



Ejemplo

Se tiene un equipo de transmision. Se sabe que la sefial enviada se recibe
incorrectamente el 5.7% de las veces. Se envia una sefial consecutivamente hasta que se
recibe en forma incorrecta. Calcular la probabilidad de que se hagan; a) 5 envios, b) a lo
mas 5 envios, ¢) mas de 3 envios, d) mas de 2 y menos de 7 envios, €) calcular el
promedio del nimero de envios, f) calcular la varianza y desviacion estandar del nimero
de envios.

Sea X = numero de envios hechos hasta que se recibe incorrectamente la sefial.
Entonces, suponiendo resultados independientes en cada sefial para el a), tenemos que:

P(X=5)=1(5) = (0.943)4(0.057) = 0.045, para el b) tenemos que

5

PX < 5 = z f@i)= (0.943)0(0.057) + (0.943)(0.057) +(0.943)2(O.057)
i=1

+(0.943)%(0.057)+

(0.943)4(0.057) =0.2543, parael c) tenemos que:

P(X >3) =1-P(X<3)=1-[(0.943)°0.057) + (0.943)(0.057) +(0.943)%(0.057)] =

0.83856. Las probabilidades acumuladas P(X < x) se puede calcular con la formula

P(X<x)=1-(1-p)*.EntoncesP(X<3)=1-(1- 0.057)3 =0.1614 .

6
Para el d) tenemos que: P(2 <X <7) = Y f (i) = (0.943)°(0.057) + (0.943)°(0.057) +
i=3

(0.943)*(0.057) + (0.943)°(0.057) = 0.18606, para el €), de la definicion de distribucion
geométrica, tenemos que E(X) = 1/0.057 = 17.54; entonces, en promedio se hacen 17.5
envios hasta que se recibe la sefial incorrectamente. También de la definicion de
distribucion geométrica se tiene que para el f), Var(X) = (1/0.057)[(1/0.057) - 1] = 290.24
y ox = 17.037.

La figura 3 muestra el aspecto de la funcién de probabilidad de una distribucién
geomeétrica variando el valor de p.
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Figura 3 Gréfica de f(x) de una distribucion Geomeétrica variando p.

La Distribucion Poisson

La distribucion Poisson se usa para modelar el nimero de ocurrencias de un evento
que denominaremos “éxito” en un intervalo especifico de tiempo o de espacio. Por
ejemplo, la distribucién Poisson podria utilizarse para modelar el nimero de clientes por
hora que llegan a un negocio, el niumero de imperfecciones por 100 m en un cable de
acero, el nimero de defectos por 5 m? de lamina, el nimero de particulas de plomo por
m? de aire, etc.

Definicion de la Distribucién Poisson
Lav.a. X tiene distribucion Poisson si su funcion de probabilidad es:

Xa—A

=25

para x=0,1,2,3, -

donde A >0. Ademas E(X)=A4 y Var(X)=A.

La figura 4 muestra el aspecto de la funcion de probabilidad de la distribucion Poisson
para diferentes valores de A.
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Figura 4 Gréfica de f(x) para la distribucion Poisson variando el valor de A.

Ejemplo

Suponer que el nimero de imperfecciones en una lamina de acero tiene una
distribucién Poisson con un promedio de 5 imperfecciones por 7 m% Calcular la
probabilidad de que en 7 m? haya; a) 3 imperfecciones, b) mas de 5 imperfecciones, c)
menos de 6 imperfecciones, d) por lo menos 4 y a lo mucho 8 imperfecciones.



De la definicion de distribucion Poisson tenemos que para el a) A = 5, entonces: P(X = 3)

-3,-5
= f(3) = (5)3—|e: 0.00000898; para el b) tenemos que P(X > 5)=1 - F(5)=1 -

-i, 5
Z {5 _? }zl - 0.616, entonces P(X > 5) = 0.384, para el c) tenemos que:
i=o( I

5 (z-i.-5
P(X < 6) =F(5) = 2{5 i? } = 0.616, para el d) tenemos que:
izo I

8 (g-i,-5 3 (g-i -5 8 (g-i,-5
P(4<X<8)=F@8)-F@3)= 2{5 ‘f } ; 2{5 ? }: 2{5 ? } ~ 0.6669 m
izo | I i=o I i=a | I
NOTA: Las probabilidades de una distribucion poisson se pueden obtener en una hoja
de célculo como excel.

La Distribucion Normal

La distribucion normal se aplica para modelar errores en las mediciones, entre otras
muchas aplicaciones. La distribucién normal también es fundamental en el desarrollo de
la estadistica matematica, de tal manera que es la base para disefiar muchas pruebas de
hipotesis y estimacion de pardmetros poblacionales. Por supuesto que la distribucion
normal no escapa a las aplicaciones de la estadistica en la industria.

Definicion de la Distribucién Normal
La v.a. X tiene distribucién normal si su funcién de densidad es:

f(x) = B para -0 < X < +o
o\2m
donde, -co<pi<tooy g>0. Ademas; E(X)=u y Var(X)= &

Cuando =0 y o=1, entonces se le da el nombre de distribucion normal estandar,

denotada por ¢{z), quedando como: @z) = ie‘zz’2 para -co <z < +oo, La funcion

NI

de distribucion acumulada de z denotada por @(z), ya esta calculada para algunos valores
de z en las tablas 2.6 y 2.7 que aparecen al final de esta unidad, donde @&(z) = P(Z < z).

Las probabilidades de una v.a. con distribucién normal se pueden calcular mediante
las probabilidades de la distribucion normal estandar mediante la transformacion:

X - . -
Z= H como se muestra a continuacion.
g

Ejemplo

Se sabe que el peso (en kg.) de carga de un camidn, es una v.a. con distribucién
normal con media 3000 kg y desviacion estandar 500 kg. Calcular la probabilidad de que
la carga del camion sea: a) menor a 2500 kg., b) mayor a 3600 kg., ¢) entre 2600 y 4000
kg.



Solucién: tenemos que los parametros de la distribucion de X son; 4= 3000 y o= 500.
Luego, para el a), tenemos que P(X < 2500) = P(X - 3000 < 2500 - 3000) =

P(X_3000<2500_3000) - PZ < -1.0) = @(-10) = 0.1587. Observe las
500 500

X —-u _ X —=3000
o 500
la tabla de probabilidades de la distribucion normal estandar que esté al final del capitulo.
Para el b), tenemos que;
P(X > 3600) = P( X —3000 < 3600 — 3000
500 500
para el ¢), tenemos que;

P(2600 < X < 4000) = P(

transformaciones algebraicas para obtener Z = y obtener el valor de

) = P(Z < 1.2) = ¥(1.2) = 0.8849,

2600-3000 X —3000 4000 - 3000)
< < , luego,
500 500 500

P(2600 < X <4000) =P(-0.8 <Z<2.0) = &2.0) - ¢(-0.8) =0.9772 - 0.2119 = 0.7653
NOTA: Las probabilidad acumulada de una distribucion normal se pueden obtener
directamente de una hoja de calculo como excel.

Las siguientes figuras muestran el aspecto de la funcién de densidad de la
distribucion normal para diferentes valores de 1y o.
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Gréafica de la Distribucién Normal con g=1
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Gréfica de f(x) para la distribucion normal para varios valores de .

La Distribucion Exponencial.

Esta distribucion se aplica para modelar el tiempo transcurrido entre la ocurrencia de
dos “éxitos” consecutivos; estos éxitos pueden ser: llegadas de clientes a un negocio,
llegadas de piezas de produccion a una estacion de trabajo, fallas consecutivas de una
méaquina. En general, esta distribucion se utiliza en la modelacion de sistemas de lineas
de espera y en la teoria de confiabilidad.

Definicion de la Distribucién Exponencial.
La v.a. X tiene distribucion exponencial, si su funcién de densidad es:

ge & para x>0

f(x) =
0 de otro modo

donde, 8> 0. Ademaés, E(X) = % y Var(X) = giz

Ejemplo
El tiempo en horas que transcurre entre dos fallas consecutivas de una maguina es una

e parat >
(1/1000) g "t/1000 0
0 de otro modo.

Calcular la probabilidad de que el tiempo que transcurre para que la maquina falle sea: a)
menos de 100 hrs, b) méas de 1000 hrs, c) entre 800 y 1000 hrs, d) el promedio del tiempo
entre fallas consecutivas, d) la varianza y desviacion estandar del tiempo entre fallas
consecutivas.

v.a. con distribucion exponencial: f(t) =



Solucion: de la definicion de f(x) se tiene que &= 1/1000, luego, para el a), tenemos
que:

100
P(T < 100) = J'(1/1000) e 110004t = 1 - ¢™1% =~ 0,0952, para el b), tenemos que:
0
+o00
P(T > 1000) = J'(1/1000) e 1004t = ¢t = 0.3679, para el c), tenemos que:
1000
1000
P(800 < T < 1000) = [(1/1000) e /™™gt = *” - & = 0.0814, para el d), tenemos
800
que:
E(T) =16= 1/—100 = 1000; luego, en promedio transcurren 1000 horas entre fallas
consecutivas. Para el e), tenemos que: Var(T) = = = 1t = 1000° y o7 =1000

6>  (1/1000)2
hrs. La probabilidad acumulada se puede obtener directamente con la férmula
Fx)=1-e7/9 .
La siguiente figura muestra el aspecto de la funcion de densidad de una distribucién
exponencialpara diferentes valores de 6.
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La Distribuci()nf (Ji cuadrada)
Una variable aleatoria X tiene distribucién y* con v grados de libertad si su funcién de

densidad es  f(x) = /Z;X(V_Z)IZ e™2 para x>0, donde T(w) es la funcion
V12 12)

gamma evaluadaenw y v es una constante positiva. Ademas E(X)=v ,yV(X) =2v.

Por ejemplo, si X sigue una distribucién x* con 7 grados de libertad, entonces de una
hoja de calculo como excel se puede obtener que P(X <5) =0.5481, vy P(X<?2) =
0.1509. Luego P(2 < X < 5) = 0.5481 - 0.1509 = 0.3972 . Consultar en libros de
estadistica el aspecto que tiene la curva de f(x) correspondiente a la distribucion y* .

La Distribucion F
Una variable aleatoria tiene distribuciéon F con v; grados de libertad en el numerador y v,
grados de libertad en el denominador si su funcion de densidad es;

para x> 0.

v, +v
r(122j ) % Vi, Dox ~(v,+v,)12
f()() = —(_1] X 2 (1+ L]

r| 2 jr| Y2 |\Y2 V2
2 2

Por ejemplo, si X es una variable aleatoria que sigue una distribucién F con 5 grados de
libertad en el numerador y 10 grados de libertad en el denominador entonces de excel se
puede obtener que P(X < 15) = 0.9998 y P(X <6) =0.9919. Luego P(6 < X < 15) =
0.9998 - 0.9919 = 0.0079 . Consultar en libros de estadistica el aspecto que tiene la curva
de f(x) correspondiente a la distribucion F .



