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Número real

Los números reales se definen de manera axiomática como el conjunto de números que se encuentran en correspondencia biunívoca con los puntos de una recta infinita (continuum): la recta numérica. El conjunto de los números reales se le simboliza con la letra [image: image2.png]


. El nombre de número real se propuso como antónimo de número imaginario.

El concepto de número real se originó cuando se constató la existencia de los números irracionales. Así, el conjunto de los números reales se define como la unión del conjunto de los números racionales y el conjunto de los irracionales.

Debido a que el conjunto de números reales contiene al conjunto de números racionales, y éste a su vez contiene a los enteros que a su vez contiene los números naturales, se sugiere que el conjunto de los números reales contiene también a los números enteros y a los números naturales. Asimismo, el conjunto de números reales contiene al de los números irracionales.

Por tanto, los números reales pueden ser racionales o irracionales, algebraicos o trascendentes; y positivos, negativos, o cero.

Puede definirse un número real, en estos términos, como un número positivo o negativo que puede o no tener cifras de decimal finito o infinito y puede representarse mediante un punto en la recta de números reales. En este sentido, el teorema fundamental de la geometría analítica establece que a cada número real le corresponde un punto en la recta de los números reales y viceversa.

Con números reales pueden realizarse todo tipo de operaciones básicas con dos excepciones importantes:

1.- No existen raíces de orden par (cuadradas, cuartas, sextas, etc) de números negativos en números reales, razón por la que existe el conjunto de los números complejos donde estas operaciones sí están definidas.

2.- No existe la división entre cero, pues carece de sentido dividir entre nada o entre nadie, es decir, no existe la operación de dividir entre nada.

Estas dos restricciones tienen repercusiones importantes en ramas más avanzadas de las matemáticas: existen asíntotas verticales en los lugares donde una función se indefine, es decir, en aquellos valores de la variable en los que se presenta una división entre cero, o no existe gráfica real en aquellos valores de la variable en que resulten números negativos para raíces de orden par, por mencionar un ejemplo de construcción de gráficas en geometría analítica.

La principal característica del conjunto de los números reales es la completitud, es decir, la existencia de límite para dada sucesión de Cauchy de números reales.

Notación [editar]
Los números reales miden cantidades contínuas que se expresan con fracciones decimales que tienen una secuencia infinita de dígitos a la derecha de la coma decimal, como por ejemplo 324,8232. Frecuentemente también se subrepresentan con tres puntos consecutivos al final (324,823211247…), lo que significaría que aún faltan más dígitos decimales, pero que se consideran sin importancia.

Las medidas en las ciencias físicas son siempre una aproximación a un número real. No sólo es más conciso escribirlos con forma de fracción decimal (es decir, números racionales que pueden ser escritos como proporciones, con un denominador exacto) sino que, en cualquier caso, cunde íntegramente el concepto y significado del número real. En el análisis matemático los números reales son objeto principal de estudio. Puede decirse que los números reales son la herramienta de trabajo de las matemáticas de la continuidad, como el cálculo y el análisis matemático, mientras que los números enteros lo son de las matemáticas discretas, en las que está ausente la continuidad.

Se dice que un número real es recursivo si sus dígitos se pueden expresar por un algoritmo recursivo. Un número no-recursivo es aquél que es imposible de especificar explícitamente. Aun así, la escuela rusa de constructivismo supone que todos los números reales son recursivos.

Los ordenadores sólo pueden aproximarse a los números reales por números racionales; de todas maneras, algunos programas de ordenador pueden tratar un número real de manera exacta usando su definición algebraica (por ejemplo, "[image: image3.png]


") en vez de su respectiva aproximación decimal.

Los matemáticos usan el símbolo [image: image4.png]


(o, de otra forma, [image: image5.png]


, la letra "R" en negrita) para representar el conjunto de todos los números reales.

La notación matemática [image: image6.png]


se refiere a un espacio de n dimensiones de los números reales; por ejemplo, un valor [image: image7.png]


consiste de tres números reales y determina un lugar en un espacio de tres dimensiones.

En matemática, la palabra "real" se usa como adjetivo, con el significado de que el campo subyacente es el campo de los números reales. Por ejemplo, matriz real, polinomio real, y Álgebra de Lie real.

Construcciones de los números reales 

Construcción axiomática 

El conjunto de números reales, denotado por [image: image8.png]


es aquel conjunto en el que cada elemento cumple cada una de las siguientes proposiciones:

1. Si [image: image9.png]


, entonces [image: image10.png]r+y € R



(Cerradura en la suma) 

2. Si [image: image11.png]


, entonces [image: image12.png]


(Conmutatividad en la suma) 

3. Si [image: image13.png]


, entonces [image: image14.png]


(Asociatividad en la suma) 

4. Existe [image: image15.png]


de manera que [image: image16.png]


para cualquier [image: image17.png]


(Neutro aditivo) 

5. Para cada [image: image18.png]


existe un elemento [image: image19.png]


tal que [image: image20.png]


(Inverso aditivo) 

6. Si [image: image21.png]


, entonces [image: image22.png]


(Cerradura en la multiplicación) 

7. Si [image: image23.png]


, entonces [image: image24.png]Iy = Y.



(Conmutatividad en la multiplicación) 

8. Si [image: image25.png]


, entonces [image: image26.png]


(Asociatividad en la multiplicación) 

9. Existe [image: image27.png]


de manera que [image: image28.png]


para cualquier [image: image29.png]


(Neutro multiplicativo) 

10. Para cada [image: image30.png]


existe un elemento [image: image31.png]


tal que [image: image32.png]


(Inverso multiplicativo) 

11. Si [image: image33.png]


, entonces [image: image34.png]r(y + z) =2y + x2



(Distributividad de la multiplicación en la suma) 

12. Si [image: image35.png]


, entonces se cumple sólo una de estas: (Tricotomía) 

· [image: image36.png]r <Y




· [image: image37.png]



· [image: image38.png]



13. Si [image: image39.png]


, [image: image40.png]r <Y



y [image: image41.png]


entonces [image: image42.png]


(Transitividad) 

14. Si [image: image43.png]


y [image: image44.png]r <Y



, entonces [image: image45.png]r+z<y+z



(Monotonía en la suma) 

15. Si [image: image46.png]


, [image: image47.png]r <Y



y [image: image48.png]


, entonces [image: image49.png]rz <yz



(Monotonía en la multiplicación) 

16. Si [image: image50.png]


es un conjunto acotado superiormente en [image: image51.png]


, entonces [image: image52.png]


tiene supremo en [image: image53.png]


(Axioma del supremo) 

Los axiomas del 1 al 15 corresponden a la estructura más general de cuerpo ordenado. El último axioma es el que distingue [image: image54.png]


de otros cuerpos ordenados como [image: image55.png]


.

Construcción por números decimales [editar]
Consideramos los números decimales como los conocemos intuitivamente. Sabemos que [image: image56.png]


, es decir, el número π se expresa como el número entero 3 y una secuencia infinita de dígitos 1, 4, 1, 5, 9, 2, etc.

Un número decimal se expresa entonces como [image: image57.png]dydodady . . .




donde x es un número entero y cada di es un elemento del conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Además, consideramos que no existen las colas de 9.

Al conjunto de todos los números decimales donde x es un número entero positivo se le denota por [image: image58.png]


y se le llama el conjunto de los números reales positivos.

Al conjunto de todos los números decimales donde x es un número entero negativo se le denota por [image: image59.png]


y se le llama el conjunto de los números reales negativos.

Al número decimal [image: image60.png]


se le llama cero.

Al conjunto [image: image61.png]


se le denota por [image: image62.png]


y se le llama conjunto de números reales.

Se define la relación de orden total de los números decimales como

1. [image: image63.png]() > 7



para todo [image: image64.png]



2. [image: image65.png]r =Y



siempre que [image: image66.png]


y [image: image67.png]



3. [image: image68.png]T > ()



para todo [image: image69.png]



4. Dados dos números reales cualesquiera [image: image70.png].y Uollstly -




y [image: image71.png]


, [image: image72.png]r =Y



en cualquiera de los casos siguientes: 

· [image: image73.png]a > b




· [image: image74.png]


y además existe [image: image75.png]


tal que [image: image76.png]


para todo [image: image77.png]


y [image: image78.png]i, => O,




Construcción por cortaduras de Dedekind [editar]
Artículo principal: Cortaduras de Dedekind
Hay valores que no se pueden expresar como números racionales, tal es el caso de [image: image79.png]


. Sin embargo es claro que se puede aproximar [image: image80.png]


con números racionales tanto como se desee. Podemos entonces partir al conjunto de los números racionales en dos subconjuntos A y B de manera que en el conjunto A se encuentran todos los números racionales [image: image81.png]r < V2



y en B todos los números racionales tales que [image: image82.png]r> V2



.

Una cortadura de dedekind es un par ordenado (A,B) que hace precisamente esto. Conceptualmente, la cortadura es el "espacio" que hay entre A y B. De esta manera es posible definir a [image: image83.png]


como (A,B) tal que [image: image84.png]{reQ:z° <2}



y [image: image85.png]{reQ:2°>2})



.

Es posible demostrar que B queda unívocamente definido por A, de esta manera la cortadura (A,B) se reduce simplemente a A.

También es demostrable que el conjunto de todas las cortaduras cumple con los axiomas de los números reales, de esta manera [image: image86.png]


es el conjunto de todas las cortaduras de Dedekind. Esta es la primera construcción formal de los números reales bajo la teoría de conjuntos.

Construcción por sucesiones de Cauchy [editar]
Artículo principal: Sucesión de Cauchy
Las sucesiones de Cauchy retoman la idea de aproximar con números racionales un número real. Tómese por ejemplo, la ecuación

[image: image87.png]



Es claro que esta sumatoria opera sólo con los números racionales [image: image88.png]


, sin embargo el resultado final es el número irracional [image: image89.png]


. Es evidente que cada vez que se efectúa una suma, la ecuación se aproxima más y más a [image: image90.png]


.

Las sucesiones de Cauchy generalizan este concepto para definir a los números reales. Primero se define que una sucesión de números racionales es una función [image: image91.png]


. Cada x(i) se denota simplemente por xi.

Una sucesión de Cauchy es una sucesión de números racionales donde sus elementos cada vez son menos diferentes. Más formalmente se define una sucesión de Cauchy como una sucesión de números racionales que para todo [image: image92.png]


existe un [image: image93.png]


tal que para todo [image: image94.png]m,n = ()



se cumple [image: image95.png]T — Tp| < E



.

De esta manera es posible definir al número real π como la sucesión de números racionales

[image: image96.png]



expresa las propiedades aplicadas en las siguientes expresiones matemáticas ab=ba.

Límite de una función

El límite de una función es un concepto fundamental del análisis matemático.

Informalmente, el hecho que una función f tiene un límite L en el punto p, significa que el valor de f puede ser tan cercano a L como se desee, tomando puntos suficientemente cercanos a p.

La definición formal, hecha a finales del siglo XIX se muestra a continuación.

Para una generalización del concepto de límite, véase "topología de red".

Definición formal [editar]
Funciones en espacios métricos [editar]






El límite de la función f(x) cuando x se aproxima a p será L si y solo sí para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que para todo número real x en 0 < |x-p| < δ, tenemos que |f(x)-L| < ε

El siguiente concepto de límite es el de la definición formal, la cual no es muy aprensible para el común de la gente. Dicha formulación matemática es más conocida como epsilon - delta. Por ello es importante entender el concepto de límite como aquella herramienta matemática que sirve para conocer el comportamiento de una función alrededor de un punto, y que no dice nada de tal comportamiento precisamente en dicho punto.

Supóngase f : (M, dM) -> (N, dN) es mapeado entre dos espacios métricos, p es un punto límite de M y L∈N. Decimos que "el límite de f en p es L" y escribimos

[image: image99.png]lim f(z) =L




si y sólo si para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que para toda x∈M en 0 < dM(x, p) < δ, tenemos dN(f(x), L) < ε.

En términos de desigualdades, tenemos que el límite de la función f ( x ) en x = a es L si se cumple lo siguiente: para toda ε > 0 existe un δ (ε) > 0 tal que, para toda x:

si 0 < | x - a | < δ , entonces | f (x) - L | < ε

Observemos que la solución de la desigualdad 0 < | x - a | < δ es la siguiente:

x pertenece a la vecindad ( a - δ , a ) U ( a, a + δ ): x no toca el valor de a, pues

0 < | x - a | implica x distinto de a,

mientras que la solución de | f (x) - L | < ε es la siguiente:

y pertenece al intervalo ( L - ε , L + ε ).

Esto proporciona la clave de la comprensión del concepto de límite, pues mientras que el valor de la x está en la vecindad horizontal alrededor del punto "a" y agujereada en "a" con radio delta y centro "a", aun cuando en ese punto "a" no esté definida, el valor de y está en el intervalo vertical con centro en f(a) y radio épsilon.

Funciones de valor Real [editar]
La recta Real con metricó d(x,y): = | x − y | es un espacio métrico. También la línea Real extendida con métrica d(x,y) = | arctan(x) − arctan(y) | es un espacio métrico.

Límite de una función en un punto [editar]
Sea f una función Real, entonces

[image: image100.png]lim f(z) =L



(donde [image: image101.png]


y L es un número real) 

si y sólo si
para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que para todo número real x en 0 < |x-p| < δ, tenemos que |f(x)-L| < ε 

Con símbolos: [image: image102.png]VeuoTso0Veep 0 < |2 —p| < 8= |f(zx) - L| <&




Ejemplo [editar]
Dado [image: image103.png]lim 2z
=p



calcúlese su límite únicamente en base a la definición.

Supóngase que el límite buscado existe y que es L, entonces por definición: 

[image: image104.png]0<|zr—pl<d=|2r-L| <e




Dividiendo la segunda expresión por 2 tenemos: 

[image: image105.png]L e
0<|z—pl<d=lz—Z| <<
le-pl<s=lz—2) <5




Luego entonces con [image: image106.png]b | ™



existirá el límite por lo que: 

[image: image107.png]L=

SIe




Así tenemos que: 

[image: image108.png]lim 2r = 2
lim?2z = 2p




Con un análisis igual para f(x)=kx se comprueba que: 

[image: image109.png]lim kz = kp




Refiriéndonos a los limites infinitos, hay que tener en cuenta lo siguiente: Ya sea por la izquierda o derecha, los limites que tienden a 0,y no necesariamente al -infinito o al +infinito, se toma en cuenta el signo de la izquierda(negativo) o en su defecto derecha(positivo) para tomar en cuenta el resultado del infinito o la tendencia a un número en especial. Todo depende del signo.

Propiedades de los límites [editar]
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(al igual que su recíproca)
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