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Matrizes
Definicdo
S&o nimeros dispostos em linhas (filas horizontais) e colunas (filas verticais), formando umatabela.

Gastos de uma familia (aproximadamente) - RendaFamiliar RS ......cccoovvvcvveeveieveeneenesienns

Descricéo Outubro Novembro | Dezembro Média

Supermercado

Salde

Transporte

Vestiario

Higiene Pessoal

Lazer

Poupanca

Totais

A tabela que vocé acabou de preencher, podemos transformé-lanuma matriz: Onde os nomes supermercado,
sallde, transporte, vestiario, higiene pessoal, lazer e poupanca sdo as linhas ( 7)) e outubro, novembro,

éail a, a14l‘j|
B B By By
2831 A, g a@g

dezembro e Médiasdo ascolunas (4). Assimvocéteraamatriz g8, 8, 8,3 8y, ), deordem7x4,

So A% A 6543
o % B Bl

(N
%71 a72 a73 a74 u
gue € uma matriz com 28 elementos.

Notacdo de uma matriz

5
1. Umamatrizdeordem2x3: B = ?1 %o s g
A @y Aug
a4 -3 00
Exemplo: D = T é umamatriz 2x3, com 6 €lementos, onde a;1=4, a,,=-3, a1=2/5, a;5=0,
% 1 6
ap=1, as=6.
éﬁu Q, Q3 ... &, 9
Gy Sy Ay e Byt
2. Umamatriz genéricade ordem nxn: A= gagl a; Q3 ... g, :

$8n An A - Amg

Matriz Quadrada
— étoda matriz onde o nimero de linhas é igual a0 nimero de colunas.
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70
Exemplo: A= g =€ uma matriz quadrada de ordem 2x2,

& 0 1o
B= 89 2 5:éumamatriz quadrada de ordem 3x3.
%8 0 3

Matriz Diagonal
— E amatriz quadrada na qual os elementos que ndo pertencem adiagonal principal sdo iguais a zero.

00 034

22 0 06 2 & #® 0 05

c k4 9040 0 - C *
Exemplos:A:gO 7 0= B= 03 0% e C:(;O 0 O=
0 0 85 + 0 0 O

& e gooo-lo,'a : 2

Matriz linha
— étodamatriz do tipo 1xn. Exemplo: C=(3 01 8),matrizde0rdem 1x4.

Matriz coluna
2 ¢
— étodamatriz do tipo mx1. Exemplo: M = g 7 — matriz de ordem 3x1.
407,
Matrizes iguais
— duas matrizes A e B s80 iguais, se e somente se, 0s elementos da mesma posicéo sdo iguais.

16 ® 10

Exemplo: D = g e E Zg = logo D=E.
3g 0 34

Exercicio

5yo

aB2xX+
1. Determinex ey, sabendo que as matrizes g
X-Y g

&9 0
TS0 iguais.
E' 1

&X+ty m-ng @& 60
2. Sendo as matrizes A = TeB= , achar osvaloresdex, y, men para
gX 2y 3m+ ng g' 1 Og

gue se tenha A=B.

axX+y a+bo ) -10

3. Se , determine x, y, aeb.
EX y a-bg El 35 ’

Matriz Transposta
— quando se troca ordenadamente as linhas pelas colunas de uma matriz, a nova matriz € dita uma matriz
transposta.
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& 5 79 a& 4 100
Exemplo: A=g4 6 8- asuatransposta ¢ A’ =g5 6 1-.
%10 1 0y %7 8 0y
Propriedades da matriz transposta
L (af=A
2. (A+B) =A+B'
3 (a.A) =a.A
Exercicio
54 i X+ VE
4. Sendoasmatriz&sAZ862 ge B I&X y yg caculex ey demodo que A= B'.
§12 -1y 2y-5 -1g4
x+y 4 -290 @& 4 -20
_ _ g 3 2z 3 - g 3 2 3+ . _
5. Sdamasmatrizes A= .eB= ..Se A =B, determine
S0 4 x-yo S0 4 -17
-6 z-t 1 4 é 6 -3 15

Xy, zet.
6. Sejam asmatrizes A e B, de mesma ordem mxn. Demonstreque: (A- B) = A'- B'.

Matriz Nula
a® 0 00
— éamatriz que tem todos os elementosiguaisazero. B=¢0 0 0+
%0 0 0y
Matriz Oposta
— matriz oposta de uma matriz A é uma que somada com amatriz A, resulta na matriz Nula.
e 7 00 e/ 00

Exemplo: A= = asuaopostaé - A= o
g 3 1y -3 -1y

Matriz identidade ou Matriz unidade

— deordem N3 2, éamatriz quadrada de ordem n que tem os elementos da diagonal principal iguaisale
0s demais elementos iguais a zero.
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ad 0 00
06 0
Exemplos: |2=§) 1%, matriz identidade de ordem 2; |3=80 1 0, matriz identidade de ordem
e S 0 13
& 0 0 09
go 100+
3 1,= -, matriz identidade de ordem 4.
0 0 1 07
go 0 0 1y

Adicao de Matrizes
— A somade duas matrizes A = (a,.j) e B= (h]) éamatriz A+B = (a“. +b, ) ambas do mesmo tipo
mxn.

Exercicio
xR - 60 ae3 20 a2 3 6(‘5
7. Dadasas matrizes A = g8 10 1 O: g = calcular
(%]
a A+B+C b) A- B- C

-2 49 el 2z-3p a8 zo
§y13z§'3 1 égz 45

8. Determinar x, y e z sabendo que:

Produto de Matrizes
Requisito: O niimero de colunas da primeira matriz sejaigual ao nimero de linhas da segunda matriz.

Assm: @) A..Bs, & Cyy s b) Mg, A& Doy

Exercicio

22 50
d 2 -10 ¢ - _
9. Sdgamasmatrizes A = teB=¢c4 - 3=+, determine A.B
53 1 44

§2 1y
ad 1o a® o
10. Sejam as matrizes A = go 1— eB= El , calcule as matrizes produtos:
{%]

a A.B b) B.A ¢)AB=BA ? VouF.

1(')
11. Se A= gl determmeamatantal que AX =1,

Propriedades:

A multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa.

A multiplicagdo de matrizes é associativas  (A.B).C=A.(B.C)

A multiplicacdo de matrizes é distributivaem relagdo a adicdo: A.(B+C)=A.B+A.C
Multiplicagdo de um nimero real por uma matriz: (a .A).B =a .(A B)

Multiplicagdo pelamatrizidentidade: Al =1 A=A

o A~ wbdhpk
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6. A’=1 ,seAl0

7. A=A

8. APt = AP A paapl N
9. AP=A.AA....A, pfatores

10. (AB) =B'.A

Exercicio:

aé129

12. Sgaamatriz A=gl 3 1, determineamatriz polinomia, 2.A% +3.A+5. .

&4 1 15

Matriz Involutiva
Uma matriz A quadrada é involutivaquando A® = |

Exercicio

a 00
13. Umamatriz diagonal, de ordem 2, éinvolutiva. Determine-a. Faga A = EO bi'
1]

Matriz Simétrica

Page 6/12

— éumamatriz quadrada A = [aijj , diz-se simétrica quando a; = ay paratodoi,1 £ i £ n, paratodo

nxn

iL1E JEn.

Obs: SeA ésimétricaentio A = A" .

Exercicio

, . _ a3 2bo
14. Determineo nimero bl R, paraqueamatriz A = Ebz b =, Sgjasimétrica
1]

la, =0
|

15. Sejaamatriz A= |.aii]4x4’ paraaqual iay =a .Determine A e A'. Aé
T .. .
iq =it selfi<|£4

simétrica?
2enZa (sena +cosa )’ © 8@ b2 .
16. Se ¢ T= ., Oetermine osnimerosa, b ec.

3 3 =
T
8COS4a |Sen a +Ccos E':l|g Qa c

17. Sejaamatriz A, quadrada de ordem n. Demonstre que A+A" é simétrica.

Matriz anti-simétrica:

— éumamatriz quadrada A = [aijj , diz-seanti-simétrica quando &; = - @;; paratodo L,1E1 £n,

nxn

paratodoj, 1£ | £n.
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Obs; SeA ésimétricaentio A = - A ' oselementosda diagonal principa sdo todos nulos.

Exercicio
890 a bo
18. Amatriz A=¢-a 0 C+éanti-smétrica
&b -c 0y
éea 2 -390
19. Determine osnimerosreaisa, b, ¢, x, y ez paraqueamatriz A= ¢X- 1 b 2y- 4:sgaanti-
Sz 4 ¢ 4
simétrica.

20. Segjaamatriz A, quadrada de ordem n. Demonstre que A-A' é anti-simétrica.

Determinante de uma matriz de ordem 2

A toda matriz quadr ada esta associado um ndmero real chamado determinante.
Exemplos: Calcular os determinantes das matrizes:

a A= g6 22 0 determinante dessa matriz &  detA= 4.7 — 6(-2) = 28 + 12 =40

1%}

7 N

3u
b) B=ga ZQ 0 determinante dessa matriz & detB=5.2-3.4=10-12=-2
C u

Determinante de uma matriz de ordem 3 — Regra de Sarrus

21. Calcular os determinantes das matrizes pelaregrade Sarrus:

2 3 - 2 -11 2 3
a4 1 2 b)l 0 O o0 1
-3 2 1 0 1 0 1 3
log,8 tg® sed-p b
. 4 SenE -1° 1
22. Cdculeosdeterminantes a)| 42  sen8p 3° b)| logl 0o -
-1°  Ine 1 cos% A

Matriz Inversa

Definicdo

SejaA uma matriz quadrada de ordem n. A matriz quadrada B, de ordem n, diz-se umainversade A, see
somenteses AB=B.A=1,.
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Propriedade:
A inversade umamatriz A existeseo det A=0.

Exercicio:

a 20
23. Determine amatriz inversadamatriz A = gg O
ﬂ

16
24, Sejaamatriz A= g = DetermmeA se exidtir.

ad 10 & 10
25. Paracadamatriz aseguir, determine A, seexistir: A= E = B= 1 Te
2 3g 20
C = agsecq  tgq o
tgg  secqg
el 2 19
26. Sejaamatriz AIEO 1 - 2-. Determine A, seexigtir.
§1 4 -1y
& 10 a 20
27. Sejam as matrizes A = g = e B= §3 =. Resolva a equagdo matricial A X = B.
4y
_ _ aecosa senao ae0S2a0
28. Sgjam as matrizes A = zeB= = Reﬁolvaaequagao matricial A X = B.
E- sena cosag Zag

Propriedades
(AB)*=B"A"

0 (W)=l
) (A= ai
o (w)=(ar)

29. Uma matriz quadrada, ndo singular, diz-se ortogonal quando A = A'. A matriz

aeco sen O
A= X 42 = éortogonal ?
- SeNg COoYg g

30. Paraasmatrizes A, B e C, smplifique: C.B'lA(C'l.B.A)_l.(B'lC)_l.B

46
31. Sgaamatriz A= E = Determlneamatrlzx sabendo-seque: 2. X '- 3.A+1,=0,.
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_ ) & 1 00 ® 0 20
32. Sglamas matrizes A = zeB= =. Determine as matrizes X e Y, de ordem 2x3,
gl 2 1yh g 4 25
12X-Y=A
tais que | .
1X+Y=8B
16 26
33. Sendo A= g 900ma+b4 ab=3ea<b, B=A*' X = ?ge =§5 g é verdade
Yo (4]
que:
(01)  detA=1
) B 3 -20
g 1 1g
(04)  detA.detB=1
e O
(08) SeAX=C,entdo X g =
ﬂ
a0 20
(16) SeB.X= E—entaox E:
ﬂ
(32)  det(A+5.B)'=96
Matriz Inversa — Complementos
&0 20
34. Encontrar amatrizinversaA™ damatriz A=
g 1 4y
1. Usando a definicdo
&0 20 bo_ad 00 e0a+2c Ob+2d §_ad 09
Solucéo: fazendo = == a za
g-l 4ggc dg gO 1g §-1a+4c '1b+4dg gO 1g
®e 2 2d o9_a 09 j2c=1 i2d =0
—aresolvendo os sistemas: | ef
E-l.a+4.c -1b+4dg EO 1g -a+4c=0 1- b+4d =1
®2 -19

, encontramos a matriz inversa A™* = T
12 0

2. Determinacdo da matriz inversa usando o determinante e a matriz transposta dos cofatores:

&0 20
Encontrar amatriz inversaA™ damatriz A=
-1 4(5

Solucéo:
a) Cdélculo do determinante de A: detA=0.4-2.(-1)=2

b) Determinacdo da matriz dos cofatores da matriz A:;
=014 a,=(1P(10_=4 1o
S, =(F2 a,=()0; &2 0

¢) Dividir todos os elementos da matriz transposta formada pel os cofatores pelo detA:
Al2 -2/20
§1/ 2 0/2



d) MatrizinversadeA & Al

@2
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_51/2 05

3. Usando o escalonamento: coloca-se a direita da matriz dada, a matriz identidade; faz-se o escalonamento
de modo que a matriz identidade passe a ocupar a posi¢éo da matriz dada.

0 210 -1401.
a a a a
14017 02100 2 100210

Solucéo:
10 2 -1
011/2 0

matriz identidade encontra-se amatriz inversa A™* =

Exercicios

1. Encontrar amatriz inversadamatriz B = go

2. Encontrar amatriz inversadamatriz A = gz

Ll 1128

©B ﬁo 1/6

1-40-1_102-1_

observe que a posi¢ao damatriz A foi ocupada pela matriz identidade e na posicéo da

®e2 -1
12 04
- 20 ,
=, usando a matriz transposta dos cofatores.
2
20 ,
4;, usando a matriz dos cofatores. ® conclual?
2

3. Determinar a matriz inversa das matrizes: (usar o escalonamento)

A 2 3o e l/5 -1 3/59
9 A=C0 -1 0L eA'={ 0 1 0:
&2 -1 15 §2/5 -1 1/54
@1 0 2 @5 25 06
b B=¢2 0 1: ® B*=¢1/10 -1/5 1/6=
$3 6 04 2/5 1/5 0
2l 1 08 213 0 -13%
Determineamatrizinversadamatriz A=¢1 0 1-. ®A‘1:g4/3 0 -1/3+
-2 -1 0y §1/3 1 13
Respostas
3 227 3, m=4 2 7) )é 29 b)aé "
X=5; y=3;, m=4en=- a) - =
3) 3,21e-=2 §9 14, §7 6 g
4; 7e5 8) 4,-le4d
5) x=2,y=8,z=let=4 Y
6) (A-B)'=(A+(-B)=A'+(-1)B'=A'—B. 9 g - 20

€ 165



328 15 166
12) 919 36 15-
%30 19 285

1 00 & Oo el 00
"% 158 -1 ko 1}
el 09
g0 -1
14) Oou2

ad
¢

3
15 A= 9

és

simétrica
16) a = L,b=3— e c=£
2 2 8

., SmA éumamatriz

M 01 O W
~N O b~ b
»
|

17) Veja o 20.
18) 0,0,0,-1,0,3
19) a=b=c=0; x=-1ey=0

20) Se uma matriz é anti-simétrica entdo: A-B' =-

A +B'. Fazendo (A- A")' = A'+ (-1A") = A
—A=-A+A'. Oqueprovaque A-A' éuma
matriz anti-simétrica

21) a)-47 b)-2

22) a) -8 b) 3/2

Os Matematicos

Pierre Simon de Laplace, 1749—1827,
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20 0
23) g 3~
&2 /69
24) Na&o existe, poisamatriz é singular.
xe3 - 1
25 Al= 9
gz 15
asec -1
C'= d gq— , B! ndo existe.
-tgq  secq y

26) Existe, poisdetA— -12.

}é 2120
o3l
8}% ,% Mo

e 2 -20
27) X = =
5 65
0s3a0
28) X =goog
3ay
29) Sim, A éumamatriz ortogonal.
30) C
x 3
31 & 4 2‘
€6 3
2@

32) X = 9/ /7 %T
9% 19 %5
(B W R
% X

33) V,FV,V,FV, total: 45

Nasceu na Franca e € considerado um dos grandes mateméti cos do periodo da Revolugdo Francesa. Estudou

na Escola Militar, exerceu cargos paliticos, entre eles o de Ministro do Interior de Napoledo. Foi professor da

Escola Normal e da Escola Politécnica de Paris, além de participar do Comité de Pesos e Medidas.

Como cientista, Laplace contribuiu para o desenvol vimento da Fisica, principa mente com relagdo a Mecanica

Celeste. Na Matemética, que ele considerava uma “ colecéo de instrumentos’, que ele manejava com muita

habilidade, seus principais estudos voltaram-se para a Teoria das Probabilidades. Nas suas principais obras,
Teoria Analitica das Probabilidades, de 1812, e Ensaios Fil osoficos da Probabilidades, de 1814, Laplace
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mostrou um grande conhecimento de Andlise, aplicando as nogdes de Célculo Avangado no estudo das
probabilidades, (José Ruy Giovanni e José Roberto Bonjorno, Matematica — Trigonometria, Matrizes,
Anadlise Combinatéria e Geometria, Volume 2, FTD, 1992).

Carl Gustav Jacob (Jacobi), 1804—1851
Nasceu na Alemanha, onde fez seus estudos, dedicando-se principal mente a Filosofia e a Matemética,

aperfeicoando-se nesta Ultima. Diferentemente de muitos matematicos de seu tempo, Jacobi era um professor
nato e gostava de ensinar.

Seus principais trabalhos foram no campo da Teoria das Fungdes Elipticas e da Teoria dos Determinantes.
Nesta, Jacobi preocupou-se com a notacdo adequada para os determinantes, criando algoritmos e regras
préticas para sua utilizag8o. Foi por esse motivo considerado um dos grandes responsaveis pelo
desenvolvimento da Teoria dos Determinantes, (José Ruy Giovanni e José Roberto Bonjorno, Matematica —

Trigonometria, Matrizes, Analise Combinatéria e Geometria, Volume 2, FTD, 1992).



