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Calculo de limites

VX2 +4-2

1. lim~=——==2
x®0  X“ +3X
e VXP+4-2 J0+4-2_0

Solucéo: lim —, isto € uma indeterminacao.

x®0 X2 +3x 0>- 3.0
Multiplicando-se o numerador e o denominador pelo fator racionalizante

2 L @&2+4—?k&2+4+gx__ X*+4- 4 ~
\/m+2,temos. IJQ(} (x2+3x)_( T2+4+2) = Im‘}(x +3X)( " +4+2)_

. x? . X 0
lim X \= ) =0 logo

x®0 (x+3( ) e x+3(\/x +4+2) (0+3)V0*+4+2
”m7VX+4-2:

x®0 %% 43X

. X-3
2. lim—— =2

®3Jx-2+Xx-4
X- 3 3-3 _0

Solucgéo: |Im —, € uma indeterminacéo .
34UX-2+X- 4 V3-2+3-4 0’

Multiplicando-se o numerador e o denominador pelo fator racionalizante

2 (e ), tomos: im0 24 %= 4llVx-2- (- 4))

x®3 (x- 2)- (x- 4)
i e k- 2- k- a)] L (x- 3V 2 (x- 4)] 2 logo
w3 (x- 2)- (x- 4) i (x- 3)(x- 6) 3

. AXP+4-2 2
im———==
x® 0 X2+3X 3

VBX-1- VX+7

w2 [x+2-2

JBx-1-x+7 _B52-1-yJ2+7 0 . _ o
—— e uma |ndeterm|nagao.

Solucdo: lim =
@2 \X+2-2 N2+2-2

Multiplicando-se o numerador e o denominador pelo fator racionalizante, temos:

i (V8 1 Vx7)(VBx- 1 xr 7)(Vxr2 4 2)
m

w2 (JBx- 1+4/x+7)(Vx+2- 2fVx+2+2)
[(5x—1)—(>,<+7)].(«/x+2+2) 4(x- 2)(«/x+2+2)

li =i =
2 (x+2- 4){V5x- 1+/x+7) XI®n;(x 2)(\/5X 1+x+7 )
im AVxr2+2) 2 e vxe7 2

@2 /By 1++/X+7 3 ogo ®2 JX+2-2 3

a. lim——>— =

®03x+1-1
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Solucao: a Multiplicando-se o numerador e o denominador pelo fator racionalizante

W+§/x7+1+ld
3{/W+?{/(m_)+l, temos: lim ?
@O S/ +1- 1)§M+JTH+1°

?/(xﬂ) +«/x+1+10 x.?/(x+1) +\/x+1+1‘9a: ”ms/(x+1)2 +3x+1+1 _

X+1-1 0 X x®0 1
3/ 1+12+341T1+1 X
= logo lim———=3
®03/x+1-1
XV X- af
5 lim——=——
x® a \/7 \/7

Solugdo: a lim (X X" af)(x x+af)(&+\/5)
x®a (x x+a\/5).(&— \/5)_(&+\/5)
lim x?.X- az.a_ Vx++a _ lim x*-a® Jx++a

X® a X-a X X+a\/a X® a X- a X\/;.i_a\/a_
(x- a)(x* +ax+a?) Jx+a _”m(x2+ax+a2) Vx++a

lim

®a X-a xx+a/a @a 1 xx+ava
a’+a’+a> +Ja++a
. = 3.a
1 ava+a+a
2 2

. +p? -
6. lim¥Y P P,

0 [y24q? - q

ol e g o
Solugao: alxl(gg (\/x + p + p)(\/x +q )(\/XZ +q2 +q)
X2 + p? -p X’ +9° +q -'ﬁ;:ag+q g

lim = lim =

X®OX +q—q /X +p +p xO/X2+p2+p p
2 lim V3-2x+1 _,
'x®21 4x-1

Solugao: a Multlpllcando—se o numerador e denominador pelo fator racionalizante
f/3- 2x +1)§§/ 3- 2x)? - ¥/3- 2x +19
Y(3- 2x)% - ¥/3- 2x+1, vem: lim
. (e- 207 - 13- 2 +1°(1 Y- 1)
i 2.(x— 2).h+4x/x— 1+4/(x- 2 +4/(x- 1)° )_
2 (x- 2k/@3- 297 +¥3- 2x+1)

2@ 4x- 1+4(x- D? +4/(x- 1)° ) _8 lﬁgolwnws 2x+1_8
x®2 M‘*‘\/ﬁ*'l 3 ®2 1. 4/x- 1 "3
8. I|m& 1 =?

x®1Q1//7 1
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tm - 1_”m(t— D™ +t™2 4+t +1) o (AT D)
"1 e (- VT2t D) e ("t 4+t D)

Solucéo: alim
t®1

m
=—; O minimo mdultiplo comum dos indices € : mmc(m,n)=m.n ;
n
ix® 1 jtm =x
fazendo t="Ux, i guando e calculando-se: }
it® 1 ft" =0x
Denominador (Dispositivo de BriotxRuffini) : para o numerador e para o
denominador

Numerador e

1 0 0 0 0 -1
1 - 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 (0]
QU)=t" 1+t %+, +t+1 Resto
. bvyx+8+a 1
lim————— ==, calculeaehb.
®-4  X+4 2
- 4+8+
Solucéo: Substituindo X =-4 no numerador, vem : bjr:ia :; a

b\/Z+a_ 1 .
=-— a
0 2 0
valor de a no limite inicial:
bx+8-2b _ . b(/x+8-2) _ . b(/x+8- 2)[/x+8+2)
X+4 X+4 X® -4 («/x+8+2}(x+4)

x® -4
b(x+8- 4) 1 im D 1 1 b 1

2b+a 1
= 5 , fazendo 2b+a=0 a&a a=-2b a Substituindo-se o

lim
x® -4

=lim . =lim=.—————— == ==Ub=2 e
®-4  X+4 (Vx+8+2) x®-41 (Jx+8+2) 2 2+2 2
a=- 4.
Obs: se al -4entdo I(i@m4\f(x)\ =+¥ .
. X?- ax+b
10. lim——————=4, calcule a e b.
x® 3 X-3
- i9-3a+b=0
Solucgéo: substituindo X =3 no numerador , temos : |
ib=3a-9
2
- + - - - -
fim X 7@ +3-9_ (- 8Mxr3-a) g 8- a)
x®3 X-3 x® 3 X-3 x® 3

(3+3— a):4 U a=2 logo b=- 3

1 -a 3a-9
3 . 3 -3a+9
1 3-a 0
Q(X)=x+(3-a) r=0
11. lim 2x+3+b- ax =1, calcule ae b.

x® -1 X+1
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Resolucdo : lim 2X+3+Db- ax =1la
X® -1 X+1
J2(-1)+3+b-a(-1)=0 a1+b+a=0a b=-(1+a)
12. Iime_2 =-"—, calcule aeb.
@2 xX- 2 7
. . AJax+b-2_ 10 . sJax+tb-2 _+2a+b-2 _+2a+b-2
Solugdo: lim——==-"—"® lim = = ,
®2  X- 2 7 ®2  X- 2 2-2 0

como esse limite esta dando resultado uma constante é porque ele € uma

0
indeterminacéo da forma 6 , assim: v2a+b-2=0® b=4- 2a, substituindo o

valor de b:

im ax+4- 2a- 4 i a(x—2). 1 —iim a _
x®2 (x- 2).(\/M+2) ®2 x-2 \Jax+4-2a+2 *®2\ax+4- 2a+2
P40 40 108

a ——Efa__7élim 777w
J2a+4-za+2 7§, _108° w2 x-2 7
i 7

\/37"‘\/7 6

13.1im =

x® 8
o] o]
o §/37+ 7- X - 6% §IB7+ 7- X+6 o J3T+t- 6
Solucdo: a lim = T =
e §/37+«/7 x+6g.(x 8) LN

i 37+t-36 1 el 1
©1 - t3-1 J37+t+6 ©1-t°-1\37+1+6

. t+1 . 1 1 1
=1lim = lim =

@) et )(37ete) T @i )(VB7etee) -3127 36
Fazendo t:m’ix® 8

e -1
-1 0 0 -1
-1 - 1 -1 1
-1 1 -1 0
Q()=-t"+t-1 r=0
_Jx-3+4/x- 43
14. lim =
x® 3 X3 - 27
Solucéo: alim X-3 + \/; - \@ = separando em dois limites (o limite da soma

®2 x3. 27 IxP- 27
€ a soma dos limites)

o[ x3 VX433
m

+
+lim . =
@3\ x3- 27 @3 [\3_ o7 [x+4/3
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nmd X3 i =lim +lim (x-9)"
X® 3 (X— 3)_(x2+3x+9) \/7 \/}+\/7 x® (x +3X+9) f V3
1,3
9+9+9 9
X

15.1im
X® 0

VX+1-1-VX+1+1 ' Ux+1-1 Yx+1-1 1

Solucdo: alim = lim - = —->  Logo
x® 0 x® 0 X X m n

Iime+1 Ux+1 1_1
x®0 X m n

Ianx+1-1_. t-1 . 1

1
= =lim =
@0 x @1 (t- D™+t 4t D) @It 24 t+l m
i Ux+1-1 t-1 o 1 1
- lim =lim =lim ==
Peo @1 (t- Dttt +]) @It 24+t 41

IX® 0
Fazendo uma mudanca de variavel, temos : t=Ux+1, |’t ,vem X=t"-1;

iIX® 0
:«/X+1,:'t® 1 ,vem X=t"-1
0

1 0 0 0 0 -1
1 - 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 (0]
Q)=t™ 1 +t" %+ +t+1 Resto
16. lim Ux-Ya =2
x® a X- a

Solucédo: Multiplicando-se o numerador e o denominador da fun¢éo pelo fator

racionalizante que é Ux™* +Y x™2 Wa+. . +Ux¥a™? +Ya™" . vem:
f(x) = Wx - Ya _ Wx-Ta Ux™ +Ux™2Ya+..+UxJam™? +Yam™?
X-a X-a '?§m3+dxm?ﬂa+m+viﬂgm2+Vam1
B , X- a .
(x- a).(”\’/W+Q7€.§7xm'2 +0a% Ax™® + ..+ UxVam? +§7am'l)
1

f(x)=
W™ +0alx™2 +0a2 Ux™2 +. +UxTa™2 +TJa™?
. 1
lim —
x®0r\r/xm-1+r{/./a_r\r/xm-2 +@/¥_@/Xm-3 +"_+W_r\r/am-2 +w/am-1
1
a™! +Wata™2 + Va2 ¥a™® + .. +Vala™2 +Yam?

1

1
r\r)/am-l_i_r\r)/am-l +r\r)/am-1+m+q7am-1+q7am-1 - m arn—1 mr

%\%
2e
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17.IimM =
x®aQ/;_ Q/a

?

Solucéo: f (X)

_tx-Ya_
Vx-Ya

Cx-a WUxt+vad/xm? +¥a? x4+ UxRav? +8amt

Cx-a gy gatxm? +0a2 Uxm 4 +xYam? +Pamt
n/Xn—l +Q/5.nlxn—2 +r{/¥.nlxn—3 +."+Q/;.n/an—2 +n/an—l

myml W lx™2 +0a2 Uxme 4+ UxVa™2 + Y™t

k- Ta_
m

lim

Q/Xn—l_'_Q/aR/Xn—Z +r{/¥.nlxn—3+m+w.n/an—2 +n/an—l _

x®aQ/;_ Q/a_

x®avxm—l+%.vxm—2 +r0/¥.qyxm—3 +."+W.Wam—2 +w/am—l -

n/an—l+%.n/an—2 +r{/¥.n/an—3+m+%.n/an—2 +n/an—l _ n.n/an—l _

mWam! +¥ata™2 +¥Va? Va™2 +. +Vata™? +Tam™? - myam™?! -
n-m

nda™ Ya Ya _ nta

"a"  nam" _ n.aﬁ

m¥a™ %Va'¥a mYa

S

18. lim =2
®2x- 2
Solucéo: lim
®2 X- 2

Primeiro modo : Pelo estudo do sinal da funcdo

= é (impossibilidade)

2
—————————————— [+ttt
lim =+¥ e lim =-¥
®2"X- 2 ®2 X- 2

existe, pois os limites laterais sdo diferentes.

Segundo modo :

n n
m"¥a™ m

. 1 .
= lim————= lim
heo " 2- h- 2 heo - h

iIX® 2
Fazendo x= 2+h quando { lim
ih® 0 x2 x- 2
IX® 2
Fazendo x= 2-h quando { m
ih® 0 x2 x-2
Resposta: lim
®2 X- 2
19 |im£—o
) x®4(X_ 4)6 o
Soluc im2X"1 - 81 7 5 im
olugdo: = =— a
x®4(X_ 4)6 (4_ 4)6 0 x®4(X_
Estudo do sinal da func¢éo :
i 4
————————————— e

m

Resposta: o limite lim

®2x- 2

im——= Iim1 =
heo" 2+h-2 heo h
1

ndo existe, pois, os limites laterais sdo diferentes.

nao
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. 2-X
20.liMm—=72
x®0 33 - x?
. . 2- X 2-0 2 _ . 2- X
Solucéo: lim 5 = =—a IImﬁz - ¥ , fazendo o estudo do
x®03x*- x= 0-0 0 x®03x”- x
2- X
sinal da funcéo h(X) = 33 > » vemos que quando X se aproxima de O, pela
X" - X

esquerda e pela direita, os sinais sdo iguais (negativo), ou seja, a funcdo h(x)
tende ao menos infinito.

0 % 2

------------- [ e
o1 lim 2% 2 _
T x®@1 (X— 1)3
. . bx-2 5-2 3 _ . bx-2 N . . .
Solugéo: lim = = = nédo existe, pois, os limites

= =— alim———F
©1(x-1° (-1 0  1(x-1)
laterais sdo diferentes, pela esquerda tende ao menos infinito e pela direita tende
ao mais infinito.

pA 1

Y EEEE—— | ++++++tttt
. 3-4x
22.lim =7
x®5|X_ 5|
Solucgéo: primeiro modo (veja teorema abaixo)
13- L= 4(x- 3))
f(x)= =} X=5 a f(x)=i
|x- 5] 3-4x oara x<5 i - 4(x- 34)
. ' i , para x<5
f-x+5 Mix-5 P

3, 5
-------------- P ————
3, 5
D ———— | 444+ttt
3-4x

Resposta: lim =
x®5 | X - 5|

Segundo Modo:

LG EIE! - Se lim f(X):Oentéo |imi:+¥ )
X® a x®a‘f(x)‘

. 1
lim(x- 5)=0 ento legg’ﬂ = +¥
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) ) 3-4x _ . -(4x-3) _ ) )
dai temos: Ll(@n;lx 5| lim AT Lgn;[ (ax 3)]'|x-5| [ (5.4- J)(+¥)= -17(+¥)
- ¥
23. Iimﬁz ?
x®0 2%
X %;:;’DO 11 11
Solucéo f(X):—z i X . Olimite lim=== e olimite Im==- =
2x  j-x_ 1 @5 2 2 x®5 2 2
X =--,Xx<0
T 2x
logo Iimﬁ_ nao existe.
. 3x + 2
24. lim =
x® 0 Hx
2
3x+2 2 3x + 2 g 79 e
Solucdo: |im X >— = —, temos: f(X): X = ex g_ X X _
x® 0" 5x 0 5x 5x? 5
3 2 . . 3x+ 2 3 2
—+—2, calculando-se o limite: lim — = Im—+—
5x  5x x® 0" 5 X x®0" 5X  5x?
3 1 21 3. 1 2 . 1
Im=—+=.— = =.lim —+=.lim —=+¥
x®05)( 5 x2 5 x®@0"x 5 x®@0" x?2
LEleIEIgE! - se IIm g( ) Oe g(X)1 Onuma vizinhanca de a V( ) entdo
lim . =+¥
x® a g(X)
2
25. lim——— =2
X® - 4(X+4)
. 2 2 . . 2 _
Solucéo: lim ;= —, pelo teorema acima, temos IIm(X+4) =0b
x® - 4(X+4) 0 *® - 4
. 1 . . 1
lim2. = = lim2.lim = 2(+¥)= +¥
x® - 4 (X+4) x® - 4 x®-4(X+4)
4
T —————
X- 2
26. |Im7_?
x®1 X% - 3+ 2
. . X- 2 1- 2 -1 . X- 2 . 1 .
Solucdo: lim = = a lim———=Ilim = ndo
@1 (x-1)(x-2) 1-3+2 0 @1 (x- 1)(x- 2) x®1x-1
existe
1 2
—————————————— T ——
O limite lim =+¥ e o limite lim ==+¥
x®1° X- 1 @i X-1
Observacgao: quando X se aproxima de 2,
X- 2 . 1 1

- )x-2) TR x-1) T 21
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VX+1

27.lim———5 =2
X® 0 (XZ ] X)Z
. oA/X+1 . VX+1
Solucdo: lim =lim =+¥ (o sinal dessa fracdo s6 depende do

2 2
X® 0 (XZ ) X) X® 0 [X(X— 1)]
termo sob o radical, x+1, pois o denominador esta elevado ao quadrado).

-1 0
—————————————— e e
ZSIMF—%if—O
T x®1 (X— 1)2 '
Solugao: lim, X = 2 alim2x, T =lim2xlim, ~_ = 21(+¥)= +¥
x®1 (X— 1) 0 x®1 (X— 1) x®1  x®1 (X— 1)
. 1-2x
29. lim =?
x®3 X-3
- - - - 2\x-
Solucéo: Iiml 2X:1 6: > a Iim(}é): +¥
w3 x-3 3-3 0 @3 X-3
A 3
-------------- e ——
2x* - 3x- 5
30. lim————=2
*® 2 (2_ X)
2_ 3y -6-5 - 2.x- 9 )(x+1
Solucéo: lim 2x” - 3x 5:8 6 5: Bé lim ( /2)'( )

x® 2 (2_ X)S (2_ 2)3 0 @z (_ 1)3.(X- 2)3

Iim(X_ %)(Xﬂ)

—+¥
w2 - 1(x- 2)°

Estudo do sinal :

-1 2 §é

o+ | —— I [ ——




