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Equacéo Geral da Circunferéncia

Equagio: (x- a)’ +(y- b)’ =r?
Circunferéncia é o conjunto dos pontos do plano cuja distancia ao ponto C (centro) éigual a

r (raio).
Exercicios
1. Determinar a equacao dacircunferéncia, em cada caso:
a C(27) er=3 ® (x-22+(y-7)?=9
b) C(0,-4) e r=4/5 ® (x-0)%+(y+4) =5
c) C(00) e r=g ® (x-0)%+(y-0)=8 3‘519 2 25x%+25y%=16
d) Cgé,Z.:ge r=4/2 ®x2+y2-x-4y+g=0
e2 g 4
2. DetermineocentroCeo raio r, das circunferéncias:
a) (x- 4 +(y-1)° = ® C41) e r=3
b) (x-1)°+(y-0) = ® CL0) e =5
0 (x- 0P +&- 19 =122 ® CO0L12) e 12
& 2g
d) (x+3)° +(y+10)° =12 ® C(-3-4) er=1
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3. Resolver aequacdo do segundo grau:  x° - 10x+41=0.
® dussraizes 5- 4/-1 e 5+4y/-1

Poténcias daunidade imaginariai =+/- 1: i i%,i% i%,i% %16 i7,i8 i°, ...
a®li-1,-i,1,i,-1,-,1,i,...

4. Caculeo vaor daspoténcias: i® e i'®. ®i e-1

5. Caculeo vaor daexpressio: 2i%+5i%+3i". ® 5

6. Caculeapoténcia i*™*, onde n € um niimero natural. ®-1

7. Resolvaaequagdo x* +25=0. ®5i e -5i
8. Resolvaaequacido x*+3=0. ® iv3 e - i3

Forma Algébrica de um Numero Complexo

A partir da unidade imaginaria surge um novo conjunto numeérico chamado conjunto dos
namer os complexos, que indicamos por C.

Formaagébrica z=a+bi, a=Re(z) éaparterea dez e b=Im(z) éaparte
imaginaria de z.

Exemplos:

a z=2+5, Parteread: Re(z)=2 e Parteimaginaria: Im(z,)=-5
3,72, 3 V2

b) Z, = ot Re(zz)=-g e Im(zz)=T

C) z,=-7 Re(z,)=-7 e Im(z,)=0

d) z, =-0i Re(z,)=0e Im(z,)=-9

Exercicio

9. Determinar o vaor de k de modo que o nimero complexo z = (2k - 6) +2i sga
imaginario puro.

Solugdo: Um numero complexo é imagindrio puro se aparte real for igual a zero: 2k-6=0.

® k=3.

10. Seo complexo z = (y2 - 3y)+ y? i representa um ndmero imaginario puro, entd qual o
vaor dey? ® y=3

11. Encontrar o valor de m paraque o complexo z =-3m+ (5m + 4)i sgiaum numero real.

4

® -~
3
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Conjugado de um namero complexo
O conjugado do niimero complexo z=a+hi é z=a- bi ou a+hi =a- bi
Exemplo:
a) z=-2+3 seuconjugadoé z=-2- 3.
2 .3 V3

. . — 2 .
b =—+j— sauconjugado é z =—-i.—
) 2, 3 7 jug Z 3 7

) z,=1+2i seuconjugadoé z,=1- 2i ou z,=1- 2.

Exercicio
12. Resolvaaequagdo X2 +2x+3=0. ® -1-ir2 e-1+i+/2
13. Resolvaaequagio x* +10x2 - 24=0 ® S=1{- V2,42 23,23}

Igualdade de Numeros Complexos
14. Determinar osnumerosreaisx e y, demodo que 3x- 2yi =6+8i.
3X=6

N

Solugdo: formamos o sstema 1 2y=g’ encontramos ... ® x=2 e y=-4
i-2y=
15. Determinar os nimerosreaisx e y, demodo que se tenha (2x-5y)+(x+y).i=-4. ®
4 4
X=-— e y=—.
5 y 5

Adicéo, subtracdo e multiplicacdo de numeros complexos

Na adic¢do e na subtracéo: somamos algebricamente parte real com parte real e parte
imaginaria com parte imaginaria

16. Dados os numeros complexos z, =2+3 e z, =5- 10i, cacule:

a z,+2, a z +z,=(2+3)+(5- 10i)=7-7i
b) z- z a z-2=(2+3)- (5-10))=(2+3i)+ (- 5+10i)=-3+13i
0 7.2, a z.z,= (2+3)(5- 10i) = 40-5i

17. Dados os numeros complexos z, =4-i e z, =-2+3, cacule

8 7tz a z+z,=
b) 4-1 a 4- 4=
C) 7.z, a z.z2,=

Propriedades

Dados os numeros complexos z, e z,, valem as propriedades:
dz+2 =2+2

b) 2.2, = 7.2,

0 [)=(2
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d) Se z=a,entdo z=a, a pertencente aR.

18. Cdcule zI C nas seguintes equagdes:
Q) (2-i)-iz=7+6i2 ® z=-[1+6V2)+5i
b) (z+2z)i+3z=4-5

19. Calcular asraizesquadradasde z=7+24i . ®-4-3 e 4+3

Diviséao

Dados os nlimeros complexos z, =a+bi e z, =c+di,com z, * 0, podemos obter o

guociente de z; por z, escrevendo-os sob a forma 4 e multiplicando os dois termos da
Z2

~ . _z _a+bi_ (a+hi)(c- di)_ ac+bd  bc- ad .
f == = = _
ragao pelo conjugado de z, 2 " ord (crd)e-d) rd? +CZ e [

20. Calcular os quocientes:

. : 7  26.
5+2i por 3-4i ® —+—.
i g 25 25
p) 2+ 2 o 2+19
5-3 34 34
c) & ® J2+i = J2+i
2-1 2 3
2 = o
e a
1 a- bi
z'ou =
d) ou : Tip?
e) ! - ® 2-9
2+5 29
21. Escrevanaformax+y.i aexpressao: i Q ® 8,16
2+ [ 5 5

Plano de Gauss

A representacdo de um nimero complexo como par ordenado de nimeros reais € atribuida
a Gauss (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855), que dessa forma pode dar uma interpretagcdo
geométrica aos numeros complexos. O nimero complexo z =a+bi é representado em um
sistemade coordenadas ortogonais pelo ponto de coordenadas P(a,b).

O ponto P(a,b) que representao complexo z=a+bi é chamado afixo ou imagem
geométicade Z.

Vegamais. http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/M athematicians/Gauss.html

22. Cologue na forma a gébrica os complexos e os represente no plano de Argand-Gauss:
a) z =(37) ® z, =3+7i


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Gauss.html
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b) z, = (2- 1) ® 72,=2-i
c) z, =(04) ® z5= 4
d) z, =(-1) ® z,=1-i

Modulo e Argumento de um Numero Complexo
Consideremos 0 numero complexo ndo-nulo z = a+ bi, representado no plano de Gauss
pelo afixo P(ab) eoanguloq (0£q < 2p), formado por OP com o eixo Ox.
Médulodez: |4=+va*+b* ou |4=r
Argumento de um nimero complexo z ou z=arg(z) € o nimero g, tal que 0£q <2p ,
senq = |_b| e cosg = I_bl ,com z1 0, (Obs: 0 angulo q € formado pelo eixo OX e o

z z
médulo de z, OP).

23. Determinar o modulo, 0 argumento e fazer a representacéo grafica dos seguintes
complexos:

a) z, =1+i/3 ® |zF2 e arg(z)=60°

b) z, =-2+2i ® |z 2J2 earg(z)=45°

Q) z,=-3i ® |zI= 3 earg(z)=270°

d z,=2 ® |zI=2 earg(z)=0"

e - % % ® |zF1 e arg(2)=210°

24. Representar o plano de Gauss 0s seguintes subconjuntos de C:

a){zT C,talque|z|=2} ® x*+y?’=4

b) {z1 C,tal que |7 < 3 ® Regido internaacircunferéncia x> +y* =9
C) {zT C,tal que |73 1} ® Regido externainclusive acircunferéncia x* + y> =1
d) {zT C, tal que, |7 > 2} ® Regido internaacircunferéncia x* +y* =4
e) {zT C,tal que |z- i|= 4} ® circunferéncia C(0,1) e r=4

f) {21 C tal quez- (- i) =2} ® circunferénciaC(1,-1) er=2

0) {zT C,tal que|z- 2 = 2} ® circunferénciaC(2,0) e r=2

Forma Trigonométrica dos NiUmeros Complexos

z=r (cosq +i.senq)
25. Escrever na forma trigonométri ca os nimeros complexos:
a) z=-3+i ® z=2.8%os$+i.sen$9
e 6 6o
. - & . o
b) z=1-1i ® z—\/E.g 0S— +isen—=+
e 4 49
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) z=i5 ® z= \/gg osP +isenP 2
2 29

d) 2=-2 ® z—2.(cosp +|.senp)
€) z=- £+£.i ® z=3.¢%os—+| senig
2 2 e 4 4 g

26. Escrever na forma al gébrica os complexos:

2 o

a  z=48os® +isenE ® z=-2+i.2/3
e 3 3p
b) z= Sg;cosﬂﬂsen4p0 ® z=-§-£.i
3 3g 2 2

Mulplicagc&o de complexos naforma trigonomeétrica
Dados os complexos z, = r, (cosq, +i.senq,) e z, =r,.(cosq, +i.senq,) o produto
7,.2,= 1 ,(cosq, +i.senq, ). 1, (cosq, +i.senq, )

27. Calculeo produto z, = \/36%082+Isenp O¢ z, —3%03 4 +i. senig
29

4 g
® z.2,= \/3.3»00852 +isen XU

8 4 H
28. Calculeo produto z, = 3.8%034p +i. sen4p Oe z, = 2.8%035p +i. sen5p 0
e 3 39 6g
® z.z,= 3.2.8%08 +|sen13p 0 ou z.z,= 3.2.cis@
e 6 6 g 6
29. Dados os niimeros complexos z, = \/5.6%03 +i.sen— 2 9, z, = 2%03 +i.senP @
e 3 3o 4 4g
e z,= l.(i;%osﬁ + i.senﬂg, calcule os produtos:
2¢é 3 3 g
1p 1p6
Z ® 24/3. cos—+| sen——
b) z,.2, ® 1.8%03 +isen 19 Q
e 12 12 g
C) 2,.2,.2, ® \/§.8%os—p +i senﬂg
e 12 g
d 22,2 ® 2.2. 28%033 +i.sen3.P 9
4 49
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e) Encontre umaférmulapara z* ® ?

Potenciacdo de complexos na forma trigonométrica
Dado o complexo z=r (cosq +i.senq) e o nimero natural n, temos:
z" =r "(cosng +i.sennq)

30. Sendo z = 2.8%05% + i.sen%g, determine naformatrigonometrica:
e 2

a) z b) z®° Resostas: a)

7’ -23%053 +i.sen3P9 b) z= 215%03153+|sen15po
3 3g 3 3g

31. Cdcule as poténcias:

e 0
a (i) Solugzo: (v2) a%os,s +|sen5p0 waE 2329
4g 2 2 5
@ 30
b) — - i.—3j Solucéo: 1.{;%033.2+isen3 > Q— cos5p sen$=i
2 2 5 e 6 6 g 2 2
C) @+£.ij Solucéo: 1. %036 +isen6.P9=
2 2 4 4 4g
d) (\/E I 2)8 Solugéo: 2. g003877p+|sen8 77p9—
2}

Radiciacdo de Complexos na Forma Trigonométrica
Dado o nimero complexo ndo-nulo z=r (cosq +i.senq ) , vamos determinar os numeros
daforma w=r.(cosa +i sena) de modo que wW" = z, ou seja,
+ 2K + 2k

w, =4/r .{;a%osq L q P 0

e n n g
.., N-1, obteremos os complexos: wg, Wi, Wa W3, ..., Wn.1, qUE SB0 as n raizesdistintas de
z=r (cosq +i.senq).
Observagoes:

1. Qualquer outro valor atribuido a k recaird numa das raizes j4 encontradas, o que vale
dizer que o0 nimero de raizes distintas de um complexo z éigual an.

2. Asnraizesdocomplexo z=r (cosq + i.senq) possuem 0 mesmo maodulo igual a

. k1 Z, onde atribuindo-se ak osvalores0, 1, 2, 3,

{/r e seus argumentos formam uma progressdo aritmética onde o primeiro termo é q
n
earazéo é » :
n

3. A somadas raizes wgtwi+woA+wst ... + w, =0.
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4. Sen?3 3, osafixos das raizes enésimas de z s8o os vértices de um poligono regular de
n lados, inscrito numa circunferéncia cujo centro estd na origem do plano de Argand-

Gauss.
32. Cdcular asraizes cubicas de 8i.
Solugdo:  w, =8/r & osm+isenq+2kp9 a
e n n g
& ap o) ap 00
¢ c_- = C~ :
w, =3/8Scost2 + P +4jsenc 2 + 20 ..
(o §3 + §3 3 i
& z 20
2 90

& Apo,.  ap dp 60 .
W, =%/8.gC0sc— + +isenc— + = 3+i
S AT TR IR
w2=\/§.§:os§”i+ p9+isen§”i+22p9.£=-2i
€6 o e6 3 gy
i U
33. Calcular asraizes cibicas de z=27. ® |’3,-§+£.i, 3. ﬁl
T2 2 727 2 %

34. Resolver aequagdo 3x* +48=0, sendo U=C.
® V2 +2i,- N2 +42i,- V2 - V20,42 - V2i}
35. Resolver ax®-32=0. ® 242 [cos0’ +isen0°), 22.(cos72° +isen72°),
24/2.(cos144° +isen144°), 24/2(cos216° +isen216°), 24/2.(cos288° +isen 288°).

Exercicios

36. Sejaaequacdo z* - a- bi =0, onde ae b so reais ndo-nulos. Sobre as raizes dessa
equacdo podemos afirmar que:
a) umadelas € um imaginario puro.
b) os seus médulos formam uma progresséo aritmética de razéo 4./|a+bi .
C) 0 seu produto € um imaginario puro.
d) Cadaumatem argumento igual a M .

€) A suasomaé zero.

E;a%en% cos?. éa%ecé cos EQ

37.(ITA-SP)  Sejam as matrizes A=¢ Z‘éfeBg 5 S+ Se
gtgp sen€; gcosp coth

a=detA e b=detB, entdo o nimero complexo a+ bi tem moédulo igud a:
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a o0

b) 1

C) sen§+cos£
5 5

d 4

g 242

38. (ITA-SP) O nimero natura n, tal que (2.i)"+(1+i)*"= -16i, onde i é aunidade
imaginaria do conjunto dos nimeros complexos, vale:

39.7?

a 3
b) 4
c) 6
d) 7
€) ndo existe n nessas condigoes.

Respostas:
36e37h;:38a
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