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Presentacion

La geometria fractal es una jéven disciplina cuyo objeto de estudio puede enunciarse, de una
manera un poco mas formal, como el estudio de las propiedades topoldgicas y geométricas de
conjuntos y medidas auto-similares en R™. Aqui “auto-similar” se usa en el sentido un poco vago
que ha popularizado por los trabajos de Mandelbrot, como un conjunto que es igual a si mismo
en todas las escalas, es decir, un conjunto que, despues de un re-escalamiento apropiado de una
vecindades pequenas de sus puntos “luce” igual a si mismo.

La disciplina se ha popularizado a través de la difusién de imégenes y programas de compu-
tadoras que nos presentan un mundo de figuras sorprendentes que en muchos casos se aproximan al
arte y a la ciencia ficcion. Una busqueda en Internet muestra un exuberante campo donde conver-
gen los intereses de investigadores en ciencias aplicadas, matematicos, artistas, creadores de efectos
especiales para el cine y hasta publicistas.

Esta explosién de interés esta vinculada a la propagacién de los computadores personales y las
nuevas tecnologias de la informacién, con un visible impacto en la imagineria de la sociedad de
consumo contemporanea.

Pero no todo es moda y publicidad. Desde el punto de vista cientifico hay un genuino interés
po caracterizar estructuras tanto fisicas como de datos que necesitan ser tratadas con métodos de
teoria de la medida para introducir cuantidades calculables experimentalmente que caracterizan la
organizacion espacial de conjuntos de puntos en el espacio con apariencia cadtica y desorganiza-
da. Las ideas de la geometria fractal se han aplicado al estudio de las configuraciones espaciales
“poblaciones” de “puntos” distribuidos en un volumen tales como:

= poblacién humana sobre una territorio, continente e incluso sobre la Tierra misma;
= observaciones metereoldgicas en estaciones distribuidas de manera desigual sobre el planeta;

= distribucion de disipacién de energia en un fluido turbulento, que fue el objeto inicial de
estudio que llevé a Mandelbrot a proponer el estudio de fractales como una parte esencial de
nuestra comprensiéon actual de la naturaleza;

= distribucién de errores en una linea de transmision;

s distribucién de impurezas en la superficie y nticleo de materiales conductores, superconducto-
res y aislantes en la fisica del estado sélido;

= distribucion de minerales raros sobre la superficie de la tierra tales como oro, cobre y petréleo

= series temporales de datos tales como precios de mercancias y valores financieros en economia,
trafico vehicular en grandes ciudades, etc.

En todo estos ejemplos hay una escala global relevante confrontada con estructuras locales muy
ricas y variables.

Al proponer su visién de la geometria fractal como la geometria de la naturaleza, Mandelbrot
buscé en la Matematica modelos geométricos simples de conjuntos tales como: el conjunto de Cantor
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ternario, el tapiz de Sierpinski, la curva de Koch y la esponja de Sierpinski . El desarrollo del
computador con sus enormes potencialidades graficas atrajo de nuevo la atencién de matematicos
y cientificos sobre unos conjuntos cuyo estudio se remonta a los origenes de la topologia, la teoria
de la medida y las investigaciones de principios del siglo XX sobre la teoria de funciones de variable
compleja, debidas a Fatou y Julia.

Desde el punto de vista técnico la geometria fractal no es una disciplina axiomatica y auténoma
como la geometria de Euclides. Ella se encuentra en algiin lugar en la interseccién de la topo-
logia, la teoria de la medida y se ramifica rapidamente hacia la teoria de sistemas dindamicos y sus
aplicaciones.

En la actualidad hay numerosos libros que tratan sobre el tema desde el punto de vista de
sus fundamentos matematicos y de las aplicaciones. Recomendamos especialmente los libros de
Falconer [5] y Edgar [4]. También la obra “Fractals”, del fisico noruego Jens Feder, que ofrece una
panoramica de las aplicaciones fisicas, especialmente aquellas motivadas por la investigacion de
yacimientos petroleros (percolacién, etc.).

El objeto de esta monografia que ofrecemos como parte del TForMa es méas puntual y de caracter
puramente matemético. Aprovechamos la oportunidad de la motivacién e interés de los estudiantes
sobre el tema para introducir al estudio riguroso de los aspectos topolégicos y métricos de los
conjuntos auto-similares. Esto nos llevd a repasar algunos resultados de topologia y medida, para
ofrecer demostraciones rigurosas de algunas propiedades de fractales clasicos tales como los conjuntos
de Cantor, el tapiz de Sierpinski y la curva de Koch. Demostraciones que desde luego no tienen
espacio en la inmensa mayoria de paginas web y literatura de divulgaciéon sobre este tema, pero
cuyo estudio luce instructivo y necesario para la formacién de los estudiantes de las carreras de
matematicas.
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Capitulo 1

Topologia de espacios métricos:
conceptos elementales y resultados
importantes

Comenzamos estas notas sobre algunas nociones de Geometria Fractal sentando una base to-
poldgica necesaria. El objetivo de este Capitulo es reunir algunos resultados de la topologia de
espacios métricos que seran usados a lo largo de esta monografia; por tanto, el presente resumen
serd necesariamente directo y poco pedagoégico. Haremos un repaso de los conceptos y propiedades
elementales sobre: espacios métricos, conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, compacidad, conver-
gencia, completitud, conexidad y equivalencia de espacios métricos.

1.1. Definicion y ejemplos

Definicién 1.1.1. Un espacio métrico es un conjunto X equipado con una funcion d : X x X — R
que satisface las siguientes propiedades:

1. d(x,y) > 0 paratodo z,y € X.

=

x,y) =d(y,x) paratodo z,y € X.

=

x,y si, y sélosjix =1y

- d(z,y)
- d(z,y)
. d(z,y) =0

4. d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) paratodo z,y,z € X.

Los elementos de X seran llamados puntos y d = d(z,y) es, por definicién, la distancia entre los
puntos z,y € X. Al par (X, d) se le conoce con el nombre de espacio métrico.

El concepto de espacio métrico generaliza la nocién de distancia tal como se usa en la geometria

euclideana. Los siguientes ejemplos son bésicos. Aqui | - | es el valor absoluto de un niimero real y

|z|| = /2% + -+ - + 22 es la norma definida por el producto interno standard de R".

1.1.1. Ejemplos

1. Los siguientes son ejemplos de métricas en X = R:

a) d(z,y) = |x — y| (métrica euclideana)

b) d(z,y) = Mz — y|, donde X > 0 es un nimero real positivo
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¢) d(z,y) = p(|x —yl|), donde p = p(u) > 0 es una funcién real continua no decreciente, que
se anula tan sélo en u = 0.

2. Sea X = R", el producto cartesiano de n copias de R. Las siguientes funciones definen métricas
en R™:

a) d(z,y) = ||z —yll;
b) d(z,y) = |x1 —y1| + - + |20 — Yn|
C) d(.’L’,y) = méx{’wl - yl’v"' 7’xn - yn‘}

3. Los dos ejemplos que siguen a continuacién ilustran la generalidad del concepto de espacio
métrico:

» Sea C°([0,1]) el conjunto de las funciones continuas del intervalo unitario en R. Las
siguientes funciones definen métricas en C°([0, 1]):

a) d(f,9) = supgepo [ () — 9()]

b) ( 9=l If( ) g(x)|dx

¢) d(f,9) = ( 0 ) |f (@) = g(a)2da)/?

d) d(f,9) = (Jy |f(@) = g()[Pdz)'/?, p > 0

» Sea (X, d) un espacio métricoy P(X) ={E : E C X} el conjunto de todos los subcon-
juntos de X. En el Capitulo 3 probaremos que la funcién

dist 3 (E,F) = inf{6 > 0: E C Bs(F) y F C Bs(E)}

es una métrica en el subespacio de conjuntos cerrados no vacios de X, donde Bs(FE) =
{zr € X :d(z,F) < 0} es el entorno de radio ¢ del conjunto E. Ver abajo.

La funcién distancia de un espacio métrico nos permite formalizar la nocién intuitiva de “pro-
zimidad’ o “vecindad’ de puntos, concepto topoldgico por excelencia. Las siguientes cantidades y
subconjuntos seran usados a lo largo de esta monografia.

Sea E C X un subconjunto de X, definimos:

1. distancia de un punto x a un conjunto E :

d(w, B) = inf d(z,y);

2. didmetro de un conjunto E :
diam (F) = sup{d(z,y) : =,y € E };
3. bola abierta de centro x y radior > 0 :

B(z,r)={y € X :d(z,y) <r};

4. bola cerrada de centro x y radio r :

Clw,r) ={y € X :d(z,y) <r};
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5. bola abierta entorno a un conjunto E y radio r :

B.(E)={zx€ X :d(z,E) <r};

6. bola cerrada entorno a un conjunto E y radio r :
Cr(E)={ze X :d(z,E) <r}.

Definicién 1.1.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que un conjunto U es abierto si para
todo x € U existe r > 0 tal que B(z,r) C U. Un conjunto F' C X es cerrado si su complemento es
abierto.

Teorema 1.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico.

1. La union de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
La interseccion de un conjunto finito de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
La union finita de cerrados es cerrada.

La interseccion de conjuntos cerrados es un subconjunto cerrado.

El congunto formado por un unico punto {x} es un conjunto cerrado. Todo subconjunto finito
{z1,-+ ,z,} es cerrado.

)

La bola abierta B(x,r) es un conjunto abierto.

7. La bola cerrada C(x,r) es un conjunto cerrado.

Un conjunto N(x) es un entorno o vecindad de un punto x € X, si existe una bola abierta tal
que B(x,r) C N(z). Desde luego B(x,r) es un entorno abierto de z y C(x,r) un entorno cerrado.
Un conjunto abierto es entorno de todos sus puntos.

Sea A C X un subconjunto no vacio. Diremos que z es un punto de acumulacion de A, si toda
vecindad abierta de x intersecta A:

B(z,r)NA#( paratodo r > 0.

El conjunto de los puntos de acumulacién de A se llama clausura topoldgica y se denota A.

Un punto x € X es punto limite de un subconjunto A, si para todo r > 0 se tiene B(z,r)—{x} N
A # (). Denotamos A’ el conjunto de puntos limites, también conocido como conjunto derivado de

A.
Un punto z € X es punto frontera de A, si toda vecindad abierta de xz corta a A y a su
complemento; esto es,

B(z,r)NA#0D y B(x,r)NA°# D para todo r > 0,

donde A° = X — A es el complemento de A en X.

Un punto z € A es un punto interior si existe r > 0 tal que B(z,r) C A. Denotamos A" el
conjunto de los puntos interiores de A.

El siguiente enunciado resume algunas de las propiedades bésicas de que relacionan las defini-
ciones anteriores.
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Teorema 1.1.2. Sea A C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d).

1. La clausura A es un conjunto cerrado.
A es cerrado si y solo si A= A.
La clausura de la bola abierta B(xz,r) es la bola cerrada C(x,r).

El conjunto derivado A’ es cerrado.

Cvo e

A=AUA.
6. Si A es finito, entonces A = ().
7. La frontera Fr(A) es un conjunto cerrado.
8. A= AUFr(A).
9. Fr(A)=An Ac.
10. El conjunto A° es abierto.
11. A= AU Fr(A).
12. diam (A) = diam (A).
13. A={z € X : dist(z,A) =0 }.

Diremos que un subconjunto D C X es denso si su clausura es igual a todo el espacio, i.e.
D = X. Un espacio métrico es separable si existe un subconjunto denso numerable. Por ejemplo R™
(n > 1) con la métrica euclideana es un espacio métrico separable. Para ello basta tomar los puntos
con coordenadas racionales y usar la densidad de Q en R.

Definicién 1.1.3. Sea A C X un conjunto de un espacio métrico (X, d). Una familia indexada de
conjuntos A = {A;}ier es un cubrimiento de A si A C |J; X;.

Un cubrimiento U = {U;} es abierto si U; son conjuntos abiertos. Andlogamente, un cubrimiento
F = {F;} es cerrado si los F; son cerrados. El cubrimiento es numerable (resp. finito) si el conjunto
de indices I es numerable (resp. finito). Sea A = {A4;};c; un cubrimiento de un subconjunto ¥ C X.
Un subcubrimento de A es una subfamilia {A;},c; donde J C I es un subconjunto propio de indices.

Definiciéon 1.1.4. Se dice que un conjunto K C X de un espacio métrico X es compacto si todo
cubrimiento abierto de K tiene un subcubrimiento finito.

Teorema 1.1.3. 1. Todo conjunto compacto es cerrado;
2. Un subconjunto cerrado de conjunto compacto es compacto;
3. Si F es cerrado y K es compacto entonces F'N K es compacto;

4. Propiedad de interseccién finita Sea K = {K;};c; una familia de subconjuntos compactos
tal que toda subfamilia finita de IC tiene interseccion no vacta, entonces (), K; es no vacia;

5. Propiedad de encaje de Cantor Sea {K,,} una familia decreciente (encajada) de compactos
no vacios, i.e K, 11 C K, para todo n > 0, entonces la interseccion ), Ky es no vacia;
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6. Propiedad de Bolzano-Weierstrass un conjunto K C X es compacto si y solo si para todo
subconjunto infinito B C K tiene al menos un punto de acumulacion;

7. Los intervalos cerrados y acotados de la recta son compactos. Los cubos cerrados y acotados
de R" Q = [a1,b1] X - -+ X [an, by] son compactos;

8. Teorema de Heine-Borel Un conjunto K C R"™ es compacto si y sélo si es cerrado y
acotado.

1.2. Espacios Métricos completos

Definicién 1.2.1. Una sucesion es un conjunto numerable de puntos en x, € X definidos por
una funcién inyectiva  : N — X. Diremos que {z,} converge a x € X y lo denotaremos como
limy,,— oo T = x si para todo € > 0 existe N > 0 tal que x,, € B(x,¢€) para todo n > N, en otras
palabras, x,, — x si y sélo si d(x,,x) — 0 cuando n — +o0.

Definicién 1.2.2. Una sucesion {x,} es de Cauchy si para todo ¢ > 0 existe N > 0 tal que
d(xy, Tm) < € para todo n > N.

Teorema 1.2.1. 1. Toda sucesion convergente es de Cauchy

2. Sea X, = {z : k> n}. La sucesion {x,} es de Cauchy si y sdlo si diam (X,) — 400 cuando
n — +00

3. Toda sucesion de Cauchy en R™ es convergente
4. Sea {xn} una sucesion de nimeros reales. Definimos

limsup x,, = inf {sup X,,}

n—-+00
4
liminf z,, = sup {inf X,,}
n——+00
donde X,, = {x : k > n}. El limite 2* = limsup,,_, ., ©, es el supremo de los puntos

de acumulacion de {x,}. Andlogamente, x, = iminf, . x, es el infimo de los puntos de
acumulacion de la sucesion.

Definicién 1.2.3. Decimos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesién de Cauchy
en X converge a un punto de X

1.2.1. Ejemplos de espacios métricos completos

1. R™ con la distancia euclideana

2. el espacio de las funciones continuas X = C°[0,1] con la distancia del supremo:

d(f,g) = sup |f(x)—g(z)|.

z€[0,1]

Una sucesion de funciones f,, converge a f con la distancia del supremo si y sélo si f,, converge
uniformemente a f. El limite uniforme de una sucesién de funciones continuas, es continuo.
Esto prueba la completitud de C°[0,1] con la distancia del supremo. Los detalles se dejan a
cargo del lector.
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Definicién 1.2.4. Una funcién f : X — Y entre dos espacios métricos (X,dx) y (Y,dy) es
continua en x si para todo € > 0 existe 6 = d(x,€) > 0 tal que dx (x,y) < d implica dy (f(z), f(y)) <
€ a un punto de X. f es continua si es continua para todo z € X. La funcién f es uniformemente
continua si podemos escoger § = d(¢) independiente de x.

Teorema 1.2.2. 1. las stguientes proposicciones son equivalentes:

1.3.

a) f: X — Y es continua

b) Ve>0 36 tal que B(x,8) C f1B(f(x),¢)
¢) la preimagen de un conjunto abierto es abierta
d) la preimagen de un conjunto cerrado es cerrado

e) para toda sucesion convergente x, — x se cumple que f(x,) — f(x)
la imagen de compacto por una funcion continua es un conjunto compacto

la restriccion de una funcion continua a un conjunto compacto es acotada

. toda funcion continua alcanza su mdximo y su minimo en un compacto

una funcion continua sobre un compacto es uniformemente continua

Propiedad de cubrimiento de Lebesgue : sea (X, d) un espacio métrico completo y K C X
un subconjunto compacto. Entonces, para todo cubrimiento abierto U = {U;};cr de K existe
un r > 0, llamado niimero de Lebesgue de U tal que para todo x € K existe U; € U tal que
B(z,r) CU;

Ejercicios

. Sea (X, d) un espacio métrico separable. Pruebe que todo abierto U C X puede escribirse

como una unién numerable de bolas abiertas.

Pruebe que todo abierto de la recta R con la métrica euclideana es una unién numerable de
intervalos abiertos disjuntos dos a dos.

. El limite de una sucesién convergente es tinico

.Sea X ={x €Q: 1<z <2} Pruebe que existe en X una sucesién de Cauchy que no

converge en X.

Un conjunto F' es cerrado si para toda sucesién convergente {x, } C F el limite x pertenece a
F

. Un punto z € A si y sélo existe una sucesién de puntos {x, } contenidos en A que converge a

X

. Un conjunto K de un espacio métrico es compacto si y sélo toda sucesion infinita {z,} C K

tiene una subsucesién convergente

. El objetivo de este ejercicio es exhibir un espacio métrico con un conjunto cerrado y acotado

que no es compacto. Para ello consideramos X = C°[0, 1] el espacio de las funciones continuas
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con la distancia del supremo d(f, g) = sup,c1] |f(z) — g(z)|. Dados enteros n >0y 0 < k <

2™ definimos
In,k: = |:

on’ on

k k+1]

_ 2k—1 k
Jn,k = |: on+1 ’2n:|
- [zfﬂ 2/@+3}

n,k on ’ 9n+l
1 si x €Iy
2"y —2k+1 si zeJ,,
fn,k(x) = n+1 : +7
=2"x +2k+1 si xe ),
0 en caso contrario

Sea S = {f € X : d(f,0) = 1}. S es cerrado y acotado y {f,x} C S, com el es facil
verificar. Pruebe que esa sucesién de funciones no tiene subsucesiones convergentes en S.
Indicacién: observe que f,; — 0 puntualmente, es decir, para cada = € [0,1] se tiene que
limy, 4 o0 fnk(x) = 0, sin embargo ninguna subsucesion de f, , puede converger uniformemen-
te a cero porque d(fy k,0)01 para todo n,km donde 0 = 0(x) es la funcién constantemente
igual a cero.

. Pruebe que el conjunto de las combinaciones lineales finitas con coeficientes en Q de las
funciones f, x es denso en C°[0,1]. Es decir, dada una funcién continua f € C°[0,1] y un
nimero € > 0 existen funciones f; € {f,r} v a; € Q tales que la combinacién lineal ¢ =
Zf\i | @i f; satisface d(¢, f) < e. Esto prueba que (C°[0, 1], d) es un espacio métrico separable.



Capitulo 2

Numeros reales como limites de
construcciones geométricas

2.1. El algoritmo sumerio de la raiz cuadrada

Se cree que el algoritmo para calcular aproximaciones de la raiz cuadrada que presentamos a
continuacién era conocido por los matemdticos sumerios hace 4.000 afnos; ver [13].

Sea a > 0 una nimero positivo y supongamos que x > 0 es la solucién positiva de la ecuacion

22 = a. Despejando z tenemos

z=_ (2.1)

Luego, sumando x a ambos lados y dividiendo por 2 obtenemos la siguiente ecuacién equivalente

para :
1 a
x_§(x+§). (2.2)
Sea N = N(x) la funcién real definida por la férmula
1 a
N(@) =5 (z+2). 2.
(@) =5 (o+2 (23)

2

Es claro que z satisface la ecuacién z* = a si, y sélo si, N(z) = z. Esto se conoce como un problema

de punto fijo para la funcion N = N (z).
Los teoremas de puntos fijo son, como tendremos oportunidad de ver, herramientas de impor-
tancia invalorable pues permiten demostrar la existencia de muchos objetos matematicos.

La solucién de la ecuacién de punto fijo N(z) = = puede encontrarse mediante aprozimaciones
sucesivas. Para ello se define recursivamente la sucesién x,,11 = N(zy,), es decir:

1
xn+1:<ﬂzn—|—a> n=1,2,3,---. (2.4)

2 Ty

Néte que el término general de la sucesién x,, puede escribirse como

n—veces

—f—
Tn = N"(zg) donde N"=No---oN

es la composicién de la funcién N consigo misma n-veces. Una sucesion {z,} definida por una
funcién N esto es, xp41 = N(xy), se dice que estd definida recursivamente. Si N = N(z) es
continua y la sucesién {x,} converge, entonces su limite es solucién de la ecuacién N(z) = z. En
efecto, si = limy, 40 Zn, entonces

N(z)=N( lim z,)= lim N(z,)= lim N""(z) = =.

n—-+o0o n—-+00 n—-+o0o
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Fig. 2.1: La interseccién de la grafica de y = N(x) con la diagonal es la solucién de N(z) = z

Veamos un ejemplo. Sea a = 2 y pongamos zy = 2 en la secuencia definida recursivamente en (2.4),

entonces:
1 +2 1 2+2 3
e\ ) T2 2) 72
1 3+ 2\ 17
S 2\2 3/2) 12

A 2\ LT 2\ e
BT\ T, ) T2 \12 T 1712) T a8

y asi sucesivamente, obteniendo las siguientes aproximaciones de v/2:

3
- =15
2 )
17
— = 1,41666---
12 ’
% = 1,414215686274509 8039215686274509 8039215686274509 - - -

Comparemos con la aproximacién de v/2 calculada con 100 digitos por el programa Maple

V2 = 1,414213562373095048801688724209698078569671875376
948073176679737990732478462107038850387534327641573

El método de aproximaciones sucesivas es de gran generalidad; se usa para probar la existencia de
soluciones de distintos problemas del Analisis no lineal.

Una pregunta natural respecto a las sucesiones {z,} definidas recursivamente por una funcién
N = N(z) de la recta en si misma es si ellas son convergentes o no. Como veremos en los préximos



10 Numeros reales como limites

Capitulos las sucesiones definidas por funciones simples, como N (z) = 22 + ¢, pueden llegar a tener
comportamientos sorprendentes.

El siguiente lema serd de utilidad para determinar la convergencia de las aproximaciones gene-

radas por el algoritmo sumerio de la raiz cuadrada.

Lema 2.1.1. Sea N = N(z) una funcion continuamente diferenciable en un intervalo abierto de la
recta (a,b) C R y sea N(p) = p un punto fijo de N en el intervalo (a,b). Supongamos que |[N'(p)| < 1
entonces, existe un intervalo abierto J C (a,b) y un nimero 0 < XA < 1 tal que:

IN"(z) =p| < A"z —p|, Yn>1,Vrel
En particular, x,, — p cuando n — +oo.

Demostracién. Como x — N'(x) es continua, por hipétesis, dado cualquier 0 < A < 1 podemos
encontrar un intervalo J = (p — d,p + 0) C (a,b) tal que |N'(x)| < X para todo = € J. Ahora, sea
x € J un punto cualquiera y z, = N"(x). Vamos a probar que {z,} converge a p con velocidad
exponencial.

Por el Teorema del Valor Medio tenemos para cada n > 1:
’xn _p| = |N($n—l) - N(p)’ = |N/(§n)||$n—1 _p‘ < )‘|xn—l —p|,

donde &, es algin punto entre x,_1 y p. Observe que esta desigualdad implica que x, estd mas
préximo de p de lo que estd z,,_1. De hecho, la taza de proximidad se reduce en el factor A; en
particular x,, € J para cada n > 0. Procediendo entonces inductivamente se tiene

‘mn _p| < >\|$an _p| < )\2|$an —P| <...< )\n|x0 _p|7

de lo cual se deduce el lema. O

Usando los mismos argumentos anteriores se muestra que
|IN(z) — N(y)| < Mz — 9| para todo x,y € (2.5)

Esto dice que, al menos localmente cerca de p, la funcién N se comporta geométricamente como
una contraccion.

Como consecuencia p es el inico punto fijo de N en el intervalo J. En efecto, supongamos que
N(q) = q es otro punto fijo en J, entonces:

p—ql=|N(p) —N@)| <Ap—q| <N|p—q|--- < \"[p—¢

para todo n > 0. Como \" — 0, concluimos que |p — ¢| = 0.

En otras palabras, una contraccion N de un intervalo J en si mismo tiene un unico punto fijo en
p € J que es limite de aprorimaciones sucesivas. Esta afirmacion es un caso particular del Principio
de Contraccion de Banach resultado importante por la fecundidad de sus aplicaciones.

El descubrimiento de nimeros irracionales obligd a los matematicos griegos a desarrollar métodos
para construir aproximaciones racionales de niimeros tales como v/2, v/3, 1 +/5/2 (el niimero de
oro) y m. La més famosa de esas construcciones es el método de exhausién usado por Arquimides
para obtener la aproximacion

3E< <§
TS
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donde 7 representa la razon de la longitud de una circunferencia y su didmetro, bautizada asi por
10
7

1 es la notacién tradicional para el nimero 3 + ——

71

El método de exhausion consiste en aproximar una circunferencia por poligonos inscritos y
circunscritos. En lo que sigue usaremos propiedades de limites de las funciones seno y coseno que,
desde luego, no era conocidas por Arquimides pero que serviran para ilustrar de manera natural
la esencia del método. Usando trigonometria podemos ver que la longitud de un poligono regular

el propio Arquimides y 3

PSfrag replacements

0

r

Fig. 2.2: Poligonos regulares inscritos y circunscritos.

inscrito de n lados en una circunferencia de radio r > 0 es igual a 7, = 2nrsin(f), donde 6 = 7/n.
Asi mismo se prueba que la longitud del poligono circunscrito es igual a I';, = 2nrtan(f). Sea
U = 27 r la longitud de la circunferencia, entonces se tiene que

2rnsin (f) < U < 2rntan (0).
Dividiendo por 2r tenemos la aproximacién
nsin (6) <7 < ntan ().

Si duplicamos el nimero de lados tenemos, dividiendo el angulo 6 por 2:

0 0
2n sin <2> <7 < 2ntan (2> .

Si continuamos duplicando el nimero de lados recursivamente tenemos

0 0
2k sin <2k) <7< 2ntan (2’9) .

si conocemos el seno y el coseno de un angulo inicial como /3, 7/4 o /6 podemos dar aproxima-
ciones del nimero .

2.2. Desarrollos p-adicos de niimeros reales

La necesidad de proporcionar aproximaciones racionales de nimeros irracionales motivé el de-
sarrollo de métodos generales que permiten realizar esa tarea con tanta exactitud como sea posible.

En esta seccién repasaremos uno de esos métodos conocidos como desarrollos p-adicos de niimeros
reales.
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Teorema 2.2.1. Sea p > 0 un entero positivo. Todo nimero real x en el intervalo [0,1] se puede
representar como el limite de una serie convergente de la forma

oo .
i
r=>y — (2.6)
n=1 p
donde i, son enteros que varian en el conjunto {0,1,2,---  p—1}.

Recordemos que la serie geométrica Z:{Sﬁ) a" es convergente para |a| < 1, de modo que la serie
(2.6) es convergente. Observemos ademads que hay a lo sumo dos representaciones de la forma (2.2.1).
La sucesién {i,} define los llamados desarrollos p-adicos de un nimero real:

xTr = .il’igig . -’in s (27)

Por ejemplo, si p = 2 la representacién (2.7) corresponden a los llamados desarrollos binarios y con
p = 10 obtenemos los desarrollos decimales de niimeros reales con los cudles estamos familiarizados
desde la escuela.

Demostracion del Teorema 2.2.1. Comencemos dividiendo el intervalo [0, 1] en p subintervalos I; =
[i i+1

pp
unitario en intervalos compactos no yuxtapuestos, es decir intI N intJ = () para todo par de
intervalos I, J € g1, donde int J denota el interior topoldgico del intervalo J. Ahora dividimos cada

i S

%, -+ J +2 ] con j variando en {0,1,2,--- ,p—1}. Asi obtenemos
pp p

una nueva descomposicion o = {Il-j 2 i,7 €4{0,1,--- ,p—1}} de p2 subintervalos que cubren el
intervalo unitario. Siguiendo este proceso de manera recursiva definimos, para cada n > 1 una
descomposicién del intervalo en intervalos no cerrados no solapados g, = {l;;..., : (i1, - ,in) €

{0, -+ ,p—1}"}, donde

} coni=0,---,p—1.La familia de intervalos 1 = {I;} es una descomposicién del intervalo

I; en p subintervalos I;; = [Z +
p

3 19 in 11 19 i+ 1
p P P p o p? P

Lis = { (2.8)

y tal que:

1. cada g, es una descomposicién de [0, 1] formada por p" intervalos compactos no solapados
iy, con (i1, yip) €{0,1,2,--- ,p— 1}

2. la familia de todos los intervalos p-adicos
o= {Iuln : (ila"' aZn) € {0’1727"' D — 1}n n > O}

es una red de conjuntos ordenada por inclusién, en otras palabras, para cada secuencia {iy }n>1
se tiene
e C Ii1~~'in C Iil"'infl c---C Iil ;

de esta forma la sucesién {p, }n>0 es decreciente, es decir,

Pnt1 < Pn Vn > 1,

3. la longitud de los intervalos J € g, decae a cero exponencialmente con n; esto es,

|I;,...i,,| = p~" — 0 cuando n — +o0.
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Sea {ip }n>1 una sucesién con i,, € {0, --- , p—1}. Por el principio de encaje de Cantor la interseccién
ﬂ;rg I, ...;,, es un compacto no vacio. Como el didmetro de los intervalos tiende a cero, la interseccion
se reduce a un tnico punto, digamos z. Claramente

+00 +oo i
{z} = ﬂ I, ...i,, si, y solo si, x = p—z
n=1 n=1
pues, por definicién x € I;...;, si, y sélo si,
i i i i i i+ 1
L - I
p D p p D p
en otras palabras,
N 1
k=1

Reciprocamente, todo punto x € I = [0, 1] admite una o a lo sumo dos representaciones del tipo
(2.7).

En efecto, sea z € I. Como I = U1§i1,~~-,in§p I; ... i, para todo n > 1, entonces, para cada n
existen uno o a lo sumo dos intervalos en g, que contienen a x: x € I;,..;,, o bien, x € I;,..;, N
1;,...i,,+1. Asi obtenemos una o a lo sumo dos secuencias encajadas de intervalos que convergen a z,
de hecho: {z} = ﬂ:g I;,...;,- La no unicidad se pierde cuando x es un extremo de dos intervalos
contigiios I;,...;,, ¥ Liy..i,+1. En ese caso x admite dos desarrollos p-adicos equivalentes:

T = .10+ 1,000- - y J}:.il’ig"'(in—i-l)(p—1)(p—1)(p—1)---

Con lo cual la demostracién estd completa. O

2.3. El espacio de la aritmética p-adica
El conjunto de las secuencias {i,} con valores en un conjunto finito, digamos {0,--- ,p — 1} es

tan importante y aparece con tanta frecuencia en la investigacién de la geometria de fractales que
merece un estudio particular.

Definiciéon 2.3.1. Definimos el producto cartesiano infinito
—+00
B*(p) =[] {0.--.p—1}
n=1

esto es, el conjunto de todas las funciones w : N — {0,--- ,p — 1}.

El espacio de sucesiones BT (p) tiene una estructura geométrica que seré de gran utilidad en
nuestro estudio de fractales.

Definicién 2.3.2. Para cada w,w’ € BY(p) definamos

—+o0 o
dw,w) =Y ’w"pnw"‘. (2.9)
n=1
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Observe que la funcién d esta bien definida. En efecto la serie (2.9) es convergente, pues |wy, —
w!| < p para todo n y para cada par de sucesiones w,w’ € BT (p) se tiene:

+oo|w _w
ey oy
n=1 n=0

Dejamos a cargo del lector la sencilla verificacién de que d es una métrica.

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente resultado.

Teorema 2.3.1. (BT (p),d) un espacio métrico compacto, completo, separable, perfecto y totalmente
disconexo.

La demostracién se hard a través de una serie de lemas.
Lema 2.3.1. Si d(w,u') < p~ N entonces wy = wy para k = 1,--- N — 1. Reciprocamente, si

wk =w), para k=1,--- N entonces d(w,w') < p~V

Demostracion. Supongamos, por reduccién al absurdo, que d(w,w’) < p~ y que existe un entero
1 <k < N tal que wy, # wy.. Entonces |wy —wy| > 1, de donde

S lnssils
ST
lo que lleva a una contradiccién.
Para ver el reciproco, supongamos que wy, = wj, para k = 1,--- , N. Entonces
00 +00 !
d / wn —wp| 1 wntN — Wy
RS =L S
n=N-+1 p p n=1 p

/
Como |wpn —w),, | < p, entonces

|wn+N Wn |
> T +N<Z Z* ~ <

n=1

Luego, d(w,w’) < p~V. O
Definiciéon 2.3.3. Llamaremos cilindros a los conjuntos

Cyw)={J eB () :wp=w), k=1,--- ,N}L
Una notacién alternativa para describir estos conjuntos es

Ciyiy ={we€B™(p): we =ik k=1,---,n}

El lema anterior muestra que B(w,p*(NH)) C Cy(w) C B(w,p*N). Esto quiere decir que los
cilindros son una base de la topologia de espacio métrico definida por d. Del mismo lema se deduce
sin dificultad el siguiente resultado.

Lema 2.3.2. La sucesion {wyp} converge a w si y sdlo si para todo € > 0 existen Ny > 0 y Ny > 0
tales que wyp(k) = w(k) para todo 0 < k < Ny y para todo n > Nj.
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Es decir, w, — w si a partir de un N grande, los primeros elementos de la sucesién se estabilizan.
Equipados con esta nocién de convergencia podemos abordar la demostracién del Teorema.

Lema 2.3.3. (Bt (p),d) es un espacio métrico completo.

Demostracidén. Sea {w,} una sucesién de Cauchy en (B (p),d). Entonces, para todo € > 0 existe
N = N(e) > 0 tal que d(wn,wn) < € para todo n,m > N(¢). En particular, para cadan > 1y
e =p " existen N,, y M,, con M —n, N,, — 400 tales que w;(k) = w;(k) para todo 1 <k < N, y
para todo i,j > M,. Esto nos permite definir, para cada n > 1, la sucesion

Woo (k) = war, (k), con k=1,--- N,.

Como N,, — oo obtenemos de esa manera que wo, € BT (p) que es punto de acumulacién de la
sucesién {wy,}, lo cual muestra que el espacio BT (p) es completo. ]

Lema 2.3.4. (Bt (p),d) es un espacio métrico separable.

Demostracién. Para ver que BT (p) es separable basta exhibir un conjunto denso numerable. Para
ello tomamos el conjunto de las sucesiones periédicas. En efecto, sean w = {w,} una sucesién
cualquiera en B*(p) y € > 0. Sean n > 0 el primer entero positivo tal que p~™ < € y wp la sucesiém
periddica

WO =Wy WpWl  Wp -
Entonces es claro que d(w,wp) < p~™ < e. Dejamos al lector la verificacién de que el conjunto se
secuencias periédicas es numerable. O

Lema 2.3.5. (Bt (p),d) es un espacio métrico compacto.

Demostracion. Para mostrar la compacidad basta verificar que toda sucesién infinita de elementos
en BT (p) tiene una subsucesién convergente. Para ello consideramos una sucesiém Qg = {w,} de
elementos en BT (p) y la listamos forman una “matriz infinita”

wlz 211112..2171..
Wm = tmllm2 " mn -
Como el conjunto {0,---,p — 1} es finito, existe al menos un elemento j; € {0,---,p — 1} que

aparece infinitas veces en la primera columna
i1 G921 Gy

Sean nj, con j € N, los indices de los elementos 2y para los cuales i,1 = ji. La sucesién € =
{wn; }j>1 es una subsucesion de €)g y tiene la primera entrada de todos los elementos son iguales a
j1- Inductivamente, construimos una sucesiéon de conjuntos infinitos

Q, CQy1C---CQ CQ

tal que, £2;11 es una subsucesién infinita de €2; y estd formada por elementos w, € €y que tienen sus
i+1 primeros elementos iguales. Para construir €41 listamos los elementos de Q,, = {wy, }x>1 como
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una “matriz infinita”, observamos que las primeras n columnas son iguales, digamos a ji, - ,jn €
{0, ,p—1}

wnlz ]1]2”']%177,171-’-1"'
Como {0,---,p — 1} es finito, existe un elemento j,4+1 que se repite infinitas veces en la secuencia
ingn+1 € {0,--+ ,p—1}, lo cual nos permite seleccionar una subsucesion infinita Q,11 C €, tal que
las primeras n + 1 entradas de los elementos de €)1 son iguales a ji,- -, jp41 respectivamente.

Sea Woo = {Jjn}n>1. La secuencia de subsucesiones (), es decreciente y se tiene que d(weso,w) <
p~ "1 para todo w € Q,. Elijamos ahora un elemento wn, € S para cada k > 0. El conjunto {wy, }
es una subsucesién de 2y y converge a wy,, cOMo querimos probar. O

Lema 2.3.6. BT (p) es un conjunto perfecto.

Demostracidén. Basta ver que cualquier punto w es limite de puntos w, € BT (p). Sea w = iyig -+ iy - - -
Definamos para cada n > 1 la sucesién

wn:iligminOOO--- .

Es claro entonces que d(wy,w) — 0 cuando n — +oc. O

Un subconjunto A C X de un espacio métrico (X,d) es conero si no existen dos conjuntos
abiertos disjuntos no vacios U y V, tales que A = (ANU)U(ANV). En otras palabras, A es conexo
si no puede descomponerse en dos piezas separadas. Dado un punto z € X existe un abierto maximal
conexo C(z) que contiene a x llamado la componente conexa del punto x. Es simple verificar que
C(x) es la unién de todos los conjuntos abiertos conexos que contienen a x. Este conjunto es abierto
y conexo y tiene la propiedad senalada. Un espacio es totalmente disconexo si la componente conexa
de z se reduce al punto; es decir, si C(x) = {x} para todo x € X. Equivalentemente, un espacio
métrico (X,d) es totalmente disconexo si tiene una base de entornos que son al mismo tiempo
abiertos y cerrados.

Lema 2.3.7. BT (p) es totalmente disconexo.

Demostracion. Por las observaciones precedentes basta exhibir una base de entornos abiertos y
cerrados. Para ello tomamos la base formada por los cilindros Cn(w). En efecto, cada cilindro es
abierto y, como es facil verificar, el complemento de un cilindro es abierto, pues es una unién finita
de cilindros:

[Cn @)=L Ol yin) = (in, o i) # (W(1), - w(n) ),

donde C(i1, -+ ,ip) ={w € B (p) : wp=1ix k=1,---,n }. En consecuencia cada cilindro Cy(w)
o, si prefiere C(i1,- -+ ,iy), es abierto y cerrado. Como forman una base de la topologia concluimos
que BT (p) es totalmente disconexo. O

Sigue por tanto, de los lemas anteriores, la demostracién del teorema 2.3.1.

El siguiente teorema explica porque hemos llamado a BT (p) el espacio de desarrollos p-adicos.
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Teorema 2.3.2. Sea p > 0 un entero positivo. Existe una aplicacion continua, abierta y sobreyectiva
h: BT (p) — [0,1] definida por los desarrollos p-adicos de nimeros reales.

Demostracién. En efecto, sea w = {i,}n>1 un punto BT (p). Definimos h(w) como el tinico punto
definido por la interseccién de la familia encajada de intervalos {1, ...;,, } construida con los desarrollos
p-adicos:

+oo
{h(@)} = [ Liyein-
n=1

La aplicacién h es sobreyectiva porque todo numero real € [0,1] admite un (y a lo sumo dos)
desarrollo p-adico x = 0.i1i213 - - - . Esto se deduce de que

+o0

1= U Liyi,-

n=1 (i1, ,in)€{0, - ,p—1}"

La aplicacion h no es inyectiva, debido a la no unicidad de los desarrollos p-adicos. Mostremos ahora
que la aplicacion h es continua y abierta.

Para la continuidad probaremos que la pre-imagen de un entorno cerrado es un conjunto cerrado.
En efecto, si x = 0.i1i223- - - entonces el intervalo I; es un entorno cerrado de x y su imagen
inversa es el cilindro:

1

hil(Iil...in) = C(i1, -+ ,in),

que es un conjunto cerrado. Asi mismo, como h(C(i1,- - ,ip)) = I;,...i,, entonces la aplicacién h es
cerrada. Finalmente, como h es sobreyectiva, también es abierta. ]

Para cerrar este capitulo nos gustaria destacar que las propiedades de B*(p) de ser compacto,
perfecto y totalmente disconexo, se acostumbran agrupar en topologia bajo un concepto.

Definicién 2.3.4. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Diremos que un subconjunto K C X
es un conjunto de Cantor o cantorii si es compacto, perfecto, totalmente disconexo.

Asi que los espacios p-adicos son conjuntos de Cantor con la topologia métrica indicada ante-
riormente.

Algunos hechos bésicos (y relevantes) concernientes a conjuntos de Cantor se enuncian a conti-
nuacién; éstos pueden consultarse en [7] y [11].

Teorema 2.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces:

1. Todo conjunto de Cantor es no numerable.
2. Cualesquiera dos conjuntos de Cantor son homeomorfos.

3. Todo subconjunto abierto y cerrado mo vacio en un conjunto de Cantor es un conjunto de
Cantor.

2.4. Ejercicios

1. Sea f = f(x) una funcién continuamente diferenciable. El algoritmo de Newton es un proce-
dimiento para generar recursivamente aproximaciones a la solucién de la ecuacién f(z) = 0.
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Para ello procedemos del siguiente modo. Sea J = (a, b) un intervalo pequeno donde f cambia
de signo, i.e. f(a)f(b) < 0. Por el Teorema de Bolzano, existe p € J tal que f(p) = 0. Supon-
gamos que podemos elegir J suficientemente pequeno tal que p es la tnica raiz de la ecuacién
f(z) =0 en el intervalo J y que f no tenga puntos criticos en el intervalo, es decir, f'(x) > 0
(o f'(x) < 0) para todo x € J. Estas condiciones se pueden chequear mediante una andlisis
de la grafica de f.

Ahora definimos recursivamente una sucesién {x,} de la siguiente manera: x,1 es, por defi-
nicién, la interseccién de la recta tangente a la gréfica de f por el punto (z,, f(z,)), donde
xr = xg € J es un punto inicial arbitrario. Entonces:

a) Demuestre que {x,} se genera recursivamente por la férmula:

f(zn) > 0.

Tt = T )y
n

b) Sea Ny¢(x) =z — }{,((?). Demuestre que = = p es una raiz de la ecuacién f(x) = 0 si, y
sélo si, N(p) = p.

¢) Sea f(x) = 2% + c. ;Seran siempre convergentes las sucesiones {z,} generadas recursiva-
mente por Ny en la recta R ?

d) ;Qué pasa si en vez de una variable real consideramos z en el plano complejo C? Vale
decir, ;son siempre convergentes las sucesiones

2
z, +c¢

22n

Zn4l = Zn — para todo z0,c€C?

2. Encuentre una féormula recursiva para la sucesion

Demuestre por inducciéon que

/ T

n—raices

y use esta identidad para deducir la aproximacién de Vieta (??) para 2/m.
3. Sean r, y R, las sucesiones definidas recursivamente por las ecuaciones

R, + 1,
2

Ry = V Ryrpga.

Tn+1

Demuestre lo siguiente:

a) r, < R, para todo n.
b) 7, es creciente y R, decreciente.

¢) las sucesiones {r,} y {R,} convergen al mismo limite.
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4. Demuestre directamente, sin usar criterios de comparacion, que la serie arménica
+o0o
1
n
n=1

es divergente y demuestre que las diferencias

"1
Sp = Z % - log(n)

convergen a un limite C' > 0. Esta constante se llama la constante de Euler. Atin no se sabe
si C' es racional.

5. Demuestre usando criterios de comparacién que la serie

—&-oo1

nS
n=1

converge para todo s > 1y define una funcién continua en el intervalo (1,400).



Capitulo 3

Dos ejemplos clasicos:
el conjunto de Cantor y el tapiz de Sierpinski

La construccién del primero de estos ejemplos fue expuesta por primera vez en 1883. Este es
sin duda el mas importante de todos los ejemplos cldsicos de fractales, aunque no es muy popular
porque no admite una representacién gréafica llamativa y su naturaleza como objeto geométrico es
dificil de captar: el conjunto de Cantor K es compacto, perfecto y totalmente disconexo; en otras
palabras, no contiene intervalos y tiene la misma cardinalidad de los nimeros reales. Esto ultimo
hecho resulta en si un poco sorprendente pues, geométricamente, K es totalmente discontinuo!

El segundo ejemplo es el tapiz de Sierpinski uno de los fractales clasicos més conocidos.

Ambas conjuntos son limites de construcciones geométricas recursivas las cuales tienen un gran
parecido con los desarrollos p-adicos estudiados en el Capitulo anterior. El concepto de Sistemas
Iterados de Funciones nos permitird unificar estos ejemplos dentro de una teoria constructiva de
conjuntos auto-similares.

3.1. Las arenas de Cantor

Empecemos fijando un intervalo, por ejemplo I = [0, 1]. La construccién de K se inicia dividiendo
I en tres segmentos iguales y quitando el tercio del medio. Obtenemos asi dos intervalos Iy, 17 de
longitud 1/3. Ahora retiramos el tercio central de los intervalos Iy e I; obteniendo 22 subintervalos
de longitud 1/9 que denotamos I;; con 4,5 € {0,1}. Para n = 3 obtenemos 2% intervalos de longitud
1/27. El proceso contintia de la manera recursiva retirando el tercio del medio de los intervalos de
la etapa anterior, obteniendo asi 2" intervalos cerrados Ij,..;, indexados por n-uplas (i1,- -+ ,iy)
que varfan en {0,1}", el producto cartesiano de n copias del conjunto {0,1}. Los intervalos I ..,
son disjuntos y estdn ordenados de modo que I;, ;, ,; C I ..;,_, para todo j € {0,1}. Asi cada
intervalo I;,...;, del nivel n de la construccién esta contenido en exactamente un intervalo de la etapa
anterior y sus longitudes decaen rédpidamente a cero pues |I;;..;, | = 37". Por ejemplo, para n = 1,
se tiene:

Io =1[0,1/3] I =1[2/3,1]
Paran = 2:
Ioo =0,1/9] Io1 =1[2/9,3/9] L0 =16/9,7/9] Ii1=18/9,9/9]
y para n = 3:

Iooo = [0,1/27] Too1 = [2/27,3/27]  Ioi0 = [6/27,7/27]
Iows = [8/27,9/27]  Igo = [18/27,19/27] Io1 = [20/27,21/27]
Lo = [24/27,25/27] Ih1q = [26/27,27/27]
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El conjunto de Cantor ternario K es lo que queda del intervalo I = [0, 1] al aplicar esta construccién
infinitas veces.

PSfrag replacements

Fig. 3.1: Primeras etapas en la construccién del conjunto de Cantor ternario K

Proposicién 3.1.1. El conjunto de Cantor ternario K es un conjunto de Cantor del intervalo [0, 1];
esto es, compacto, perfecto y totalmente disconexo; ademds, tiene la potencia del continuo.

Demostracion. Primero mostraremos que el conjunto de Cantor ternario es la interseccion de una
familia encajada de compactos; esto implica en particular que K es un conjunto compacto no vacio,
por el principio de encaje de Cantor. Para probar nuestra afirmacion observemos que K se puede
representar con la ecuacién conjuntista

“+oo
K= ()Kn, donde K, = U L.
n=1 (i1, ,in) € {0,1}™

Claramente K,, es una unién finita de intervalos cerrados y acotados, por lo tanto es compacto,
y K41 C K,, para todo n. Luego {K,} es una sucesién encajada de compactos, probando que K
es compacto y no vacio como afirmamos. Esta misma representacién conjuntista permite definir la
funcién h : BT(2) — K mediante

+oo
{h(w)} = () Liyin, donde w={i;};>1 € BT(2).

n=1

Como en el Teorema 2.3.2 h es continua, sobreyectiva y abierta. En realidad h es un homeomorfismo.
Para ver esto basta demostrar que h es uno-a-uno. Pero esto sigue de que, para cada n > 1, los
intervalos I;,...;, de la n-ésima etapa de construccién del conjunto de Cantor ternario son disjuntos.
Esto termina la demostracién en virtud de lo probado en el Teorema 2.3.1 en Capitulo 2. O

A la luz de los resultados del Capitulo anterior podemos ver que el conjunto de Cantor ternario
K es precisamente el conjunto de ntimeros reales x € I cuyos desarrollos ternarios sé6lo contienen los
digitos 0 y 2. Esta definicion aritmética permitird demostrar algunas de sus propiedades topologicas
mas importantes.

3.1.1. Variaciones de la construccion de K

Ahora veremos algunas variantes de la construccién anterior. Para la primera de ellas fijemos
A€ (0, %) Vamos a construir un conjunto K en el intervalo unitario I extrayendo, en cada etapa
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de la construccién, un segmento central de proporcién . Escojamos un intervalo J* C I de longitud

1 1
|J*| = . Por ejemplo, J* = (5(1 —A), 5(1 + \)) sirve. Escribimos entonces
I-J=1 U

y procedemos recursivamente retirando un segmento central de proporciéon A. Supongamos cons-

truidos los intervalos Ii);"'in—l’ (i = 0,1). Luego extraemos, para cada (i1, ,in—1) € {0,1}" el
intervalo (abierto) central
Jr . \
A A ‘ i1oin—1!
S, CIf ., tal que I | =\,
11 tn—1

formando asi una familia decreciente de conjuntos tales que

“+o0

Ka= ﬂ U L.,

n=1 (i1, in—1)€{0,1}"

El conjunto K construido mediante el procedimiento recursivo descrito es homeomorfo al Cantor
ternario, como veremos méas adelante.

Otra variante de las construcciones de K y K, es como sigue. Consideremos una coleccion

A= (X, -, \p=1), p > 1, de ntimeros reales positivos con Zj Aj < %; y elegimos p — 1 intervalos
abiertos disjuntos J, C I (k=1,---,p — 1) tales que Zj | Je| < % Estos intervalos son elegidos de
manera que al ser excluidos de T se obtienen p intervalos cerrados Il-A (1 =0,---,p—1) tales que
M _ \s

=\

I

El siguiente paso en la construccién es repetir lo realizado en cada uno de los intervalos I{*
manteniendo las proporciones; es decir, en cada IZ-A extraemos p — 1 intervalos abiertos disjuntos
Ji1, -+, Jip—1 tales que

LMy Ju=I5U---UIS |y

A
’Iij

2,
I

= \; paracadai,j=0,---,p— 1.

Repitiendo este procedimiento, en la etapa n-ésima de la construcciéon tenemos p™ subintervalos
IA (i1, ,in) € {0,--- ,p— 1}" tales que:

i1y ?

1. los intervalos IZ/} son disjuntos dos a dos;

in
2. para todo w = {iy }rn>1 en BT (p) la sucesién {I{}Zn }n>1 es una familia encajada de intervalos

compactos;

3. los conjuntos

A
Ky, = U Lo,
(7:17'" 7i7z)6{0:"' 7p_1}n

forman una familia encajada de compactos;

4. la longitud de los intervalos Iﬁ,,,z

Aig *+* Aiyy, Tuego |Ly ., | <277

; decae a cero cuando n — +o0. Més aun, [[;..;,| = Aj; -
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De esta forma tenemos el conjunto

—+00

K* = U I

n=1 (ilf" 7ZTL)€{07 ap_l}n

De manera similar a como se hizo con el conjunto de Cantor ternario, se demuestra que los conjuntos
Ky v KA son conjuntos de Cantor; en realidad homeomorfos a B¥(2) y BT (p) respectivamente.

3.2. El tapiz de Sierpinski

Ahora vamos a definir un algoritmo para construir el tapiz de Sierpinski. Este conjunto fue ex-
puesto por primera vez en 1916 como parte de los trabajos del matemético polaco Waclav Sierpinski
(1882-1969) en el desarrollo de la teoria de la dimensién topoldgica de conjuntos compactos.

Comenzamos considerando como objeto inicial un tridngulo equildtero A en el plano R?; por
ejemplo el tridngulo de vértices en los puntos O = (0,0), P = (2,0) y Q@ = (1,+/3). Tomemos
ahora los puntos medios de los lados de A como vértices de un tridngulo equildtero y removamos
el interior del mismo. La figura que resta en es la unién de tres sub-tridngulos semejantes a A con
razén de similaridad A = 1/2. Sean Ay, A; y Ay tales sub-tridngulos. Ahora aplicamos el mismo
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A
Ag
Ag
Ay

Fig. 3.2: Poligonos regulares inscritos y circunscritos.

procedimiento a cada uno de los sub-tridngulos A; C Ag, i = 1,2, 3, obteniendo asi 32 tridngulos
Ajj € Ay (1,7 = 0,1,2), los cuales son semejantes a A con razén de similaridad 272, Repitiendo
recursivamente el proceso obtenemos, en la etapa n-ésima de la construccién se tienen 3" tridangulos
A, .., semejantes a A con razén de similaridad 27" tal que Ay..;,, C Ay ..i, para todo n > 1,
obtenidos al retirar el interior del trangulo central de razén 1/2 en cada uno de los tridngulos
construidos en la etapa anterior. De esta, el tapiz de Sierpinski S es el conjunto que queda después
de repetir infinitas veces esa construccion.

Resumiendo, en cada paso n > 1 de la construccién de S se obtiene un conjunto compacto

(cerrado y acotado) del plano A, C A, de hecho A,, = U Ay, .., , donde cada A; ..,
(i1-+in)€{0,1,2}"
es un tridngulo como senalado anteriormente. Ademds, de la propia definicién del procedimiento
empleado, S = ﬂ Ay; y en virtud de la inclusién A, C A,, para cada n > 1, se sigue por el
n>1

teorema de encaje de Cantor que S es un compacto no vacio.

El algoritmo deterministico para generar el tapiz de Sierpinski es un caso particular de una
construccion mas general para construir conjuntos fractales. A continuaciéon presentamos algunas
ideas que seran desarrolladas con mayor precisién en el capitulo siguiente; lo que deseamos es
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Fig. 3.3: Una aproximacion del tapiz de Sierpinski

motivar la construccion general que presentaremos, mostrando cémo mediante un proceso iterativo
de una cierta aplicacién definida sobre los conjuntos compactos no vacios se obtiene, en particular,
el conjunto S como limite de tales iteraciones.

Definamos en R? las transformaciones afines Ty, T}, T5 de razén A = 1/2 que transforman A en
Ay, A1y Ay, respectivamente; esto es, T;(A) = A;, i = 0,1,2. Estas transformaciones afines estan

definidas por:
w([y )= ]
n((3)=1% ]+ ]
w3 )=1% R[]
Observe que cada T} es una contraccién Ay = Tp(A)UT; (A)UT(A). Si introducimos la notacién

7(A) = To(A) UT1(A) UTz(A), donde A C R? es cualquier conjunto compacto no vacfo, entonces
T(A) = A;. Ademés, al componer T consigo misma y evaluarla en A se obtiene:

2
(A) = (ro7)(A) =Th(r(A) UTi(7(A) UTa(r(A) = | Tio Ty(A).
i,j=0

Pero, una simple inspeccién muestra que T; o Tj(A) = A;j para cada 4, j en {0,1,2}. En realidad,
para cada n > 1 y cualesquiera sean iy, -+ ,i, en {0, 1,2}, la familia de tridngulos que generan el
tapiz de Sierpinski se pueden obtener usando las contracciones T;, en efecto

Aiy iy = Tg, 0+ - 0 Ty (A). (3.1)
Por otro lado, empleando argumentos inductivos se verifica que para cada n > 1 vale la identidad:

™(A) = U T, o---oTj (A) =A,.
(i1, ,in)€{0,1,2}"

Esto es, al iterar el operador 7 (definido sobre un espacio apropiado: los compactos de R?) se
obtienen los conjuntos obtenidos en el algoritmo para construir S, de hecho, A,,+1 = 7(4A,). Dado
que los conjuntos A,, forman familias encajadas de compactos, entonces ellos dan lugar a un conjunto
limite del operador 7; en otras palabras, S puede entenderse como el limite, cuando n — 400, de los
iterados por el operador 7. Esta es la propiedad que deseamos destacar como elemento motivador
para un analisis posterior.
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3.3.

Ejercicios

. Decimos que un conjunto es nunca denso o de primera categoria de Baire si el interior de la

clausura es vacio. Pruebe que el conjunto de Cantor es nunca denso.

. Pruebe que todo conjunto perfecto es no numerable. Indicacién: use el argumento diagonal

de Cantor.

El complemento del conjunto de Cantor ternario es una unién numerable de intervalos abiertos,
ie. I - K =, U, con U, = (an,b,), donde ay, b, son extremos de intervalos de la forma

I;,...i,, . Pruebe que
+oo
> U =1.
n=1

Esto prueba que K tiene medida cero.

. Pruebe que los conjuntos de Cantor K, tienen medida cero.

Sea § C {0,---,9} un subconjunto propio. Pruebe que A = Ag, el conjunto de los x € I cuyos
desarrollos decimales sélo contiene digitos n; € S es un conjunto de Cantor.



Capitulo 4

Sistema Iterado de Funciones:
construccion de Conjuntos Fractales

En el capitulo anterior presentamos algunos ejemplos de conjuntos con estructura fractal: el
conjunto de Cantor ternario, incluyendo algunas variaciones; y el tapiz de Sierpinski. Tales conjuntos
son una muestra de atractores de ciertos sistemas dindmicos discretos definidos en un espacio métrico
especial: el espacio de las formas; también conocido como “el espacio de los fractales”: sus puntos
son los conjuntos compactos no vacios de un espacio métrico completo (X, d).

Nuestro objetivo acd es formalizar las diferentes nociones que permiten generar conjuntos frac-
tales mediante la iteracién de aplicaciones definidas sobre el espacio de las formas. En primer lugar
debemos formalizar la nocién del espacio de las formas; luego introducir los elementos necesarios
de la teoria de los sistemas dindmicos discretos para finalmente considerar las aplicaciones que
generaran tales atractores como limites de conjuntos .

4.1. Meétrica de Hausdorff y el espacio de las formas

En lo que sigue, y salvo aviso en contrario, (X, d) es un espacio métrico completo. Primero vamos
a recordar algunas definiciones bésicas sobre distancia entre conjuntos.

En el capitulo 1 se introdujo tanto la nocién de distancia del punto x a conjunto no vacio A,
d(xz,A) = inf{d(z,y) : y € A}, como la definicién de bola abierta entorno a un conjunto A y radio
J, Bs(A), y que en adelante denotamos por A+ 0 ={z € X : d(z,A) < d}.

Definicion 4.1.1. Sean A, B C X dos subconjuntos no vacios. Definimos la distancia de Hausdorff
entre A y B como

disty (A, B)=mf{§>0: ACB+6 y BC A+ }. (4.1)

Para muchas personas la definicién dada de disty puede resultar dificil de comprenderla y
emplearla al momento de realizar cdlculos. Por ello mostramos una forma equivalente en el siguiente
teorema.

Teorema 4.1.1. Para cualquier para de conjuntos no vacios A, B de X wale la identidad

disty (A, B) = méx{sup d(z, B), supd(y, A)}. (4.2)
z€A yeB

Demostracion. Note que A C B+ si, y s6lo si, d(z, B) < ¢ para todo x € A. Por tanto, si tomamos

d > 0 tal que A C B+, entonces sup d(z, B) < d; por lo que sup d(z, B) < inf{d >0 : A C B+d}.
z€A z€A
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De hecho tales niimeros son iguales, pues de lo contrario, existiria un § > 0 tal que 6 > d(x, B) para
todo x € A y sin embargo A ¢ B + . De esta forma,

supd(z,B) =inf{d >0 : AC B+d} =da,
z€A

y anédlogamente, sup d(y, A) = inf{d >0 : B C A+ J} = dp. Sigue entonces que
yeB

méx{supd(z, B), supd(y, A)} = méx{d4,0p}.
T€A yeB

Finalmente mostremos que max{da,dp} = dist (A, B). Dado que cada uno de los conjuntos
{§0>0:ACB+4}y{6>0:BC A+¢} contienena {§ >0: AC B+ y B C A+J}, entonces
dist 4 (A, B) > max{da,dp}. Si esta desigualdad es estricta, podemos elegir §; € (d4,dist 4 (A4, B))
y 02 € (dp,dist 11 (A, B)) tales que A C B+ 61y B C A+ J2. Luego al tomar el maximo de 01 y d2
tendremos un valor § > 0 menor que dist (A, B) parael cual AC B+¢dy B C A+ 6; lo cual es
imposible. O

Antes de proseguir es necesario mencionar que el valor dist 4 (4, B) asociado a dos subconjuntos
no vacios Ay B de X puede ser +oo; por ejemplo, en R considere los intervalos A = (—o0,a] y
B = [b,+00), con a < b, por lo que no existe un nimero § > 0 tal que A C B+dy B C A+J. Esto
significa que dos conjuntos cualesquiera pudiesen estar a distancia de Hausdorff infinita. También
puede ocurrir que existan conjuntos no vacios distintos que estén a distancia de Hausdorff igual a
0; por ejemplo, sean C C X no vacio, ni abierto, ni cerrado. Si A = C° (interior topolégico de C')
y B = C (clausura topolégica de C), entonces es simple verificar que para cualquier niimero & > 0
siempre se cumple A C B+dy B C A+ 6, con lo cual disty (A, B) = 0.

Dado que estamos interesados en emplear la funcion dist); para definir una métrica en una
“parte amplia” de la coleccién de los subconjuntos no vacios de X, consideraremos exclusivamente
la coleccién de todos los subconjuntos compactos no vacios de X; tal conjunto lo denotamos por
H(X), y en adelante lo denominaremos espacio de las formas, o espacio de los fractales.

Teorema 4.1.2. La funcion disty : H(X) x H(X) — RT es una métrica y (H(X), disty ) es
completo.

Previo a la demostracion de este resultado debe observarse que la férmula (4.2) es realizada en
un par (Z,y) € A x B cuando A, B € H(X). En efecto, si A € H(X), entonces existe y € A tal que
d(z,A) = d(z,y). Esto es porque la funcién distancia: f : A — [0, +o0] dada por f(y) = d(z,y) para
x € A fijo, es continua y por lo tanto alcanza un valor minimo en A; ver capitulo 1. De esta forma,
para todo A € H(X) y todo € X se tiene d(z, A) = min{d(z,y) : y € A}; en otras palabras,
para todo A € H(X) y todo = € X, existe z* € A tal que d(z, A) = d(z, z*).

Consideremos A, B € H(X), y definamos la funcién g : A — R™ por g(z) = d(x, B). Sabemos que
para cada x € A, existe z* € B tal que g(z) = d(z, B) = d(z,z*). Tomemos dos puntos cualesquiera
x,y € A, y sean z*,y* € B tales que d(x,z*) = d(z,B) = g(x) y d(y,y*) = d(y,B) = g(y). De la
axiomatica métrica se tiene

{d(ﬂfﬂf)ﬁd( y*) <d(z,y) +d(y,y")
d(y,y*) < d(y,z*) < d(z,y) + d(z,z%) ~

de donde |g(z) — g(y)| < d(z,y). Luego sigue la continuidad de la funcién g. De la compacidad de
A, existe T € A tal que

d(Z, B) = méx{d(x, B) : x € A} = sup{g(z) : x € A} € RT.
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X

x*
d(z, A)
A

Fig. 4.1: Distancia del compacto A al punto z realizada en x*.

Nuevamente por compacidad sigue sup d(x, B) = max{mind(z,y)}. Andlogamente, sup d(x, A) =
€A z€A "yeB z€B

ix{min d . De dond
?eaé({rﬁlg (z,y)}. De donde,

dist 4 (A, B) = max{max d(z, B), max d(y, A)}, (4.3)
€A yeB
o equivalentemente
dist 1/ (A, B) = ma A ind A in d ; 4.4
ist ¢ (4, B) = méx{max{min d(z,y)}, max{min d(y, z)}; (4.4)

A

en particular, existen T € Ay y € B tales que dist ¢ (A, B) = d(Z, 9)

Ademsés de la propiedad demostrada, la compacidad de los conjuntos A, B en H(X) y la conti-
nuidad de la funcién g : A — R con g(z) = d(z, B), implican que si A C B + ¢, entonces existe
0<e <etalque AC B+¢€,donde B+ € ={z:d(z,B) <¢€}.

El siguiente lema se apoya en esta ultima propiedad; y deja de ser cierto si los conjuntos A y B
no son compactos.
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Fig. 4.2: Distancia de Hausdorff entre los compactos A y B.
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Lema 4.1.1. Para todo par de conjuntos A, B € H(X) y cualquier e > 0 se tiene:

disty (A, B) <€ si, ysolosi, ACB+e y BCA+e.

Demostracion. Usando las definiciones dadas a dist 4, sigue inmediatamente que si dist 3 (4, B) < ¢,
entonces AC B+ey BC A+e.

Reciprocamente, si A C B+ ey B C A+ ¢, entonces del comentario previo al lema podemos
elegir 0 < € <etalque AC B+¢€¢ y BC A+ ¢€. De donde, para cada z € A y cada y € B se tiene
d(x,B) <€ yd(y,A) < €. Por tanto, dist 1 (A, B) < € < e. O

Demostracion del teorema 4.1.2. Primero veamos que dist 7y es una métrica en H(X). Observe que
por compacidad y la propiedad métrica de d, se tiene que dist 3y (4, B) es un nimero real no negativo
para todo A, B € H(X); también es obvia la simetria; es decir, dist 1, (A, B) = dist (B, A). Por otra
parte, como para cualquier conjunto A de X se tiene A = s>0 As, concluimos que dist 3 (A, B) = 0
si, y sélosi, A C By B C A. Dado que cada A € H(X) es cerrado, entonces para todo 4, B € H(X),
dist 4 (A, B) = 0 si, y sélo si, A = B.

Probemos ahora la desigualdad triangular. Sean A, B, C conjuntos compactos no vacios de X.
Dado que para cada x € A vale

d(z,B) = mind
(z,B) min (z,y)

< ml’g {d(x,z) + d(z,y)} paratodo z¢€ C
ye
= d(z,z) +min d(z,y) para todo z € C
yeB
= d(z,z)+d(z,B) para todo z € C

Luego, d(z, B) < d(z,C) + max d(z, B). De donde

zeC
méx d(xz, B) < méxd(z,C) + méxd(z, B).
z€A z€A zeC

De forma analoga se muestra

xd(y, A) < méxd(y, C ixd(z, A).
miix (v, )_ryneag (y, C) + méxd(z, 4)

Por tanto, usando (4.3) se tiene
dist 4 (A, B) < dist (A, C) + dist  (C, B),
con lo cual dist 4 es una métrica en H(X).

Mostremos finalmente que H(X) provisto de dist 4y es completo. Sean { K, },,>1 una sucesién de
Cauchy en (H(X),dist ) y € > 0, entonces existe un entero positivo N tal que para cadan,m > N,
dist 3 (K, K1) < €; en particular, K, C K,,, + € y K,;, C K,, + € para todo n,m > N. Ademads,

+o00
U K., C K,, + € siempre que n > N.

m=n
+oo 400
Consideremos el conjunto K = ﬂ U K,,,. De lo anterior, K es la intersecciéon de compactos
n=1m=n

encajados, por tanto es compacto no vacio; es decir, K es elemento de H(X); mds aun, para el e
dado se tiene
K C K, + € paratodo n > N. (4.5)
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Por otro lado, sea = € K, con n > N. Dado que dist » (K,,, K,) < € para todo m,n > N, entonces

+00 +0o0
x € K,, +¢€ para todo m > n; de donde x € ( U Km) + €, de hecho, z € ( U Km) + € para todo

m=n m=n

—+00
n > N (;por qué?). Luego es claro que = € ( U Km> + ¢ para todo n > 1, por tanto x € K +¢; asi,
m=n

K, C K + ¢ para todo n > N. Esto junto a (4.5) y el lema anterior implican que dist 4 (K, K,) < €
para todo n > N. Es decir, K es el limite de la sucesién { K, },>1; con lo cual la demostracién del
teorema estd completa. ]

Como se observa, en la demostracion de la completitud del espacio de los fractales en un espacio
métrico completo, (H(X), dist 3 ), se muestra una caracterizacion del conjunto limite de una suce-
sién de Cauchy en (H(X), dist s ). Obviamente existen otras caraterizaciones, por ejemplo la dada
en [1]; que es:

Dada una sucesion de Cauchy { Ky, }n>1 en (H(X), disty ), entonces el conjunto limite K = h’IJIrl K,
- n—-100

es justamente

K={zxeX: Hx,} de Cauchy en X con z, € K,,, tal que x,, — x}.

Adicionalmente a la propiedad de completitud (H(X),dists ), también es cierto el siguiente
resultado, cuya demostracion dejamos al lector.

Teorema 4.1.3. Si (X, d) es un espacio métrico completo y compacto, entonces el espacio de los
fractales (H(X), disty ), ademds de completo, es compacto.

4.2. Sistema Iterado de Funciones y Operador de Hutchinson

En el capitulo anterior mostramos algunos ejemplos de conjuntos con estructura fractal; los
mismos fueron construidos en base a ciertos algoritmos deterministas. Esos algoritmos son casos
particulares de una construccién mas general para construir conjuntos con esa estructura geométrica.
El marco tedrico donde se inserta esta construccién es conocida en la actualidad como “Sistemas
Iterado de Funciones”. Este término, en adelante SIF, fue introducido inicialmente en [2] para
describir ciertos patrones dindmicos en determinados espacios de conjuntos compactos. Sin embargo,
mucho de los resultados sobre SIF fueron presentados en [8].

Aclaramos que la definicién de un SIF varia, puede ser colocada en contextos bastante méas
generales y abstractos al que presentamos en estas notas, y que para sus fines es suficiente.

Antes recordamos que una contraccién en un espacio métrico (X, d) es una aplicaciéon 7' : X — X
para la cual existe una constante 0 < A < 1, tal que

d(T(z), T(y)) < Ad(z,y), paratodo z,y € X;

a la menor de las constantes A que satisfaga la desigualdad anterior se le conoce con el nombre de
constante de contraccion. Note en particular que toda contracciéon en X es continua.

Definicién 4.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Una familia finita {7;};=1 ... ,» de con-
tracciones en X se llama un Sistema Iterado de Funciones (SIF) en X.
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En ocasiones al concepto de SIF no se le exige la condicién de contraccién a las aplicaciones que
lo definen; en tales casos es comun encontrar en la literatura el término hiperbdlico para referirse a
los SIF contractivos.

Asociado a cualquier SIF en un espacio métrico completo (X, d) se tiene un operador en el
espacio de los fractales en X. Més precisamente:

Definicién 4.2.2. Sea {T}}i=1.... ,, un SIF en (X,d). Se denomina operador de Hutchinson a la
transformacién 7 definida por la ecuacién conjuntista:

r(4) = J T (16)

donde A € H(X).

Dada la continuidad de las transformaciones T; en un SIF, sigue que 7(A) € H(X) para todo
A € H(X); esto es, T define un operador en el espacio de los fractales. Por tanto, al iterar el
operador de Hutchinson en el espacio H(X) obtenemos sucesiones de conjuntos compactos en X

definidas recursivamente por la ecuacién conjuntista A, 11 = 7(Ay,), n > 0. De hecho, si Ay € H(X)
n—uveces

y "= T oT es la composicién del operador de Hutchinson consigo mismo n veces, entonces
A, = 7" (Ap) para todo n > 1. En particular, si los conjuntos compactos A,, forman una sucesién
encajada, ellos dan lugar a un conjunto limite, definido por el principio de encaje de Cantor. Es
importante mencionar que esta no es la generalidad de los casos, aunque para cualquier SIF (como
los considerados en estas notas) la sucesién de los iterados del operador de Hutchinson siempre
converge a un mismo conjunto compacto de X, tal y como sera demostrado luego.

Ejemplo 4.2.1. Consideremos el espacio de los fractales en la recta real H(R); definamos en R las
contracciones: T7(z) = %a: y To(z) = %:c + % Luego el operador de Hutchinson asociado es dado por

T(A) =T1(A) UTy(A), paratodo A € H(R).

En este caso, si hacemos Ko =1 = [0, 1], entonces

i) =1 = 0.4 U [3.1]
P(Ko) =Ko = [0.3] U 3,310 3,3 U [5.1];
en general, para cada n > 1 se tiene que
Tn(Ko) = KTL = U I’il---in,

(i17"' 7i’VL)e{O71}n

donde cada I;
ternario.

1, son los intervalos compactos obtenidos en la construccién del conjunto de Cantor

En este ejemplo la sucesién formada por los compactos 7"(Ky) = K,, estd encajada, y su limite
es justamente el conjunto de Cantor ternario.

4.2.1. El atractor de un SIF

Sea {T;}o=1,- n—1 un SIF definido en el espacio métrico completo (X, d); y sea 7 el operador de
Hutchinson en H(X) definido por el SIF.
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El propdsito fundamental en esta parte de las notas es mostar que el operador de Hutchinson
tiene un unico punto fijo, el cual es el atractor del sistema dindmico abstracto 7 : H(X) — H(X).
Este es precisamente el caso de los ejemplos de los conjuntos fractales estudiados en el Capitulo 2.

Existen pocos resultados generales que aseguren la existencia de atractores para sistemas dindmi-
cos. De esos, uno de los més importantes por sus aplicaciones en distintas ramas del Analisis es el
siguiente:

Teorema 4.2.1 (Teorema de Punto Fijo de Banach). Sean (X, d) un espacio métrico completo
yT : X — X una contraccion con constante de contraccion 0 < A < 1. Entonces T tiene un unico
punto fijo p € X; ademds, p es el atractor de T; esto es, para todo x € X la sucesion definida
recursivamente por xp+1 = T (xy,) con xg = x converge a p. Mds ain, {x,} converge con velocidad
exponencial a p:

d(xpn,p) < N"d(zg,p), para todo n > 0.

En nuestra discusién sobre el algoritmo sumerio de la raiz cuadrada hicimos referencia este
principio y al método de aproximaciones sucesivas que permite calcular puntos fijos 7'(p) = p como
limites de sucesiones definidas recursivamente z,+1 = T(x,). En lo que sigue usaremos las misma
idea para probar el principio de contraccién de Banach en un espacio métrico completo.

Demostracion del Teorema del punto de Banach. Vamos a demostrar que el método de aproxima-
ciones sucesivas mencionado en el Capitulo 2 proporciona un punto fijo de 7. Para ello vamos a
probar que para cada x € X la sucesién definida recursivamente

ZTnt1 =T (zp), n >0 con = =xg

es de Cauchy. Como (X,d) es completo, {z,,} converge a un punto p € X. Como probamos en el
Capitulo 2 p es el tnico punto fijo de T'. En efecto,
Tp)=T( lim z,)= lm T(x,)= lm z,41 =p.
n—-+00 n—-+o0o n—-+0o
Si ¢ es otro punto fijo de T', entonces d(p,q) = d(T'(p), T(q)) < Ad(p,q). De donde d(p,q) = 0 pues

0 < X <1, por lo que p = g. Luego, basta probar que {z,} es de Cauchy. Sean n,m > 0. Usando la
desigualdad triangular tenemos

A(Tpym, Tnym—1) + -+ d(Tmy1, Tm)
Ny x0) 4 - 4 A™d(z, z0)

n+m—1
k=m

donde hemos usado z,, = T™(xo) v d(T'(z),T(y)) < )\d(ai,y). Como la serie geométrica > /20 A"
es convergente, podemos escoger N > 0 tal que Zzgg_ N < €/d(xy,x0) para todo n,m > N.
Aqui podemos suponer que d(x1,z9) > 0 pues en caso contrario T'(zg) = x¢ seria el punto fijo

buscado. Esto concluye la demostracién. O

d(Zntm, Tm)

VARPAY

El préximo resultado debido a Hutchinson, ver [8] [5] y [1], es fundamental para el estudio de los
SIF, asegura que para cualquier SIF el operador de Hutchinson asociado tiene un tnico atractor,
de hecho su tdnico punto fijo. Su demostracién es relativamente simple, pues se fundamenta en el
Teorema de punto fijo de Banach. El enunciado es el siguiente:
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Teorema 4.2.2. Sea {T;}i—o,.. n—1 un SIF en un espacio métrico completo (X,d). Entonces el
operador de Hutchinson T asociado es una contraccion. En particular, si Xoo es el punto fijo de 7;
es decir, T(Xs) = Xoo, para todo conjunto compacto K € H(X) se cumple

dist 1 (T"(K), Xoo) — 0 como n — 400

Para demostrar este resultado emplearemos los siguientes lemas:

Lema 4.2.1. Sea T : X — X es una contraccion y 0 < A <1 es tal que d(T(x),T(y)) < Ad(z,y)
para todo x,y € X, entonces

disty (T(E), T(F)) < Ndisty (E, F)
para todo E, F € H(X).

Demostracion. Observe que si A = 0, entonces la propiedad es trivial. Supongamos por tanto que
A > 0. Afirmamos que E C F 4 § entonces T(E) C T(F) + A6 para cualquier 6 > 0. En efecto,
E C F + ¢ si, y sélo si, para todo x € E existe y € F con d(x,y) < 0, luego d(T(x),T(y)) <
Ad(x,y) < A, vale decir: para todo elemento z € T(E) existe w € T(F) tal que d(z,w) < A0,
probando la afirmacién. En particular, dado que

{MNM>0: ECF+6Cc{y>0: T(E)CT(F)+n~}

se tiene,
inf{y>0: T(E)CTWF)+~} <inf{Ad>0: ECF+6}.
>0 6>0
Intercambiando E y F' concluimos dist ¢ (T'(E), T(F)) < Adist» (E, F). O

Lema 4.2.2. Sean A;,B; (i =1,---,n) subconjuntos de X. Entonces,

disty, (| ) Ai,| B)) < i:InLé?fn{dZ'StH (Ai, B:)}

i=1 7

Demostracion. Observe que si 6 > 0 es tal que A; C B; + 9 para todo ¢ = 1,--- ,n, entonces
Ui, Ai € (UL, Bi) + 6, luego:

‘max disty (A;,B;)) > mf{d6: A, CB;+0y B, CA;+dVi}

i=1,--n
n n
> disty (| 4| By)
i=1 =1
como queriamos probar. O
Demostracion del Teorema 4.2.2. Sean Ag,--- , An_1 las constantes de contraccién de las transfor-

maciones T; que definen el SIF, y sea A el mdximo de tales constantes. Para todo E, F € H(X) se
tiene de los lemas anteriores que

n—1 n—1
dist 3 (7(E), 7(F)) = disty (| Ti(E), | Tu(F))
=0 =0
< ax disty (T(B), T,(F))
< Mdisty (E, F).
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Luego 7 : H(X) — H(X) es un operador de contraccién es el espacio métrico completo de los
subconjuntos compactos de X con la métrica de Hausdorff; por el Principio de Contraccién de
Banach la demostracién sigue. O

Definicién 4.2.3. Dados un espacio métrico compacto (X,d) y un SIF {T}};—... n—1 en X, se
conoce con el nombre de atractor del SIF al punto fijo Xo € H(X) del operador de Hutchinson
asociado.

De la propia demostracién del teorema anterior tenemos que para obtener el atractor de un
SIF {T;}i=o0,... n—1 en X debemos tomar cualquier compacto K € H(X) y calcular el limite de la
sucesion {7 (K)}m>0, donde 7 es el operador de Hutchinson asociado al SIF considerado. Entonces
es necesario conocer como se expresa 7" (K ) para cualquier entero m > 1. En primer lugar, sabemos
por definicién de 7 que 7(K) = To(K) U --- U T,_1(K). Luego,

T(K) = 7(r(K)) = To(r(K)) U+ UT1(7(K)))

= T'J(T()(K>UUTTL—1(K))

7=0
n—1 n—1

= U@ oT)E) U U (T 0 T1)(K)] = | (T) 0 T)(K).
j=0 1,j=0

Por recurrencia se obtiene la expresiéon 7 (K) = U(TZ o---0T; )(K), donde J,,, m > 1, denota el
Im

conjunto de todos los m-indices (i1, -+ ,im) con iy € {0,--- ,n — 1} para todo k = 1,--- ,m. Esto
es, 7"(K) es la unién de los n™ compactos T;, o---oT; (K), con (i1, - ,im) € Jm.
Esta descripcién de 7 (K) implica las siguientes afirmaciénes para cada i =0,--- ,n — 1:

1. Ti(Xx) C Xoo-
2. si p; € X es el punto fijo de T; (recuerde que cada T; es una contraccién en X), entonces

pi € Xoo

La demostracion de la primera parte sigue del hecho que
T(Xoo) = Xoo = To(Xoo) U+ U T 1 (Xoo).

Para averificar la segunda de las afirmaciones anteriores, tomemos el compacto K = {pg, -+ ,pn—1}-
Para cadam > 1y cadai € {0,--- ,n — 1} consideremos el m-indice (i,--- ,4). Luego

pi € Tjo-- o Ti(K) = T]"(K)
= {jjlm(pl)7 e 7ﬂm(pi—1)’pi7ﬂm(pi+1)a e 7ﬂm(pn)}7

de donde p; € 7™(K). Esto implica la afirmacién 2 pues la sucesién {x,,}m>1 con x,, = p; para
todo m > 1, es tal que =, € 7"(K) y zp, — p; cuando m — +00.

Ejemplo 4.2.2. En los SIF que consideraremos a continuacion estamos tomando la recta R con la
métrica Euclidiana.

1. Sean Tp, Tt : R — R las contracciones Ty(z) = 32 y Ti(z) = 1z + 1. Tomemos el compacto
K =[0,1]. Entonces

T(K)=Ty(K)UTi(K) =[0,1]U[3,1] = K.
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Luego el atractor del SIF es X, = K; pues punto fijo de .

Observe que si hubiesemos elegido a C' = {0}, como el compacto inicial para calcular a X,
entonces dado que

T(C) = {07 %}7 TQ(C) = {07 %7 %, %} = {2% 13 =0, 17273}7
en general 4

T(C)={5%:7=0,1,2,---,2™ — 1}, para todo m > 1.
Por tanto el limite en la métrica de Hausdorff de {7™(C)}n>1 es [0, 1].

2. Para las contracciones fy, fi : R — R dadas por fyo(z) = %x y fi(x) = 1 para todo x € R
tenemos para el compacto B = [0, 1]:

7(B) = fo(B) U f1(B) = [0, 5] U {1}
72(B) = fo((0, 5] U {1}) U f1([0, 3] U {1}) = [0, JU{F}u {1}.
En general, se puede demostrar que para cada m > 1 vale
Tm(B) = [Oa 2%] U {2771%7 Ty %7 1}a
de donde, Xoo = {0} U {Q%k 1k > 0}.
En la busqueda del atractor de un SIF en X no importa realmente con cual compacto no vacio

K de X se inicie el proceso recursivo 7" (K). Pero cuando el compacto K elegido es invariante por
las contracciones que definen el SIF, entonces el atractor X, es determinado de manera simple.

El siguiente teorema muestra esta simplicidad del cédlculo del atractor de un SIF. Recordamos
que un conjunto A es invariante por una transformacién 7' si T'(A) C A.

Teorema 4.2.3. Sean (X,d) un espacio métrico completo y {T;}i=o,... n—1 un SIF en X. Si K €
H(X) es tal que T;(K) C K para todo i, entonces

Xeo = m Tm(K) = ﬂ U(El O"'oTim)(K)7
m>1 m2>1Jm

donde Jp, denota el conjunto de todos los m-indices (i1, ,im) con iy en {0,--- ,n—1}.

Demostracion. La demostraciéon de este resultado es una consecuencia inmediata del siguiente lema,
pues bajo la hipdtesis de invarianza del conjunto K la sucesion {7 (K)},>1 es encajada. O

Lema 4.2.3. Sean (X, d) un espacio métrico completo, y H(X) dotado con la métrica de Hausdorff
inducida por d. Si {Am}m>0 es una sucesion encajada en H(X); esto es, Apmi1 C Ay, para todo
m > 0. Entonces, {Am}m>0 es de Cauchy en (H(X), disty) y limm—yoo Am = (50 Am-

Demostracion. Se deja al lector. O

Otras interesantes propiedades se desprenden del teorema 4.2.3.

Supongamos que (X, d), {T;}i=0,... n—1 y K € H(X) son como en el enunciado del mismo. Para
cada m-indice (i1---iy) con ip € {0,---,n — 1} hacemos Kj,..;,, = (Tj, o--- o T;, )(K), sigue
entonces que

s W= U K= U () Ko

m>1 m2>1 (i1+im)EJm {im}eB*(n) m>1
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donde J,,, es como antes y B*(n) es el espacio de la aritmética n-adica. Por otro lado, para toda
sucesion {im, }m>1 € BT (n) la familia de conjuntos compactos Kj,..;,, es encajada y su didmetro
converge a cero, mas precisamente, diam (K, ..., ) < A"diam (K) para todo m > 1. Esto se sigue de

diam (7;(A4)) < Ajdiam (A) < Adiam (A), para todo i =0,---,n —1;

siendo que cada \; es la constante de contraccién de T; y A es el mdximo de tales niimeros. Por
tanto, para cada o = {im }m>1 € B1(n), el conjunto (,,~; Kiy...i,, €S unitario, y su tnico punto lo
denotamos por z,. En otras palabras,

Xoo = U {xa}a

ceBt(n)

donde {z5} = ;51 Kiyiy,s cON 0 = {i}m>1 € BT (n).

Lo que acabamos de mostrar implica que la aplicacién h : Bt (n) — X que asocia a cada
sucesion o = {1y }m>1 € B1(n) el punto z, € Xo es sobreyectiva; més aun, no es dificil de mostrar
que h es también continua y abierta. Es conveniente mencionar que no siempre la aplicacién h
arriba definida es inyectiva; de hecho pueden construirse ejemplos de manera que algunos puntos en
el atractor X, del SIF tenga al menos dos cédigos en el espacio BT (n). Un interesante problema
es caracterizar la inyectividad de la aplicacién h. Note ademas que bajo la hipdtesis de inyectividad
de h, el atractor X, del SIF es un conjunto de Cantor: compacto, perfecto y totalmente disconexo.

placements

Fig. 4.3: Construccién del atractor de un SIF dado por contracciones Ty y 11 que envian el cuadrado
K en rectangulos disjustos To(K) y Th(K).

4.2.2. Aproximaciones de X..: un algoritmo determinista

Consideremos un SIF {7y, -+ ,T,,—1} en el espacio métrico completo (X, d) con atractor X.
Sabemos que Xo, se obtiene como el punto limite de la sucesion {7™(K)};,>1 para cualquier
K € H(X), donde 7 es el operador de Hutchinson. El teorema 4.2.3 mostré que bajo la hipétesis
de invarianza (T;(K) C K,i=0,--- ,n — 1), X se obtiene como la interseccién de los compactos
encajados 7™(K), m > 1. Esto sin duda representa una forma simplificada de acercarnos a X;
ademds, proporciona un método computacional conocido como Algoritmo Deterministico, que per-
mite dibujar aproximaciones cada vez mas cercanas del atractor del SIF mediante intersecciones de
compactos encajados.



4.2 SIF y el operador de Hutchinson 37

Ciertamente la hipétesis de invarianza es realizada por determinados compactos no vacios de
X; por ejemplo el propio atractor X, la satisface. Pero en ausencia del conocimiento de quién es
X0, debemos buscar compactos apropiados que satisfagan tal hipdtesis. La siguiente proposiciéon
muestra que esta hipétesis es satisfecha por ciertas bolas cerradas del espacio métrico (X, d). Asi que
en espacios métricos completos donde las bolas cerradas son compactos (esto es, espacios métricos
localmente Euclideanos), podemos iniciar el proceso algoritmico de aproximaciones hacia X, con
una de estas bolas cerradas.

Proposicién 4.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico completo y f1,--- , fn contracciones en X, con
constantes de contraccion 0 < aq,--- ,a, < 1 respectivamente. Entonces para todo xg € X existe
una bola cerrada C(xg,r) tal que fi(C(xo,7)) C C(x0,7) para todo i =1,---  n.

Demostracion. Sean py, ..., p, los puntos fijos de fi,..., f, respectivamente.

Dado que A = {p1,...,pn} es compacto, existe un ro > 0 tal que A C C(xg,70); basta tomar
ro = max{d(p;,zg) : i =1,...,n}. Sea r > ro, entonces para cada i = 1,...,n y todo = € C(zg,T)
vale:

d(fi(z),z0) < d(fi(z),pi) + d(pi, o)
< apd(z,x0) + (14 o) d(pi, x0)-
Al escoger r = méx{}f—gid(pl, xo), -, %fgz d(pn, o)} tenemos para cada x € C(zg,r) que

d(fi(x), 20) < g d(z,z0) + (1 + ag) 52 < agr 4 r(1 - ag) = 15

con lo cual la demostraciéon esta completa. O

Apoyados en esta proposicién al considerar un SIF {T;};—.... ,—1 sobre un espacio métrico com-
pleto y localmente Euclideano (X, d) y una bola cerrada C(xo,r) tal que T;(C(zo,7)) C C(zo,7)
para cada i =0,--- ,n — 1, podemos aproximarnos al atractor X, tanto como queramos; basta to-
mar m > 1 suficientemente grande y estimar 7™ (C(zo,r)). Este procedimiento se puede colocar en
un algoritmo deterministico, que es un finito conjunto de instrucciones que determinan los futuros
valores a partir de los iniciales.

= Paso 1. Introducir el nimero de iterados N.

= Paso 2. Inicializar un contador k=1.

= Paso 3. Plotear el conjunto B.

= Paso 4. Incrementar el valor de k en 1.

= Paso 5. Si kK< N, continuar; de lo contrario ir al Paso 8.

» Paso 6. Para cada i =0, ---,n—1, calcular T;(B).

» Paso 7. Asignar a B el valor fi(B)U---U f,(B) e ir al Paso 3.

= Paso 8. Fin del algoritmo.
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Sin dudas exite un elevado nimero de cédigos en diferentes lenguajes de programacién, con
herramientas graficas poderosas, mediante los cuales se expresa el algoritmo anterior para diferentes
SIF. Por ejemplo, en [1], el lector podra encontrar el cédigo fuente escrito en BASIC de un SIF
que genera el tapiz de Sierpinski. También pueden visitarse varios sitios web donde con certeza se
encontraran diversos cédigos fuentes de varios atractores de SIF.

En http://library.wolfram.com/infocenter/Demos/4662 el lector encontrard un codigo en
Mathematica del tapiz de Sierpinski.

4.3. Otros ejemplos de atractores de SIF

En esta pate de las notas presentaremos algunos ejemplos de atractores de ciertos SIF. Varios
de los cuales se obtienen a partir de SIF afines en R"; esto es, SIF dados por transformaciones
afines del espacio euclidiano R™. Por esta razéon dedicaremos algunas lineas a recordar las nociones

de afinidad.

4.3.1. Transformaciones Afines

Definicién 4.3.1. Sean A € M,,»,(R) una matriz cuadrada de orden n x n con entradas reales y
b € R™. La transformacién T : R — R dada por T'(z) = Az + b con = € R™ se conoce con el nombre
de transformacion afin en R™.

Note que cuando el vector unicolumna b € R™ es nulo, entonces 1" es una transformacién lineal;
ademads, una transformacién afin es invertible si, y sélo si, det(A) # 0.

Existe un conjunto de transformaciones afines que son catalogadas de notables:

1. Traslaciones: Fijado un vector b € R", la traslacion dada por b es definida por T'(z) = = + b,
para cada z € R"”.

2. Simetrias centrales respecto a un punto ) € R": Fijado el punto () € R" se define la
simetria central respecto a Q por T'(z) = —z + Q.

3. Rotaciones del plano de angulo 6 y centro el origen: Esta es la transformacion lineal

dada por: ) .
([ =150 e 0]

donde 0 € [0, 27). El efecto geométrico de T" sobre el vector z es rotarlo en dngulo 6 en sentido
antihorario.

4. Homotecias de centro el origen y razén \ # (0: Estas son las transformaciones lineales
definidas por T'(x) = Az para cada x € R"™. Claramente, si A > 1, la transformacién es una
dilatacion; Si 0 < A < 1, T es una contracion; y si A < 0y |A] > 1, (resp. |A\| < 1) se trata de
una dilatacién compuesta con una simetria central respecto al origen.

Las transformaciones afines invertibles preservan las relaciones de incidencia entre puntos, rectas
v planos en el espacio y estdn caracterizadas por esta propiedad, es decir, una biyecciéon T de R"
en si mismo es una transformacion afin si, y sélo si:

1. transforma rectas en rectas, es decir, L es una recta si, y sélo si, T'(L) es una recta y
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2. preservan el paralelismo: dos rectas L y L’ son paralelas si, y s6lo si, T'(L) y T' (L") son paralelas.

Una transformacién afin T : R” — R™ queda determinadas por su valor en un n-simplex; que es
la cédpsula convexa de (n + 1)-puntos afinmente independientes. Un 1-simplex es un segmento; un

2-simplex es un tridngulo; un 3-simplex es un tetraedro, etc. En particular, sean A(FPy,---,FP,) y
A(Qo, -, Q) dos n-simplex en R™, entonces existe una unica transformacién afin invertible 7" tal
que:

T(Pi):Qi (i:()v"'>n) y T(A(P(Ja"'7Pn)):A(QO7"'7Qn)'

Por ejemplo:

» dados dos intervalos (1-simplex) [a,b], [¢,d] C R existe una unica transformacién afin en la
recta real: T'(x) = ax + [ tal que T([a, b]) = [c, d];

» dados dos tridngulos (2-simplex) Ay = A(PyQoRo) y A1 = A(P1Q1R1) en el plano R? existe
una unica transformacién afin del plano 7" tal que T'(Ap) = A;.

Definicién 4.3.2. Una transformacién afin de R"”, T'(x) = Ax + b, se denomina semejanza o
stmilaridad si existe A > 0 tal que

IT(x) = T(y)ll = Az —yll, para todo z,y € R".

El nimero A es el coeficiente de similaridad de T'.

Entre similaridades tenemos a las traslaciones, rotaciones, simetrias centrales y axiales y homo-
tecias. En plano, éstas transforman triangulos en tridangulos semejantes.

Este concepto de similitud puede ser colocado en un contexto méas general. De hecho:

Definicion 4.3.3. Una transformacion T : X — X de un espacio métrico en si mismo se denomina
semejanza o similaridad si existe A > 0 tal que

d(T(z),T(y)) = Ad(z,y), paratodo z,y € X.

Como antes, el nimero A es el coeficiente de similaridad de T'.

Definicién 4.3.4. Una transformaciéon afin de R™ es una isometria si es una semejanza y el coefi-
ciente A = 1. En el plano, cuando una isometria que preserva la orientacién se le llama un mowvimiento
rigido.

Recordemos que dos tridngulos A(PQR) y A(P'Q'R’) son congruentes si sus lados homdlogos
son congruentes, es decir,

IPQ| = |P'Q'|, |QR| = |QR/|, |PR| = |P'R/|

Traslaciones, rotaciones, simetrias centrales y axiales son isometrias. Se verifica sin mucha di-
ficultad que toda isometria del plano es una composicién de traslaciones, rotaciones y simetrias y
que toda semejanza es una composicién de una isometria y una homotecia.
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4.3.2. Variaciones del Cantor ternario

En el ejemplo 4.2.1 mostramos un SIF afin en la recta real cuyo atractor es justamente el conjunto
de Cantor ternario. Esas mismas ideas pueden ser extendidas; en efecto, sean 0 < Ay, -+, A, < 1
tales que ), \; < % y definamos transformaciones afines de la recta:

Tz(a:) = /\ix + oy,

donde las constantes a; son tales que los intervalos I; = T;(I) son disjuntos. El conjunto de Cantor
KA, A = {\;} definido en la seccién 3.1 es el limite del STF definido por las contracciones T;:

—+00

= U

n=1 iy, in) €1,

donde
A
A (D) = U I,
(ilf"?in)e{l"”’k}n
es el n-ésimo iterado del operador de Hutchinson asociado al SIF afin.

Observe que el atractor obtenido es en efecto un conjunto de Cantor; esto es, compacto, perfecto
y totalmente disconexo. Esto sigue del hecho que la aplicacién h : B*(p) — X que asocia a cada
sucesién en BT (p) un punto en el atractor (ver pagina 35) es un homeomorfismo.

4.3.3. Variaciones del Tapiz de Sierpinski

En la seccién 3.2 mostramos la construccién de un tapiz de Sierpinski a partir de un tridangulo
equilatero; mas aun, se mostré el SIF afin que lo genera.

1

. 5 0 . o .
Para la matriz A = [(2) 1 ] consideremos ahora las siguientes semejanzas afines del plano:

2
A (1) =L # (G0 = 4B)+ B 5 B = L) i
"y yl” "\ ly REEI IR vl 1)
Es simple verificar que el cuadrado B = [0,1] x [0, 1] es invariante por estas transformaciones

afines; esto es, f;(B) C B para todo i = 1,2,3. De hecho, B es transformado por fi,f2 v f3,
respectivamente, en los cuadrados fi(B) = [0,1] x [0, 3], fo(B) = [0,3] x [5,3] v f1(B) = [3, 3] x
[%, %] Asi la evaluacion del operador de Hutchinson en B es:

7(B) = ([0, 3] x [0, 5) U ([0, 3] x [5.3]) U ([3: 3] % [3. 3)

al repetir este procedimiento una vez mas, obtenemos 72(B) que es la unién de 9 cuadrados: cada
uno de los cuadrados del paso anterior generan 3 subcuadrados; ver la figura que se muestra a
continuacién. Al proseguir un elevado niimero de veces, obtendremos una aproximacién del tridangulo
de Sierpinski, tal y como se muestra a continuacién.

N[ =

Otra figura fractal atribuida a W. Sierpinski se obtiene como el atractor de un SIF definido
1

. . . 0
mediante ocho transformaciones afines en R?. Para la matriz A = [3 1 } y los vectores

S S o

[SHISTSEITN)
[SUIN NN
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Fig. 4.4: Estas gréaficas muestran a B, 7(B) y 72(B) respectivamente.

Fig. 4.5: 7™ (B) para m suficientemente grande.

se definen las transformaciones:

fitx— Az forx — Av+bo; fs3:x — Ax+b3; fa:x — Az + by
fo:x—Ar+bs; fo:x— Ax+bg; fr:x — Ax+by; fs:x — Ax + bg.
El operador de Hutchinson 7 asociado a {f1,---, fg} transforma el cuadrado unitario B en ocho

cuadrados, f;(B) (i = 1,---,8), de lado 37! y cuyos vértices inferior izquierdo estan ubicados,
respectivamente, en el origen, by, bo, b3, by, bs, bg, b7 v bs.

Al aplicar nuevamente 7 sobre cada uno de estos ocho cuadrados obtenemos 8% cuadrados de lado
372; al repetir el proceso un determinado niimero de veces estaremos observando una aproximacién
del esta alfombra fractal. El atractor de este SIF afin se conoce con el nombre de Alfombra de
Sierpinski.

Finalizamos las variaciones del tapiz de Sierpinski con la figura fractal que se obtiene como
atractor del SIF cuyas contracciones son las transformaciones afines:

) R R () R R R R M
w(Gl) =2l (2 (ED =61+ )

El proceso de obtencién de una aproximacién al atractor del SIF es como antes. La siguiente figura

Fig. 4.6: Obtencién de la alfombra de Sierpinski
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muestra varios iterados del cuadrado unitario mediante el operador de Hutchinson F' asociado al
SIF; el atractor del SIF se le llama caja fractal.

Fig. 4.7: Obtencién de la caja fractal.

A diferencia del atractor en la recta real anterior, el tapiz de Sierpinski y las variaciones que
acd hemos mostrado son conjuntos conexos del plano. Demostraremos esta afirmacién para el tapiz
de Sierpinski S de la seccién 3.2.

Recordemos que S es obtenido como el atractor de un SIF definido por tres transformaciones
afines del plano: Ty, 11,15, que transforman el tridngulo equildtero A de vértices en puntos Vy, V3
y Vi en subtridngulos A; (¢ = 0,1,2) que contienen respectivamente el vértice V;. Dado que cada
A; C A, entonces el tapiz de Sierpinski (atractor de tal SIF) es dado conjuntistamente por la

identidad:
s=(1")= U NAin= U {2},
m=>1 {im}eB*(3) m>1 ceB*(3)

donde {z5} = (51 iy iy €ON T = {im}m>1 € BT(3).

Sea {1 el lado VpV; de A. Afirmamos que £p; es la imagen bajo la aplicacién h : B*(3) — S de las
sucesiones w € B1(3) que sdlo contienen los digitos 0 y 1. Esto probarfa que £y; C S; andlogamente
se demuestran las inclusiones ¢10 C Sy ¢15 C S.

Observe que fg1 C Ag U Aq. Ahora probaremos por induccién que

lo1 C U Aj,..4,, paratodon > 1.
(i1, ,in)€{0,1}7

En efecto, supongamos valida la inclusién para k = n. Dado que

U Ail..‘inJrl = Ty U A“Zn

(41,0 yiny1)€{0,1}7F1 (i1, 4in)€{0,1}2n

u Ty U FAVIR I I8
(i1, in)€{0,1}2n

se sigue entonces

lo1 = To(o1) U Th(Lo1) C U AV

(i1, sin41)€{0,1}n+1
lo que demuestra la afirmaciéon y también que £y; C S.

Sea OA = £y1 U £12 U Lgo el borde de A. No es dificil probar, usando la definicién del operador
de Hutchinson y la observacién anterior, que 7" (0A) es la imagen bajo h de las secuencias cofinales
w € BT (3); es decir, aquellas que a partir de un N > 0 contiene sélo dos de los tres digitos 0, 1, 2. El
conjunto 7"(0A) es conexo, pues es la imagen continua de un conjunto conexo. Asi mismo es ficil
darse cuenta que los conjuntos 7"(9A) forman una unién creciente; por lo tanto la unién | J,, 7" (0A)
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Fig. 4.8: Varias etapas en la construccion de la curva de Koch

es conexa. Observe que el conjunto de las secuencias cofinales es denso en B (3). Eso significa que
U,, 7" (0A) es denso en S. Como la clausura de un conjunto conexo es conexa, concluimos que el
tapiz de Sierpinski es conexo.

4.3.4. Curvas de Koch

La curva de Koch, uno de los ejemplos méas populares de fractales, fue introducido por el ma-
tematico aleman Helge von Koch en 1904.

Es més facil entender la naturaleza de la curva de Koch que el conjunto de Cantor o el tapiz de
Sierpinski, aunque sus aspectos topolégicos y geométricos son de diferente naturaleza. En primer
lugar, la curva de Koch, que en adelante denotamos por I', es en efecto una curva, aunque esto no sea
inmediato a partir de su construccién. En segundo lugar, y es mas dificil de probar que de intuir, ella
no contiene segmentos suaves, es decir, no admite una recta tangente en ninguno de sus puntos. De
hecho, la curva de Koch es un ejemplo de curva no rectificable; més aun, es el limite (uniforme) de
una sucesién de poligonales planas I';, cuyas longitudes ¢(I',,) divergen a infinito cuando n — +oc.

La construccién es la siguiente. Tomemos un intervalo inicial, por ejemplo [0, 1], al cual denota-
remos 'y y dividalo en tres partes. Reemplace ahora el segmento del medio de I'g por un tridangulo
equilatero y retire su base y llamemos I'y a la figura resultante. Ahora aplicamos el mismo procedi-
miento a cada uno de los segmentos que forman I'7, obteniendo I's. Despties contintie recursivamente
obteniendo I';,1 a partir de la curva I'), aplicando el mismo procedimiento en cada uno de los seg-
mentos que componen I',,. La curva de Koch es el conjunto que queda después de repetir infinitas
veces el proceso.

La poligonal I'), de la etapa n-ésima de la construccién esta formada por 4" segmentos de longitud
37", Luego, la longitud de I',, es

UTy,) = 473" = (4/3)"

que diverge a infinito cuando n — 400, como afirmamos anteriormente.

Ahora vamos a construir un SIF definido por tres contracciones afines del plano cuyo conjunto
limite es la curva de Koch.
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Para ello vamos a definir cuatro similaridades del plano que, aplicadas a I'y generan I'y:
x| [1/3 0 ][=
To[y]_[o 1/3_[?/]

SRR IR

nly [ s

SAENEIAIBNES

Sea 7 el operador de Hutchinson asociado al SIF {Ty,T1,T5,73}. Por construccion I'y = 7(I'y).
No es dificil convencerse que la férmula recursiva I'y, 11 = 7(I'),) define las diferentes etapas de la
construccion de la curva de Koch; que es el atractor de este SIF afin.

Hay diferencia una fundamental con los casos anteriores: la sucesién I'), de aproximaciones
sucesivas a la curva de Koch no es una sucesién encajada de compactos. De modo que el argumento
del principio de encaje de Cantor no aplica directamente.

Una manera de resolver este problema es definir una sucesién encajada de entornos cerrados
F, D I';, que contienen a las poligonales aproximantes y que convergen a I'. Para ello tomamos
como conjunto inicial Fy un cuadrado de lado 5 = 1 centrado en I'y el intervalo inicial de la
construccién. Por la propiedad contractiva del SIF se puede probar que F; = 7(Fp) es una vecindad
cerrada de I',, formada por cuatro cuadrados de lado ¢; = 37! centrados en los segmentos v; de la
poligonal T'y, la primera etapa de la construccién de la curva de Koch. El conjnto F; es compacto
y se tiene Fy C Fp. Inductivamente, tenemos una secuencia encajada de vecindades compactas
F, C --- C Fp, tal que cada Fj con ¢ = 0,---,n es una unién de 4" cuadrados A;,...;, de lado
l, = 37" centrados en los segmentos 7;,..., que componen la poligonal I';,. El teorema 4.2.3, ver
péagina 35, garantiza que I' = (), F,.

Por otro lado, para cada n > 1 podemos definir una biyeccién continua h,, : [0,1] — TI';, que es
una parametrizacion continua de la poligonal I';,. En efecto cada curva I';, es una unién de segmentos
de recta 7;,...;, = T3, o ---0oT; ([0,1]) que son la imagen del intervalo bajo la semejanza afin del
plano T;, o--- o Tj,. Sea
19 in+ 1

Z'1 i2 Zn il
Liy ., = Z+@+'..+477Z+42 NS o

un segmento 4-adico y ¢y, ...i,, : Liy...i,, — [0, 1] la tinica transformacién afin de la recta que lleva el
intervalo I;,..;, sobre [0,1]. Entonces, la funcién h,, = [0,1] — T, definida a trozos por

hi | I;

voin o= Tiy © - 0Ty 0 Py Loy = Vigowi

es una parametrizacion continua de I',,. Para ello basta verificar que h,, es continua a izquierda
y a derecha en el extremo comun de los intervalos contigiios I;,...;,, ¥ Iij...i,,+1; esto es inmediato
pues, por construccion, la imagen de los extremos de [0, 1] bajo T;, o --- o T;, son precisamente los
extremos de 7;,...4,, que no son otros que los vértices de la poligonal I'y,.

La sucesion de funciones continuas {h,} es de Cauchy en la métrica de la convergencia uniforme,
y converge a biyeccién continua h : [0,1] — T', que paramteriza a I'. En efecto, es claro que
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Iy, = hy([0,1]) C F, para todo n. Como la sucesion es encajada, hy,([0,1]) C F,, para todo m > n.
Con un poco de cuidado se puede ver que la distancia de h,,([0,1]) a la curva T, “centro” de la
vecindad F,,, es < 37", en otras palabras: |h,(x) — hy,(x)| < 37" para todo n > m y para todo
x,y € [0,1]. Esto prueba que la secuencia es de Cauchy; luego I" es un compacto no vacio y limite
uniforme de una sucesion poligonales.

4.3.5. Una funcion de Weierstrass

Topoldgicamente una curva se define como la imagen biunivoca continua del intervalo unitario
I = [0,1] o de la circunferencia S*. Una curva topolégica puede ser de longitud infinita o no tener
tangente en ningin punto, como muestra el ejemplo de la curva de Koch.

Weierstrass fue el primero en publicar un ejemplo de una curva continua que no tiene tangente
en ningln punto, aunque por la época otros matematicos habian comenzado a estudiar el problema.
La curva de Weierstrass estd dada por la parametrizacién:

r = sin(0)
y o= S 27 cos(30)

No es dificil ver y = y(#) es una funcién continua, pues es una serie uniformemente convergente de
funciones continuas pues, en efecto, la serie estd acotada por la serie niimerica convergente ), 27"
y esto implica, por un resultado debido a Weierstrass mismo que la serie converge uniformemente
a una funcién continua. Weierstrass demostré que la derivada 3/(#) no existe y aunque no es facil
de probar, podemos sospechar que asi es efectivamente, porque al derivar formalmente la serie de
y = y(f) obtenemos una serie divergente.

En lo que sigue daremos un ejemplo de una funcién continua cuyas graficas son curvas fractales
que no tienen recta tangente en ninguno de sus puntos. Se trata de una variaciéon de la curva de
Weierstrass que es el limite de un SIF' de transformaciones afines que no son similaridades. Sea

T six 1
fo(z) = { : <l i]

—2r+2 size [} 1]

para x € [0,1] y extendamos fp a una funcién periédica de periodo 1 en R: fo(z + 1) = fo(z) para
todo x € R. Dados a,b > 1 definimos

+oo
f(ab(fv) = Z b_nf(](a'nx)a para T € [07 1]; (47)
n=0

por el criterio Weierstrass la serie de la derecha es uniformemente convergente y converge a una
funcién continua. El grafico de la funcién limite f es el atractor de un SIF definido por dos trans-
formaciones afines del plano.

Para fijar ideas tomaremos a = 2 y b = 4. Definimos 'y = {(z, fo(z)) : = € [0,1]} la grafica de
fo en el intervalo unitario. A = I'g U [0, 1] es un tridngulo isdsceles de base [0, 1] y altura h = 1. Si
calculamos la primera suma parcial de la serie tenemos la funcidn:

Si(z) = fo(z) + 471 fo(2z), para z € [0,1]. (4.8)
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Como fj es 1-periddica, entonces

4z size|0,1]
—4 2 size 17 1
fo(2z) = T S% o [‘11 g] , para z € [0,1].
4 — 2 s1ac€[§,1]
—4z+2 size[3,1]
Luego, S1(x) puede escribirse como
3z siz €0,
r+i sizeli ]
Si(x) = % ) 1 g , para x € [0,1].
—l’+§ Sll’e[i,z]
—3z+3 size[3,1]

SeaI'y = {(x, S1(z) : © € [0,1]} la grafica de Sy sobre el intervalo unitario [0, 1]. I'; es una poligonal
formada por cuatro segmentos con los cuales se forman dos tridngulos:

Ay = Iy ‘
Al = FO ‘ 1 ury ‘
2

donde T' |; denota la restriccién de I' a J. Sean Ty y 71 las dos unicas transformaciones afines del

PSfrag replacements
A

Ag

Ay

Fig. 4.9: Tridngulos obtenidos de las curvas I'g y I'y

plano tales que TH(A) = Ag y T1(A) = Ajp. Si 7 es el operador del Hutchinson asociado al SIF
{Tyv, T1 }, por construccién I'y = 7(T'y). Para n > 1 consideremos I';, = {(z, Sp(x)) : € [0,1]} la
grafica de la funcién S, (z) = > p_o4 " fo(2"z), que es la n-ésima suma parcial de la serie (4.7)
con z € [0, 1]. Se puede demostrar por induccién que I'y, 11 = 7(I',), tal demostracién es elemental
aunque laboriosa. Con ello se prueba que la gréifica de la funcién fo4(z) = ZZ’;’B’ 47" fo(2"x) con
x € [0,1], es el atractor del SIF definido arriba.

4.4. Mas propiedades de los SIF

En esta seccién presentamos algunas propiedades adicionales de los SIF y sus atractores.

El siguiente resultado prueba que los conjuntos auto-similares (atractores de SIF formado por
similitudes) son densos en el espacio de las formas de R".
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Teorema 4.4.1. Sea K un conjunto compacto no vacio en R™. Entonces, dado € > 0 es posible
construir un SIF {T;} de similaridades de R™ con razdn de contraccion 0 < X\; < 1 tales que

dist 1 (K, Koo) < €,

siendo Ko el atractor del SIF {T;}.

Demostracion. Sea Ky la clausura de la cdpsula convexa del conjunto K; es decir, es el minimo
conjunto cerrado convexo que contiene a K. Descomponiendo a Ky en un ndmero finito de n-
simplex A; C Ky podemos definir contracciones afines T; : A; — Ky tales que |J; T;(Ko) cubre K.
Sea K el atractor de ese SIF contractivo y 7 el operador de Hutchinson. Entonces

dist (K, Koo) < disty (K, 7(K)) + dist 1 (T(K), Ko)
= dist (K, 7(K)) + dist 3 (7(K), 7(Kso))
< diStH(K,T(KQ))—i-)\diStH(K, Koo)

donde d(T;(x), T;(y)) < Ad(z,y) para todo z,y € R™ y para todo i. Despejando, tenemos el siguiente
estimado

dist ¢ (K, 7(K)p))
1—A '

Luego, si escogemos las contracciones afines T; de manera que

dist 3 (Ka Koo) <

dist ¢ (K, 7(Kp)) = dist 5 (K, UTi(Ko)) <e(l=N),

entonces dist 1 (K, Ko) < €, lo que prueba el teorema. O

Definicién 4.4.1. Sean (X,d) y (A, d’) dos espacios métricos completos. Decimos que la familia de
funciones {T) : X — X },ca es continua si la aplicacién:

(A, z) — (A, Th(2))
es continua como funcién del espacio A X X en si mismo.

El préximo teorema afirma que los puntos fijos de una familia continua de contracciones varian
continuamente con el parametro A.

Teorema 4.4.2. Sea {T)}rea una familia de operadores de contraccion de un espacio métrico
completo (X,d) y p = p(\) el dnico punto fijo del operador T\ : X — X. Entonces, la funcion
A +— p(\) es continua.

Demostracion. En primer lugar observemos que, por la unicidad, la correspondencia A — p(\) es
en efecto una funcién. Como (A, x) — (A, Th(x)) es continua, entonces, para A\g € Ay 9 € X y
para todo € > 0 podemos encontrar § = §(zg, A, €) > 0 tal que

d(w,xo) s d/()\, )\0) <) — d(T)\(aj),T)\O(ajo)) < €.
En particular, si pg = p(A\g) entonces
d(p(N),po) = d(Tx(p(N\)), T, (po)) < €, siempre que d(\, \g) < 9.

Esto demuestra la continuidad de la funcién A —— p(A). O
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Definicién 4.4.2. Sea {T},. 1> xep Una familia parametrizada de SIF en un espacio métrico com-
pleto (X, d). Decimos que esa familia es continua si el operador de Hutchinson 7 : H(X) — H(X)
define una familia continua de contracciones en H(X).

El préximo teorema afirma que los atractores de una familia continua de SIF varian continua-
mente con el parametro A € A.

Teorema 4.4.3. Sea {T‘{\}iep\)\eA una familia continua de SIF en un espacio métrico completo
(X,d). Entonces, los respectivos atractores, Xy, varian continuamente con el pardmetro; es decir,
para cada Ag € A se cumple:

disty (X, Xx,) — 0 cuando X\ — Ao.

La demostracién de este resultado es inmediata en virtud del teorema anterior. Conviene advertir
al lector, sin embargo, que dos conjuntos pueden estar muy cerca en la métrica de Hausdorff, aunque
los detalles mas finos de su geometria sean fundamentalmente no equivalentes.

Ademsds de los teoremas anteriores que muestran propiedades de densidad y continuidad de
los atractores de SIF, los siguientes resultados proveen propiedades de conexidad de los atractores
de SIF por simple inspecciéon de las transformaciones que lo definen. Estos teoremas pueden ser
encontrados en [8].

Teorema 4.4.4. Sean {T;}i=o.. n un SIF con atractor X en en un espacio métrico completo
(X,d). Si Xoo es union disjunta de sus partes; esto es, si Xoo = |_|£\L0Ti(Xoo), entonces Xoo €S
totalmente disconexo.

Demostracion. Sean x,y puntos distintos en el atractor X, del SIF; sea d > 0 la distancia entre
ellos. Claramente, o x y y pertenecen a la misma componente, z,y € T;(X ), 0 bien z € T;(X)
yy €& Tj(Xoo) para ¢ # j. No obstante,  y y no pueden mantenerse en una misma componente
T;, oTi, 0---0T;, (Xoo) para toda sucesion {i,,} en el espacio de los (N + 1)-adicos; pues:

diam(Til oTiz o"'oTik(XOO)) < )‘il"')‘im

el cual puede hacerse arbitariamente pequeno cuando k crece. Asi, x y ¥ no pueden pertenecer a
la misma componente conexa de X,,. Como = y y son cualesquiera, entonces X, es totalmente
disconexo. O

Teorema 4.4.5. Sean {T;}i—o... v un SIF en el espacio métrico completo (X, d). Si las constantes
de contraccion, A\; coni=0,---, N satisfacen Zfio Ai < 1, entonces X es totalmente disconexo.

Demostracion. De la hipotesis sobre las constantes de contractividad del SIF sigue que la suma de
los didmetros de las componentes es menor que el didmetro del atractor; esto es:

N N
> diam (T3(Xo0)) < diam (Xoo) Y Ai < diam (Xo).
i=0 1=0

Para cada n > 1 consideremos el iterado n-ésimo del operador de Hutchinson aplicado a X; es
decir,

(Xeo) = | Xiyoini
(il"'in)ejn
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si diam ,,(X) es el didmetro de tal componente, entonces:

N N N
ZZ.--Zdiam(Til 0T, 00T (X))

11=012=0 in=0

diam ,, (X o)

IN

N

N N
diam (X ) Z Z Z iy Aig + iy

i1=0i2=0  in=0
N n
= diam (X) <Z)‘Z> ;
=0

esto implica que diam (X~ ) — 0 cuando n — +00. De lo cual se deduce que dos puntos distintos
cualesquiera en el atractor no pueden permanecer en la misma componente (73, 0 T;,0---0T;, )(Xo)
para todo n > 1. Esto demuestra que X, es totalemente disconexo. O

IN

4.5. Algoritmos deterministas y el juego del caos

La construccién de conjuntos como limites de familias encajadas de compactos definidos recursi-
vamente nos proporciona un algoritmo determinista para generar fractales. En lo que sigue veremos
un algoritmo tipo Monte Carlo maés eficiente para generar imagenes de fractales por computador.

Tomemos una hoja de papel y un lapiz y marquemos tres puntos enumerandolos 1,2 y 3. Estos
puntos forman los vértices de un triangulo A que supondremos es equildtero, para fijar ideas. Sea
B ={1,2,3} en conjunto de los vértices de A. Ahora arreglemos un dado para que sélo aparezcan los
nimeros 1,2, y 3, por ejemplo identificando lados opuestos. Las reglas del juego son las siguientes:

El juego del caos:

= Tomamos al azar un punto cualquiera en tridngulo dibujado en la hoja de papel, digamos
xg, v lancemos el dado. Si sale el punto by € B trazamos una linea del punto xy hasta by y
llamamos z1 al punto medio del segmento xybg.

» Volvemos a lanzar el dado y obtenemos un punto by € B, trazamos el segmento x1b; y llamamos
2o al punto medio. Asi, recursivamente, formamos una sucesién infinita de puntos en el plano
xo,T1, %2, -+ donde x,41 se obtiene a partir de x, tomando un punto b, € B al azar y
definiendo x,+1 como el punto medio del segmento x,,b,,.

La grafica muestra la epata n-ésima del juego. Un poco de experimentacién permite ver que la
figura generada por el juego del caos, tal como lo definimos arriba, es el tapiz de Sierpinski.

La idea del juego del caos fue introducida por Michael Barnsley; permite definir algoritmos rapi-
dos y eficaces para generar conjuntos fractales, ademés de ser un divertido instrumento pedagdégica
que ha servido para popularizar la teori de conjuntos fractales.

El algoritmo Monte Carlo para generar fractales: Sea {T;};c; un SIF en un espacio métrico
completo (X, d) y suponga que existe Xy C X compacto tal que T;(Xy) C Xy para todo i:

PROCEDIMIENTO

s PRIMER PASO: elija x € Xg y un entero N > 0;
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Fig. 4.10: El juego del caos

= SEGUNDO PASO: elija @ € I con un generador de nimeros aleatorios;
» TERCER PASO: haga x = T;(x), n=n+1;

» CUARTO PASO: repita (2) y (3) mientras n < N.

Este algoritmo tipo Monte Carlo genera una sucesién de puntos {x,} definida recursivamente
por la ecuacion

Tnt1 = T;, (wn) (4.9)
es decir, x,, = T;, o--- o T (xp), donde los indices ig, - -- ,iny € I han sido escogidos al azar.

No es diificil ver que el juego del caos de Barnsley nos es otra cosa que el algoritmo Monte Carlo
descrito mas arriba aplicado al SIF que genera el tapiz de Sierpinski.

Teorema 4.5.1. Sean X el conjunto limite de un SIF {T;}icr, i0,11,- - , € I una sucesion infinita
de elementos en I escogidos al azar con ayuda de un generador de numeros aleatorios y {zn} la
secuencia generada recursivamente usando la ecuacion (4.9). Entonces

XOO C {x0a$1a$27”' 7}‘

La demostracién de este teorema usa alguna variante de la ley fuerte de los grandes nimeros,
un teorema fundamental de la teoria de probabilidades. En la seccidon de ejercicios proponemos
una demostracion “determinista” de un resultado mas débil, pero que ilustra bien la naturaleza del
problema.

El algoritmo Monte Carlo es usado por Fractint y otros programas de computador para la
generacién de fractales pues consumen poca memoria y tiempo de ejecucion en comparacion con los
algoritmos deterministas descritos al principio de la seccién.

4.6. Ejercicios

1. Sean (X, d) un espacio métrico completo, { fo, - - - , fn—1} un SIF con atractor X, 7 el operador
de Hutchinson asociado, B € H(X) tal que f;(B) C B para todoi = 0,---,n— 1,y h:
BT (n) — X la aplicacién que codifica los puntos del atractor del SIF.

a) Si existe m > 1 tal que 7"(B) = {J; (fiy o+ o fi,,)(B) es disjunta, entonces Xo, es
totalmente disconexo. ;Es cierto que bajo estas hipdtesis X, es un conjunto de Cantor?
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b) Demostrar que si h es inyectiva, entonces X, es un conjunto de Cantor.

¢) Mostrar un ejemplo de un SIF {fi,---, f,}, un compacto B € H(X) con f;(B) C B para
todoi=1,---,n,y fi(B)N f;(B) = 0 para todo i # j; pero que el atractor del SIF no
sea un conjunto de Cantor.

d) Sean o,p € B*(n) diferentes y con la propiedad que para algiin m > 1:

(*)  (fo) o 0 fomm)(B) N (foo) 00 fom))(B) = 0.

Demostrar que h(o) # h(p). Concluir que si % se cumple para toda o # p, entonces X,
es un conjunto de Cantor.

2. En R? con la métrica Euclidiana considere el SIF dado por las contracciones f1, fa, f3, f4 que
a continuacién se definen:

s ()=l 19 2 () =26+ ]
w(]) =B+ A v (Bl -]+ 2]
donde A es la matriz [1(/)3 1(;3].
a) Verificar que el cuadrado B = [0,1] x [0,1] es tal que f;(B) C B para todo i = 1,2,3, 4.

b) Si 7 denota el operador de Hutchinson asociado a tal SIF, hacer disenios de 7"*(B) para
m = 1,2,3,4. ;De cudntos cuadrados se compone cada 7(B) para todo m > 17

c) Verificar que f1(B)N f2(B), f1(B) N f3(B), f2(B) N fa(B) y f3(B) N f1(B) son conjuntos
unitarios y que tales puntos no estdn en el atractor del SIF.
d) Dada cualquier ¢ € B*(4) y cualquier k > 0, demostrar que si gr = fy0) © - © fok),

entonces g o fi(B) N gk o fo(B), gk o fi(B) N gk o f3(B), gk © f2(B) N gk o fa(B) vy
gk © f3(B) N g o fa(B) son conjuntos unitarios y que tales puntos no estan en X

e) Demostrar que la aplicacién h que codifica los puntos del atractor es inyectiva, y por
tanto X es un conjunto de Cantor. Compare con el ejercicio anterior.

3. Describa el atractor de los siguientes SIF de R con la métrica Euclidiana:

a) fl(a:):axyfg( )=(1—a)zr+a,donde 0 < a < 1.
b) fi(z) = 353 y faz) = 32+ 3.

¢) filz) = 32, folw) = jz+ 3y falz) = jo + §.

d) filz)=azx+by fa(zr) =cx+d, donde 0 < |al, |b] < 1.

4. Sean M = [0,2] dotado de la métrcia Euclidiana. Verifique que las funciones fi(x) = %:L‘Q y
fo(x) = %x + % definen un SIF en M. Encontrar un factor de contractividad del operador de
Hutchinson. Demostrar que el atractor de este SIF es un conjunto de Cantor.

5. Considere el espacio métrico C'([0,1],R) de todas las funciones continuas del intervalo [0, 1]
en R dotado de la métrica del maximo; esta es:

oo(f>9) = max{|f(t) — g(t)| : ¢ €[0,1]}.

Se definen w; : C([0,1],R) — C([0,1],R), i = 1,2, por wi(f) = 3f v wa(f) = 3 f + go, donde
g2(t) = 2t(1—t) para todo t € [0, 1]. Demostrar que {C([0, 1], R); w1, ws} es un SIF. Determine
su atractor.
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10.

. Conjuntos de Cantor no lineales: sean 7; : R — R, ¢ = 0,--- ,p — 1 funciones conti-

nuamente diferenciables. Suponga que |Tj(z)] < A < 1 para todo = € Ty que los intervalos
I; = T;(I) son disjuntos. Pruebe que el SIF {T;} tiene como conjunto limite un cantor homeo-
morfo a BT (p).

Sea h : BT(4) — T el mapa de desarrollos 4-4dicos de la curva de Koch T'. Pruebe que los

elementos cofinales de BT (4) se mapean en los vértices de la curva de Koch. Concluya que

los vértices son densos en I' y deduzca que la curva de Koch no admite tangente en ningin
1

punto.

Sea I en cubo unitario en R"™. Retire un cubo Jy = [1/3,2/3]" de I" y repita el proceso
de forma recursiva. El conjunto limite de esta construccién se llama esponja de Menger y
serd denotado M. Defina un SIF para la esponja de Menger y pruebe que es un conjunto
compacto, conexo, no vacio.

. Sea S € {0,---,9} un subconjunto propio. Pruebe que A = Ag, el conjunto de los = € I cuyos

desarrollos decimales sélo contiene digitos n; € S es un conjunto de Cantor.

El siguiente ejercicio muestra un SIF infinito numerable usado en el desarrollo en fracciones
continuas. Para cada n € N definimos

1

El SIF {T,},en permite representar nimeros reales a través de un desarrollo en fracciones
continuas:

donde

1
a) Pruebe que I, ...n, =Ty, o--- 0Ty, (I) puede representarse como
Inlmnk. - [[nlv"' s Mg + 1]) [nlu"' 7nk]]

y que, dada una sucesién de nimeros naturales {n;} la familia de intervalos Iy,...,,
decrecen a un unico punto.

b) Pruebe que BT (N) = {{ng} : nx € N} es un espacio métrico completo con la métrica
producto.

¢) Pruebe que la funcién h : BT (N) — I definida por

+o00
{h(w)} = m Xy i
n=1

donde w = {in} y X ..i,, =T, o--- o T;, (I) es continua, abierta y sobreyectiva:

es el desarrollo en fracciones continuas de z.

'Sea S c {1, - ,p} un subconjunto propio de indices. Un elemento w de B*(p) se llama S-cofinal o simplemente
cofinal si existe N > 0 tal que wy € S para todo k > N
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d) Sea x = v/2—1 la solucién positiva de la ecuacién cuadratica z2+2z —1 = 0, reescribimos
la ecuacion cuadrética como sigue:
1
x = .
2+

Determine,usando estos hechos, el desarrollo en fracciones continuas de v/2.

e) Calcule el desarrollo en fracciones continuas de las raices positivas de 2 + nx — 1 = 0.
Por ejemplo, el niimero de oro de los griegos (1 + v/5)/2 es la solucién de la ecuacién
2?2 + 2 — 1 =0 y admite el siguiente desarrollo en fracciones continuas:

n—uveces
1+v56 .
= lim [1,---,1].

2 n—-400

En general los digitos del desarrollo en fracciones continuas de las soluciones de ecuaciones
algebraicas de segundo grado con coeficientes enteros son periddicos. [9].

11. Sea § C N un conjunto finito y defina A = Ag C I el conjunto de los = tales que {ny},
los digitos de su desarrollo en fracciones continuas, satisfacen ny € S. Pruebe que A es un
conjunto de Cantor.

12. La funcién de Cantor o “devil’s staircase”: En X = C?(]0,1],R), el espacio de las
funciones continuas en definidas en I = [0, 1] con la métrica del supremo, se define el operador
T:X — X como sigue:

f(gx) si z €0, %]
T(f)(z) =14 1/2 si w €3, 2]
L IG5 e [2,1)

a) Pruebe que T estd bien definido como operador del espacio de funciones continuas: si f
es continua, entonces, T'(f) es continua,

b) Pruebe que T" es una contraccion en el espacio de las funciones continuas. Concluya que
T tiene un tnico punto fijo fo € X (T'(fo) = fo) tal que, para toda f € X la sucesién
{T™(f)} converge uniformemente a fp. La funcién fj se llama funcién de Cantor o “devil’s
staircase” (escalera del diablo).

¢) Pruebe que fy es continua no decreciente y es constante en las lagunas U,, del comple-
mento del conjunto de Cantor ternario: I — K = |J,, U,. La imagen de I — K bajo fy son
los racionales diddicos. Esto significa que fy mapea un conjunto de medida de Lebesgue
=1 en un conjunto de medida cero.

o)1 ]
a3 =10 ] ]
a0 ][

Observe que Ty es singular: colapsa el cuadrado unitario I? sobre el intervalo [0,1/3] y
despuies lo traslada al punto (1/3,1/2) dando el primer segmento constante de fp.
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El siguiente programa de Maple fue bajado de la pagina web

http: //www.mathcurve.com/fractals

y permite generar aproximaciones de la funciéon de Cantor, como indica la figura

escalier:=proc(a,b,c,d,n) local liste;

if n=0 then liste:=[a,b],[c,d] else liste:=
escalier(a, b, (2*a+c)/3, (b+d)/2, n-1),
escalier((2*a+c)/3, (b+d)/2, (a+2%c)/3,
(b+d)/2, n-1),

escalier((a+2*c)/3, (b+d)/2, ¢, d, n-1) fi;

liste end:

plot([escalier(0,0,1,1,n)]);

Fig. 4.11: Gréfica de la funcién de Cantor generada con Maple

13. Sea T : X — X una transformacién continua de un espacio métrico completo en si mismo y
suponga que TV es una contraccién para algin entero N > 0. Pruebe que 7T tiene un tnico
punto fijo atractor.

14. Definimos el operador “shift” en BT (p) como el desplazamiento hacia la izquierda, es decir:

o : (igiyiz---) — (i1iz---), para toda {in}n>0.

Equivalentemente, o(w)(n) = w(n + 1). Pruebe:

el “shift” o es una funcién continua;
que los puntos periédicos de o son densos en B (p);

que los puntos eventualmente periédicos del “shift” son densos. Siendo que un punto p
es eventualmente periddico si existe N > 0 tal que TV (p) es periédico, es decir: existe
n > 0 tal que T(TN (p)) = TN (p) y TV *(p) # TN (p) para 0 < k < n.

que o exhibe puntos w € BT (p) cuya 6rbita es densa; esto es, existen puntos w € BT (p)
tales que {o™(w) : m >0} = BT (p).
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15. Sea I = [0, 1]. Considere puntos:

O=ap<ar <---<ap=1,

e intervalos I; = [a;,ai+1) para i = 0,--- ,p — 2y I,y = [ap_1,1]. Note que {I;} es una
particion de I. Sea T' : I — I una funcién continuamente diferenciable a trozos sobre la
particién {I;}i=o,... p—1 de I; esto es, T' | I; = T; es continuamente diferenciable. Suponga que

T;(I) =1 y existe p > 1 tal que

min inf [T} (z)] > p > 1;
i xz€l;

Pruebe lo siguiente:

a) para cada w = {i,} € BT (p), la familia de intervalos

e)

n—1
Iio...in71 = ﬂ T_kfik
k=0

define una familia encajada de compactos que converge a un unico x € I. Indicacién:
Pruebe que

Tk(Iio~~-in_1) = Lig-ip_p—1 T"(Lig-win—y) = L.

Como |T™(Liy..i,,_,)| = |I|, por el Teorema del Valor Medio existe un punto & € I;j,...;, ,
tal que |(Tn)/(§)”[mln71| = 1 Por hipétesis ‘(Tn)/(g)’ 2 pn7 1ueg07 ’I’i0~~~in71’ < p—n —0
como n — +00.

la funcién 7 : BT (p) — I definida por la ecuacién conjuntista

+o00
{rw)}=(\T"L, (4.10)
n=0

es continua, abierta y sobreyectiva.

A cada 6rbita Of (z) = {T"(x) : n > 0} de T se le asocia un itinerario w € B (p) de
manera que 7" (x) € I;, para todo n > 0. Pruebe que w = {i,,} es el itinerario de z si, y
sélo si, {x} = 129 Lig-in;
que T'om = wo o. En consecuencia m establece una correspondencia entre las érbitas de
o y las érbitas de T

(05 (w)) = OF (m(w));

g

Concluya que T tiene un conjunto denso de érbitas periédicas y que es topolégicamente
transtivo;

16. Sea T : |J;I; C I — T una funcién como la arriba descrita pero los intervalos I; son ahora
cerrados y disjuntos dos-a-dos. Pruebe lo siguiente:

a)

b)

El conjunto
+oo
A= ﬂ T (U Iz)
n=0 i
es compacto y no vacio;

A es invariante bajo Ty es maximal respecto a esa propiedad, es decir: si X C |J; I; es
T-invariante, entonces X C A;
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¢) Pruebe que el mapa 7 : BY(p) — A definido como en (4.10) es un homeomorfismo. A
es llamado a veces un conjunto de Cantor definido dindmicamente. Indicaciéon: basta
verificar que 7 e€s uno-a-uno.

17. Sea {T;}icr un SIF en un espacio métrico completo (X, d).

a) Pruebe que el mapa
T(wa 1‘) = (U(w)7 Tw(O) (1"))
definido en BT (I) x X es continuo y sobreyectivo, definiendo asf un sistema dindmico en
BT(I) x X, donde BT (I) es el conjunto de las sucesiones infinitas de elementos en I;

b) Pruebe la siguiente identidad
Tn(wv :‘U) = (Un(w)7 Tw(n—l) ©--+0 Tw(O) (SL’))

¢) Suponga que existe Xy C X compacto no vacio tal que T;(Xy) C X para todoi € Iy
sea X, es el atractor del SIF. Pruebe que B*(I) x X, es un atractor de 7. Concluya
que existe un conjunto denso D C BT (I) tal que, para todo w € D y para todo = € Xg
y todo {i,} € B*(I) se tiene

Xoo C{T;, 00T (z):n>1}

Esta es la version determinista del juego del caos.



Capitulo 5
Medida y dimension

En este capitulo esbozamos de manera breve las nociones de medida y dimensién de Hausdorff.
Para ello usaremos las familias generadoras que quedan definidas recursivamente por el operador de
Hutchinson asociado a un SIF.

Entre la variedad de conceptos de dimensiones fraccionarias, la dimension de Hausdorff es la
mas antigua y quizas la de mas importancia tedrica.

5.1. La medida de Hausdorff como extension de las nociones de
longitud, area y volumen

El concepto de dimension fraccionaria estd intimanente ligado a la nocién de medida de un
conjunto. Las nociones més inmediatas e intuitivas de medida son la longitud, area y volumen de
figuras elementales de la geometria euclidiana: segmentos, tridngulos, rectangulos, cubos, tetraedros
y en general k-simplex en R™. Dada una figura cualquiera nuestro impulso inicial es a descomponerlas
en un numero finito de figuras simples para las cuales sabemos calcular con exactitud su longitud,
area, volumen, etc. Por ejemplo:

= la longitud de una poligonal es la suma de las longitudes de los segmentos que la componen;

= podemos calcular el drea de un figura convexa en el plano descomponiéndola en triangulos o
rectangulos no yuxtapuestos formando un reticulo;

» el volumen de un cuerpo convexo cerrado y acotado en el espacio R? se puede obtener mediante
descomposiciones en tetraedros o cubos.

Una situacién nueva se presenta cuando el objeto es curvilineo, como una circunferencia o una
esfera. De alli nace la necesidad de considerar sucesiones infinitas para obtener la medida de la
figura como un limite de aproximaciones sucesivas como lo hicieran griegos, hindies y chinos.

De alli la nocién de curva rectificable. Una curva es rectificable si existe una sucesién de poligo-
nales aproximantes que convergen a la curva y cuyas longitudes forman una sucesién convergente.
Definimos la longitud de la curva como el valor limite de esas aproximaciones.

La operacion de rectificar esta relacionada con lo que los griegos llamaron cuadratura de una
figura geométrica. La cuadratura de una figura plana consiste en construir un cuadrado con igual
area que encierra la misma. También Arquimides obtuvo logros importantes en el problema de la
cuadratura de figuras curvilineas llegando a calcular con exactitud el area de un sector parabdlico,
lo cual era toda una proeza pues los griegos no habian desarrollado el concepto de integral.
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Con la creacién del cédlculo diferencial e integral por Fermat, Newton y Leibniz, hemos trans-
formado el problema de la “cuadratura” en teorfa de integracién. Por ejemplo, si I' := {(z(t),y(¢) :
t € [a,b]} es una curva suave parametrizada por dos funciones continuamente diferenciables x =
x(t), y = y(t), las aproximaciones por poligonales inscritas convergen a la integral

b
or) = / V@O T 0t

Sin embargo, cuando uno trata de extender éste método de aproximacion a superficies se llega a
lo que se conoce como la paradoja de Schwarz. Consideremos para ello el cilindro C de ecuacion
2?2 +y?> = R? y altura H. Podemos descomponer este cilindro en n x m rectdngulos curvilineos y
unimos sus vértices formando bm superficies poliédricas trianguladas >,, de drea

2n . 2 R\?*7mm? (2n _ 2n\*
Area(X,) = rRH " sin 2" 1+c05\/l+<> TFT (nsinn>

T T H n T T

R\? [ 72m\?
RH (1 1 — —
e (5) ()
Las areas Area(X,) convergen o divergen a infinito, dependiendo de como hagamos tender n,m —
+00. Por ejemplo, si m/n? — 0 como n,m — +oo entonces Area(X,) tiende a 7 RH, el 4rea del
cilindro. Pero si m = An? para una constante A > 0 entonces el Area(X,) > = RH para todo n > 0.

Més atin, si m = n” para algin # > 2 entonces podemos estimar Area(X,) ~ n®~2 para n — +o0o
lo que implica que el drea de las superficies poliédricas aproximantes diverge a infinito.

Q

La idea es que podemos tener una superficie poliédrica ¥, muy “arrugada” de area arbitraria-
mente grande, tal que dist % (X, C) — 0 cuando n — +o00. De hecho, lo que sucede es que estamos
aproximando una superficie suave por superficies fractales no rectificables.

Este hecho y el descubrimiento de curvas no rectificables continuas que no tienen tangente en
ninguno de sus puntos motivo a principios del siglo XX una revisién del concepto de medida, apoyada
en los desarrollos de la teoria de conjuntos de Cantor y la naciente topologia conjuntista.

En lo que sigue vamos hacer una presentacién al vuelo (jy poco pedagégica!) de la nocién
decantada de “medida” de conjuntos que surgioé de este examen critico, aplicandolo a los conjuntos
fractales.

Ante todo, una medida es una funcién de conjuntos, es decir, es una funcién p que le asocia a un
conjunto A un numero real. Para que esa funcién tenga sentido como medida ella debe generalizar
las propiedades de la longitud, area y volumen ordinarias de figuras en R". Para ello debe cumplir
lo siguiente:

1. la medida de un conjunto debe ser no negativa: p(A) > 0;
2. la medida del vacio debe ser nula: u(0) = 0;

3. dados dos conjuntos disjuntos A y B, la medida de la unién debe ser la suma de las medidas:
(AU B) = u(A) + u(B). Una funcién de conjuntos con esta propiedad se llama finitamente
aditiva,

4. como estamos interesados en generalizar el método de exhausién de Arquimides, debemos con-
siderar la posibilidad de aproximar conjuntos por sucesiones infinitas numerables de subcon-
juntos Ag, A1, As, ---. Para que eso es necesario extender la propiedad finitamente aditiva



5.1 La medida de Hausdorff 59

a una una aditividad numerable: si los conjuntos Ag, A1, As, --- son disjuntos dos-a-dos,

entonces
I (U Ai) = u(A).
i i
Una funcién de conjuntos con esta propiedad se llama o-aditiva.

Para que esto tenga sentido, el dominio de la funcién debe er cerrado bajo las operacion conjuntistas
de uniones finitas o numerables y por intersecciones y diferencias finitas. Estas consideraciones nos
motivan a introducir las siguientes definiciones.

Definicién 5.1.1. Sea X un conjunto. Una familia de subconjuntos A C P(X) se llama una
o-dlgebra si cumple lo siguiente:

1. X €A,
2. si {A;} € A una sucesién de elementos en A, entonces | J; 4; € A,

3. s1 A€ Aentonces X — A c A.

Un dlgebra de conjuntos es una estructura un poco menos restricta; de hecho A se dice un dlgebra
en X si:

1. siAe Aentonces X —A e A;y

2. unioén finita de elementos de A estd en A.

Claramente toda o-dlgebra es un algebra de conjuntos; ademads, satisface las siguientes propie-
dades:

s ) e A

» A es cerrada por intersecciones numerables: si A; € A, i € N, entonces (), 4; € A,
= A es cerrada por diferencias finitas: si A, B € A entonces A — B € A;

s A es cerrada por uniones e intersecciones finitas.

Definiciéon 5.1.2. Sea A una o-algebra de conjuntos. Una medida es una funcién o-aditiva, no-
negativa p : A — R* tal que u(0) = 0.

Sea 1 una medida sobre una o-dlgebra de conjuntos .A. Las siguientes propiedades siguen direc-
tamente de la definicion:

1. p es finitamente aditiva: si Ay, --- , A, € A son disjuntos dos-a-dos, entonces
n n
() -Xun
i=1 i=1

2. p es mondtona: si A C B entonces pu(A) < p(B). Esto sigue de que B = AU (B — A) (unién
disjunta).
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3. u es o-subaditiva: para cualquier secuencia de conjuntos {4;} de A, no necesariamente dis-

juntos, se tiene
+0o0 +0o0
Iz (U Ai) <> (A,
i=1 i=1

4. Si{A;}, con A; en A es una sucesion creciente de conjuntos, i.e A; C A;41 entonces:

+o00
z (U Az) = lim_p(4)).
i=1
Dualmente, si { A;} es una sucesién decreciente, A; 11 C A;, entonces u(4;) decrece a (N1 A;).

En particular p es continua en el vacio; es decir, si A;11 C A; es una sucesién decreciente que
converge al vacio (- A; = () entonces p(A;) — 0 cuando i — -+oo.

Una manera natural de construir medidas es tomando una funcién de conjuntos pg finitamente
aditiva definida sobre un algebra de conjuntos elementales Ag. . Luego podemos extender esa
medida a una medida o-aditiva u definida sobre una o-dlgebra de conjuntos .4 que contiene al dlgebra
de conjuntos Ag. Este proceso de extensién, introducido por el matematico ruso N. Kolmogorov,
es un heredero del método de Arquimides. El proceso de paso al limite en este contexto es, sin
embargo, mas delicado que los limites de nimeros reales y conjuntos que hemos considerado hasta
ahora en estas notas, pues principios de induccion transfinita de la teoria de conjuntos son requeridos.
Las implicaciones contra-intuitivas de estos argumentos, tales como la existencia de conjuntos no
medibles, despertaron en un principio sospechas y rechazo entre algunos matematicos, aunque hoy
son aceptadas como parte de los fundamentos de la Matematica. La investigacion de estos problemas
pertenece més bien al dominio de la légica y la teoria de conjuntos que a la geometria, por eso
preferimos omitir cualquier otra mencién a los mismos en lo que resta de este trabajo.

Otro enfoque clasico para la definicién de medidas es el método de cubrimientos introducido por
el matematico francés P. Carathéodory a principios del siglo XX, el cual fue usado por F. Hausdorff
para definir la medida que lleva su nombre, extendiendo con ello las nociones de longitud, area,
volumen y la de curva rectificable.

Veamos entonces como se define la dimensiéon de Hausdorff. Sea (X, d) un espacio métrico com-
pleto.
Definicién 5.1.3. Dados A C X no vacio y § > 0. Una coleccién numerable & = {U;} se dice un
d-cubrimiento de A si A C |J; U; y para cada i, diam (U;) < 0.

Para cada A C X y 6 > 0 consideremos la familia F°(A) de todos los -cubrimientos de A. Para
cada a > 0 consideremos el nimero (puede ser incluso +00):

H° (A) = inf {Z(diam (U))*:U ={U;} e ]—'5(A)}. (5.1)

%

Observe que si 0 < § < &, entonces FO(A) C F¥(A). Por tanto, para todo 0 < § < ' siempre se
cumple HJ (A) > H® (A). Esto garantiza que el limg_ o+ H® (A) existe; de hecho

lim HO,(A) = 2 (A).
s, Ha(A) = supHq(4)

Por otra parte, al considerar el caso A = ()

'Por ejemplo, son dlgebras de conjuntos las uniones finitas de intervalos, rectdngulos, cubos y en general las uniones
finitas de k-simplex en R™
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Definicién 5.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico completo. La medida de Hausdorff de exponente
« > 0 es la definida, para cada A C X, por

6—0t -
i

Ho(A) = lim inf {Z(diam(Ui))o‘ U ={U;} € ﬂ(A)} : (5.2)

La funcién de conjuntos A — H,(A) define, en efecto, una medida. Los detalles de esta afirma-
cion se dejan al lector. En particular son validas:

» Hq(0) =0,

» si B C A, entonces Ho(A) > Ho(B), y

s H, es o-aditiva.

La medida de Hausdorff de exponente « generaliza las ideas usuales de longitud, area y volumen.
Ademas, satisface la propiedad de escalamiento que tienen estos valores. De hecho:

Teorema 5.1.1. Para todo conjunto A de R™ y para todo X\ > 0 se cumple Ho(AA) = A*Hy(A).

Demostracion. Note que si i = {U;} es un J-cubrimiento de A, entonces XU = {A\U;} es un (A\9)-
cubrimiento de AA, donde AU denota el conjunto {A\u : uw € U} para cualquier U C R™. Dado
que

HY(AA) < (diam (AU;))* = A* ) _(diam (U;));
como el §-cubrimiento es cualquiera, sigue que HA’(AA) < HS(A); de donde Hy(AA) < Ho(A). La
desigualdad reciproca se obtiene reemplazando A por A™! y A por M\A. O

Otras importantes propiedades de la medida de Hausdorff se expresan en el siguiente lema.

Lema 5.1.1. Para todo subconjunto A del espacio métrico X se cumplen:

1. Si Ha(A) > 0 entonces Hg(A) = oo para todo B < a.

2. Si Ho(A) < +oo entonces Hg(A) =0 para todo 3 > «

Demostracion. Sean 0 < § < 1 y U un d-cubrimiento de X. Si 0 < § < « entonces:

Z(diam U’ = Z(diam U;)?~%(diam U;)®

(2 2

> g0 Z(diam U)“

Como Ha(A) >0y a— 3 < 0, entonces Y, (diam U;)? — +oo cuando § — 0F. Analogamente, si
B> ay Ha(A) < 400 entonces

Z(diamUi)ﬁ < 5ﬁ_a2(diamUi)“

% i

< Ol

para alguna constante C' > 0. Luego, Hg(A) = 0 pues 6~ — 0% cuando § — 07. O
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Fig. 5.1: Gréfica de la funciéon a — Hy(A).

Estas propiedades implican que para cada conjunto X hay un tnico 0 < «p tal que Hq(X) =
+o0o sl a < ag
0 sia>a

Note que la grafica de la funcién escalonada o — H,(A) es tal que el valor de H,,(A) puede ser
un numero positivo, cero e incluso +oo.

Definicion 5.1.5. Sea X C R™ un conjunto. La dimension de Hausdorff de X se define como

dimy (X) = inf{a : Hao(X) =0} =sup{a : Hq(X) = +o0}.

La dimensién de Hausdorff es un exponente critico que permite controlar la convergencia a cero
de los términos de las series ), (diam (U;))® con la esperanza de construir medidas finitas y positivas
sobre conjuntos que, como las curvas no rectificables, tiene longitud, area o volumen cero o infinito
haciendo que éstas cantidades carezcan de utilidad como medida del conjunto.

Por ejemplo, si X = R", podemos interpretar la medida de Hausdorff como sigue:

» Sea I' una curva rectificable en R™. La medida de Haudorff H;(T") es, a menos de una constante
que sélo depende de n, la longitud de T'.

» Sea X una superficie continua en R3. Si 0 < Ha(X) < +oo entonces ¥ es una superficie
rectificable y la medida de Hausdorff es su area.

= Si ¥ C R” es la imagen de una funcién continua h : R¥ — R™ y 0 < H(X) < +00, entonces
> es una k-superficie rectificable y la medida de Hausdorff es, a menos de una constante que
s6lo depende de la dimensién topoldgica (ver abajo) del espacio ambiente, el k-volumen de .

En general si un conjunto X C R” tiene medida de Hausdorff 0 < Hy(X) < 400 donde k es
un entero 1 < k < n, entonces se puede probar que X es una unién numerable de k-superficies
rectificables. Este notable resultado es la culminacion de los trabajos de la escuela de Besicovicht,
matematico inglés que trabajé en estos dificiles problemas entre 1930 y 1950, mucho antes de que
explotara el boom de las exploraciones computacionales de conjuntos auto-similares. El excelente
libro de [10] contiene una exposicién detallada y auto-contenida de estos resultados caracterizados
por el tecnicismo de sus demostraciones .

El préximo resultado dice que la dimension de Hausdorff es invariante bajo homeomorfismos
bi-lipschitzianos.
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Definicién 5.1.6. Sea f : X — Y una funcién entre dos espacios métricos completos (X,dx) y
(Y, dy). Decimos que f satisface una condicién Lipschitz si existe una constante C' > 0 tal que

dy (f(2), f(y)) < Cdx(z,y). (5.3)

Llamaremos norma Lipschitz de f a la constante

L= sup ——————=
! z,yeX dX (:c, y)
7Y

Por ejemplo, una funcién continuamente diferenciable f : [a, b] — R es Lipschitz: por el Teorema
del Valor Medio, para todo para de puntos = < y en [a,b] existe ¢ € (x,y) tal que |f(z) — f(y)| =

[f'(e)llz = y|. Sea €' = sup,¢(q ) |f'(2)], entonces |f(x) — f(y)| < Clz —yl.
Toda funcién lipschitziana es uniformemente continua. Un homeomorfismo h : X — Y es
bi-lipschitziano si h y si inversa h™! satisfacen una condicién Lipschitz.

Proposicién 5.1.1. Sea h : X — Y un homeomorfismo bi-lipschitziano con constante Lipschitz
acotada entre entre dos espacios métricos completos. Entonces dimy (X) = dimy (V).

Demostracion. Sea C = max{Lp,Ly-1}. Si U = {U;} un J-cubrimiento abierto de X, entonces
hit = {h(U;)} es un Cd-cubrimiento de Y y, reciprocamente, si V = {V;} es un J-cubrimiento de ¥’
entonces h ™'V = {h~1(V;)} es un Cé-cubrimiento de X. Sea ahora

Has(X) = 12f Z(diamUi) :
diam (U;)<s  *

En virtud de la observacién anterior,

Haos(Y) = inf > (diam U;)”

v, diam (v;)<Cs

< inf diam h(U;))“

nt ,diam (U;)<é zZ:( GO
< ¢ inf diam U;)®
N U, diam (U;)<s Zl:( )
= C%MHqys(X).

Anslogamente, Hy, c5(X) < C*Hy 5(Y) de donde concluimos, pasando al limite § — 07,
C™'Ho(Y) < Ha(X) < CHa(Y).

Luego, Ha(X) y Ha(Y) convergen o divergen juntos, de donde concluimos dimy (z) = dimy (Y),
como queriamos probar. O

En los ejemplos veremos que la dimensién de Hausdorff ofrece un invariante més fino que la
dimension topoldgica. Tal vez sea conveniente recordar en este punto que el primer intento de
definicion formal de fractal debido a Mandelbrot era precisamente la de un conjunto auto-similar
cuya dimensién de Hausdorff es diferente de su dimensién topolégica (ver abajo). Esta definicién fue
pronto abandonada porque existen ejemplos interesantes de conjuntos auto-afines X que merecen
la denominacién de fractales, sin embargo sus dimensiones de Hausdorff y topoldgica coinciden. En
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n
efecto, la funcién tipo Weierstrass f,5(x) = Z b""fo(a"x) con a,b > 1y ab~! < 1 es Lipschitz y
n=0
por tanto su gréfico tiene dimensién de Hausdorff igual a 1 pues la parametrizacion z — (z, fo5(2))

es un homeomorfismo bi-lipschitziano del intervalo unitario I a la grafica.

Ahora bien, jqué pasa cuando « no es entero? ;Qué significado geométrico tiene en ese caso la
medida de Hausdorft? ;Existen conjuntos X C R" con medida de Hausdorff finita y positiva y de
exponente a no entero? Al final de este Capitulo veremos que este es precisamente el caso de los
conjuntos fractales.

5.2. Particiones generadoras a la Souslin

Para calcular la medida y dimensién de conjuntos fractales usaremos las particiones generadoras
para construir una medida equivalente a H, que nos permitird calcular la dimensién de Hausdorff
para algunos fractales.

En general, el calculo de la dimensién de Hausdorff usando la definicién es un asunto en extremo
dificil. En lo que sigue introducimos la nocién particiones generadoras las cuiles seran muy utiles
para establecer algunas propiedades topoldgicas y geométricas de fractales, tales como la dimensién
topolégica y la dimensién de Hausdorff.

Los conjuntos limites de un SIF estén equipados de manera natural con una estructura adicional
llamadas particiones generadoras. Esta seccion estd dedicada a poner de relieve explicitamente esta
estructura la cual serd usada para calcular la medida y dimensién de Hausdorff de fractales.

Sea B*(N) = NN el conjunto de las sucesiones de ntimeros naturales dotado con la métrica
producto; esta es, con la métrica definida por

“+oo
) D) = 32 I ) ) € BYON).
el n n

B*(N) es un espacio métrico completo.

Introducimos ahora preliminares para definir las particiones generadores a la Souslin. Sea ¥ C
BT (N) un subconjunto cerrado no vacio. Para cada entero positivo n, denotamos por ¥, al conjunto
de todos los puntos (i1,---,i,) € N” tales que (i1, --,i,) = mp(w) para algin w € X, donde
7n : BT(N) — N" es la proyeccién sobre las primeras n-coordenadas; esto es, 3, = m,(2).

Definicién 5.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo y ¥ C B*(N) un subconjunto cerrado
no vacio. Dado Xy C X, una familia o de conjuntos cerrados con interior no vacio

Ci,i,, C X, con (i1, - ,i,) € X, paratodo n >1,

se dice una particion generadora a la Souslin para Xg si cumple lo siguiente:

1. para cada n > 1, los cilindros generadores de nivel n; esto es, los conjuntos de g, = {C, :
a € ¥y}, cubren Xo: X C U(i1,~--,z‘n)ezn Ciyini

2. para cadan > 10, los interiores de los conjuntos g, son disjuntos dos-a-dos: int C,, Nint Cg = ()
para todo «, 8 € ¥, con a # f3.

3. las descomposiciones g, forman una sucesion decreciente, p,+1 < g, para todo n, en el sentido
de que para todo P € p, 11 existe Q € p, tal que P C Q; y
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4. para todo w € ¥ la secuencia de conjuntos Cj, ...;, definida por los indices (i1, -+ ,in) = T (w)
es decreciente y sus didmetros decaen a cero, vale decir, C,..;,., C Cj,.., para todo n > 1,
y ademds, diam (Cj,...;,,) — 0 como n — +00.

Observe que de la misma definicién se desprende que si Xg C X admite una particién generadora
a la Souslin, entonces:

» para cada x € X existe al menos una sucesién w = {i, } en X, tal que
—+00
{z} = () Cirin (5.4)
n=1

= la unién de los cilindros de nivel n forman una secuencia encajada de subconjuntos que con-
vergen a Xg; es decir:

+o00
XY= U GCi-a (5.5)

n=1 (i1, ,in)€Xn

Un conjunto Xy que admita una representacion del tipo (5.5) se conoce con el nombre de conjunto
de Souslin. Por definicién, un conjunto de Souslin de un espacio métrico (X, d) es la imagen de un
subconjunto cerrado ¥ C X x B1(N) bajo la proyeccién 7(z,w) = w. Se puede demostrar en
consecuencia que: todo espacio métrico completo separable localmente compacto admite un particion
generadora a la Souslin.

Los conjuntos de Souslin son interesantes pues ellos son constructibles, en el sentido de que
pueden describirse como resultado de un conjunto numerable de operaciones conjuntistas (uniones,
intersecciones y complementos) de conjuntos cerrados. [6].

La existencia de particiones generadoras a la Souslin es muy util en la investigacién de algunas
propiedades geométricas de conjuntos fractales, como vimos en el Capitulo 77 en nuestro estudio de
las propiedades topoldgicas del conjunto de Cantor y el tapiz de Sierpinski. En lo que sigue veremos
como se puede usar esta herramienta para abordar otros problemas igualmente importantes.

5.3. Dimension topoldgica y universalidad

Sierpinski prob6 en 1916 que el conjunto que lleva su nombre es universal en el siguiente sentido:
toda curva plana admite una copia homeomorfa dentro del fractal conocido como tapiz o alfombra de
Sierpinski. Esto es mas sorprendente en vista de la existencia de las llamadas curvas de Peano, que
son la imagen de una una aplicacién continua sobreyectiva del intervalo unitario I sobre el rectangulo
unitario R = [0, 1] x [0, 1]; es decir, son curvas que llenan un rectangulo. Conjuntos autosimilares
tales como el tapiz de Sierpinski y la esponja de Menger fueron concebidos en el marco de la teoria
de la dimensién como ejemplos de conjuntos universales. En lo que sigue revisaremos la nocién de
dimension topoldgica, apoyados en el concepto de particiéon generadora a la Souslin.

Definicién 5.3.1. Sea F = {F,} un cubrimiento numerable de un espacio métrico (X,d) por
conjuntos cerrados. Se dice que F tiene multiplicidad m + 1 si todo elemento x € X estd contenido
en a lo sumo m + 1 elementos de F.

Por ejemplo la descomposicién del intervalo unitario en intervalos p-ddicos tiene multiplicidad
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Definicién 5.3.2. La dimensién topolégica, dimy,(X ), de un espacio métrico (X, d) se define como
el menor entero m > 0 tal que todo cubrimiento cerrado F de X tiene un refinamiento cerrado Fy
de multiplicidad < m + 1.

Recordamos que dado un cubrimiento por conjuntos cerrados F de X, se entiende por refina-
miento cerrado de F, a un cubrimiento por conjuntos cerrados Fy de X de manera que para todo
F € F existe E € Fy satisfaciendo £ C F.

Una importante propiedad que posee la dimensién topoldgica es la ser un invariante topoldgico;
es decir, si X y Y son homeomorfos, entonces dimqp(X) = dimyep(Y).

Definicién 5.3.3. Sea p = {Xj,..i,, : (i1, - ,in) € Xy, n > 1} una particién generadora a la
Souslin, indexada por un subconjunto cerrado ¥ C B*(N). Se define la multiplicidad del elemento
X4, € f como

M(X,.i,) = Card{a € Xy, + X0 N X4y, #0 }.

Se dice que la particién g tiene multiplicidad finita a nivel n, si existe C' > 0 tal que M(X,) < C para
todo o € ¥,. Ademads, la particién g tiene multiplicidad finita, si tiene multiplicidad finita a nivel
n para todo entero n > 0. Finalmente, p tiene multiplicidad constante igual a m, si M(X,) = m
para todo o € ¥, y cada n > 0; en tal caso se denota por M(p) = m.

No es dificil verificar que si M(p) = m, entonces el mapa de Souslin que nos da los desarrollos
p-adicos generalizados es exactamente m-a-uno. Se entiende por mapa de Souslin a la aplicacion
h:¥ — X dada por h(w) = x siempre que z satisfaga la ecuacién (5.4).

El siguiente resultado, que ofrecemos sin demostracién, ofrece una herramienta util para calcular
dimension topoldgica de un espacio equipado con una particién generadora a la Souslin.

Teorema 5.3.1. Sea Xg un subconjunto compacto de espacio métrico compacto X. Si Xg estd equi-
pado con una particion generadora a la Souslin de multiplicidad m + 1 y tal que todos los dtomos;
Xiyovin, de la particion tienen dimyp(X;,..i,) = m + 1, entonces dimyy,(Xo) = m.

Bajo las hipotesis del teorema se puede probar sin dificultad que todo cubrimiento cerrado
tiene un refinamiento cerrado formado por los conjuntos de la particion generadora de un nivel
suficientemente profundo. En este punto la compacidad es necesaria. El problema estd en probar en
que no hay otros refinamientos de multiplicidad menor. En otras palabras hay que demostrar que la
descomposicién de Souslin es minimal respecto a esta propiedad. Aqui es donde entra la hipétesis
sobre la dimensién de los 4&tomos Xj,...;,, los cudles podrian ser, por ejemplo, intervalos, cubos y,
mas generalmente, k-simplex en R".

Sorprendemente es dificil probar que un cubo en R" tiene dimensién topoldgica n, como indica
la intuicién. La demostracion usa el célebre teorema de punto fijo debido al matematico holdndes
L.E.J. Brouwer, el cual afirma que toda transformacién continua 7" de un n-cubo en si mismo tiene
un punto fijo. La invarianza topoldgica de la dimensién implica que dice R™ y R™ con n # m no
son homeomorfos. Esto es conocido como el Teorema de Invarianza del Dominio; ver [12].

Los ejemplos a continuacion resaltan la utilidad de este resultado en el célculo de dimensiones
topolodgicas de fractales.

Ejemplos:
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= Como los espacios totalmente disconexos tienen una base de conjuntos abiertos y cerrados
disjuntos, podemos construir una particiéon generadora numerable de multiplicidad constante
igual a 1. En particular los conjuntos de Cantor tienen dimension cero.

= Kl tapiz de Sierpinski S tiene dimensién topoldgica igual a 1. Para ello basta tomamos como
particién generadora la formada por los tridngulos A, ..;, que generan a S, la cual tiene
multiplicidad constante igual a 2 y cada conjunto de la particion tiene dimensién topolégica
igual a 2, como es facil ver.

» La curva de Koch ¥ tiene dimy,,(3) = 1. Para ello usamos la particién generadora la formada
entornos cerrados de radio < 37" de los segmentos 7;,...;, que forman las curvas X, que
convergen a la curva de Koch.

» La esponja de Menger Ml C R”™ tiene dimy,(M) =n — 1.

Las particiones de Souslin también ofrecen una herramienta técnica 1til para demostrar que dos
espacios de dimensién n son homeomorfos.

Sean (X,d) y (Y,d) dos espacios métricos compactos separables y equipados con particiones
generadoras a la Souslin {Xj,...,} vy {Yi,.i,}, respectivamente; ambas indexadas por un mismo
subconjunto cerrado 3 C BT (N).

Se dice que dos elementos X, y Y3 con a, 8 € X, son homdlogos, si o = (3. Dos particiones son
homdlogas si para todo par de familias finitas X, -, Xa, ¥ Ya,, -+, Ya, de d&tomos de nivel n se
tiene:

[l Xa#0 <= [] Xa #0.
Q; €Yy a EXy
=1,k i=1,-k

En particular los elementos homologos de dos particiones homologas tienen la misma multiplicidad:

M(Xa) = M(Ya)'

Lema 5.3.1 (Lema de Menger). Sean Xg C X y Yy C Y dos subconjuntos compactos de espa-
ctos métricos completos equipados con particiones generadoras homologas indexadas por un mismo
subconjunto cerrado ¥ C BT (N). Entonces Xy es homeomorfo a Yj.

La demostracién de que los conjuntos de Cantor, el tapiz de Sierpinski y la esponja de Menger son
universales dentro de la clase de espacios compactos de dimensién cero, uno y dos, respectivamente,
sigue de este resultado. Ver [4].

Esbozo de la demostraciéon del Lema de Menger. Sea > C B*(N) un subconjunto cerrado y
hx : ¥ — X, hy : ¥ — Y las funciones definidas por la ecuacién de Souslin (5.4). Sean =z € X,
weXy

Nx(w) ={w' € X : h(w) =h(W) },

el nucleo de no unicidad de hx. Las particiones generadoras de Xy y Yy son homdlogas si, y sélo
si, para todo w € ¥ los nicleos de no unicidad de hx y hy son iguales. Sea = hx(w). Definimos
H(z) = hy(w). Como los ntcleos de no unicidad son iguales esta funcién estd bien definida y es
uno-a-uno. Como hy es continua, abierta y sobreyectiva, concluimos que es un homeomorfismo.
Dejamos los detalles de la prueba a cargo del lector. O
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Fig. 5.2: Construccion de la esponja de Menger

Fig. 5.3: Una etapa maés avanzada de la construccién de la esponja de Menger
5.4. Calculo de dimensiones

En la seccion anterior usamos particiones generadoras para calcular la dimensién topoldgica de
algunos fractales y esbozar un argumento que prueba la universalidad del conjunto de Cantor, el
tapiz de Sierpinski y la esponja de Menger. En esta seccién calcularemos dimensiones fractales de
algunos ejemplos ya conocidos usando esta misma herramienta.

Para ello introducimos, para cada a > 0, otra medida que es equivalente a la medida de Hausdorff
de exponente . Antes:

Definiciéon 5.4.1. Sea i y v dos medidas definidas sobre una o-algebra de conjuntos A. Se dice
que u y v son equivalentes, si existe una constante C' > 1 tal que C1v(A) < p(A) < Cu(A) para
todo A e A

Sea (X, d) un espacio métrico completo equipado con una particién generadora a la Souslin. La
siguiente férmula define una medida exterior en X:
Ma(A) = lim > (diam (X))

(il,m ,in)EIn
XZ12n ﬂA#@

El siguiente resultado, también sin demostracion, garantiza el comentario anterior.

Teorema 5.4.1. Sea (X, d) es espacio métrico con dimy,,(X) < 400 equipado con la una particion
generadora a la Souslin o = {Xj,..., }. Entonces, la medida de Hausdorff de exponente o y M,
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son equivalentes. Mds ain, existe una constante C' = C(n) > 1 que sdlo depende de la dimension
topologica n = dimyep(X) tal que

O Ha(A) < Mo (A) < CHa(A).

Como consecuencia inmediata de este teorema se tiene:

Corolario 5.4.1. Sea (X,d) es espacio métrico con dimy,(X) < +00 equipado con la una particion
generadora a la Souslin p = {X;,..., }. Entonces,

dimy (X) = inf{a : My4(X) =0} =sup{a : M,(X)=+o0}.

5.4.1. Ejemplos

Finalizamos estas notas calculando la dimensién de Hausdorff de algunos de los conjuntos con
estructura fractal mostrados anteriormente.

» Conjunto de Cantor ternario: sea {I;,..;, } la particién generadora de K el conjunto de
Cantor ternario, entonces:

> Ly i |* = 2(377)%

(i1, ,in)€{0,1}7

De aqui concluimos sin dificultad que

dimy (K) =

pues, en efecto:
+oo si a <In(2)/In(3)
0 si a>1n(2)/In(3)’

n—-+o0o

lim (2"(37™)%) = {
lo que resulta de comparar con una progresién geométrica viendo que:

nETooiln@n(?’n)a){ >0 si a<In(2)/In(3)

<0 si a>1In(2)/In(3)

= Conjunto de Cantor K. Recordemos que este conjunto es el generado por p contracciones

afines de la recta con coeficientes en el conjunto A = {Ag,--- , Ap_1}:
> iy in|® = > (Aiy - Ai)”
(i1, i) €40, ,p—1}" (i1, 5in) €{0,- ,p—1}"
n
— A
z:O...p_l
Entonces,

n—+oo )
(i1, 5in ) €{0, - ,p}™

i _ A > 1
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luego, dimy, (K*) es la tinica solucién a > 0 de la ecuacién

doar=1 (5.6)

i=0-p—1

Esta se conoce como férmula de Moran; ver [5]. Este ejemplo se generaliza fécilmente para
los atractores de SIF generados por p similaridades 7T; de R™ con razén de contraccion A;,
obteniendo la férmula (5.6). Recomendamaos al lector, como un ejercicio instructivo, calcular
la dimensién de una esponja de Menger en R” para n > 2.

Cuando A = {A} el resultado anterior implica que

In(2)

dimy (K)) = T — N

Esto nos da una familia no numerable de conjuntos de Cantor homeomorfos a BT (2) pero
que no son bi-lipschitzianamente homeomorfos. Escogiendo 0 < A < 1 podemos construir
conjuntos de Cantor Ky con cualquier dimensién prefijada 0 < dimyy (KA) < 1. También es
posible construir conjuntos de Cantor con dimensién uno y medida cero.

» Tapiz de Sierpinski: sea {A,,...;, } la particién generadora de S. Como las contracciones del
SIF que genera el tapiz de Sierpinski tienen razén de contraccién constante igual a 1/2 se
chequea facilmente que:

diam (A, ..;,,) = 27 "diam (A)

donde A es el tridngulo inicial de la construccién. Luego,

> Ay | = 37(277)7

(i1, 5in)€{0,1,2}"

y concluimos como lo hicimos arriba que

dimy (S) =

» Curva de Koch: en este caso tenemos cuatro contracciones de razén 1/3, lo que da:

> (Yig i)™ = 4"(37")"

(i1, ,in)€{0,1,2,3}"

con lo cual

dimy (X) =

5.5. Nota final y agradecimientos

El algoritmo sumerio de la raiz cuadrada y las tablas de las aproximaciones de 7 fueron tomadas
del libro [13, Chapter 1]. Las estimaciones e identidades trigonémetricas para la aproximacién de 7
usando el método de exhausién de Arquimides fueron tomadas de [14].

Las observaciones sobre teoria de conjuntos fueron tomadas del libro de Kac y Ulam, Légica y
Matematica.
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Lo que aqui llamamos particiones a la Souslin han sido usadas de diferentes maneras y con
distintos nombres en otros textos importantes de teoria de la medida.

Muchas de las ilustraciones fueron “bajadas” de distintas fuentes en Internet. Recomendamos,
por ejemplo, http://www.mathcurve.com/fractals/.

Expresamos nuestro agradecimiento a los organizadores del TForMa por su paciencia, y al pro-
fesor Oswaldo Larreal del Departamento de Matematicas de la FEC-LUZ, cuyo entusiasmo y apoyo
técnico ayudod a terminar este trabajo.
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