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Capitulo 1

Teoria Espectral

1.1. Algebras de Banach, Espectro, Radio Espectral

Conocemos que si X es un Espacio de Banach sobre los complejos, entonces Z(X) ={T: X —
X, lineales y acotados} en un espacio vectorial complejo que junto a la norma de operadores es un
espacio de Banach. También conocemos que con respecto a la composiciéon de operadores se tiene:

(TR)S = T(RS), VT, R,S € Z(X) (1.1)
T(R+S)=TR+TS,V¥T,R,S € £(X) (1.2)
a(TR) = (aT)R = T(aR), VT, R,€ Z(X),Va e C (1.3)
TR < [[TI|RI, VT, R, e Z(X) (1.4)

Definicién 1.1.1. Un espacio vectorial sobre los complejo A que tiene un producto - : Ax A — A,
(z,y) — xy, que satisface

(xy)z = x(yz),Vx,y,z € A (1.5)
x(y+z)=xy+xz,Vr,y,z € A (1.6)
alry) =z(ay), Ve,y e A, VaeC (1.7)

se llama un algebra sobre C, o simplemente un algebra. A se le llama un algebra normada si
A es un espacio normado sobre C y A es también un dlgebra que satisface:

eyl < llzllllyll, Yo,y € A (1.8)

Un algebra se llama conmutativa si zy = yx, Vz,y € A y el dlgebra A es con unidad si hay
le Aconl#0talquez-1=1-2 =2z, Vo € A. Finalmente un algebra de Banach A es un
algebra normada que es de Banach como espacio normado.

Note que se deduce facilmente que el producto de un algebra normada es una funcién continua
de A x Aen A, donde A x A tiene operaciones componentes por componentes y estd normada por
(2, 9)|| = /|l=||2 + ||y||?- Note también que si A es un dlgebra con unidad, entonces A # (0) y que

no necesariamente la unidad tiene norma 1.

Definicién 1.1.2. Sea A un dlgebra. Un subconujnto (no vacio) B de A se llama una subdlgebra
de A si las operaciones de algebra de A restringida a B, hacen de B un algebra.
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Note que ésto es equivalente a decir que x — y, ax, 2y € B, Vz,y € B, Va € C.

Observemos también que si A es un algebra de Banach y si B es una subalgebra de A entonces
B es un algebra normada con la norma de A restringida a B y que B es de Banach si y solo si B
es cerrado en A.

Definicién 1.1.3. Sean A; y As dos édlgebras y f: A] — As biyectivo, lineal y f(zy) = f(z)f(y),
Va,y € A;. Entonces, f se llama un isomorfismo de algebras entre A; y As. Si A1 y Ay son
mormadas, entonces una funcién f : A; — As se llama una isometria si || f(z)|| = ||z]|, Vz € A;.
En este caso también diremos que f es isométrico.

Teorema 1.1.4 (Adjuncién de la Unidad). Sea A un dlgebra normada. Entonces hay un dlgebra
normada A1 con unidad de norma 1 tal que A es isométrico e isomorfo con una subdlgebra de Ay

Demostracion. Sea A1 = A x C con operaciones (z,a) + (y, ) = (z+y,a+ ), p(z, o) = (pz, pa),
VueC, (z,a)(y,8) = (xy + Br + ay,af) y norma ||(z, o)|| = ||z +[af, Vz,y € A, Va, 5 € C. El
lector tiene la facil tarea de demostrar que A; es un édlgebra normada con unidad (0, 1) de norma 1
yque f: A— Ay, © — (x,0) es un isomorfismo isométrico de A sobre f(A). W

Teorema 1.1.5. Toda dlgebra de Banach A es isométricamente isomorfa con una subdlgebra cerrada

de Z(A).

Demostracion. Usando el teorema anterior si es necesario, podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que A tiene unidad 1 de norma 1. Paracadax € A, sea T, : A — A, y — xy. Es fécil demostrar
que B ={T, : x € A} es un subconjunto de .Z(A) que es una subdlgebra. Para demostrar que B es
cerrada, sea (z,) una sucesion en A tal que T, — T en £ (A). En paricular,

T.,(y) — T(y) en A, Vy € A. (1.9)

Por la continuidad del producto en A y por (1.9) tenemos que T, (1)y — T'(1)y. Luego, T, (y) =
Ty = Tp,(V)y — T(1)y. Asi, T = Tp(q). Finalmente f : A — B, x — T, es claramente un

isomorfismo y como ||T,]| = sup [|zy| < ||lz| v || Tz = ||z - 1|| = ||=||, entonces f es también
lylI<1

isométrico. B

Definicién 1.1.6. Sea A un édlgebra con unidad 1. Entonces z € A se llama invertible en A si hay
y € A tal que zy = yx = 1.

Se sigue facil que dicho y es tinico para el  dado y se denota por z .

El conjunto de todos los elementos de A que son invertibles en A se denota por J4 o por J si el
contexto es claro.

Teorema 1.1.7. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1. Entonces, 1 —x € J si ||z|| < 1. En

[e.e]
este caso, (1 — x)_l = an, y también |1 — (1 — f’f)_lH < &l

n=0

o
Demostracion. Como ||z|| < 1, entonces g x" es absolutamente sumable y como A es de Banach,

=0
o) " N N
h A = "N h 1-— =(1—- Ii ") = lim (1— ™ =
ay y € A con y nzox ote ahora que (1—z)y = (1—x) Ng&(%m ) Nl_rzaoo( x)(nz_ox )

lim (1 — 2Vt =1.
N—o0
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oo
Similarmente y(1—x) = 1. Luego, l —z € Jy (1—2)~! = Zw” Finalmente, ||1— (1 —z)7}| =

n=0
o0 o0
IS e <Y fafr = 20 m
n=0 n=1 1- HxH

Definiciéon 1.1.8. Sea A un algebra con unidad y sea x € A. Entonces,

pa(x) ={A e C:x— X1 esinvertible en A}

se llama el conjunto resolvente de x. Si el dlgebra A estd subentendida, escribiremos p(z) en lugar
de pa(x).

Notacién: Si A es un algebra con unidad 1, si x € A y si A € C, entonces esribiremos z — A en
lugar de x — A - 1, excepto cuando el contexto asi lo amerite. Note entonces que z — A € A.

Teorema 1.1.9. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1. Entonces:

1. J es un conjunto abierto en A.
2. p(x) es abierto en C, Vx € A.
3. xeAylz| <|A=XEe€px).

4. J— J, x— x~! es una funion continua.

Demostracion. 1. Seanx € J,y € A con ||z —y|| < ||=~!|~!. Vamos a demostrar que y € J. Para
ello note que ||[1 —yz~ | = |[(x —y)z7 || < ||z —yll[|z~ || < 1. Por el teorema 1.1.7, yz—! € J.
Luego, y € J. Por lo tanto, B(x, |[x71||7!) est4 contenida en J y asi, J es abierto en A.

2. Sean x € A\ € p(x). Luego, x — A € J y como J es abierto en A, hay ¢ > 0 tal que
B(x — \,e) C J. Pero, como A — = — A es continua, entonces hay § > 0 tal que u € B(\, ) =
x—p€ B(x—4d,e) CJ. Asi B(A\,\) C p(x), demostrando que p(x) es abierto en C.

3. Directo del teorema 1.1.7.

L e continua

4. Vz,ye J, |ly t—a7 Y < |ly Y|z —yl|lz~!. Luego, para demostrar que x — x~
en J, debemos demostrar que si los y se mueven suficientemente préximos a x, entonces los
correspondientes ||y~!|| se mantienen acotados. En efecto, si ||y — z| < i||z7!(|7!, entonces

(como en la derriostracién de (1)) y € Jy |[1—yz~!| < 3. Por el teorema 1.1.7, [|1 — (1 — (1 —

yr )Y < N 2 - = 1. Es decir, |1 —zy~!|| < 1. Luego, |lzy~!|| < 2, de donde (considerando
2
y~ =2y ),y < 27
[
Definicién 1.1.10. Sea A un dlgebra con unidad 1 y sea z € A. Entonces, el espectro o4(z) de
x es el conjunto o4(x) = C\pa(x). Es decir:

oa(x) ={A € C:x — X no es invertible en A}

Si el dlgebra estd subentendida, escribiremos o(x) en lugar de o4(x).

Note que si A es un dlgebra de Banach con unidad, se deduce del teorema 1.1.9 (1) y (2) que
V€ A o(x) es cerrado y que o(x) C B(0, ||z||) (la barra es clausura). Luego, tenemos el
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Teorema 1.1.11. Si A es un dlgebra de Banach con unidad, entoncesVx € A, o(x) es un conjunto

compacto de C y sup |A| = max |\ < ||z].
Aeo(x) Ao (x)

Demostraremos en el teorema 1.1.24, que en un &lgebra de Banach con unidad, el espectro de
cada uno de sus elementos es no vacio.

Si ahora A es un algebra con unidad 1 y p es un polinomio de una variable compleja, digamos
p(A) = ap+arA+---+a, A", a5 € C,j =0,1,...,n, entonces para cada x € A, p(x) es el elemento de
A definido por p(z) = ag-1+ayz+- -+ ayz™. En lo que sigue este dltimo miembro se escribird por
ag+aix+ -+ apx”.

Teorema 1.1.12. Sea A un dlgebra con unidad (no necesariamente normada) y sea x € A tal que
o(x) # 0. Entonces, para cada polinomio complejo p se tiene

donde p(o(x)) = {p(p) : p € o(z)}
Demostracion. Notemos que para cada A € C, hay a, A1,..., A, € C tales que:
p(x) —A=alzr—A1) - (x—\) (1.10)

Si ahora A € o(p(x)), entonces por (1.10) hay jo tal que x — jo no es invertible. Luego, \j, € o(z) y
ast A = p(N\j,) € p(o(z)). Reciprocamente, si A € p(c(x)), entonces hay u € o(x) con A = p(u). Por
(1.10), i es uno de los A;. Luego, A € o(p(z)). B

Teorema 1.1.13 (Semicontinuidad Superior del Espectro). Sea A un dlgebra de Banach con
unidad 1 y sea x € A. Entonces para cada abierto U que contiene a o(x) hay § > 0 tal que:

ly—z|| <d=0(y) CU

Demostracion. f : C\U — R, A — |[(zx — A\)7!|| es continua (vea teorema 1.1.9(4)) y |Af(\) =
(3 —1)7Y| — 1, si |A] = oo. Luego, f(A) — 0si |A| — oo, y como el lector deducird facilmente, f
es acotada.

Sea M > 0 tal que f(\) < M, VA€ C\U. Sea§ = 7. Si ||y — x| < & entonces
Ity =) = (@ =N <d <=0, Vre C\U.

Luego, y — A es invertible en A (ver demostracién de (1) en el teorema 1.1.9). Asi, si ||y — z|| < §
entonces A € o(y), VA € C\U. En otras palabras, ||y —z|| <d=0(y) CU. R

Ejemplos 1.1.14.

1. Si X es un espacio métrico compacto, entonces el espacio C(X) = {f : X — C, continuas}
con || flloo = sup,ex |f(z)| y operaciones habituales es un dlgebra de Banach conmutativa con
unidad. Sea X el disco unitario cerrado de C y sea A C C(X) la subélgebra de los polinomios.
Note que A no es de Banach. Sea f € A definida por F(z) = %. Entonces, ||f|lw = 3 < 1.

Sin embargo 1 — f = 1 — Z no es invertible en A. Luego, la hipdtesis de ser A un élgebra de

Banach en el teorema 1.1.7 es necesaria.
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2. Cualquier conjunto compacto no vacio de C es el espectro de un elemento de alguna algebra
de Banach. En efecto, sea X C C compacto no vacio y sea A = C(X). Si f(z) = z, entonces
f € Ay claramente o4(f) = X.

3. En un élgebra con unidad, el espectro de un elemento puede ser vacio. Por ejemplo, sea
A = {f : C — C continuas}. Entonces, A es un algebra con las operaiones habituales. Si
f € A estd definida por f(z) = z, Vz € C, entonces claramente o(f) = (.

4. Si X es un espacio vectorial complejo de dimensién finita y si A = {T": X — X lineales},
entonces VT € A, 04(T) es el conjunto de los valores propios de T'; es decir, aquellos A € C
tal que ker (T" — ) # {0}.

5. Si X es normado de dimensién infinita y si A = .Z(X), entonces 04(T") con T' € A ciertamente
contiene al conjunto de los valores propios de T pero no es necesariamente igual a este conjunto.

Por ejemplo, el operador de desplazamiento unilateral
S lo(ZF) — ba(ZF), {1, 3, ...} — {0, 21, 29,.. .}

no tiene valores propios. Sin embargo 0 € o(S) pues S no es sobre. Mas aun, o(S) = {\ €
C : |A\] < 1}. En efecto, recordar que S*{xi,z2,...} = {x2,x3,...}. Si |A\| < 1, entonces
r = {1,200 ) € (ZY) y S*xr = Ax. Luego, {\ : |\ < 1} C o(S*). Como el
espectro es un conjunto cerrado, {A : |A\| < 1} C ¢(S*). Pero, como [|S*|| = 1, entonces por
el teorema 1.1.11, 0(S*) = {\ : |A\| < 1}. Note ahora que S — X es invertible si y solo si
(S —\)* =8* — Xlo es. Luego, o(S) = {\: |A| < 1}.

6. Sea {e,}>2; una base (ortonormal) del espacio de Hilbert H y sea \,, n = 1,2,3,... una
sucesién acotada de nimeros complejos. Sea D € Z(H) el operador diagonal, con los A\,
[e.e]

en la diagonal principal, con respecto a esta base. Es decir, si z = E < z,e, > e,, entonces

n=1
(o]
Dz = Z < xT,en > Apen.
n=1
Demostraremos que o(D) = {\1, A2,..., \n,...}, donde la barra denota clausura. En efecto,

si A€ {A1,A2,...,An,...}” entonces hay una subsucesién {\,,} de {\,} con A\, — A. Luego,
si i — oo, entonces ||[(D — Nep,|| — 0 y asi D — X\ no puede ser invertible en .Z(H) (ya
que ||ep,|| = 1). Luego, A € o(D). Reciprocamente, si A ¢ {A1, A2,..., \n,...}~ entonces, por
un lado, se tiene que ker (D — X) = (0) y por otro lado hay a > 0 tal que |\, — A\| > «a,
Vn=1,2,...

oo
Si y € H entonces se tiene que y = (D — )z, donde x estd definido por = = Z < Y, ey >
n=1
(A — A)"le,. Luego, D — A es sobre. Como ker (D — \) = (0), entonces por el teorema de la
aplicacién abierta, D — A es invertible en .Z(H). Luego (D) = {A1, A2, ..., A\n,...} . Note, a
propésito, que para todo X C C que sea compacto y no vacio, hay un espacio de Hilbert H y
un 7' € Z(H) con o(T') = X pues como X es compacto entonces X separable. Sea, entonces
A1, A2, ..., Ap, ... una sucesion densa en X y sea T el operador diagonal definido arriba
(note que {A\1,A2,..., Ay, ...} es una sucesién acotada y asi T € Z(H). Por lo dicho arriba
tenemos que o(7T') = X.

Sea ahora A un &lgebra de Banach con unidad 1 y sea x € A. Como o(z) es un subconjunto
compacto de C, entonces o(z) tiene una unica componente conexa no acotada. Se denotard por
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Poo(Z) 0 POT pa () si necesitamos especificar el dlgebra A. Las restantes componentes conexas de
p(x) (si existen) se llaman los huecos de o(z).

Si ahora B es una subdlgebra cerrada de A, con la misma unidad de A, entonces es claro que
oa(z) Cop(x), Vo € B. Sin embargo, estos conjuntos no son en general iguales. Ahora pasamos a
estudiar més profundamente la relacién entre og(x) y oa(x).

Arrancamos con el siguiente,
Lema 1.1.15. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1. Sea {x,,}52; C A un conjunto de elemen-

tos invertibles en A. Sea x € A con x, — x. Entonces, x es invertible en A si y solo si {||z,; ]|},
es acotada.

Demostracion. La primera direccién es clara por el teorema 1.1.9 parte 4. Reciprocamente supon-
gamos que {||z;!]|} es acotada. Como

1= antal = oy (@n — @) < flog [lzn — 2|

entonces, hay ng tal que |1 — 2, z|| < 1. Por el teorema 1.1.7, z,lx es invertible. Luego, z =
Tno (T 2) es invertible. W

Teorema 1.1.16. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1 y sea B C A una subdlgebra cerrada,
donde 1 € B. Entonces, Frog(z) C Froa(z), Vx € B.

Demostracion. Como o4(x) C op(z), Vo € A, es suficiente demostrar (por la definicién de frontera
y porque o4(x) es cerrado) que Frop(x) C o4(x). Para ello, sea A € Frop(xz). Entonces, hay
{A\n} C pp(x) tal que A\, — A. Asi, . — X\, — . — A\, © — \, es invertible en B, Vn y x — A no es
invertible en B. Por el lema 1.1.15 aplicado a B tenemos

{|l(x — X,) Y|} no es acotada (1.11)

Si x— A fuera invertible en A, entonces por el lema 1.1.15 aplicado ahora a A (posible pues z—\,, Vn
es invertible también en A), tenemos que {||(x — A\,)7!||} es acotada, en contradiccién con (1.11).
Luego, A € o4(z). B

Corolario 1.1.17. Bajo las hipdtesis del teorema 1.1.16,
op(x) =0ca(z)UH
donde H es la union de los huecos de o4(x) que intersectan a op(x).

Demostracion. Inmediato del teorema 1.1.16. B

Teorema 1.1.18. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1 y sea x € A. Entonces, oa(z) no
separa el plano si y solo si oa(x) = og(x), para toda subdlgebra cerrada B de A tal que x,1 € B.

Demostracion. De acuerdo con el corolario 1.1.17 solo necesitamos demostrar la segunda direccién.
Para ello, notemos que si p es cualquier polinomio de variable compleja, entonces por el teorema
del médulo maximo tenemos

max |p(a)| < [[p(z)|| (1.12)

aepA,oo(x

Sea B = {p(x) : p polinomio}~. Entonces, B es un subdlgebra cerrada de A y 1,z € B. Sea
A ¢ op(x) ysea q(z) = x— A+ 1. Entonces, 1 —g(x) es invertible en B. Sea {py(z)}>2; C B tal que
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pu(7) = q(@)(1 = q(@))7! y sea gu(z) = q(x) — pn(z)(1 — q(x)). Entonces, [lga(2)]| = 0 (n — o0).
Por (1.12) tenemos

(1) = 0,V & paco(2) (1.13)
Sin embargo, ¢(\) = 1; en consecuencia g, () = 1, Vn. Por (1.13), A € pa.co(z). Luego, A ¢ op(z) =
X € paco(z). Asi, 04(x) no tiene huecos y por lo tanto o 4(x) no separa el plano.

Definicién 1.1.19. Sea X un espacio de Banach complejo y sea T € .Z(X). El espectro puntual
aproximado de T es el conjunto

m(T) ={A € C: T — X no es acotado por abajo}.
Teorema 1.1.20. Sea X un espacio de Banach complejo y sea T € £(X). Entonces,
Fro(T) C n(T).

Demostracion. Sean A € Fro(T) y {A\.} C p(T) tal que A\, — A. Si hubiera m > 0 tal que
(T — A\p)z|| > m|z|, Vz € X,Vn > cierto N (1.14)
entonces ||(T — A,) 'zl < L|z||, Vo € X, Vn > N. Luego, {|[(T — A,)~!||} es acotada. Por el lema

1.1.15, T'— X es invertible, lo cudl es una contradiccién (pues A € o(7T')). Luego, (1.14) es falso.

Asi,Vk=1,2,3,...y VN =1,2,3,...,hay n > N y z, € X con [lzg|| =1y ||(t — A)zx| < 1.
Pero, (T — Nai|| < (T — A)zwl| + [|(A = )zl < £+ A= Au| = 0, (n,k — 00). Luego, T — A
no puede ser acotada por abajo, y en consecuencia A € w(7). B

Corolario 1.1.21. Bajo las hipotesis del teorema, Fro(T) CFrn(T) y o(T) = n(T)U H, donde H
es la union de los huecos de m(T) que intersectan a o(T).

Demostracion. Es facil ver que 7(T') es cerrado. Luego, la conclusién es ahora clara del teorema
anterior. l

Corolario 1.1.22. Sean X un espacio de Banach complejo, T € £ (X) y M € latT. Entonces,
o(Ty) Co(T)UH, donde H es la union de los huecos de o(T) que intersectan o(Tar). (Aqui o(Thr)
es relativo al dlgebra £ (M)).

Demostracion. Claramente w(Tys) € 7(T) y por el teorema 1.1.20, Fro(Ty) € 7(Thy). Luego,

Fro(Ta) C o(T), peo(T) No(Tar) = 0 pues o(Th) es acotado. Luego, o(Ths) C o(T) U H, donde
H es la unién de los huecos de ¢(T") que intersectan a o (7). B

Ahora pasamos a demostrar que el espectro de cualquier elemento de un dlgebra de Banach con
unidad es no vacio. Para ello necesitamos el siguiente
Lema 1.1.23. Sea A un dlgebra de Banach con unidad y sea x € A. Entonces f : p(xz) — C,

A — o((x=N)"1Y) es analitica, ¥ ¢ € A* (A* es el dual de A, considerado A como espacio normado).

Demostracion. Notar que si A, u € p(z) entonces
(e N =@ = () =N (@ )
(para demostrarlo considere la expresién (z — \)"![(z — p) — (z — N)](z — u)™'). Luego

R Mt G D

- — - N e
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1

Del teorema 1.1.9 parte 4 se deduce que A\ — (z — A)™" es continua.

Luego,
—_ )1 _ _
T Vi
n—A A — )2

-1
M) — (w . )\)72
Como ¢ es lineal y continua entonces

L F) IO
n—A n— A

existe y es igual a o((x — \)72).

Teorema 1.1.24. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1. Entones, o(z) # 0, Vx € A.

Demostracion. Sea A\g ¢ o(z). Luego, (z — \g) ™! # 0 y por el teorema de Hahn - Banach, existe
o € A* tal que f(X\g) # 0, donde f : p(z) — C, X — ¢((z —\)~!). Por el lema 1.1.23, f es analitica.
Ademds, Af(A) = oMz — A7) =o((§ —1)71) — ¢(-1) si |\ = oco. Luego,

f(A) = 0si|A] — o0 (1.15)

Si o(z) = 0 entonces p(x) = C y asi por el teorema de Liouville f es constante. Por (1.15),
f(A) =0,V e C, en contradiccién con f(Ng) # 0. B

Note que si X es un espacio de Banach complejo y T € £ (X), entonces, del teorema 1.1.20, el
teorema anterior, se deduce que 7(T") # 0.

Corolario 1.1.25 (Gelfand-Mazur). Si A es un dlgebra de Banach con unidad de norma 1 y si
todo elemento no cero de A es invertile, entonces A es (isométricamente isomorfo con) C.

Demostracion. Sea 1 la unidad de A. Entonces, f: C — A, A — X -1 es un isomorfismo de C sobre
f(C). Para demostrar que f(C) = A, sea z € A. Por el teorema 1.1.24, hay A € o(x). Luego, z—A-1
no es invertible en A. Por hipétesis, z = A -1 = f(\). R

Definicién 1.1.26. Sea A un algebra de Banach con unidad y sea z € A. El radio espectral r(x)
de z en A es

r(z) = sup |A|
Ao (x)

Note que por el teorema 1.1.11, r(x) < ||z||, Vo € A. Asi, como 2™ — \" = (z — \)(z"! +
Ax"72 4 oo 4 A" 23 4 A" D) entonces A € o(x) implica A" € o(2") (vea ejercico 1 de 1.1.34).
Luego, |A"| < ||z"]|, VX € o(x), de donde

r(z) < lim [|2"|| (1.16)

n—oo
Ma4s aun, tenemos el siguiente

Teorema 1.1.27 (Formula de Gelfand). Sea A un dlgebra de Banach con unidad. Entonces,

Vee A, lim ||x”||% existe y es igual a r(x).
n—oo
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Demostracion. Sea o € A*. Por el lema 1.1.23, f(\) = ¢((z — A)~!) es analitica en p(x). Pero, para
o

IA| > ||| tenemos por el teorema 1.1.7 que (z — \)~! = — Z)\_("H)x". Asi,

(e — ZA (@), Al > | (1.17)

Notemos ahora que el miembro derecho es una serie de potencias en la variable compleja p = A7
con coeﬁcientes @(z™). Pero p((z—\)~1) es analitica en la bola |u| < T(x) Asi (1.17) no solo es valida

para |u| < T ” sino que también es vélida para |u| < T(x) (es decir para |A| > r(x)). Recordemos que
lo anterior se debe al hecho que toda funcién analitica en una vecindad del cero se escribe en serie
de potencias en el mayor disco centrado en cero contenido en el dominio de la funcién, de una tnica
forma. Siguiendo ahora con la demostracién, tenemos que A=tV p(2™)] — 0 (n — ), Y € A*
y VA tal que [A| > r(x).

Luego {A~("+Dgn}%0 o es acotada VA tal que || > r(x). Sea My > 0 tal que |[A\""z"| < M),
VA con |A| > r(z). Luego, ||;1:”|| < |[A|My, VX con |A| > r(x). Por lo tanto 1fm ||:U”||% < r(x). Este
n—oo

ultimo hecho junto a (1.16) demuestran que lim Ha:"Hﬁ existe y es igual a r(z). B
n—oo

Corolario 1.1.28. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1 y sea x € A tal que r(x) < 1. Entonces

1 —x es invertible en A y (1 — x) Zx

Demostracion. Como r(x) = lim Hx"H% < 1, la serie Z |="|| converge y como A es de Banach,

n=0
oo
entonces Z x" converge en A.
n=0
[e.e]
Como (1—;5)(Zx Z$ )(1—=z) =1, entonces 1 —z es invertible y (1 —z)~ Zm” [ |

Ejemplos 1.1.29.

1. El teorema 1.1.18 dice que si o4(x) separa el plano entonces debe existir una subdlgebra
cerrada B C A con 1,z € B tal que o4(z) # op(x). Entonces, el corolario 1.1.17 dice que
op(x) es igual a o4(x) junto a los huecos de o4(z) que intersectan a op(z). El lector haria
bien en pensar sobre algunos ejemplos concretos de esta situacion.

2. Sea A un algebra normada con unidad, no necesariamente de Banach. Entonces, es verdad
que g4(z) # 0, Vo € A. Esta generaliacién del teorema 1.1.24 puede ser consultada por el
lector en el texto de Bourbaki o de Richard de la bibliografia.

3. Note que si A es un agebra de Banach con unidad y B una subalgebra cerrada de A con
1 € B, entonces, aunque en general op(z) # ca(z) (como ya sabemos), siempre se tiene que
rp(z) =ra(x), Vo € B. Es decir, el radio espectral de z € A es independiente de la subalgebra
cerrada B de A que contenga a 1y a x.

Esto es inmediato del corolario 1.1.17 o del teorema 1.1.27.
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4. El teorema de Gelfand-Mazur (corolario 1.1.25) no vale en &lgebras de Banach con unidad

8 Z ) ca € (C} entonces A no puede ser

isométricamente isomorfo con C como el lector tiene la facil tarea de demostrar.

de norma distinta de 1. En efecto, si A = {(

5. No es verdad que el radio espectral sea continuo. En efecto, S. Kakutani encontré operadores
de desplazamiento ponderados T, T,,, n = 1,2,... en .Z(¢2(Z")) tales que T;, — T en norma,
donde r(7,,) =0, n =1,2,..., pero (1) > 0. El lector interesado debe consultar los detalles
en el libro de Richard o el de Halmos de la bibliografia.

Ahora vamos a completar esta seccién con algunas aplicaciones adicionales a la teoria de opera-
dores.

Teorema 1.1.30. Sean H un espacio de Hilbert y T € Z(H) normal ( TT* = T*T) o mds
generalemte hiponormal (TT* < T*T). Entonces, r(T) = ||T|.

Demostracion. De acuerdo con el teorema 1.1.27, es suficiente demostrar que
[ =1TN" n=1,2,... (1.18)
Para ello, notemos primero que
|T"z||? = < T*T", T" 'o > < || T*T"||[|T" || < ([T || T 2|,V =1,2,...
donde en la udltima desigualdad se usé el hecho de ser T hiponormal. Luego,
I < e T n =12, . (1.19)

Para demostrar ahora (1.18) procedemos por induccién. (1.18) es evidente para n = 1. Supongamos
(1.18) valido para k, con 1 < k < n. Usando esta suposicién y usando (1.19), tenemos

T = |T)* < (|77 = Tt
Luego, ||T||" ™! < ||T™"Y| y por lo tanto ||T||**! = ||77F!|. &

Teorema 1.1.31 (D. Sarason). Sean X un espacio de Banach sobre los complejos yT € £ (X).
Entonces:

1. Si Ao, A pertenecen a las misma componente conexa de p(T'), entonces
lat(T — Xg) ' = lat(T — X)L
2. Si X\ € poo(T), entonces lat(T) = lat(T — \)~ L.
Demostracion. 1. Note que si T — X es invertible entonces 1 — (T — X\g) "} (T — \) = 1 —
M) HT — Xo+ X0 — A) = (A= Xo)(T — Xo)~*. Luego, por el corolario 1.1.28 (con z =

(

(
M) (T — Xo)™1) v por el ejercicio 18 de 1.1.34 (con z = T), tenemos que si A\g € p(T) y
A — Xo| < dist(Xo,0(T)), entonces

T —
A —

o0

(T=N""=Y (A= 2)"(T=x) ™"

n=0
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de donde resulta facil demostrar que lat(T — Xg) ™! C lat(T — \)~L.
Luego, si € = min{dist(Ag, (7)), dist(\,o(T"))}, entonces

Mo €p(T) v |A—Xo| <e=lat(T — N1 =lat(T — Xg)™* (1.20)

Supongamos ahora que Ay y A pertenecen a la misma componente conexa C' de p(T'). Hay
una poligonal P en C uniendo Ay con A. Como P es compacto, hay A1, Ao, ..., A\, en P con
A — Niv1| < dist(P,o(T)), i =0,1,...,n — 1. Por (1.20), lat(T — X;)~! = lat(T — N\iz1) 71,
i=0,1,...,n— 1,y en consecuencia lat(T — \g)~! = lat(T — \)~!, demostrando (1).

2. Sea A € poo(T'). Por (1) podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que |[A| > r(T"). Por el
corolario 1.1.28,

(T—N"'==> arirn
n=0
Luego,
lat(T) C lat(T — N) "1 VX € poo(T) (1.21)

Pero, A € poo(T) = 0 € poo(T — N).

Luego, por (1.21), lat(T — X\)~t C lat((T — A\)~! —0)~! = lat(T — \) = lat(T). Luego,
A € poo(T) = lat(T) = lat(T — X)L

Teorema 1.1.32 (Rosenthal-Stampfli). Sea X un espacio de Banach complejo. Sea C una colec-
cion contable de subespacios invariantes deT' € £ (X) tal que M € C y N ¢ C implica M C N o bien
N C M. Entonces, C consiste de subespacios hiperinvariantes de T (es decir, son invariantes
para cada S en £ (X) que conmuta con T).

Demostracion. Sea S € Z(X) tal que ST = TS y sea M € C. Vamos a demostrar que SM C
M. Sea X con ||S|| < |A|l. El subespacio (S — A\)M es invariante para T' (note que (S — A\)M es
cerrado). Si (S — A\)M ¢ C entonces por hipétesis (S — A)M C M o bien M C (S — A\)M. En el
primer caso, claramente SM C M, y en el segundo caso (S — \)"'M C M, de donde también
SM C M (por el teorema 1.1.31 parte (2)). Si ahora (S — A\)M € C, VA con ||S| < |A|, entonces
como C es contable, hay A1, Ay con A1 # A2y |Ai],|A2] > ||S|], (S — A1)M = (S — A\a)M. Luego,
M = (S— )\1)_1(5— )\Q)M = (S— )\1)_1(5— A+ — )\2)M = (1 + ()\1 — )\2)(5— >\1)_1)M. Luego,
(S —X1)"IM C M (pues lat(a + BT) = lat(T), VT € L(X), Va,3 € C). Por el teorema 1.1.31
parte (2), SM C M. R

Corolario 1.1.33. Sean X un espacio de Banach complejo y sea T € £(X). Entonces:

1. SilatT es contable, cada subespacio invariante de T es hiperinvariante.
2. Si M € latT es comparable con cada N € latT, entonces M es hiperinvariante.

3. Si T es unicelular (es decir, latT es totalmente ordenado), entonces cada subespacio inva-
riante de T es hiperinvariante.

Ejercicios 1.1.34.

1. Sea A un anillo con unidad. Sea z = uv en A con uv = vu. Demuestre que si x es invertible,
entonces u y v también lo son. Exiba un contraejemplo si uv # vu.
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2. Sa A un anillo con unidad 1 y sea x € A. Suponer que hay u,v € A con ux = 1 = zv.
Demuestre que u = v. Exhibir un ejemplo de A y x € A con un nimero infinto de u, € A con
upr=1,n=1,2,...

3. Exhiba ejemplos de anillos A y subanillos B de A tales que:

a) A tiene unidad pero B no tiene
b) B tiene unidad pero A no tiene
¢) B tiene unidad diferente de la unidad de A

4. Sea A un élgebra de Banach con unidad 1 y norma || - ||. Demostrar que hay una || - ||o en A,
equivalente a || - || tal que |[1]jo =1

5. Sea A un algebra con unidad y sean x,y € A. Demuestre que o(zy)\ {0} = o(yz)\ {0}. Exhiba
un ejemplo donde o(zy) # o(yz). Exhiba un ejemplo donde o(zy) # o(yz) U {0}.
6. Sea A un algebra con unidad y sean x,y € A donde y es invertible.

Si |y~ Y|llz — y|| < 1, demuestre que z es invertible.

7. Sea H un espacio de Hilbert y sea X un espacio de Banach complejo. Demostrar

) U € Z(H) unitario = o(U) C {\: || = 1}.
) (H) autoadjunto = o(T') C R
¢) T € Z(H) positivo = o(T) C Rt U {0}
) (X) proyeccién = o(P) C {0,1}
) o(T*)={\:Ae€a(T)},VT € ZL(H). (T* = adjunto de T).
f) o(T)=0(T),VT € £(X). (T" = transpuesto de T).
Exhiba ejemplos para verificar que las implicaciones reciprocas en (a), (b), (¢) y (d) no son
validas.

8. Determinar el espectro del operador de desplazamiento bilateral
w: ly(Z) — bo(Z), {xi}i2 oo = {zi1}iZ o

9. Sea H un epacio de Hilbert y V € Z(H) una isometria no unitaria (es decir, V*V = I pero
VV* £ I). Demuestre que o(V) = {\: |\ < 1}.
10. Sean Hl,Hg,...,Hn espacios de Hilbert y T; € Z(H;), i = 1,2,...,n. Demuestre que

U T;) U T;). Exhiba un contraejemplo si la sucesién de los T; es infinita pero acotada.
=1

11. Determinar el espectro puntual aproximado del operador de desplazamiento unilateral S €
Z(05(Z7)). Hacer lo mismo con S*.

12. Si H es un espacio de Hilbert y T' € .Z(H) es normal, demuestre que o(7T") = 7(T). ;Es ésto
también verdad si T" es hiponormal?

13. Sea X un espacio de Banach complejo y sea T € Z(X). Demuestre que 7(7') es un conjunto
cerrado.
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14. Sea A un &lgebra con unidad 1 y B C A una subdlgebra tal que 1 € B. Entonces B se llama
llena si 04(x) = op(x), Vo € B. Si A es de Banach demuestre que:
a) B C Allena = B, la clausura de B, es llena en A.
b) B C A conmutativa maximal (con respecto a inclusién) = B es llena.
15. Demuestre que la interseccién de todas las subdlgebras llenas de A que contienen a L C A, es
una subdlgebra llena de A.
Se llama la subdlgebra llena de A generada por L. Demuestre que si x € A, entonces la
subdlgebra llena de A generada por x es:
B = {p(z)q(z)~' : p, ¢ son polinomios y ¢(x) es invertible en A}
16. Sea A un élgebra normada con unidad 1. Demuestre que Vz,y € A se tiene que xy — yx # 1.
17. Sea A un &lgebra de Banach con unidad y sea x € A. Demuestre que r(x) < 1 si y solo si
z" — 0 (n — 00).
18. Sea A un &lgebra de Banach con unidad y sea A € p(x). Demuestre que
1
A= -
(@ =N = G o @)
19. En un algebra de Banach con unidad, suponer que xy = yz. Demuestre que:
a) r(zy) <r(x)r(y)
b) r(z+y) <r(x)+r(y)
20. En un algebra de Banach con unidad, suponer que x, — x, x, invertible, n = 1,2,... De-
muestre que z es invertible si y solo si {r(z,;!)}52; es acotada.
21. Sea A un édlgebra normada y sean x,y € A con zy—yz = y. Demuestre que y"™ = 0, Vn > 2||z||.
22. Sea A un algebra de Banach con unidad y sea x € A. Demuestre que r(x) = inf ||z" || = . Exhiba
n
un ejemplo donde {||x”H%} no es decreciente.
23. Sea A un algebra de Banach. Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) r(xz) =|jz|, Ve € A
b) lla?|| = ||=||*, V2 € A
c) [z = |||, Ve € A, Vn=1,2,...
24. Sea X un espacio normado complejo. Demostrar que 7' € Z(X) tiene radio espectral menor
o
quelsiysolosiZ] <T'z,y>|<oo,VzeX,Vye X*.
n=0
2
25. Sea A un algebra de Banach. Demuestre que si b = 1’171’5% ”xH!, entonces
T x

[N

b < inf Lx) <b
40 Jal
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

1.2.

Sean H un espacio de Hilbert y T' € Z(H). Demuestre que r(T') = igf |S~TS||, S € Z(H)

invertible.
Demuestre o exhiba un contraejemplo:

a) Si A esun édlgebra de Banach con unidad y si x € A, entonces hay A € o(z) con |\ = r(z).

b) Si H es un espacio de Hilbert y T' € Z(H) satisface r(T') = ||T||, entonces T' es hiponor-
mal.

¢) Si A es un dlgebra de Banach con unidad, si z € A y € > 0, entonces hay § > 0 tal que
le —yll <6 =r(y) <r(x)+e.

d) Existe un operador 7' € Z(X) y un conjunto {\,}52; denso en el conjunto {\ : |A| =
r(T)}, de modo que T — A, es invertible Vn = 1,2, ...

e) Si A es un dlgebra de Banach con unidad y si x € A, entonces o(z) tiene solo un nimero
contable de huecos.

f) Sea A un dlgebra de Banach con unidad. Sea = € A tales que los polinomios en x son
densos en A. Entonces p(z) = poo().

g) Si H es un espacio de Hilbert, si '€ Z(H) y si M € latT, entonces o(T") C o(Th).
h) Si H es un espacio de Hilbert, si T'€ Z(H) y si M € lat T, entonces o(Tys) C o(T).

i) Si X es un espacio de Banach complejo y si T' € Z(X) es invertible y tiene el espectro
en una circunferencia, entonces lat T = lat T~! = lat T = lat(T — \)~%, VX € p(T).

J) Si H es un espacio de Hilbert y si T' € Z(H) es autoadjunto, entonces el conjunto de los
valores propios de T es no vacio.

Definicidon: Sea A un algebra de Banach con unidad, entonces z € A se llama casinilpotente
1
si o(x) = {0}, o equivalentemente si lim [|z"|» = 0.
n—oo

Demuestre que los siguientes operdores son casinilpotentes:

a) V:C[0,1] — C[0,1], — Jo f(
b) W ly(Zh) — 62(Z+), {xl,xg, . } — {O,dlxl,dgxg, ...} donde d,, — 0 (n — o).

Sean A un &lgebra de Banach con unidad vz € A casinilpotente. Demuestre que hay una

sucesion {ay, } de reales positivos tal que an — 00, y todavia Hanx”H n— 0 (n— 00).

Sea A un algebra de Banach con unidad. Sean z,y € A donde z es casinilpotente y donde
xy = yz. Demuestre que o(x + y) = o(y).

Sea A un algebra de Banach con unidad. Sean x,y, z € A tales que z = xy — yx. Si zx = xz,
demuestre que z es casinilpotente.

Caracteres y Espectro

Iniciamos esta seccion recordando algunos resultados del curso sobre estructuras algebraicas
relativas a ideales maximales en un anillo.

Definicién 1.2.1. Sea A un anillo. Un subconjunto no vacio J de A se llama un ideal de A si
x—y,ax,rxa € J,Vr,y € J,Va e A. Un ideal M de A se llama maximal si M es propio (s decir
M # A)ysi M C J donde J es un ideal de A, entonces M = J o bien J = A
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Note que cuando el anillo A tiene unidad 1 # 0, entonces un ideal J de A es propio si y solo si
1¢.J.

Teorema 1.2.2. Sea A un anillo con unidad # 0 y sea M un idel de A. Entonces:

1. Si A/M es un cuerpo entonces M es mazimal.

2. Si A es conmutativo y si M es mazimal entonces A/M es un cuerpo (conmutativo).

Demostracion. 1. En la definicién de cuerpo se postula que la identidad es diferente de cero.
Luego A/M no es cero y por lo tanto M es propio. Por otro lado, sea J un ideal de A con
MG J.

Debemos demostrar que J = A. En efecto, sea x € J y x # M. Entonces z + M # M (M es
el cero de A/M). Como A/M es un cuerpo, entonces hay a € A con (z+ M)(a+M) =1+ M.
Luego, 1 —ax € M C J. Pero, ax € J. Luego, 1 € J y asi J = A.

2. Es claro que A/M es un anillo conmutativo con unidad y su unidad no es cero pues M es
propio. Debemos entonces demostrar que todo elemento no cero de A/M es invertible en
A/M. Para ello, sea x + M # M. Luego, © ¢ M. Asi, M + {ax},ca es un ideal de A (pues
A es un anillo que es conmutatio), que contiene propiamente a M. Como M es maximal,
M+ {azx}sea = Ay asi 1l —ax € M, o equivalente 1 + M = (a + M)(z + M). Luego, v + M
es invertible en A/M.

Notemos que si A no es conmutativo, es posible que M sea un ideal maximal de A sin que A/M
sea un cuerpo. Vea el ejercicio 1 al final de la seccion.

Teorema 1.2.3. Sea A un anilo con unidad 1 # 0 (no necesariamente conmutativo) y sea J un
ideal propio de A. Entonces, J esta contenido en un ideal mazrimal de A. En particular, tomando
J = (0), se tiene que todo anillo con unidad distinta de cero tiene un ideal mazimal.

Demostracion. Sea A={K :J C K y K es un ideal propio de A}. Ordenar A por inclusién. Note
primero que A # (). Sea C C A un subconjunto totalmente ordenado. La unién de ideales no es, en
general, un ideal pero el lector tiene la fOacil tarea de demostrar que la unién de los elementos de
C es un ideal de A. Ademés, esta unién es propia pues 1 ¢ K, VK € A. Se satisfacen entonces las
hipétesis del lema de Zorn y asi hay en A algiin elemento maximal, llamarlo M. Es facil demostrar
ahora que M es un ideal maximal e A. B

Note que en la demostracién anterior hemos usado el hecho de tener A una unidad. Si A no
tiene unidad, es en general falso que A tenga un ideal maximal, ain si A es conmutativo.

En efecto, sea
Z(p"o)={g:0§m<p”, me€Z,n=0,12,..}

donde p es un nimero primo fijo. Con la adicién médulo 1, Z(p*°) es un grupo aditivo conmutativo.
Sea S un subgrupo de Z(p*°). Si S es propio, entonces hay un menor entero positivo k tal que
4 ¢ S, para algin nimero natural a. Luego, a y p son primos entre si y S contiene a los elementos
P

1 2 pFl—1

) 1> EE R _
pklpkl pkl

0 (1.22)
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En verdad, S es igual al conjunto de estos elementos pues si no fuera asi, habria % € S con b
y p primos entre si, k < i y 0 < b < p. Sean r y s dos enteros tales que rb + sp = 1. Como
;—Z y ;—f, reducidos médulo 1, pertenecen a S, entonces # = Tb['fp € S. Luego z% €S5,Vn €N,
en contradiccién con la definicién de k. Si llamamos Sj el conjunto en (1.22), entonces hemos
demostrado que los tinicos subgrupos propios de Z(p*°) son los S, k = 1,2, ... y satisfacen

{0}=5G%GSG G SG

Si ahora definimos la multiplicacién cero en Z(p™>); es decir, zy = 0, Vx,y € Z(p>), entonces Z(p>)
es un anillo conmutativo cuyos tnicos ideales propios son los Sy anteriores. Luego Z(p>) no tiene
ideales maximales.

Definiciéon 1.2.4. Si A es un dlgebra sobre C, entonces un subconjunto no vacio J de A se llama
un ideal de A si ax, r —y,ax y xa € J,Vz,y € J, Va,a € C.

Teorema 1.2.5. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1 de norma 1. Entonces

1. Si J es un ideal cerrrado y propio de A, entonces A/J es un dlgebra de Banach con unidad
1+ J de norma 1.

2. Si J es un ideal prpio de A, entonces J (la clausura de J) es un ideal propio de A. En
particular, si M es un ideal mazximal de A, entonces M es cerrado.

Demostracion. 1. Sabemos que A/J es un espacio de Banach y del curso de algebra también
sabemos que A/J es un anillo con unidad 1 + J. Es fdcil ver ahora que A/J es un algebra.
Vamos a demostrar ahora que

Iz + Ny + D <llz+ Jllly+ T, Va,y € A (1.23)

Para ello, note que si z,y € A, j € J, entonces {zj+jy+352:j € J} C J. Luego, 1n£’_ lzy + 7l <
j€

125 |(z 4+ 7)(y + 7)||- Usando ésto y la desigualdad ||(z + j)(y + 7)|| < |l= + jll|ly + j]|, resulta

j

facil demostrar (1.23). Poniendo x = y = 1 en (1.23) resulta que |14+ J|| > 1 (pues 1 ¢ J =

1+ J #0). Luego, ||[1 + J|| = 1.

2. Seanz,y € J,a € A, a € C. Sean {z,,},{yn} C J conz,, — xyy, — y. Luego, x,—y, — x—v,
ar, — ar, r,a — ra'y axr, — ax (por la continuidad de las operaciones). Asi x — y, az, za
y axz € J, demostrando que J es un ideal de A. Si ahora J = A, entonces hay = € J con
|1 —z|| < 1. Por el teorema 1.1.7, = es invertible en A. Luego z2z~! =1¢€ J y asi J = A.

Definicién 1.2.6. Sea A un &lgebra con unidad 1. Un ¢ € A* (el dual normado de A) se llama un
caracter en A si

W(1) =1 (1.24)
Y(zy) = p(x)Y(y), Yo,y € A (1.25)

Teorema 1.2.7. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1. Si € A* es un cardcter, entonces

[ = 1.
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Demostracion. (1) = 1 implica ||¢)| > 1. Pero si ||| > 1, entonces, debido a que [[¢] =

sup |¢¥(x)|, hay x € A tal que ||z|]] < 1y ¥(z) = 1. Por el teorema 1.1.7, 1 — z es invertible
[zl <1

en A. Luego, ¥(1) = ¥((1 —2)(1 —2)71) = (¥(1) — ¥(2))y((1 — 2)~!) = 0, lo cual es una contra-
diccion W

Teorema 1.2.8. Sea A un dlgebra conmutativa con unidad 1 de norma 1. Entonces, cada ideal
mazimal de M de A es el nicleo de un cardcter en A.

Demostracion. Como A es conmutativa entonces por el teorema 1.2.2, A/M es un cuerpo. Por el
teorema 1.2.5, A/M es un algebra de Banach con unidad 1 + J de norma 1. Por el teorema de
Gelfand-Mazur (Corolario 1.1.22), hay una isometria sobre F': A/M — C.

Sim: A— A/M, x — x+ M, entonces 1) = f o7 es un caracter en A con nicleo M. B
Teorema 1.2.9 (I.Gelfand). Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad 1 de norma 1

y sea x € A. Entonces,
o(x) ={¥(x) : ¢ es un cardcter en A}

Demostracion. Sea A ¢ o(x). Entonces, x — A es invertible en A. Si 1) € A* es un caracter, entonces
Y(x — A\)p((x — X)~1) = 1. Luego, ¥(z — \) # 0 y asi A # 9(z). Reciprocamente, supongamos que
A € o(z). Como A es conmutativa, entonces J = {x(z—\) : a € A} es un ideal de A. Como z — A no
es invertible en A, entonces 1 ¢ J y por lo tanto J es un ideal propio de A. Como A tiene unidad,
entonces por el teorema 1.2.3, hay un ideal maximal M de A que contiene a J.

Por el teorema 1.2.8, hay ¢ € A* con nicleo M. En particular, ¢»(z — ) = 0 o bien A = ¢(z). B

Aunque la caracterizacion del espectro de un elemento x de A dada en el teorema anterior es
valida para algebras conmutativas de Banach, es también teéricamente ttil en algebras de Banach
no conmutativas debido al siguiente lema.

Lema 1.2.10. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1. Sea © € A y sea B una subdlgebra
de Banach conmutativa mazimal de A que contiene a © y a 1 (la existencia de esta B es una
consecuencia del lema de Zorn). Entonces, og(x) = oa(x). Luego,

oa(z) = {(x) : ¢ es un cardcter en B},

st la unidad 1 tiene norma 1.

Demostracion. Claramente o4(z) C op(x). Reciprocamente, sea
(x =Ny =ylz-2) =1

para algin y € A. Entonces, para cada zz € B tenemos yz(x — z\)y = y(x — \)zy. Luego yz = zy.
Es decir, y conmuta con cada elemento de B. Por la maximalidad de B se tiene y € B. Luego,
op(z) Coa(z). A

Ahora vamos a presentar algunas aplicaciones a la teoria de operadores.

Teorema 1.2.11. Sea H un espacio de Hilbert y sea T € £ (H) un operador normal. Entonces,
para cada polinomio complejo p en dos variables complejas se tiene

o(p(T,T7)) = {p(A\, A) : A € o(T)}
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Demostracion. Sea p un tal polinomio y sea B una subdlgebra conmutativa maximal que contiene
a p(T,T*) y al operador identidad. Por el lema anterior y el teorema de Gelfand tenemos

o(p(T,T%)) = op(p(T,T*)) = {¢(p(T, T™)) : ¢ es un carécter en B} =

{p((T),(T*)) : es un cardcter en B}

Note ahora que como TT* = T*T, entonces B es también conmutativa maximal que contiene a T
y al operador idéntico. Luego, por el teorema de Gelfand y el lema anterior tenemos

o(T) =op(T) ={y(T) : ¢ es un caricter en B}

La demostracién se completa al demostrar que ¢(T*) = W, V1 que es un caracter en B y donde
la barra denota conjugacién compleja. Para demostrarlo sea (1) = a + bi, a y b reales y sea
Y(T*) = ¢+ di, ¢, d reales. Sea S = T* + T. Como S = S* entonces o(S) es real. Pero, como
P(S) = (a + ¢) + (¢ + d)i, entonces b + d = 0. Un argumento similar aplicado al operador iT,
demuestra que a = ¢. Luego, ¥(T*) = ¢(T) A

Teorema 1.2.12 (J-. Wermer). Sea H un espacio de Hilbert y sea T € £(H) normal tal que o(T')
no tiene interior y no separa el plano complejo. Entonces, latT C latT* (esto es, todo invariante
de T reduce a T).

Demostracion. Como o(T) es compacto, no tiene interior y no separa el plano, entonces por el
teorema de Mergelyan (verlo en el capitulo 20 del Rudin Andlisis Real y Complejo), hay una sucesién
de polinomios complejos {p,} tal que p,(A) — X uniformemente en (7). Como p,(T) — T* es
normal, ¥V n, entonces por el teorema 1.1.30, ||pn(T) — T%|| = r(pn(T) — T™*). Por el teorema 1.2.11

tenemos ||pn(T) — T*|| = sup |pn(\) — A|. Luego ||pn(T) — T*|| — 0, n — oo, y en particular si
Aeo(T)

M €latT y si x € M, entonces ||p,(T)x —T*z| — 0, n — oco. Como py,(T)x € M y M es cerrado,

entonces T*x € M. Esto es latT C latT*. R

Corolario 1.2.13. Sea {e,}?2, una base ortonormal del espacio de Hilbert H. Sea T € £ (H)
el operador diagonal con respecto a {e,} definido por Te, = Apen, n = 1,2,..., donde {\,} es
una sucesion convergente de nmumeros complejos distintos entre si. Entonces, latT es el conjunto
de todos los subespacios de la forma sg{e, :n €} donde J es un subconjunto no vacio de enteros
positivos. La barra es clausura y sg subespacio generado.

Demostracion. Es claro que cada uno de los subespacios asi descritos es invariante para T'. Recipro-
camente, sea M € latT. Por (6) de ejemplos 1.1.14, o(T) = {Xo, A1, .-, A, ...} donde N\, — .
Ademaas, T es claramente normal. Luego, por el teorema anterior M reduce a T'. Es decir, TP = PT
donde P es la proyeccion ortogonal sobre M. Luego, T'Pe,, = A\, Pe, y como los A, son distintos
entre si, Pe, debe ser un multiplo escalar de e,, n = 1,2,3,... Si Pe,, = ape,, entonces como
P? = P, tenemos que a,, = 0 o bien 1, ¥n. Si ahora J = {n : a,, = 1} entonces M = sg{e, : n € J},
como el lector tiene la facil tarea de demostrar. B

Teorema 1.2.14. Sean A un dlgebra de Banach con unidad de norma 1 y sean x,y € A tales que
xy = yx. Entonces, para cada polinomio complejo p en dos variables, se tiene

o(p(z,y)) € plo(r),0(y))

en que p(o(z),0(y)) = {p(A\. p) : A € o(x), n € a(y)}.
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Demostracion. Muy similar a la primera parte de la demostracién del teorema 1.2.11 por lo cuél
queda a cargo del lector. B

Teorema 1.2.15 (M. Rosenblum). Sean X e Y dos espacios de Banach complejos, y sean
Se XX)yT e ZY). Sea R : Y, X) - LY, X), Z — SZ — ZT. Entonces, R es un
operador acotado y o(R) Co(S)—o(T) (={AN—pu:A€a(S),ueca(T)}).

Nota: Aunque los espectros se han denotado con la misma letra o, es claro que o(5),0(7T),o(R)
son con respecto a las dlgebras £ (X), Z(Y) y Z(Z(Y, X)) respectivamente.

Demostracion. Sean A, B : Z(Y,X) — Z(Y, X) definidos por
A:Z—S5SZ, B:Z—-ZT
Note que A y B son operadores acotados. Como R = A— B, entonces por el teorema 1.2.14, tenemos

o(R) Co(A) —o(B) (1.26)
Note ahora que si S — A es invertible en .Z(X), entonces A — A es invertible en .Z(Z(Y, X)) (con
inverso (A—\)"!: Z — (S—)\)"12)). Luego, 0(A) C o(5). Similarmente, o(B) C o(T). Por (1.26)
tenemos que o(R) C o(S) —o(T). R

Corolario 1.2.16 (M. Rosenblum). Sean X e Y dos espacios de Banach complejos, S € £ (X)
yT e L(Y). Suponer que o(S)No(T) = 0. Entonces, VB € L (Y, X) hay un inico A € (Y, X)
tal que SA — ST = B.

Demostracion. Si o(S) N o(T) = () entonces 0 ¢ o(S) — o(T). Luego, por el teorema anterior,
R:7Z — SZ — ZT es invertible en Z(Z (Y, X)). R

Continuaremos ahora esta seccién describiendo los caracteres de dos algebras particulares.

Teorema 1.2.17. Sea C(X) el dlgebra del ejemplo 1 de 1.1.14. Entonces, todo cardcter en C(X)
es de la forma £¢(f) = f(¢), Vf e C(X) y algin ¢ € X.

Demostracion. Si ¢ € X entonces claramente /¢ es un cardcter en C(X). Reciprocamente, sea ¢ un
caracter en C'(X). Vamos a demostrar primeramente que hay ¢ € X tal que

ker ¢ C ker ¢ (1.27)

En efecto, si esto fuera falso entonces, para cada ¢ € X habria f¢ € ker? con f¢(v) # 0, Vv € B((),
donde B(() es alguna bola abierta que contiene a ¢. Por la compacidad de X, podemos encontrar un
numero finito de ¢ € X, digamos (1, (2,...,(, y respectivas bolas abiertas B((1), B((2),...,B((n)

tales que
n

X =B

i=1

|fe,(v)| > € >0, clerto e, Vv € B((;),i=1,2,1...,n
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n n n
Luego, Z fCiTCi = Z |f<z.]2 > 0 en todo X. En consecuencia, hay f € C(X) con Z fCi?sz =1
i= i=1 i=1
Pero, como f¢, € kerl, Vi =1,2,...,n, entonces

0= Y te)(Fe)uf) =1
=1

lo cudl es una contradiccién y asi (1.27) estd demostrado. Demostraremos ahora que £ = /.

En efecto, F': C — C, £(f) — £c(f), ¥V f € C(X) tiene dominio todo C pues £ es sobre. Ademds,
por (1.27), F estd bien definida. Como f es lineal, debe ser entonces de la forma F'(u) = ap, Vu € C
y cierto a € C. Luego, £¢(f) = al(f), V f € C. Pero, £¢(1) = £(1) = 1. Luego, {¢ =L en C(X). B

Conocemos que ¢1(Z), el espacio de las sucesiones complejas {a,}52 _ . que son absolutamen-
te convergentes es un espacio de Banach complejo para las operaciones habituales de adicién y

o
multiplicacién por escalar y norma |{an}|1 = Z |an,|. Definimos ahora en ¢1(Z) el producto

— 00

oo
{an} - {bn} =A{ Z An—kbk F e oo
k=—o00
Entonces, ¢1(Z) es ahora un algebra de Banach conmutativa con unidad ey = {a,}3> _ ., donde
an=18in=0ya,=0sin#0.

Si ahora 0, = 1sim =ny dpp =0sim # nysie, = {dmnto__., entonces e, € ¢1(Z),

VneZy emen = €min, VM,n € Z. Ademss e, = e}, Vn € Z, y la subélgebra de ¢;(Z) generado
por {e,}5° _ . (es decir la menor subdlgebra de ¢1(Z) que contiene a e,, n € Z) es claramente densa
en (y(Z).

[ee]
Teorema 1.2.18. Todo cardcter de {1(Z) es de la forma l:({a,}) = Z an(", donde ¢ € Z y
¢l =1.
Demostracion. Note que si ¢ € Cy [¢| =1, entonces ¢ definido por
EC({QH}) = Z anC"

es claramente lineal.

Como | > anC"| < 302 lanC™ = D202 _ o lanl|, entonces ||¢¢|| < 1,y asi £¢ es acotada (y por

lo tanto continua). Ademas, ¢¢(e,) = (", Vn € Z, con lo cudl £¢(eg) = 1y le(enem) = Le(en)le(em),
Vm,n € Z.

Debido a que los {e,} generan una subalgebra densa en ¢;(Z) y debido a que {; es continua,
entonces /¢ es multiplicativo. Luego, £¢ es un caracter en ¢1(Z). Reciprocamente, sea ¢ un caracter
en £1(Z) y sea ¢ = £(e1). Como ||¢]| = 1, entonces |¢| < 1. Ademds, £(e_1) = l(e]?) = £(e1) "t = ¢~1
Luego, [(71] < 1. Asi, |¢| = 1. Por otro lado, £(e,) = £(e]) = l(e1)” = (" = le(en), Y1 € Z. Por
densidad de los e, y por la continuidad de £ y de /¢, tenemos ¢ = £;. B

Completaremos esta seccién con un resultado debido a Kahane-Zelazko, e independientemente
Gleason, el cudl asegura que todo funcional lineal ¢) (no necesariamente continuo) en un élgebra de
Banach conmutativa A tal que ¢(a) = 1y ¢¥(x) # 0, Vo € A que es invertible, debe ser un caracter.
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Maés tarde Zelako pudo remover la hipdtesis de la conmutatividad de A. La demostracién original
usa el teorema de factorizacion de Hadamard, estudiando normalmente en un segundo curso de
analisis complejo. Sin embargo, este teorema de Hadamard se puede evitar a través del siguiente
lema cuya demostracién elemental e ingeniosa se debe a W. Rudin.

Lema 1.2.19. Sea f : C — C analitica, f(0) =1, f'(0) =01y 0 < |f(\)] < ell, VX e C, donde la
prima denota derivada. Entonces, f(A) =1,V € C.

Demostracion. Como f es entera y no se anula, hay una funcion entera g con f = e9 en C. Note
ademds que g(0) = ¢’(0) = 0 y que Reg(N\) < |A|, VA € C. De esta ultima desigualdad junto a
la igualdad [2r — g(A\)|? = 472 — 2rRe g(A\) + |g(A\)|?, resulta que |g(\)| < [2r — g(A)], V) tal que
|A| < 2r. Y como la serie de potencias de g()\) es de la forma asA\? + azA3 + - - -, entonces

r?g(\)

N = 32— g)

(1.28)

es analitica en {A : |A| < 2r}. Ademés |h,(A)] < 1si || < r. Fijando A y haciendo r — oo resulta
de (1.28) que g(A\) =0, VA € C. Luego, f(A) =1,VAeC. R

Teorema 1.2.20 (Gleason-Kahane-Zelasko). Sean A un dlgebra de Banach con unidad y 1 :
A — C lineal tal que ¥(al) =1 y(x) #0, Vo € A que sea invertible. Entonces 1) es un cardcter.

Demostracion. Debemos demostrar que ¢ es continuo y multiplicativo. Como ker no contiene
elementos invertibles, entonces por el teorema 1.1.7, |1 — z|| > 1, Vz € ker . Luego,

A+ z| > A =[v(A+2)|, Ve € kerp, YA € C (1.29)
Como (1) = 1, entonces
Vae A,a=xz+Y(a)-1, conz € ker (1.30)

Luego, (1.29) implica que ¢ es continuo en A y |[¢|| < . Ahora vamos a demostrar que i es
multiplicativo. Para ello demostraremos primero que

x € kertp = 2 € keryp (1.31)

En efecto, sea = € kerv con ||z|| =1 y definir

n!

n=0

Como [(z™)| < [|[¥|||l=™]] < [|[¥]l]|=]™ < 1, entonces f(A) tiene radio de convergencia oo y |f(A)| <
el ¥\ e C. Ademss f(0) =1y f/(0) = ¢(z) = 0. Por otro lado, la serie

n=0 ’

converge en norma y como en el caso escalar también se demuestra que E(A)E(u) = E(A+ p). En
consecuencia F(\) es invertible en A, YA € C (pues E(A\)E(—\) = 1). Por la continuidad de v,
Y(E(X)) = f(N), VA y por hipétesis f(A) = ¥(E(X)) # 0, ¥ A. Luego, por el lema 1.2.19, f(\) =1,
V \. En particular, f”(0) = 0. Es decir 1 (z?) = 0, demostrando (1.31). Por (1.30) y (1.31) tenemos

Y(a®) = (¥(a))? Yac A (1.32)
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Sustituyendo a + b por a en (1.32) resulta 1 (ab + ba) = 2¢(a)(b), Va,b € A. Luego,
ab+ba € ker, Va € keryp, Vb e A (1.33)

Pero, (ab — ba)? + (ab + ba)? = 2(a(bab) + (bab)a). Luego, (ab — ba)? € kervp, Vb € A. Por (1.32),
Y(ab—ba) =0, Va € kerp, Vb € A. Esto junto a (1.33) implican

xy € kery, Vo € ker), ,Vy € keri. (1.34)
Sean ahora a,b € A. Usando (1.30) y (1.34) resulta que 1(ab) = ¢(a)y(b), Va,bec A. R

Ejercicios 1.2.21.

1. Sea M3(C) el anillo de matrices 2 x 2 sobre C. Demuestre que los tnicos ideales de M»(C) son
los triviales. Note entonces que (0) es el unico ideal maxmal de M>(C) y que si a # 0 es un

elemento no invertible de M(C), entonces a no esté contenido en ideal maximal alguno de
M;(C).

2. Demuestre que los teoremas 1.2.8 y 1.2.9 son en general falsos en dlgebras de Banach con
unidad de norma 1 que no son conmutativas.

3. Exhiba un ejemplo no trivial de dlgebra de Banach A con unidad que no sea conmutativa pero
que Y € A se tenga o(z) = {¢(z) : ¥ es un cardcter de A}.

4. Demuestre detalladamente la existencia del dlgebra B en el enunciado del lema 1.2.10.
5. Sea A = My(C)y B = {( 8 Z ) : a € C}. Demuestre que B es subélgebra conmutativa

maximal de A que contiene a © =

0 1
embargo que o4(x) # op(x). ;No contradice este ejemplo al lema 1.2.107

01 ) Note que x es la unidad de B. Demuestre sin

6. Sea A un algebra de Banach con unidad de norma 1. Sean x,y € A tales que xy = yx.
Demuestre que

a) o(x+y) Co(x)+o(y) (={A+p:rea(@),pecaly)})
b) o(xy) Co(x)o(y) (= {Mu:Aea(z),pealy)})

7. Exhiba ejemplos donde a) y b) no son igualdades en el ejercico anterior.

8. Demuestre que a) y b) son en general falsos en el ejercicio 6 anterior si no se supone la
conmutatividad de los elementos z e y.

9. Sea A un algebra de Banach conmutativa con unidad de norma uno. Demuestre que = € A es
invertible si y solo si, ¥(x) # 0, para todo cardcter ¢ en A. jEs ésto verdad si A no se supone
conmutativa?

10. Sea A un dlgebra conmutativa con unidad de norma 1. Demuestre que la interseccién de todos
los ideales maximales de A coinciden con sus elementos casinilpotentes.

11. Exhiba un ejemplo de algebra de Banach sin elementos casinilpotentes.

12. Sea X un espacio métrico compacto. Demuestre que todo ideal maximal de C(X) es de la
forma M., = {f € C(X) : f(xo) = 0}.
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13. Sea X un espacio de Banach complejo y sean A, B € Z(H). Si 0(A)
> en £ (X @ X) que conmutan con (

o(B) = 0, determine

los operadores ( g r

0
B
14. Con las hipdétesis del ejercicio anterior, demuestre que el operador (

(ﬁ g>v063u)

15. En ¢1(Z") definir producto mediante (a, )5 o (bn)oeg = (Z an_kbk> . Demuestre que ¢1(Z")

) es similar con

k=0
es un algebra de Banach conmutativa con undad de norma 1. Determine sus caracteres.

16. Demuestre que cada automorfismo de un algebra de Banach conmutativa con unidad de norma
1 es continuo.

17. Demuestre el siguiente teorema de N. Welener Sea (an)pe una sucesiéon compleja absoluta-

n=—oo

mente convergente. Si f: R — C, t — g a,e™ nunca se anula, entonces hay una sucesién

n=—oo

de complejos absolutamente sumable (b,,) tal que Z bpe'™, YVt € R.

n=—oo

1
O
1.3. Calculo Funcional de Riesz-Dunford-Gelfand

Sea A un algebra sobre los complejos y sea € A. Si p(A\) es un polinomio complejo y si
p(A) =agp+ a1 A+ - -+ a, A", entonces conocemos que p(x) = ag+ajx + - - -+ a,x". En esta seccién
daremos significado a p(x) en caso de ser p(A) una serie de potencias cuyo circulo de convergencia
contiene al espectro de z. Mas general, daremos significado a f(z) cuando f es una funcién analitica
cuyo dominio de analiticidad contiene a o(x). Para ello tratamos de extender los métodos del curso
de analisis complejo ajustandolos a esta situaciéon. Se puede acortar este tratamiento a través de
la definicién 1.3.7. Arrancamos del siguiente modo: Sea X un espacio de Banach complejo y sean
F:la,b] CR— X, a:[a,b] CR — C dos funciones. Sea P = {tg,t1,...,t,} una particién de [a, b]
y sea

S(F,a, P) ZF afti-1))

con t; € [ti—1,ti], = 1,2,3,...,n. Note que S(F,a,P) € X. Si F es continua y « es de variacién
acotada, se demuestra como en el caso escalar que si || P|| = méax |t; —t;—1], entonces ||11°illm S(F,a, P)
7 —0

existe; es decir, existe R € X tal que Ve > 0, hay una particién P. con ||S(F,a, P) — R|| < €, cada
vez que P es una particién de [a, b] que refina a P.. Este R, el cudl es tnico, se denota por

b
/F@m@

Si ahora U C C, si la funcién F : U — X es continua y si « : [a,b] — C es una curva rectificable en
U (esto ultimo es, afa,b] C U), entonces definimos

Lﬂmwzlym@mmw
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Como siempre se demuestra que esta integral es lineal y que

I FOYa] < te) i [PV (1.35)

donde /() es la longitud de av y A\ € « significa A € afa, b]. En lo sucesivo, tanto la curva como su
trayectoria o recorrido, seran denotados por el mismo simbolo.

Definicion 1.3.1. Sea X un espacio de Banach complejo y sea U C C abierto. Una funcién
F:U — X se llama analitica en U si Vg € U,

. F(\) = F()o)
1 _ N/ O NV
e A — Ao

existe; es decir hay xg € X tal que Ve > 0, existe § > 0 tal que

FQ) = F(M)

0<|A=X| <d=] N

— LL‘Q” <e
Teorema 1.3.2. Sea X un espacio de Banach complejo y sean U C C abierto y FF : U — X
analitica. Sea o una curva rectificable cerrada contenida en U que es homotdpica a una constante

en U. Entonces
/ F(\)dA =0
(6%

Demostracion. Sea ¢ € X*. Entonces, ¢p o F' : U — C es analitica. Como ¢ es continua, conmuta
con el limite en norma; luego, ¢( [, F(A\)dA) = [ (¢ o F)(N)dA.

Por el teorema de Cauchy visto en el curso de andlisis complejo, [ (¢ o F)(A)dA = 0, y
asi ¢([, F(A)dX\) = 0, V¢ € X*. Como una consecuencia del teorema de Hahn-Banach, [ F(\)d\ =
0.1

Teorema 1.3.3. Sea X un espacio de Banach complejo y sea F' : C — X analitica. Si F es acotada
(es decir, hay M > 0 tal que |[F(N)|| < M, VA € C), entonces F es constante.

F(A) — F(\
Demostracion. Sean ¢ € X*, \g € Cy lim M

= xp. Por la continuidad y la linealidad
A—Xo )\ - )\0

de ¢ tenemos que
. (9o F)(A) — (90 F)(M)
l pu—
Py X— o #(wo)
Luego, ¢po F : C — C es analitica. Ademads ¢o F' es acotada pues |[(¢po F)(N)| < [|8]|[|F(N)]|| < ||¢|| M,
VA € C. Por el teorema de Liouville, visto en el curso de andlisis complejo, ¢ o F' es constante,
Vo e X*. Asi, o(F(N) = ¢(F(0),Vope X*, VYAeC. F(\)=F(0),vreC. 1

Aunque el siguiente resultado no lo usaremos en el texto, excepto para resolver el ejercico 5 al
final de esta seccién, lo incluimos aqui como una informacién adicional.

Teorema 1.3.4. Sea X un espacio de Banach complejo y sea U C C abierto, Entonces, F : U — X
es analitica si y solo si, po F : U — C es analitica, V¢ € X*.

Demostracion. Si F: U — X es analitica entonces claramente ¢po F' : U — C es analitica, Vo € X*.
Reciprocamente, debemos demostrar que VA € U,

FA+h)—F(A

i PO = FO)
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existe en X. Para ello, es suficiente demostrar que si A € U y si (h,) es una sucesién de complejos
)

F(A+h,) — F(\
distintos entre si, son h,, — 0 (n — o), entonces lim A+ ;Z ()
n—oo n

F(A+hy)—F)\
R,

n=1
demostrarlo, sea ¢ € X™*. Por hipétesis ¢ o F' : U — C es analitica. Por la formula de Cauchy vista
en el curso de andlisis complejo tenemos, a partir de un cierto n, que:

(o F)A+hn) = (9o F)(A) 1 1 ( (o F)(w) _(<Z>OF)(M)>dM
hn, ho 270 )y \ pp — (X + ha) w— A
1 (¢ o F) (1)

~2mi )y (= v+ ) (= )

existe en X. Pero, como

X es de Banach, es suficiente demostrar que ( es una sucesion de Cauchy. Para

dp

donde 7 es la frontera del circulo D con centro A y radio 7 > 0, tal que D C U (note que A+ h,, € D
a partir de un cierto n). Luego, el valor absoluto de

(o F)(Athn)=(¢oF)(A) _ (¢oF)(Athm)—(¢oF)(N)

hn hm

hp — hm

€S

1 (¢po F) (1)
2mi /7 A=) (pp— A= hp))(p— (A + hm))du

4
el cudl es < — meéx |(po F)(p)| (note que |y — (A+hy)| > 5 sip € 7). Luego, la sucesién doble con
2 pey

términos
F(A+hn)—F(\)  F(A+hm)—F(\)

hn hm

hn — b,

esta débilmente acotada. Esta sucesién esta acotada en norma. Es decir, hay M > 0 con

H FA+hy) =F(\)  FQA+hg) = F(\)

< Mlh,, — hn,
2 ) H_ | |

demostrando que (%}L_F(A)) es una sucesién de Cauchy en X.
Lema 1.3.5. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1 y sea x € A fijo. Entonces, la funcion
p(z) = A, X — (A —2)7! es analitica.

Demostracion. Note primero que esta funcién es continua como una consecuencia del teorema 1.1.9
(4) (pues esta funcién es la composicién A — A-1—x — (XA -1 —z)7!). Fijar ahora A\ € p(z).
Entonces, por la mencionada continuidad, tenemos

) I G ) -1 -1 _ -2
=

(vea la demostracién del lema 1.1.23). B

Note que el lema anterior se puede demostrar también combinando el teorema anterior con el
lema 1.1.23.

Lema 1.3.6. Sea A un dlgebra de Banach. ST F : U — A y G : 'V — A son analiticas entonces
F+ Gy F -G son analiticas en U NV
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Demostracion. Imitar la correspondiente demostracién en el caso complejo. B

Definicién 1.3.7. Sea v =y Uy U--- U, donde ~; (i = 1,2,...,n) es una curva rectificable
simple cerrada en C y 7; Ny; = () si i # j. Entonces, v se llama un camino en C.

Definiciéon 1.3.8. S C C se llama un dominio de Cauchy si A es abierto y tiene un ntimero
finito de componentes conexas cuyas clausuras son disjuntas de a pares y su frontera Fr S es un
camino.

Para los efectos de integracién que pronto definiremos, la frontera de un dominio de Cauchy S
se orienta del siguiente modo: si F'rS = vy Uy U--- U, como en la definiciéon 1.3.7 entonces ~;
(i=1,2,...,n) se orienta en el sentido opuesto al movimiento de las agujas del reloj si la clausura
de la componente conexa que intersecta a -y; estd contenida en el interior de la curva ~; y se orienta
en el sentido de las agujas del reloj si dicha clausura estd contenida en el interior de la curva =;.

Definiciéon 1.3.9. Si F': A C C — X es continua y si A contiene al camino -, definimos

/F(A)dA:/ F()\)d)\+---+/ F(A\)dA

Tn

donde vy =71 Uy U---U~, es la descomposicién de v segin la definicién 1.3.7.

Motivados por la férmula de Cauchy vista en el curso de anélisis complejo, es que ahora vamos
a introducir la siguiente definicion, debida a F. Riesz, quien la introdujo para demostrar el teorema
1.3.23 que pronto veremos.

Definicion 1.3.10. Sea A un &lgebra de Banach con unidad 1 y sean ademasx € Ay f: U — C
una funcién analitica, donde el abierto U contiene al espectro o(z) de x. Definimos
1
flx) = 5= FO)A =)~ dA (1.36)
2mi FrS
donde S es cualquier dominio de Cauchy tal que o(z) C S C S C U. (note que el integrando es
analitico por el lema 1.3.5 y por un obvio ajuste del lema 1.3.6)

Para que la definicién 1.3.10 tenga sentido debemos demostrar dos cosas: primero, que un tal
dominio S siempre existe y segundo, que la férmula (1.36) es independiente de un tal dominio S.
Esto lo demostraremos en los siguientes dos lemas.

Lema 1.3.11. Sean K C C compacto y U C C abierto con K C U. Entonces, existe un dominio
de Cauchy S tal que K CSC S CU.

Demostracion. Sea d = dist(C — U, K). Entonces, d > 0. Como K es compacto, hay un nimero

n
finito de discos abiertos Dy, ..., D, con centros en K y radio g, que cubren a K. Sea S = U D;.

i=1
Entonces, S es un dominio de Cauchy ( cuidado que su frontera no es necesariamente la unién de
las circunfeencias correspondientes a cada D;) y se tiene K C SCc ScU.

Lema 1.3.12. Sea A un dlgebra con unidad 1 y sea x € A fijo. Si S1 y si So son dos dominios de
Cauchy que contienen a o(x) y si f, con valores en C, es analitica en una vecindad de S1 U Ss,
entonces

/ FOON=z)7tdr = / FOON —2)7tdA (1.37)
FrS;

Fr So
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Demostracién. Por el 1.3.11, hay un dominio de Cauchy Sy tal que o(z) C Sy C So C S1NSs. Ahora,
es suficiente demostrar que (1.37) es vélida al poner Sy alli en lugar de Sy. Para ello, sea ind(\, «)

el indice del punto A con respecto a la curva cerrada « y definamos ind(\,y) = Z ind(\,v;), donde

i=1
vy los 7; son somo en la definicién 1.3.7. Note, entonces, que ind(\, F'r S1) = ind(\, Fr Sy), VA en
una vecindad V de S1\o ().

Del curso de analisis complejo conocems que entonces F'r S1\Fr Sy es homotdpica a una cons-
tante en V. Luego, el teorema 1.3.2 completa la demostracion. B

Necesitamos ahora el siguiente lema.

Lema 1.3.13. Sea X un espacio de Banach complejo y sean v1 y v2 dos caminos en C. Sea
F : vy X v — F(\ ) una funcion continua. Entonces

1. G(p) = / F (X p)dX es continua en vy,
71

2. / / F()\,,u)d)\d,u:/ F(X\, p)dud
72 I 7 I

Demostracion. Es suficiente demostrar el lema en caso de ser 71 y 72 curvas cerradas.

1. Como 7; X 2 es compacto y F' es continua, entonces F' es uniformemente continua. Sea € > 0
y elegir 6 > 0 de modo que:

e
|Adr = Ao + [ — p2 > 6 = [[F(A1, 1) — F(A2, p2)|| < o)’

donde #(~1) es la longitud de ~;. Luego, usando (1.35) tenemos VA € 1 que: u,pg € y2 y
Il — pol <0 = ||G(p) — G(po)]| < &, demostrando que G es continua en 7.

2. Sean po, ft1, - .., fhn €0 y2 y @ un punto de 2 entre p;—1y p; (1 =1,2,...,n). Sea
n
S =Y G(ui) (i — i)
i=1

Sin — oo, entonces

S"_)/w G(u)du:/w A PO\ p)dAd (1.38)

n
Por otro lado S, = / Z F(\, 1) (g — pi—1)dA. Pero, si §; es el segmento de la curva v que
M =1
va desde p;—1 hasta pu;, entonces

n

S FOu) s = i) = 3 [ PO
=1 =1 i

&

n n

F(\, p)dp = Z/ (F(\ 1) = F(\ ) du
2 i=1 70

d;
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Sea € > 0 y sean los p; elegidos de modo que

B O )~ PO < s
m

Entonces por (1.35), tenemos:

Sn —/ F()\,,u)dud/\H = ‘
Y1 Y2

Teorema 1.3.14 (I. Gelfand). Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1. Sea x € A fijo y sean
f y g dos funciones con valores complejos que son analiticas en una vecindad de o(x). Entonces,

f(x)g(z) = (f - g)(x). Es decir,
f@)g(z) = = FN) g\ = z)7tdA

270 Jpr s

donde S es cualquier dominio de Cauchy que satisface:

o(z) cScSC DomfnDomg, (Domf = dominio de f)

Demostracién. Usando el lema 1.3.11, elegir un dominio de Cauchy Sy tal que o(z) C Sg C So C S.
Entonces

i) = (g7 [ 00070 ) (G [ e ')
() [ s )7 )

(vea el ejercicio 1 de 1.3.31). Luego,

f(@)g(z) = <2m> /FS A g;”) (p—2)™t = (A —2)7") dudA

(vea la demostracién del lema 1.1.23). Como u € Fr Sy So C S entonces, para cada A € Fr .S,
g(p) (N — p) "X — )71 es analitica en u € Fr S. Luego, por el teorema 1.3.2, tenemos

Flelgle) = (27”> /Frso Frs A g‘(f)(u—a:)ldud)\
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f(a)g(a) = (;)2 Lo B s
— (;T / f“)dA) 91) (i — )

_27Ti FrS FTS)‘_:U'

Por el lema 1.3.13

Por la férmula de Cauchy, finalmente tenemos que:

f)g(x) = —— /F Tdglon) =)

2

Sea ahora A un algebra de Banach con unidad 1. Sea también = € A fijo. Sea F'(o(z)) el dlgebra
de todas las funciones analiticas definidas en una vecindad de o(x) con valores en C. (La vecindad
no necesita ser fija y puede variar con la funcién). Las operaciones de algebra para F(o(x)) son las
habituales; esto es:

(f+9)(N)=Ff(A)+g(N), VYAe DomfnDomg
(af)(N) =af(N), YAeDomfaeC
(f-9)) = F(\g(N), YA€ Dom 0 Domyg

Teorema 1.3.15 (I. Gelfand). Sea A un dlgebra con unidad 1 y sea © € A fijo. Entonces,
O : F(o(x)) — A, f— f(x) es un homomorfismo de dlgebras tal que (1) = 1.

Demostracion. ® es claramente lineal, hecho que unido al teorema anterior implican que ® es un
homomorfismo de algebras. Que ®(1) = 1 es una consecuencia directa del siguiente teorema también
debido a Gelfand. ®

Teorema 1.3.16. Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1y sea x € A fijo. Si la funcion compleja
o0

con valores complejos f tiene una serie de potencias f(\) = Zak)\k, vdlida en un disco centrado
k=0

oo
en el origen y que contiene a o(x), entonces f(x) = Zakazk.
k=0

Demostracion. Note que hay un € > 0, donde la serie de potencias dada converge uniformemente
en D = {\: |\ < r(z) + e}, donde, como siempre, r(x) es el radio espectral de z. Entonces, si
vy =A{X: A =r(z) + §}, se tiene

— 1 = k — o 1 - k _
f(:n)—2m,/7<kzzoak)\>()\—m) 1dx_2mkz:0ak/7x (A —z)"tdA

_ k _ k
=5 E akLA g pVEa! dA = E aRx
j=0 k=0

k=0

o
x‘j
ya que para |A| > 7(z) tenemos que (A\—z) ! = Z T (vea el corolario 1.1.28) y ya que del curso
§=0
de analisis complejo conocemos que f,y ANdAescerosin# —1lyes2misin=—1. 1
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El siguiente teorema se debe a N. Dunford.

Teorema 1.3.17 (Teorema de la Aplicacién Espectral). Sea A un dlgebra de Banach con
unidad 1y sea x € A fijo. Si f € F(o(x)) entonces f(o(x)) = o(f(z)).

LJ“), p € Dom fypu##A

f,()‘)v :u:)‘

Entonces, g es analitica en una vecindad de o(z) y por el teorema 1.3.15,

) = f(@) = (A = 2)g()

Si f(\) — f(z) fuera invertible en A, entonces A — z serfa invertible con inversa g(z)(f(\) — f(z)) !
(vea ejercicio 8 de 1.3.31), lo cudl estarfa en contradiccién con A € o(z). Luego, f(\) € o(f(z))
y por lo tanto f(o(x)) C o(f(z)). Reciprocamente, sea A € o(f(X)). Debemos demostrar que
A € f(o(x)). Suponer lo contrario. Luego, g(u) = (f(u) — A)~! pertenece a F(o(z)) y por el
teorema 1.3.15, g(z)(f(z) — A) = 1= (f(x) — A)g(x), contradiciendo la suposiciéon \ € o(f(z)). R

Demostracion. Sea A € o(z) y sea g(u) = {

Teorema 1.3.18 (N. Dunford). Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1 y sea x € A fijo. Si
feF(o(z))y feF(o(f(x))), entonces go f € F(o(x)) y se tiene (go f)(z) = g(f(z)).

Demostracion. Por el teorema anterior, g € F(f(o(z))). Luego, go f € F(o(z)). Para demostrar
la igualdad del enunciado, sea S; un dominio de Cauchy: o(f(z)) C S1 C S1 C Domg y sea Ss un
dominio de Cauchy: o(x) C Sy C Sy C Dom fy f(S2) C S (esto ltimo es posible gracias al lema
1.311 con K = o(x) y U = f~1(S —1)). Luego, FrS1 N f(S2) = 0, y ast, u — (A — f(u))~ ! es
analitica en una vecindad de o(z), VA € Fr .S;. Por la definicién 1.3.10,

A= f@) = [ = f) Np—2)dp A€ FrSy
27 J g, S5

Usando sucesivamente esta igualdad, el lema 1.3.13 y la férmula de Cauchy, tenemos:

g(f(z)) = ! g\ — f(z))" A

2mi FrS;

_ 1 1 B iy oy
2 Frslg(A)<2m/Fr51(A f)™ (p— ) du)d)\

_ 1 1 9N R
- 2mi Fr Sy <27”’ /FTS1 A— f(H)d)\> (Iu ) du
_ ! g(f() (5 — 2)"dp = (g o f)(x)

2mi Fr Sy

La definiciéon 1.3.10 junto a las propiedades bésicas aqui presentadas es lo que llamamos el
calculo funcional de Riesz-Dunford-Gelfand. Riesz demostré usando su definicién 1.3.10 el
teorema conocido con el nombre de teorema de descomposicién de Riesz el cudl sera enunciado y
demostrado en 1.3.23.

Ahora, pasamos a aplicar estos resultados a la teoria de operadores. Pero antes, notemos que si
A es un algebra de Banach con unidad 1 tenemos entonces por el teorema 1.3.16 que:

o  k

@ T
k!’
0

[ =
k=

Vee A
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es un elemento de A y como en el caso escalar se demuestra que
et =Y, Vax,ye€ Aconxy=yx (1.39)

En particular, e* es invertible con inversa e™%, Vx € A.

Estos hechos los usaremos en el dlgebra A = £ (H), donde H es un espacio de Hilbert en el
siguiente.

Teorema 1.3.19 (B. Fuglede - C. Putnam). Sea H un espacio de Hilbert y sean M,N,T €
Z(H) con M y N normales ( es decir, conmutan con su propio adjunto). Si MT = TN entonces
M*T =TN*.

Demostracion. (M. Rosenblum) Sea S € Z(H) y sea V. = § — S*. Note que V* = —V. Luego
(")l =eV =€ = (") (vea el ejercicio 6 de 1.3.31). Luego, ¢ es unitario y en particular,

1557 =1, VS e.Z(H) (1.40)

Como MT = TN entonces M™T = TN", n=0,1,2,...y asi €T = TeN. Luego, T = e MTe",
y como M y N son normales, entonces, por (1.39), eM Te™N" = M ~MTeN=N" Usando (1.40)
tenemos

e Te= ™" || < ||T| (1.41)

Sea f(\) = e’\M*Te:)‘N*, A € C. Entonces por (1.41) y porque la hipétesis del teorema no se altera
al sustituir M por AM y N por AN, tenemos que || f(A)|| < ||T]], VA € C. Por el lema 1.3.6 f es
analitica en C. Por el teorema 1.3.3, f(A) = f(0), VA € C.

Es decir, f(A\) = T, VA € C de donde eM"T = TeMV" VA € C. Sea ¢ € £ (H)*. tomando en
cuenta la definicién de e y de eV, tenemos:

Z Z

y por la unicidad de las series de potencias de radio de convergencia mayor que cero, tenemos en
particular que ¢(M*T) = ¢(T'N*). Como ¢ € Z(H)* fue arbitrario, entonces tenemos M*T = T N*.
[ |

Corolario 1.3.20. Sean M, N € Z(H) normales. Si M y N son similares (es decir, hay T € £(H)
invertible con M = TNT~') entonces, M y N son unitariamente equivalentes. (Es decir, hay

unitario U € £ (H) tal que M = UNU!).

Demostracion. Sea T € £ (H) invertible con M = TNT~! y sea T = UP la descomposicién polar
de T. U es unitario. Vamos a demostrar que M = UNU?*. En efecto, como MT = TN entonces
por el teorema anterior M*T = TN*. Tomando adjuntos y recordando que P? = T*T resulta
NP? = P2N. Tenemos NP = PN. Pero, entonces, M = TNT~' = UPNP~'U*=UNU*. R

Nuestra proxima aplicacién es un resultado debido a T. Crimmins y P. Rosenthal. Para ello
necesitamos la siguiente definicién.

Definicién 1.3.21. Sea A un &algebra de Banach con unidad y sea z € A. El espectro lleno
n(o(x)) de x es el espectro de z junto a todos sus huecos. Es decir, n(o(z)) = C\ poo(z).

Por ejemplo, si o(z) = {\: |A\| = 1}, entonces n(c(x)) = {\: || < 1}.



1.3 Célculo Funcional de Riesz-Dunford-Gelfand 33

Teorema 1.3.22 (T. Crimmins - P. Rosenthal). Sea X un espacio de Banach complejo y sea
T e L(X). Si f, con valores en C, es una funcion analitica en una vecindad de n(o(T')), entonces
latT Clat f(T'). Si ademds f es 1 — 1, entonces latT = lat f(T').

Demostracion. Sea M € latT. De acuerdo con el lema 1.3.11, elegir un dominio de Cauchy S tal
que: B
n(e(T))cScSC Domf (1.42)

Entonces, por 1.36, f(T) = 55 [ ¢ [(N(A =T =71 dA.

2w
Si A € FrS entonces A\ € poo(T) (esto se debe a (1.42) ya que S es abierto en el conexo C.
Asi, A € Fr S implica A ¢ S). Luego, por el teorema 1.1.31, M € lat(A — T)~!, YA € FrS. Pero,
por la definicién de integral, f(7T') es un limite en norma de combinaciones lineales de la forma
S a;(A_T)71, de donde se deduce facilmente que M € lat f(T).

Si ahora f es ademds 1 — 1, sea U un dominio de Cauchy con n(o(T)) C U C U C Dom f. Por
el teorema 1.3.17, f(U) D o(f(T)).

Recordemos ahora que un conjunto A del plano no tiene huecos, si y solo si, cada componente
conexa de A es homeomorfa con el disco unitario abierto (vea teorema 13.4.1 de W. Rudin: Andlisi
Real y complejo). Luego, como fes1—1y f(U)Do(f(T)), entonces f(U) contiene también a los
huecos de o(f(T)). Es decir,

FU) Dn(e(f(T))) (1.43)
Sea g = f~1: f(U) — U. Note que g es analitica y (go f)(A\) = A, ¥, A € I. Por el teorema 1.3.18,

g(f(T)) =T. Por (1.43) y por lo demostrado en la primera parte tenemos que lat f(T") C lat g(f(T)).
Es decir, lat f(T) ClatT. R

Teorema 1.3.23 (Teorema de Descomposicién de Riesz). Sea X un espacio de Banach
complejo y sea T € £ (X). Suponer que o(T) es disconexo y que o(T) = o1 Uoy con 01,09 cerrados,
no vacios y o1 Naog = (). Entonces, T tiene un par de subespacios hiperinvariantes no triviales M vy
N que son complementarios y satisfacen o(Th) = o1 y o(Tn) = 03.

Demostracion. Sean U y V' dos abiertos disjuntos tales que o1 C U y o9 C V. Definir ahora f
mediante

) =

1 siAeU
0 sixeV

Note que f es analitica en U U V. como f? = f entonces por el teorema 1.3.4, P = f(T) satisface
P?=P.Si M = RanP y N = ker P (= Ran(I — P)), entonces M y N son complementarios y
son cerrados. Usando el teorema 1.3.17 tenemos o(P) = o(f(T")) = f(o(T)) = f(o1 Uoa) = {0,1}.
Luego, P # 0y P # I. Luego, M y N son no triviales (esto es # (0) y # X). Si ahora ST =TS
entonces Sf(T) = f(T)S (vea ejercicio 8 de 1.3.31). Luego, SP = PS y asi M es invariante
para S. Como S(I — P) = (I — P)S entonces N es también invariante para S. Es decir, M y
N son hiperinvariantes para T'. Resta demostrar que o(Ty) = o1 y 0(Tn) = 032. Para ello, sea
a¢o(Ty)Uo(Ty) y sea

Rz+y)=(a—Ty) o+ (a—Ty) 'y VeeM,Vye N
Entonces, R define una funcién lineal en X. Como
IR(z + )l < [I(a = Tar) "l + 1 (e = Tw) ]l
= (e = Tar) [P + )] + (e = Tw) " HIII(T = P)(z + )
< ([Ita = Tar) " HIPI + ll(e = Tw) I = P)I) [l + yli
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entonces R es ademds acotado. Note ahora que como T(x +y) = Tyx + Ty, Ve € M, Vy € N
entonces (« —T)S =1 = S(a—T). Luego, o ¢ o(T). Esto es,

o(T) Co(Ty)Uo(Ty) (1.44)

Pero,
o(Ty) Co1, o(Tn) C oo (1.45)

En efecto, la funcién
o) = {7 A€ U]
0 ,siAeV
es analitica en (U\{a})UV. Como (U\{a})UV contiene a o(T) (pues es igual a UUV si o € 03) y
como (a—A)ga(A) = f(A), entonces por el teorema 1.3.4, (¢ =T)go(T) = go(T)(a—T) = f(T) = P.

Luego, (o« — Tha)9a(T)rr = ga(T) (o — TM) = Ips. Esto implica o ¢ o(Thy) y asi o(Tar) C o;.
La segunda inclusién en (1.45) se trata similarmente. Por (1.44), (1.45) y porque o(T') = o1 U 09
con o1 Nog = (), tenemos finalmente que o(Ty) = o1, o(Tn) = 02. B

Los subconjuntos o1 y o2 de o(T) que satisfacen la hipdtesis del teorema anterior se llaman
conjuntos espectrales de T en el libro de Dunford-Schwartz de la bibliografia. Invitamos al lector a
conocer mas sobre ellos consultando dicho libro.

Nosotros ahora vamos a introducir otro concepto de conjunto espectral de T debido a J. von

Neumann.

Definicién 1.3.24. Sea H un espacio de Hilbert y sea T' € .Z(H). Entonces, E C CU {o0} se
llama un conjunto espectral de T (segiin J. von Neumann) si

1. Eescerradoy o(T) C E

2. IF/(D)|| < sup|f(T)|, para toda funcién racional f con polos fuera de E.
AEE

Recuerde que una funcién racional f se escribe como el cociente de polinomios py g y si py
q son primos entre si entonces los polos de f son los ceros de g. Como f tiene un nitimero finito
de polos entonces, si sus polos estéan fuera del cerrado FE, existe un abierto que contiene a o(7)
en donde f es analitica. Esto es, f € F(o(T)) y asi f(T') esta definida por el célculo funcional de
Riesz-Dunford-Gelfand y por lo tanto tiene todas las propiedades que de él hemos estudiado.

Ejemplos 1.3.25.

1. C es un conjunto espectral para cada T' € Z(H). En efecto, una funcién racional cuyo tinico
polo es oo, se reduce a un polinomio y si f no es constante entonces sup |f(\)| = oo. Si ahora
C

XS
f(A) = Ao, YA € C, entonces f(T) = Aol y por lo tanto || f(T)| = || =sup|f(N)]
AeC
2. Claramente, si E es un conjunto espectral de T'y F D E, entonces F (la clausura de F) es
también un conjunto espectral de T

3. Si E es un conjunto espectral de T'y f es una funcién racional con polos fuera de E entonces
f(E) es un conjunto espectral de f(7'), donde la barra es clausura. Para demostrarlo, note
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primero que por el teorema 1.3.17, o(f(T)) C f(E). Ademds, si g es una funcién racional con
polos fuera de f(E) entonces g o f es una funcién racional con polos fuera de o(T"). Luego

lg(F TN =g o HT)]| < sup (g o f(M]

AEE
= sup |g(p)| < sup |g(p)]
pef(E) pef(E)

(La primera igualdad se debe al teorema 1.3.18 y la primera desigualdad al hecho de ser E un
conjunto espectral de T).

4. No siempre el espectro de T' es un conjunto espectral de T' (considere operadores casinilpo-
tentes). Pero, cuando T es normal entonces el espectro es un conjunto espectral de 7' como se
deduce del siguiente teorema.

Teorema 1.3.26. Sea H un espacio de Hilbert y sea T € £ (H). Entonces, o(T') es un conjunto
espectral de T' si y solo si || f(T)|| = r(f(T)), para toda funcion racional f con polos fuera de o(T)
(como siempre r es el radio espectral).

Demostracion. Por el teorema 1.3.17, tenemos que para cualquier f del enunciado, r(f(T)) =

sup |f(A)|. Luego, si o(T') es un conjunto espectral de T', entonces r(f(T)) < || f(T)|| < sup [f(N)] =
Aeo(T) Aeo(T)
r(f(T)), ast ||f(T)|| = r(f(T)) para toda funcién racional f con polos fuera de (7). El reciproco

es claro.

Corolario 1.3.27. Si H es un espacio de Hilbert y si T € £ (H) es normal, entonces o(T') es un
conjunto espectral e T.

Demostracion. Note que f(T) es también normal. Entre paréntesis, si 7' es hiponormal entonces
f(T') no es necesariamente hiponormal donde f es aqui una funcién racional con polos fuera de
o(T).

Usar ahora el teorema 1.1.30 y el teorema anterior para completar la demostracién. B

Ya sabemos que C es un conjunto espectral para todo T' € Z(H). No es claro, sin embargo,
que cada T' € Z(H) tenga un conjunto espectral compacto. Esto es verdad y se deduce del teorema
de la desigualdad de von Neumann. Para enunciar y demostrar dicha desigualdad necesitamos
primero el teorema conocido como el teorema de la dilatacion unitaria fuerte para contrac-
ciones.

Teorema 1.3.28 (B. Sz-Nagy). Sea H un espacio de Hilbert y sea T € £ (H) una contraccion
(IT| < 1). Entonces, hay un espacio de Hilbert K donde H es un subespacio y hay un operador
unitario U € £ (K) tal que T"x = PU"x,Vn=0,1,...,VYa € H. (P es la proyeccion ortogonal de
K sobre H).

Demostracion. (J. J. Schaffer) Como ||T|| < 1, entonces [ —T*T > 0y I — TT* > 0. Luego,
R=(I- T*T)% yS=(UI- TT*)% son operadores acotados en H. Sea

(o) (g

n<0 n>0
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Entonces, H es un subespacio cerrado de K. Sea ahora

O~
O ~N O
N3 o
I
Otonﬂ
*
O ~NO
O ~N O

Aqui, el operador T estd en la posicién (0,0). Entonces U € Z(K), y U es unitario pues UU* =
U*U = I. Ademéas, T"x = PU"z, Vx € H como el lector tiene la fécil tarea de comprobar. B

Teorema 1.3.29 (Desigualdad de J. von Neumann). Sea H un espacio de Hilbert y sea
T € £(H) una contraccion. Entonces, D = {\ : |\| <1} es un conjunto espectral de T. Esto es:

IF(T)] < sup [F(N), (1.46)

[AI<1

para toda funcion racional f con polos fuera de D.

Demostracion. Sea f una funcién racional con polos fuera de D. Entonces f es analitica en un disco
abierto Dy centrado en el origen que contiene a D. (vea los comentarios después de la definicién

o0
1.3.24). Si Zan)\” es la serie de potencias de f vélida en Dy, entonces, por el teorema 1.3.16

n=0

o
(note que Dy D o(T) pues ||T|| < 1), tenemos f(T') = Z a,T" € Z(H). Como esta serie converge
n=0

(o ¢]
en norma, en particular, tenemos que f(T)z = ZanT "r, Vo € H. Por el teorema anterior,

n=0
f(T)x =) a,PU = Pf(U)z, Vo € H. Luego, |f(T)z| < [|f@)x| < [f@)|||=|l, V& € H

n=0
y por lo tanto [|[f(T)[| < [[f(U)[lsupja=1 [f(A)], donde la tltima desigualdad se debe al corolario
1.3.27. 1

Corolario 1.3.30. Sea H un espacio de Hilbert y sea T € £(H).
Entonces {\: |\| < T} es un conjunto espectral de T.

Ejercicios 1.3.31.

1. Sea A un algebra de Banach con unidad 1y sean ademéds y € Ay F': U — A continua. Sea
S un dominio de Cauchy: S C U. Demuestre que

0) y( FTSF()\)d)\) :/FTSyF()\)d)\
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

b) (/FTSF()\)d)\> Y = /FTSF()\)yd)\

. Demuestre la férmula (1.35)

Demuestre el lema 1.3.6

Sea X un espacio de Banach complejo y sea F' : U — X analitica, donde U C C es abierto y

conexo. Si F' no es constante demuestre que U — R, A — ||F'(A)|| no asume maximo en U.

Sea X un espacio de Banach complejo y sea U C C abierto. Si F': U — X es continua y si

/ F(A)d\ = 0 para cada tridngulo v que junto a su interior estd contenido en U, demuestre
¥

que F' es analitica.

Sea X un espacio de Banach complejo y sea T € Z(X). Si f € F(o(T)), demuestre que
f(T") = f(T)', donde, denota transpuesto.

Demuesttre que la definicién 1.3.10 coincide con la usual en caso de ser f un polinomio.

Sea A un algebra de Banach con unidad 1 y sea ademds = € A. Sea f € F(o(x)). Demuestre
que yr = zy = yf(z) = f(x)y.

Sea X un espacio de Banach de dimensién finita y sea T € £ (X). Suponer que f, con valores
complejos es analitica en una vecindad de o (7). Demuestre que f(T') es un polinomio en 7.

Sea A un &lgebra de Banach con unidad 1 y sea ademés x € A un elemento casinilpotente.
Si U es una vecindad del cero y si f : U — C es analitica con f(z) = 0, demuestre que hay
n € N con 2™ = 0.

Sea A un élgebra de Banach con uidad 1 y sean ademds x € Ay f € F(o(x)). Si |f(\)| < M,
VA € Dom f, demuestre que r(f(z)) < M.

Sea A un dlgebra de Banach con unidad 1 y sea x € A. Suponer que

y={A:[Al =1} Cp(z)

1
Sea P la proyeccion espectral asociada con v y x; esto es: P = o / (A — a:)*ld)\. Demuestre
i
gl

que P = lim (1 —z")~!.

n—oo
Sea A un &lgebra de Banach con unidad de norma 1y sea x € A. Sean f,, f (n=1,2,3,...)
funciones analiticas con valores complejos definidas en una vecindad fija U de o(x). Suponer

que f, — f uniformemente en subconjuntos compactos de U. Demuestre que f,(z) — f(x)
en A.

Sea A un algebra de Banach con unidad de norma 1 y sea x € A. Sea f: D — C, donde D es
un disco abierto que contiene a o(x). Si f es analitica, demuestre que hay una sucesién (p;,)
de polinomios tales que p,(xz) — f(x) en A.

Sea A un algebra de Banach con unidad de norma 1. Sean x € A, B C C y ¢ > 0 tales que
dist(B,o(z)) > €. Demuestre que hay M > 0 con ||[(A—z)™"| < EMH, Vn=1,23...yVAeB.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

1.4.

Sea A un algebra de Banach con unidad de norma 1 y sea x € A tal que ||z|| < ' < r. Sea
f analitica en una vecindad de {\ : |A] < r} y suponer que |f(A)| < R en |A| = r. Demuestre

que || f(2)] < ;5.

Sea A un dlgebra de Banach con unidad de norma 1. Sea z € A tal que 0 ¢ n(o(x)). Demuestre
que x tiene un logaritmo y por lo tanto tiene raices de todos los érdenes.

Demuestre la férmula (1.39)

Exhiba ejemplos para verificar que el teorema 1.3.19 y el corolario 1.3.20 no son validos si M
6 N no son normales.

Sea X un espacio de Banach complejo y sea T' € £ (X). Si M € latT y si f es analitica en
una vecindad de o(T') U o(Tar), demuestre que M € lat f(T) y que f(Tar) = f(T)um-

Sea E cerrado con F D (7). Demuestre que E es un conjunto espectral de T si y solo si,

para toda funcién racional f con polos fuera de E tal que sup |f(A\)| < 1, se tiene || f(T)| < 1.
AEE

Si en la difinicién de conjunto espectral se suprime la hipétesis de ser E un conjunto cerrado,
demuestre que esta definicén es equivalente a nuestra definicén, demostrando que E es un
conjunto espectral de T si y solo si, E lo es.

Sea f una funcién racional con polos fuera de F, donde E es un conjunto espectral de T €
Z(H). Si f es el limite uniforme en E de una sucesién de polinomios, demuestre que f(F) es
un conjunto espectral de f(T').

Demuestre que U € Z(H) es unitario si y solo si {\: |A| =1} es un conjunto espectral de U.

Demuestre que T' € £ (H) es autoadunto si y solo si R es un conjunto espectral de T'. ;Qué se
puede decir al respecto si T es positivo?

Suponga que (1.46) es vélida solo para polinomios. Demuestre que ella es también vélida para
funciones racionales con polos fuera de D.

Sea T € Z(H). Demuestre que o(T) = N{E : E es un conjunto espectral de T'}.

Rango Numérico en Z(H)

Definicién 1.4.1. Sea H un espacio de Hilbert y sea T' € .Z(H). El rango numérico W (7T') de
T es el conjunto

W(T)={ e C: A\=<Tzx,x >, algin x € H con |[z| =1}

Ejemplos 1.4.2.

1.

W (T) es claramente un conjunto no vacio y es también acotado pues
| < Tz,xz>|<|T|

si ||z|| = 1. Ademas si «, § € C entonces W(aT+3) = aW (T)+[. (Recuerde que oI+ 3 es una
notacién para oI'+ (1, donde I es el operador identidad y oW (T')+5 = {aA+5: XA € W(T)}).
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2. Si S es el operador de desplazamiento unilateral en f5(Z™), entonces W(T) = {\ : |\| < 1}. En
efecto, como cada complejo de valor absoluto menor que 1 es un valor propio de S* (vea (5) de
ejemplos 1.1.14), entonces el disco unitario abierto esta contenido en W (S). Reciprocamente
si A € W(S) entonces hay z € H con ||z|| = 1y < Sz, >= ). Luego ||[Sz — \z|? =
|Sz|? —2Re < Sz, z > +|A|2 = ||Sz||? — |\ < 1—|A|%2. Como S no tiene valores propios (vea
(5) de ejemplos 1.1.14), entonces ||Sz — Az||? > 0 y asf [A\| < 1. Luego, W(S) = {\: |\ < 1}.
Note, en particular, que W (S) no es un conjunto cerrado.

3. SiT € Z(H), conocemos que o(T) = o(SITS), VS € Z(H) que es invertible. Sin embargo,
en el caso del rango numérico es posible tener W (T) # W (S~1TS) para algiin invertible S.
Por ejemplo en H = C? con el producto euclideano, sean T' = ( (1) (1) > y S = < (1) 1 >
Entonces con la ayuda del préximo teorema 1.4.3 y su corolario, vemos que W (T') es real. Sin
embargo W (S~1T'S) contiene valores complejos.

4. En la seccion 1.1 hemos visto que el espectro de un operador es un conjunto compacto no vacio
y que todo conjunto compacto no vacio es el espectro de algtin operador. En el teorema 1.4.3
veremos que el rango numérico de un operador es un conjunto convexo. Debemos preguntarnos
si todo conjunto no vacio acotado y convexo es el rango numérico de algiin operador. La
respuesta es negativa para H separable pues entonces .Z(H) tiene la cardinalidad ¢ de los
reales. Sin embargo, hay 2¢ conjuntos convexos acotados en C.

Teorema 1.4.3 (O. Toeplitz - F. Hausdorff). Para cada T € L (H), W(T) es un conjunto
convezxo.

Demostracion. Sean A1 y Az dos elementos distintos en W (T'). Debemos demostrar que el intervalo
[A1, A2] estd contenido en W(T'). Una adecuada transformacién del tipo f : C — C, z — az +
B, transforma el intervalo [Aj, A2] en el intervalo [0,1]. Este hecho junto a (1) de ejemplos 1.4.2
demuestran que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Ay = 0y A2 = 1. Es decir, vamos
a demostrar que

0,1 € W(T) (1.47)
Sean entonces =,y € H con ||z| = |ly|]| = 1 tales que
<Tx,x>=0, <Ty,y>=1 (1.48)

Escribir T'= A+ iB con A= 3(T +T*), B= (T —T*) y note que

1
2
< Az,z >=< By,y >=0 (1.49)

Note que los vectores unitarios z e y que satisfacen (1.48) y (1.49) pueden ser reemplazados por
az y by respectivamente con a,b € C tal que |a| = |b] = 1 sin afectar a las igualdades (1.48) y
(1.49). Haciendo este reemplazo (si es necesario) podemos suponer sin pérdida de generalidad que
los vectores unitarios x e y y que satisfacen (1.48) y (1.49), también satisfacen

Re < By,y >=10 (1.50)
Para demostrar ahora (1.47), sea g : [0,1] — H, t — tx + (1 — t)y. Como
0=<Tzx,x >#<Ty,y >=1

entonces = e y son linealmente independientes y en consecuencia g(t) nunca es cero. Luego, h :
Ty(t),g(t . :
0,1] = C, t — W es una funcién que es continua.
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Demostraremos ahora que h toma solo valores reales. En efecto, como
< Bg(t),g(t) >=t* < Bx,x > +t(1 —t)Re < Bx,y > +(1 —t)? < By,y >

entonces por (1.49) y (1.50) tenemos que < Byg(t),g(t) >=0, V¢t € [0, 1]. Luego, < Tg(t), g(t) >=<
Ag(t),g(t) > es real Vt € [0,1]. Finalmente, como h(0) =1 y h(1) = 0, entonces por el teorema de
los valores intermedios, el rango de h contiene al intervalo [0, 1] y como el rango de h esté contenido
en W(T), entonces (1.47) estd demostrado. B

Corolario 1.4.4. Si T € Z(H) es autoadjunto, entonces W(T') es un intervalo contenido en
(=[]

Demostracion. Por el teorema 1.4.3, W(T') es un intervalo de la recta real. Como | < Tz,x > | <
|T||, Yo € H con ||z| =1, entonces W(T') C [—||T||, |T||]. ®

Teorema 1.4.5. Si T € Z(H) entonces

1. o(T) CW(T) (la barra denota clausura)

"< o
= distONW (T)

2. |[(AN=T)"
Demostracion. Sea A ¢ W(T). Entonces, d = dist(\, W(T)) > 0, y Vy € H con |jy|| = 1 tenemos
| < (T —Ny,y| =|<Ty,y > -\ >d. Luego, | < (T — N)x,z > | >d|z|? Vx € H, de donde

(T — Nz|| > d|z|], YxeH (1.51)

Es decir, T'— X es acotado por abajo. Demostraremos ahora que A ¢ o(7") demostrando que Ran (7" —
A) es denso. Debemos demostrar que ker(7T* — \) = (0). Suponer lo contrario. Entonces, hay x € H
con ||z|| = 1 y T*xz = A\x. Pero, entonces, < Tz,r >=< x,T*r >=< x,A\r >= \. Luego, A €

W(T), lo cudl es un contradiccién. Asi, o(T") C W( ). Finalmente de (1.51) se deduce facil que
IA-=T)" <y m

Sea ahora A C C, entonces co(A) denota la interseccién de todos los subconjuntos convexos
del plano que contienen a A. Note que co(A) es, con respecto a la inclusién, el menor convexo que
contiene a A. Se llama la capsula convexa de A.

Teorema 1.4.6. Sea T € L (H) normal (o mds generalmente hiponormal; es decir, TT* < T*T).
Entonces,

Demostracion. De acuerdo con los teoremas 1.4.3 y 1.4.5 (1), debemos solamente demostrar que
W(T) C co(a(T)). Note ahora que para ello es suficiente demostrar que cada semiplano cerrado que
contiene a o(T), también contiene a W (T). Considerando una transformacién del tipo z — az + b,
ésto se reduce a demostrar que si o(T) C {z: Rez < 0} entonces W(T) C {z : Rez < 0}. Es decir,
debemos demostrar que

Reo(T)<0= ReW(T) <0 (1.52)

Para demostrar (1.52), sea € H con ||z|| = 1. Sea M el subespacio lineal generado por z. Como
H =M & M™', entonces hay a € C y hay y € H tal que

Tr=azr+y, <uz,y>=0 (1.53)
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Sea b > 0. Entonces, por el teorema 1.1.30 y por el ejercicio 18 de 1.1.34, tenemos que ||(T —b) || =
1
—— L
dist(b,o(T))" 8"
| = B)al) > dist(b, o(T)) > b

Luego,
((Rea) = b)* + (Ima)* + [ly||* = (T — b)z||* = b°

de donde

2 2
o 4 P

Como b > 0 fue arbitrario, entonces Rea < 0. Es decir, Re < T,z >< 0 (pues de (1.53) se tiene
que < Tz,x >= a). Luego, ReW(T) < 0.

Teorema 1.4.7 (S. Hildebrandt). Sea T € Z(H). Entonces, co(a(T)) = NW(S™ITS), donde
la interseccion es sobre todos los S € £ (H) que son invertibles.

Demostracion. (J. P. Williams) Sea S € Z(H) invertible. Por el teorema 1.4.5, o(S~'TS) C
W(SITS) y como o(T) = o(S~1TS) entonces o(T) C W(S™ITS). Por el teorema 1.4.3, co(o(T)) C
W(S™ITS). Luego, co(a(T)) C NW(S7ITS), S invertible. Reciprocamente, sea D un circulo abier-
to del plano con centro A y radio r que contiene a co(c(T)). Entonces, el espectro de (T — \)
estd contenido en el disco unitario abierto y, en particular, su radio espectral es menor que 1. Por
el ejercicio 26 de 1.1.34 tenemos que hay un S € Z(H) invertible con

|57 T - N8 <1 (1.54)

Como | < Az,z > | < |A||, VA € ZL(H), Vz € H tal que ||z|| = 1, entonces de (1.54) tenemos que
W(L(S™HT — \)S)) estd contenido en el disco unitario abierto, o equivalentemente W (S~1(T —
A\)S) C D. Luego, W(S~HT—M)S) C co(a(T)), pues como se ve facilmente, todo conjunto compacto
y convexo del plano es la intersecciéon de todos los discos abiertos que lo contienen. B

Definicién 1.4.8. Sea T' € .Z(H). El radio numérico w(T") de T es el niimero real no negativo

w(T) =sup{|A| : A e W(T)}

Vamos a demostrar ahora el teorema de la desigualdad para potencias que asegura que si T' €
Z(H) entonces w(T™) < w(T)"™, n = 1,2,... Pero, antes, observemos que si p(z) es un polinomio
complejo de grado n con n raices distintas entre si, entonces

p(z) = (z —a1) - (2 — an)

plai) = (a; = A=1) - (a; — ai—1)(a; — aiy1-- (@i — an)
donde la prima denota la derivada.
Luego, el polinomio de grado n — 1

n

1
1- g iy iz = @) (1.55)

7
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se anula para las n raices ai,...,a, y por lo tanto es el polinomio cero. De esto resulta que
n
(2)
1=y —=22
; P'(ai)(z — ai)
o bien

1 - 1
— = _ (1.56)
b~ 2 TG e
Dicho esto, ahora pasamos a demostrar el siguiente:

Teorema 1.4.9 (C. A. Berger). SiT € Z(H) entonces
w(T) <w(T)", n=1,2,... (1.57)
Demostracion. Note primero que (1.57) es equivalente a
wT)<1 =wT")<1 (1.58)
Para demostrar (1.58), observemos primero que
w(T)<1 < Re(1-AT)"1>0, VA:|\<1 (1.59)

En efecto, notar que si w(T') < 1 entonces r(T) < 1y asi, r(AT) < 1, VA : |A] < 1. Luego, 1 — AT
es invertible para estos A. Ademas, si x € H y si y = (1 — AT) "'z, entonces < Re(l — Nz, >=

Re < y,(1 —=T)y >= |[y|*> — ReX < Ty,y >= (1 — Re)l < T”—zH, H% >> ly||?, de donde resulta

que Re(1 — AT)~! >0, VA : |A\] < 1. La implicacién reciproca en (1.59) resulta también de las
desigualdades anteriores. Sea ahora u una raiz primitiva de la unidad de orden n; es decir u € C y
n es el menor entero positivo con v = 1. Entonces, al poner p(z) = 1 — 2™ en (1.56) (y notando

que u,u?,...,u" son las n raices distintas de 1 — 2") tenemos que
1 1< 1
1—Z"Zn;1—uiz (1.60)

Por el calculo funcional tenemos que

1 « :
(1—AnT) L = - =T VA A <1 (1.61)
=1

Como w(T') < 1 implica w(uT) < 1 entonces, por (1.59), el miembro derecho de (1.61) tiene su
parte real positiva. Luego, Re(1 — A"T™)~! > 0. Por (1.59), w(T™) < 1. A

Teorema 1.4.10 (J. P. Williams). Sea T € Z(H) y sea C C C un conjunto convexo compacto tal
que o(T) C C° (el interior topoldgico de C'). Entonces, hay S € £ (H) invertible con W(S~1TS) C
C.

Demostracion. Vamos a demostrar primero que si F es un conjunto espectral convexo para T,
entonces W (T) C E. Note que es suficiente demostrar ésto para el caso de ser E un semiplano
cerrado. Sustituyendo 1" por a1 + b para ciertos a,b € C podemos suponer que el semiplano F es
E = {\: Re) > 0}. Debemos demostrar entonces que Re < Tz,x >> 0, Vz. Para demostralo,
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1-)
I+
entonces |(1 — A\)(1+ \)71| <1, VX € E. Asi, por la definicién de conjunto espectral tenemos que

note que como la transformacion A — transforma el semiplano E en el disco cerrado unitario,

11 =Na -+ <1
Sixz € Hysiz=(1+T) 'y, entonces
11 =Dzl = |1 =T)A+ D)yl < llyll = (1 +T)z]
Luego, elevando al cuadrado esta desigualdad y expandiendo
(1 =T)a)* y (1 + T)z|

obtenemos que Re < Tz, x >>0,Vx € H.

Hecho esto, sea ahora (de acuerdo con el teorema de la aplicacién de Riemann-Koebe) f :
U — C° conforme injectiva y sobre, donde U es el disco unitario abierto. Note que U contiene al
espectro de f~1(T) (vea teorema 1.3.17). Por el ejercicio 26 de 1.1.34, hay S € Z(H) invertible
con ||[STLf~YT)S| = r < 1. Sea D, el disco cerrado con centro en cero y radio 7. Por el teorema
1.3.29 D, es un conjunto espectral de S=1f~1(S71TS) (el lector tiene la facil tarea de demostrar
esta igualdad usando el cédlculo funcional). Como D, estd contenido en el dominio de f, entonces
por el teorema de Mergelyan (verlo en el capitulo 20 del Libro W Rudin: Andlisis Real y Complejo),
f es el limite uniforme de una sucesién de polinomios en D,.. Luego, f(D,) es un conjunto espectral
para f(f~1(STITS)) = STITS (vea el ejercicio 23 de 1.3.31). Como C contiene a f(D,), entonces
C es también un conjunto espectral de S~'T'S y como es convexo entonces por lo demostrado al
inicio de la demostracién, tenemos que W (S—1T'S) C C. B

Ejercicios 1.4.11.

1. SeaT € Z(H) y sea U € £(H) unitario. ;Es verdad que W(T) = W(U*TU)?

2. SiT e Z(H) con W(T) = (0). ;Que puede decir de T'?

3. SiT € Z(H) es invertible, jes verdad que 0 ¢ W(T')?

4. 810 ¢ W(T), jes verdad que T es invertible?

5. Si H es de dimensién finita y T € £ (H), demuestre que W(T') es cerrado.

6. SeaT € L(H) ysea e W(T) con |\| = ||T||. Demuestre que A es un valor propio de 7.
7. Determine el rango numérico de diag{1,1/2,...,1n,...} en lo(Z").

8. Determine los rangos ntimericos de los operadores T', Sy S™IT'S del ejemplo (3) en 1.4.2.
9. Sea T € .Z(H) invertible. Suponer que 0 ¢ W (T). Demuestre que lat T = lat T~

10. Sea T' € Z(H). Demuestre que W (T) = W(T™), donde T™ = T @& --- @ T, n sumandos,
estd definidoen HW = H& - @& H

11. Més generalmente, demustre que si T =T1 & To & --- & 1), con T; € L (H), enotnces W (T) =
co (Ui W(T3)). iSe puede generalizar esto a una familia infinita de operadores donde las
normas de operadores envueltos forman una sucesién que es acotada?
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12

13.

14.
15.
16.
17.
18.

19.

. SiT=T1®Ty en HB H y sico(o(T)) = overlineW (Ty) 2 W(11), demuestre que co(o(T)) =
W(T).

Exhiba un ejemplo de un operador 7' € Z(H) con r(T) = ||T||, pero co(o(T))not = W (T).
. No contradice ésto la demostracién del teorema 1.4.67

Demuestre que si T € .Z(H) entonces 3T < w(T) < ||T|.

SiTe Z(H)ysiw(l-T) <1, ?s verdad que T es invertible?
SiTe Z(H)ysiw(T) <1, demuestre que [|[T"|| <2,n=1,2,3,...
Sea T € Z(H) con w(T') < 1. Si Tx = z, demuestre que T*z = x.

Sea T € .Z(H). Demuestre que hay S € .Z(H) invertible de modo que W(S~!TS) es un
conjunto cerrado.

Sea T € £ (H) con w(T) < 1. Demuestre que T es similar a una contraccion.



La reproduccion de los textos
fue gracias al patrocinio de

K PDVSA



