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Introduccion

El objetivo de esta nota es introducir de manera rapida y elegante a los estudiantes de los iltimos
semestres de la licenciatura de matematica en el fascinante mundo de la teoria matemética de los
sistemas de control. En tal sentido, concentraremos nuestro estudio en los sistemas de control gober-
nados por ecuaciones diferenciales lineales y semi lineales, lo que har 4 mas simple el entendimiento
del concepto de controlabilidad.

En primer lugar, se estudia la controlabilidad de un sistema lineal de la forma
¥ = A(t)r + B(t)u(t), z €R", teR, (0.1)

donde A(t) y B(t) son matrices continuas de dimensiones n xn y n X m respectivamente y la fun-
ci6én de control u pertenece al espacio LP(0,T;R™) (C(0,T,R™)). Se prueba que la controlabilidad
del sistema (0,1) equivale a la sobreyectividad del operador

G : LP(0,T;R™) — R™ dado por

T
Gu = / d1((s)B(s)u(s))ds, (0.2)
0
donde ® es la matriz fundamental del sistema
z(t) = A(t)z(t). (0.3)

Esta equivalencia nos permite tratar la controlabilidad del sistema (0.1) como un problema de
la teoria de operadores lineales en espacios Banach. Asi, usando resultados conocidos sobre ca-
racterizacion de operadores lineales sobreyectivos obtenemos los resultados sobre controlabilidad.
Particularmente, para el caso auténomo, se obtiene la conocida condicién de Kalman:

Rank[B:AB: ... A" '|B=n
También, se prueba que la controlabilidad del sistema (0.1) es equivalente a que la matriz
T *
W(t) = / d1(s)B(s)B*(s)® " (s)ds,
0

sea definida positiva, lo cual nos permite hallar explicitamente el control u que transfiere el punto
xo hasta el punto x1 en tiempo T, éste control viene dado por la siguiente férmula

u(t) = B*(6)® (W ()[®7 (8) (21 — o)), (0.5)
En segundo lugar, estudiamos la controlabilidad del siguiente sistema semi-lineal
o' = A(t)z + B(t)u(t) + F(t, z(t), u(t)), (0.6)

donde F : [0,t] x R™ x R™ — R™ es una funcién lo suficientemente buena y no necesariamente
pequena, de hecho F' puede ser igual a I(xz) = z. Bajo ciertas hipétesis, se prueba que la controla-
bilidad del sistema (0.1) se preserva bajo la perturbaci én nolineal F'. Es decir, aqui se prueba la
controlabilidad del sistema nolineal (0.6).



2 Indice General

Finalmente, estas notas se organizaron de la manera siguiente: En el capitulo 1, se prueba el
teorema de la aplicacién abierta y como aplicacién un teorema de caracterizacién de operadores
sobreyectivos, el cual jugard un papel fundamental en la prueba de los resultados principales del
capitulo 2.

En el capitulo 2, se dan criterios de controlabilidad para el sistema lineal (0.1) como aplicacién
de los resultados sobre operadores sobreyectivo presentado en el capitulo 1.

En el capitulo 3, se demuestra que la controlabilidad del sistema lineal se preserva bajo per-
turbaciones no lineales, no necesariamente pequena, esta se lleva a cabo usando el teorema de
Arzela-Ascoli y el teorema del punto fijo de Shauder.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo, demostraremos un teorema que caracteriza a los operadores lineales, acotados
y sobreyectivos definidos entre los espacios de Banach E y F. Incluimos aqui una prueba del teorema
de la aplicacién abierta, ya que la utilizaremos en la demostracién del resultado principal de este
capitulo.

A través, de este capitulo, E y F denotaran espacios de Banach con las normas respectivas:
1 Mz, I - [l

También denotaremos a las bolas abiertas de radio » > 0 y centro 0, mediante:

Be(0,r) = {z€E: |zl =[] <r}
Br(0,7) = {zxeF:|z|r= || <r}.

Andlogamente, se definen las bolas cerradas o abiertas centradas en otro punto. El espacio de
operadores lineales y acotados, que van de E en F, lo denotaremos por L(E, ), el cual es un espacio
de Banach con la norma de la convergencia uniforme de operadores.

1.1. Teorema de la Aplicacién Abierta

Este teorema lo usaremos en la prueba del Teorema 1.2.1.

Teorema 1.1.1 (Teorema de la Aplicacién Abierta). Sean E,F espacios de Banach y T un
operador lineal, continuo y sobreyectivo. Entonces 3 ¢ > 0 tal que

BF(O, C) C T(BF(O, 1))

Demostracion. Indicaremos la demostracion mediante afirmaciones:

Afirmacién 1.1.1. Ezxiste ¢ > 0 tal que B(0,2¢) C T(B(0,1)).

- o0
En efecto, pongamos X,, = nT(B(0,1)). Dado que T es sobre, entonces F = |J X,,. Como F es
n=1

de sequnda categoria (ver [6]), entonces existe ng € N, X,,,# 0; es decir que ng TB(0,1)# 0, pero

esto implica que TB(0,1)%# 0.

Por lo tanto, existe yo € TB(0,1) y ¢ > 0 tal que

B(yo,4c) € TB(0,1).
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De la convexidad y la simetria de TB(0,1), se tiene que

B(yo,4c) — yo = B(0,4c) C 2TB(0,1).

Ast, B(0,2¢) ¢ TB(0,1).

Afirmacién 1.1.2. B(0,c¢) C TB(0,1).
En efecto, veamos que para cada y € B(0,c) existe x € B(0,1) tal que T(z) = y.

Sea y fijo con ||y|| < ¢, luego por definicion de clausura y la afirmacion (1.1.1) anterior, se tiene:
Ve > 03z, ||z*|| <1 tal que

|2y — Tz"| < 2e.

Tomando z1 = %z*, se tiene que

1
lz1ll < 5y lly— Tzl <e.

2
Ahora bien, tomando € = § obtenemos
c 1
-T — —. 1.1
Iy =Tl < 5. flal < 5 (1)
Llamando y; = y — Tz tenemos 4y, € B(0,2c).
Luego existe 2* € B(0,1) tal que |4y — Tz*| < 4e, si ponemos 2y = 12* = 2%, 2° = 42y,

entonces
c c
ly — Tz <e= 5 = |y — (Tz1 + T2o)|| < L

con |all < 3, [lz2]l < g

Siguiendo este procedimiento, obtenemos

c 1
ly = T(z1 + 22+ -+ 2,)] < on  con l|zn]] < TE n=123--

n
Ahora, considerando la sucesion S, = Y zx, se observa que
k=1

"1 =1
|Snl| < 5 < 5 =L (1.2)
2 2
k=1 k=1

Dado que E es un espacio de Banach, resulta que (Sy)n>1 converge a x € E, y de (1.2) se tiene que
x| < 1.

Entonces,
c
ly =TSl < 5

Pasando al limite cuando n tiende a infinito, obtenemos

ly —Tz|| =0 <=y =Tuz.
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1.2. Caracterizacién de Operadores Sobreyectivos

Ahora, estamos preparados para probar el resultado principal de este capitulo, el cual ser & apli-
cado en el capitulo proximo para caracterizar la controlabilidad de los sistemas de control lineal.

Teorema 1.2.1. Sea A : D(A) C E — F no acotado y cerrado con D(A) = E. Entonces las
siguientes propiedades son equivalentes:

a) R(A) =F.
b) Existe c > 0/||v]| < c||[A*v|, Vv e D(A*).
c) N(A*) ={0} y R(A*) es cerrado.
Demostracion. Probemos (a)= (c): Para esto supondremos que R(A) =F. Si G = G(A) y L =

E x {0}, entonces
Ex R(A) =G+ L.

Luego,
(E x R(A)* = (G+ L)t = {0} x R(A)F =Gt ULt = {0} x N(A%).

Asi,
R(A)* = N(4"),

pero R(A)* = {0}. Por lo tanto, N(A*) = {0}.
Por otra parte, R(A) es cerrado si, y sblo si, G + L es cerrado.
Pero, G + L es cerrado si, y sélo si, G- + L+ es cerrado.

Por otro lado,

R(A) es cerrado <= G+ L es cerrado
— Gt + L es cerrado
<= R(A") es cerrado.

Probemos (c)= (a).
Supongamos N(A*) = {0} y R(A*) es cerrado. Como

R(A)" = N(A") = {0},
se tiene que R(A)* = {0}. Ademss,
(R(A))=F = R(A) =F.

Probemos (b)= (c).
Supongamo que, existe ¢ > 0/||v| < c||A*v||, Vv e D(A*). Es facil ver que N(A*) = {0}.
Por otra parte, sea {v,}22 es de Cauchy. Efectivamente, consideremos

[on = om|| < ¢[|A™(vn — vm)|| = cl|A"vn — A%vp .

Luego la sucesiéon es de Cauchy. asi, v, — v € F, n — oo; pero como A* es cerrado, entonces
A*v=f,yve D(A*). Asi f € R(A*).
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Probemos (c) = (b).
Supongamos que N(A*) = {0} y R(A*) es cerrado. Entonces

0N N(A*) = GLUL' cerrado
{0} N .N(
R(A*) xF* = Gt + Lt cerrado.

Luego G+ U L+ = {0} y para todo z € G+ + L' se tiene que
z=a+b, con ae€ G y be Lt tnicos.

Ademsds, como G+ + Lt es cerrado; por el Teorema de la Aplicacién Abierta. Existe ¢ > 0 tal que
lall < ellzll, lIo]l < cflz]]-

Sea v € D(A*) y pongamos
z = (A%,0) = (A%, —v) + (0, v).
Si tomamos a = (A*v, —v) y b = (0,v) obtenemos
Gt = J(G(A") = {(—A%v,—v)} L+ ={0} x F*.
Entonces
1ol = llvll < cllz]| = cllA*v]]
O

A continuacién, enunciaremos dos corolarios del teorema precedente, los cuales seran de gran
utilidad en el capitulo 2 en la prueba de la controlabilidad de los sistemas lineales.

Corolario 1.2.2. Sean E y F, espacios de Banach y G € L(E,F). Entonces tenemos:
1. Ran(G) =E & Ja/ |G z*|| > aflz*||, (z* € E¥)

2. Ran(G) =E & Ker(G*) =0

Corolario 1.2.3. Si ademds de las hipdtesis anteriores, se tiene que dim F < oo, entonces las
stguientes proposiciones son equivalentes:

a) Ran(G) =E < J o/ ||G*z*|| > ofz*|, (z* € E*)

b) Ran(G) =E & Ker(G*) =0



Capitulo 2

Controlabilidad de Sistemas Lineales

2.1. Controlabilidad de Sistemas Lineales No-Autonomos

En este capitulo estudiaremos el problema de la controlabilidad asociado con el siguiente sistema
de control lineal no auténomo

#(t) = Az (t) + B(bu(t), (2.1)

donde A(-) : R — R™"™ y B(:) : R — R™™ son funciones matriciales localmente integrables y la
funcién control u(-) pertenece al espacio Ll;C (R,RY). Es bien conocido que, para cada zy € R", la
ecuacién (2.1), tiene una tnica solucién x,(-), tal que z,(t) = xo, la cual es dada por:

zult) = D(H)z0 + B(1) /0 &1(5) B(s)ds,

donde ®(-) es la matriz fundamental del sistema

Es decir, ® satisface

Ahora, presentaremos la definicién méas importante de este capitulo.

Definicién 2.1. FEl sistema (2.1), dice que es contable sobre [0,T),(T > 0), si dados dos puntos
ro,x1 € R", existe un control u € L*(0;T,R™), tal que, la soluci én correspondiente x,(-), del
sistema (2.1), satisface la condicion de frontera:

2, (0) =0 , xu(T) = 27.

Consideremos el siguiente operador (G, dado por:

¢
Glu) = / O (5) B(s)u(s)ds. (2.2)
0
Dado que B € L%(0;T,R™), se tiene que G es un operador lineal y acotado.

Lema 2.1.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes

1. El sistema (2.1) es controlable sobre [0,T],

2. Rango(G) = R"),
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3. Existe o> 0 tal que,
IB*()@ 7 ()all,, > allzll. (xR,

4. SiB*t)® (t)x =0, 0<t<T=2=0.

Demostracion. Veamos la equivalencia entre a y b.

(a = b). Supongamos que (2.1) es controlable sobre [0,7]. Debemos ver que para cada = € R,
existe u € L2(0; T,R™) tal que
G(u) = x.

Para esto, consideremos zg,z1 € R" con

i) o1 = ®(T)(z + =)

Por lo tanto, existe un control v € L?(0 : T,R™) que satisface la condicién de frontera
Ty =x9 & x(T) = 1.
Asi:
i) x1 = 2 (T) = ®(T)xo + O(T) fOT ®~1(5)B(s)u(s)ds.
De aqui, sustituyendo (i) en (ii), obtenemos;

T
O(T)(x + x0) = ©(T)(x0 —i—/o d~1(s)B(s)u(s)ds).

Luego, eliminando ®(7T') tenemos que
T
x = / &1 (s)B(s)u(s)ds = G(u).
0

(b = a). Supongamos que el Rango(G) = R™. Probemos que el sistema (2.1) es controlable. Sea
r € R" tal que

i) 2 =® YT)z1 — 29 con 1,79 € R™.

Entonces, existe un control u € L?(0; T, R™) tal que

i) G(u) = =.

Luego, reemplazando (i) en (ii) y de la definicién de G, tenemos;
t
YD)y — 20 = / d1(s)B(s)u(s)ds.
0
Asi,
T
2(T) = &(T)zo + &(T) / &1(5) B(s)u(s)ds.
0

De esta manera hemos conseguido una solucién x,(-) de (1.1), tal que; z,(T) = x1 y x,(0) =
xo, con lo cual concluimos que el sistema (1.1) es controlable.
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Para probar la equivalencia entre las proposiciones b),c) y d) usaremos el Corolario 1.2.2. Para
lo cual debemos calcular el adjunto G* del operador G, definido entre los espacios

G*: R — L5(0;,T,R™)

pero como
R™ =R" y L0, T,R™) = L*(0;T,R™),

entonces, podemos considerar al operador G* definido entre los espacios
G*R"™ — L*(0;T,R™).
Ademds, por definicién de operador adjunto, se tiene
(u,G*T) 1y 1, = (GU, T)Rn R,

pero;

(Gu, 2)gngn = < / t®_1(s)B(s)u(s)dS,x>

0 R", R

T
_ / (u(s), B (5)D 1 (s))n g s,

0

De la definiciéon de producto interno en Lo, obtenemos
g 1
/O (u(s), B*(8)®"(8))gn gnds = (u(-), B* ()@ (")), 1, -

Por lo tanto
G*(z) =B*()® "z, zeR"

Luego, del Corolario 1.2.2, existe o > 0 tal que;
Ran(G) = R" <= ||B*() "] > alle], (x € R"),

lo cual es equivalente a
B*t)® ¥ (t)x =0, te€[0,T]=z=0.

Esto prueba la equivalencia entre b),c) y d), asi, terminamos la prueba del lema. ]

Seguidamente, damos otra caracterizacién de la controlabilidad del sistema (2.1) sobre [0,7],
para ello consideramos la siguiente matriz:

T
W(T):/O & Y(s)B(s)B*(s)® *(s)ds € R™™,

Corolario 2.1.2 (Condicién de Kalman). El sistema (2.1) es controlable sobre [0,T], si y sélo
si, W(T') es definida positiva.

Demostracion. Demostraremos la suficiencia. Supongamos que el sistema (2.1) es controlable sobre
[0,T]. Del Lema 2.1.1 eso es equivalente, a la existencia de @ > 0 tal que
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i) Ran(G) =R" <= Ja > 0/||G*z||L, > a||z|gr,z € R™.

De la demostracién del lema anterior se tiene que, de aqui, la parte derecha de i), se puede
escribir como

| B*()® (2|1, > allz||gn,V = € R™
Luego al tomar cuadrados; se tiene que:
1B ()@~ ()zZ, = o®||z[fn, ¥ = € R™.

De la definicién de la norma L?, obtenemos
T
/ |B*(s)®~ " (s)z||&,, ds > o?||z||gn,V = € R™.
0
lo cual equivale a

/T<B*(s)®1*(s)x, B*(s)® ™ (s)a)ds > o?(x,x),V x € R™.
0

De la continuidad y la bilinealidad del producto interno, podemos integrar dentro del producto
interno. Ademas, por definicién de operador adjunto; obtenemos:

T
</ @1(8)3(5)3*(5)<I>1*(s)a:ds,x> > o?(x,z),V r € R™.
0
De aqui se tiene:
(W(T)z,z) > o®(z,z), x €R",

de lo cual concluimos que, W(T') es definida positiva. La parte necesaria es trivial puesto que;
todos los argumentos son reversibles.

O
Observacién 2.1. Si W(T) es definida positiva, entonces existe W ~1(T).

Por lo tanto, para todo z € R™ definamos el control
u(t) = B*(t)® ()W HT)a.
Entonces,
T
Gu = / d~(5)B(s)u(s)ds

0
T

= /0 d1(s)B(s)B*(s)® ¥ (s)W ~lads

= W(OW YTz = x.
Luego, para todo zg,z1 € R”, definamos el control
u(t) = B* )@ ()W @ H(T)zy — o).
Entonces, despejando x1, obtenemos:
x1 = @(T)xo + (T)Gu,
lo cual es equivalente a

1 = ()20 + B(1) /0 &1(5)B(s)u(s)ds

De esta manera hemos exhibido dos controles para el sistema (2.1), los cuales realizan el trabajo de
trandferir xg a x1.
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2.2. Sistemas de Control Auténomo

Ahora, estudiaremos el siguiente sistema lineal auténomo,
i(t) = Az(t) + Bu(t) (2.3)

Es decir, A(t) = Ay B(t) = B en el sistema (2.1) son constantes. En este caso; el operador definicdo
por (2.2), toma la forma:

T
= e A Bu(s)ds. .
G — /O Bu(s)d (2.4)

El teorema siguiente, nos provee de una caracterizaciéon algebraica de la controlabilidad del sistema
(2.3) sobre [0,T1]. Dicha caracterizacion, estd dada por las siguientes relaciones equivalentes:

Rank[B|AB|A%B|---|A"1B] = n
Sp{BR™, ABR™,.-- /A" 'BR™} = R", (25)
donde Sp{A} denota el espacio vectorial generado por A.
Teorema 2.2.1. FEl sistema (2.3), es controlable sobre [0,T] con (T > 0) si, y sdlo si
Rank[B|AB|A%B|---|A""'B] =n (2.6)

Demostracion. Supongamos que (2.3) es controlable sobre [0,7],(T" > 0). Entonces por el Lema
(2.1.1); Ran(G) = R™. Por otra parte, del Teorema de Cayley Hamilton; obtenemos:

n—1
e = Zai(s)Ai, ai(s) eR,i=0,---t,n—1.
i=0
Luego, el operador G puede ser escrito como:

Tn—1 A
Gu = /0 Zai(s)A’Bu(s)ds, (2.7)

De aqui, definiendo

obtenemos:
n—1

Gu=Y_ A'By(i), y(i) € R™
=0

Ahora, si consideremos el operador algebraico:
G:Y >RV Y=R"xR"x---x R"
\=C11J

definido por

n—1

Gy=>_ A'By(i), y=(u(0), - ,y(n—1)), (2.9)
1=0
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entonces,

Ran(G) C Ran(G).
Por lo tanto, Ran(G) = R", la cual es equivalente a
Span{BR™, ABR™,--. ,A""'BR™} = R".

Conversamente, supongamos que la condicién (2.6) es cierta, pero el sistema (2.3) no es controlable
sobre [0,T]. Entonces, del Lema (2.1.1), existe zg # 0 tal que

B*e gy =0, Vte|0,T].

Luego
(B*e " 20,6) =0, VEeR™.

Asi, de la definicién de adjunto, tenemos que
(xo,e A BE) =0, VEeR™,
Entonces, al tomar la k-esima derivada de esta expresion en t = 0, resulta

d*(zy, et BE)

dkt = <$0, (_A)kB€> =0

t=0

y de la arbitrariedad de k; se sigue:
(xo,A¥BE) =0, k=0,1,2,3,--- V¢ € R™.

De aqui
(g, Span{ BR™, ABR™, - -. ,A"leRm}> = 0.

Lo cual, contradice el hecho que
Span{BR™, ABR™,--- | A" ' BR™}) = R"™.
Asi, concluimos que el sistema (2.3) es controlable; finalizando asi la prueba del Teorema. O

Las dos siguientes definiciones, permitiran dar una condicién necesaria, para la controlabilidad
del sistema (2.3), con controles dados sobre un espacio especifico.

Definicién 2.2. Dada la particion m de [0, T] en n intervalos
O=to<ti<to<---<t,=T,

definimos la matriz de controlabilidad particionada C(mw) como sigue

fttl ap(s)dsl - fttl ap(s)dsl
[ar(s)ast o I syt
Clm) = 1 a1(s)ds o aa(s)ds (2.10)
ftl;l an_.l(s)dsl e j;i"ﬁl an'_l(s)dsl

Definicion 2.3. Definamos el siguiente espacio:

Sr = {u S LQ(O;T,Rm) : u(t) =v;,t € [ti,ti_;,_l],i =0,1,--- ,n— 1}
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Teorema 2.2.2.

Si la condicion (2.6) es cierta y existe una particion 7 tal que C(7) es invertible,

entonces (2.3) es controlable con controles en Sy.

Demostracién. Supongamos la condicién (2.6) es cierta y existe una particiéon 7 tal que C(w) es
invertible. Sea u € S;. Entonces, u puede ser escrita de la siguiente manera:

u(t) :'Ui, te [tl7tl+1]7120’1’ 7n_1

Por otra parte, Gu puede escribirse como

Asi,

Gu

n—1 T

Z AiB/0 a;u(s)ds
1=0

”2—21 Aip ”z—:l /j+1
=0 =0

a;vjds.
J

Luego, tomando Ran(G/S;) = GSy y de la arbitrariedad de la eleccién de 7, tenemos que:

GSr=GoC(m)Y, |1\ y:RIXRIX'--XRI,\—VeCGS

pero como (2.6) es cierto por hipétesis, entonces:

Asi, el sistema (2.3), es controlable con controles en S;.

GoC(mY =R, 1\ Y=RI xRl x--- xR\ — veces.

O

También, usaremos el siguiente teorema (que daremos sin demostracién), que es consecuencia
del Teorema de Cayley-Hamilton.

Teorema 2.2.3.

polinomios en A

Entonces,

Donde 617ﬁ27 e

ciales lineales.

Sean A1, Ao+, Ap los autovalores de la matriz Ay, xy. Considere una sucesion de
como sigue:

k
Py(A) =1, P(A)=][(A-NI), k=12 ,n—1 (2.11)
j=1
n—1
eM =" B (t)Pie(A) (2.12)
k=0

, Bn son determinados por recurrencia, mediante las siguientes ecuaciones diferen-

A1) $1(0)
Ba(t) $2(0)

1
0

A fi(t),
A2f2(t) + Bi(1),

(2.13)

Bry1(t) Met1 8,41 (t) + Br(t), 'ﬂk+1(0) =0



14 Controlabilidad de Sistemas Lineales

El siguiente lema, es una generalizacion del Teorema 2.2.1.
Lema 2.2.4. El sistema (2.3) es controlable sobre [0,T], si y solo, si
Span{Py(A)BR™, P,(A)BR™, .-, P,_1(A)BR™} = R" (2.14)

Demostracion. Es similar a la demostracién del Teorema (2.2.1) O

Observacion 2.2. Las condiciones (2.6), (2.5) y (2.14) son equivalentes.

2.3. Condicion del Rango para un Sistema No-Auténomo

Evidentemente que la condicién algebraica para examinar la controlabilidad, de los sistemas
lienales no auténomos, es muy facil de aplicar. Motivado a esto, en esta seccién consideraremos un
sistema lineal no auténomo, en el cual la controlabilidad puede también ser examinada con esta
condicién algebraica.

Consideremos el sistema lineal no auténomo

#(t) = a(t)Az(t) + Bul(t). (2.15)

Donde a : R — R, es una funcién escalar.

Demostraremos que bajo ciertas condiciones para a(t), el sistema (2.15) es controlable si y sélo
si,
Span{BR™, ABR™,--- ,A""'BR™} = R™, (2.16)

Supongamos que:

a€lq0,T] y g(t)= /Ot a(s)ds #0, Vte (0,T] (2.17)

Teorema 2.3.1. Bajo las hipdtesis (2.17), tenemos que, el sistema (2.15) es controlable sobre (0,77,
st, y sdlo si, la condicion (2.16), es cierta.

Demostracion. Supongamos que el sistema (2.15) es controlable sobre (0,7]. Entonces, el operador
G dado por

G(-) : Lo(0;7T,R™) — R"

T
Gu = / e 94 Buy(s)ds (2.18)
0

es sobreyectivo, esto es; Ran(G) = R".

Por otra parte, del Teorema de Cayley-Hamilton, obtenemos:
n—1
e I =N " (—g(s)) AL
i=0

Consideremos, el operador algebraico:

G YoRLY=RIxR x xRl \ - veces

n—1
Gy = > _ A'By(i), y=u(0), - ,y(n—1)). (2.19)
1=0
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Entonces, Ran(G) C Ran(G) = Ran(G) = R"™, que es equivalente a la condicién (2.16).

Reciprocamente, supongamosque la condicién (2.16) es verdadera,pero el sistema, (2.15) no es
controlable.Luego, por el lema 2.1.1, existe xg tal que

B*& (8o = B*e 49 =0, t € [0, T

de la condicién (2.17) obtenemos que el rango de g,es un intervalo [T7,73] tal que 0 € [T7,T3],
(Th < Tz) (Rango de g = [T1,Ty]). Asi;

B*e AT =0, Vr e[, T3]

pero esto , implica que
(B*e " Txo,0) =0, Yo e R™, 1 e [T1,T

y por definiciéon de adjunto, tenemos
(xg,e_A*TBw =0, YveR" 7€ [T1,Ts].
Entonces, al tomar la k-ésima derivada en ¢ = 0, obtenemos

d*(xq, e 4" Bv)
dkr

= (20, (—A)*Bv) =0

7=0

de la arbitrariedad de k; se sigue que:
(xo, A¥Bv) =0, £=0,1,2,3,--- Yo € R™

de aquli,
(z0, Span{ BR™, ABR™,--- | A" ' BR™}) = 0

lo cual contradice que:
Span{BR™, ABR™, ... A" BR™} = R"

asi, concluimos que el sistema (2.15), es controlable. ]



Capitulo 3

Controlabilidad de Sistemas No-lineales

En este capitulo, estudiaremos la controlabilidad del siguiente sistema de control no lineal en
R™.

&(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + F(t, x(t), u(t)), (3.1)
donde A(t) y B(t) son matrices continuas de dimensiéon nxn y nXxm respectivamente, I = [t, t1].

Si la funcién F es lo suficientemente buena, entonces para cada control u(-) € L'(I,R™) y
x, € R", la ecuacién (3.1) admite una dnica x,(-) = z(-), la cual satisface la condicién z(¢,) = x,.
Dicha solucion estd dada por la siguiente férmula

2(t) = ®(t)zo + (1) [, @7 (s)B(s)u(s)ds

+®(t) [ @7 (s)F(s,x(s), u(s))ds (32)

Aunque, la definicién de controlabilidad dada en el capitulo anterior, para sistemas lineales, es
la misma para los sistemas no lineales, repetiremos aqui la definicién. Asi, este capitulo, se hace
autocontenido. También estaremos considerando aqui, el sistema lineal asociado a (3.1)

B(t) = A(t)z(t) + Bu(t) tel (3.3)

La hipdétesis bésica en esta parte, es que el sistema lineal (3.3) es controlable sobre I. Se trata
de ver que la controlabilidad del sistema (3.3) se preserva bajo perturbaciones no necesariamente
pequenas, como en el caso de F(t,z,u) = .

Observacién 3.1. Dado que el espacio de las funciones continuas C(I; R™) es denso en L' (I,R"™),
para los efectos de controlabilidad, no importa con cual de estos espacios se trabaje; algunas veces
usaremos los controles en LP o en C segun convenga.

Definicién 3.1. Diremos que el sistema (3.1) es controlable en I, si para todo
ro,z1 € R, existe u € L"(I;R™) tal que la solucion de (3.1) z(-), satisface la condicion de frontera
z(to) =z0 y z(th) =z

Definicién 3.2. Diremos que el sistema (3.2) es controlable al cero en I, si para todo zp € R™,
existe u € L"(I;R™) tal que la solucion de (3.2) x(.), satisface la condicion

z(to) =x0 y x(t1) =0

A continuacién, enunciaremos un resultado que nos permitird tratar el problema, de la contro-
labilidad para el proceso, (3.2) en términos de la definicién (3.2)
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Proposicién 3.0.2. El sistema (3.2) es controlable en I, si y sélo si, es controlable al cero en I.

Demostracion. Para la necesidad, es claro que de cualquier punto en R™, debido a la hipdtesis,
podemos llegar particularmente al cero de R™ con algiin u € L"(I; R™).

Reciprocamente, dados xg, x1 € R™, consideremos el punto
-1
20 = Lo — 0] (tl)l'l,

y de la hipétesis, tenemos que, existe u(-) € L"(I;R™) que lleva z al cero de R", asi, tenemos que

D(t1)z0 + P(t1) /IQ(tl)Q_l(s)B(s)u(s)ds

+®(t1) /Ié(tl)q)l(s)s(:c, u(z),d(x))s =0

de esta manera, llegamos a que

B(t1)ao — 1 + D(t1) /I B(t1)8(s) B(s)u(s)ds

L) /I<I>(t1)(1>_1(s)s(x,u(:x), d(z))s = 0

y finalmente

x1 = O(t1)zo + ®(t1) /I@(tl)@_l(s)B(s)u(s)ds

+P(t1) /I<D(t1)(I>1(s)s(:1:, u(x),d(z))s,

lo que da por terminada la prueba. O

3.1. Criterios de Controlabilidad con Controles Continuas

En esta seccién, demostraremos el resultado mas importante de este trabajo. Es decir, proba-
remos que bajo cierta condicién impuesta a la funciéon F y tomando controles en el espacio de las
funciones continuas C(I;R™), un criterio de controlabilidad para el sistema (3.1). Este resultado se
apoya en el corolario 2.1.2 del capi tulo anterior, el cual asegura que, el sistema 3.3 es controlable
sobre I si, y sélo si, la matriz W dada por:

W= / B1(5)B(s) B* (50~ (s)ds (3.4)
I

es definida positiva.
El problema de la controlabilidad del sistema (3.1), consiste en los siguientes:
Dado z¢p y z1 € R™, hallar un control u en C(I; R”) tal que

r1 = ®(t1)zo + D(t1) fI (s)B(s)u(s )ds

+O(ty) [0 ( (), u(s))ds (3.5)

Definamos el punto T como sigue, Z = ®~1(¢;)x; — xo. Entonces, si definimos el control (-)
mediante

a(t) = B*(t)® 1 ()W iz, (3.6)



18 Controlabilidad de Sistemas No-lineales

de la controlabilidad del sistema (3.3), resulta que

De (3.5) obtenemos que

T = /QI(S)B(s)u(s)ds + /‘Pl(s)F(s,x(s),u(s))ds.
1 1

Luego
7 [0 )P (s.a(e) uls))ds = [0 (9)B(s)uls)ds,

I I
de (3.6), es natural elegir el control u como la solucién de la ecuacién

u(t) = B*(t)e 1V (Hw! [$ - /<I>_1(8)F(s,x(s),u(s))ds (3.7)
I

Luego es claro que, el punto z; es alcanzable desde x, si existen funciones continuas z(-) y u(-)
tales que

u(t) = B (e [w—f (s)F (s, 2(s), u(s))ds]
(SI){xw — B xo+<1> f, B(s)u(s) + F(s,z(s), u(s))ds]

Por lo tanto, nuestro objetivo consiste en hallar condiciones para la existencia de funciones x(-)
y u(+), que satisfagan el sistema (S7).

Consideremos la siguiente notacién; para oy € L'(I), i = 1,2,...,q, usaremos los siguientes
simbolos
K = méx{||®®)® 1(s)||:to < s <t <t} (3.8)
ko= max{|[®@)]- @ Bll(t - to), 1}, (3.9)
ai = 3k[B (@ (W - 17| - fleall, (3.10)
bi = 3K|ai, (3.11)
¢ = max{a;, b}, (3.12)
dy = 3k|B (@ W - |lzl. (3.13)
dy = 3|2 - lzoll, (3.14)
d = méx{dl,dg}. (3.15)

Ahora, estamos listo para probar el resultado més importante de este trabajo.

Teorema 3.1.1. Sean ¢; : R* x R® — R funciones medibles y o; : I — RT,funciones integrables,
1=1,2,...,q tales que

| E(t, x(t zq: t)pi(t,x(t),u(t)), (t,z,u)elxR"xR™ (3.16)
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Entonces, la controlabilidad del sistema (3.3) implica la controlabilidad del sistema (3.1); si

Tm (r =) CiSup{(x,u) : || (z,u)] < r}) = +00 (3.17)

r—00 4
=1

Demostracion. Motivado por el sistema (.57), definamos el siguiente operador 7" :
T:C(I;R" x R™) — C([; R" x R™)
como sigue
T(x,u) = (z,v),
donde
v(t) = B*(t) (<I>_1(t))*W_1 <x— /q)_l(s)s(x,u(:c),d(x))s) (3.18)

I

A = Bt + D) /I & (s)(B(s)o(s) + s(z, u(x), (z)))ds (3.19)

Claramente vemos que, si F' es lo suficientemente suave, el operador 1" es continuo. Los puntos fijos
de T, i.e.,T(xz,u) = (z,u) son las soluciones del sistema (S7). Probaremos la existencia de tales
puntos fijos, usando el teorema del punto fijo de Schauder.

Consideremos;
Wi(r) = Sup{¢i(z,v) : |(z,v)[| < r}
puesto que , (3.17) es cierta. Dado d > 0, existe ro > 0 tal que
a q
ro— > Cili(ry)>d 6 > Cil(r,)+d<r,
i=1

i=1

Luego, sea
Cr, = {(z,u) € C(L;R" x R™) : |[(z,u)|| <7y}

Probemos que, T aplica Cy, en C,,. Para esto, sea (u,v) € Cy,, luego por (3.18) y (3.19), tenemos;

loll < [1B=(@~ ) [[iw =] [HHJH +/IH‘I>1HHF(8796(8)7U(8))Hd8]

pero de (3.16),

loll < [|B*(@~ ) [IIw ]

] +/I|‘1>_1|| (Z ai(S)qb(w(S),U(S))) d8]
i=1

y por la definicién de ¥;, tenemos:

IN

o]l 1B (@) W

q
1zl —|—/I||<D_1H <; ai(s)\I/Z-(ro)) ds]
B (@) W Hl[|z] + HB*(‘Pl)*HHWlH/IH‘I’lH <Z ai(s)‘l’i(ro)> ds
i=1

o]l

IN
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Ahora bien, de (3.13) y (3.14) obtenemos:

dl - s/ F—1\* —1=
3 = IB@T) W]
i _ *(H—1)* 1=~
g = IBT@ )W e el
luego,
dl * * -1 -1 !
lll = 5z + 1B (2" DA I!ai\I’i(ro)!ds
i=1
q
ol < +ZHB* V(W =19 ] il i (ro)
1 1 70
HUH = +Zl \Ilz TO >~ 3]€ <d+zcz 7"() ) < (3)]{:) ro < g,
donde

di<d,  ai<c y k=mix{|®|. o' B|(t —to), 1}

para z, tenemos;

Izl < !‘1’||||330H+!‘1’||/IH‘1’1B|HU||dS+||¢||/||‘1>1|HF(875'3(8)7U(8))||618
Zaz ¢z ( ))] ds

Il < @ lllzoll + l@ @7 B (t1 — to) ||v|!+/

t1
luego; de (3.14) y como / |ai(s)] = [|evi]|. Entonces
to

ds <
2l < 57+ Fllvll + > Kl wi(ro)
i=1
Ahora, de (3.11), (3.12) y (3.15) se tiene;

q
C;
2]l < +Z 3 Yilro) + Klv]]-
Asi,
27‘0

k <— pro _ 2o,
ol < 2+ kel = =2

d—l—Zcz

Luego, T aplica C, en si mismo. Ahora, demostraremos que, T'(C).) es equicontinuo sobre I V > 0.
Para esto, veamos que; para todo (z,u) € C, 'y Vsi,s2 € 1,81 < $2, tenemos,

2]l =

v(s1) —v(s2) = DB*(s1) (@71(31))* wt <:c— /IQJI(S)F(s,x(s),u(s))ds>
- B (@7 ) W (7 [ @ 6Pl (o)

I
o(s1) = v(s2) = (B (s1) (@7 (1)) W = B (s2) (07 (s2)) W)

(x— (ID_l(s)F(s,a:(s),u(s))ds).

1
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Normalizando tenemos,
foaton) — (sl < 1B (s1) (87 (s0)" = B (s2) (@ (s2))" [
< (Il + [ 12701 a(o), (s s
por (3.16) tenemos

loi(s1) —v(so)ll < [1B*(s1) (27" (s1))" = B*(s2) (27" (s2)) " [IIW |
z -1 qa-s~azsus S
X <||x||+/lll<1> H; i(8)¢i(x(s), u( ))d>

Luego, por la definiciéon de norma, en Li y de ¥;, tenemos;
loi(s1) —v(s2)l < [1B*(s1) (@7 (51))" — B*(s2) (@7 (s2)) " [[W !

(114 1 10 52 o)) (3:20)
=1

Por otra parte,
(51) — 2(s2) = B(s1)z0 + D(s1) /t &L (1) B(s)v(s)ds

+o(s1) /:1 O L(s)F(s,z(s),u(s))ds

—®(s2)xg — D(s2) /82 d1(s)B(s)v(s)ds

to

—P(s2) /:2 O 1(s)F(s,z(s),u(s))ds

2(s1) —z2(s2) = (®(s1) — B(s2))wo + (B(s1) — D(s2)) /: @7 1(s)B(s)v(s)ds
+(s9) / O (5)B(s)v(s)ds + (D (s1)
—<1>(52))/t:1 &1 (s)F (s, 2(s), u(s))ds
+(s9) / P oL ($) P (s, 2(s), u(s))ds
Normalizando: 1

12(s1) = 2(s2)[| < \\@(31)—<I>(32)Huxou+\@(sl)—¢>(52)\|/t:1 1= I Bll[lvlds
+[|2(s2)]l /12 1| Blll[vllds + [|(s1)
—<I>(82)H/t:1 1[I F (s, 2(s), u(s)) llds
+[|2(s2)]l /12 1M1 (s, 2(5), u(s)) |1 ds
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Nuevamente de la definicién de norma en L! y ¥;, ademaés, de (3.16) tenemos:

[2(s1) = z(s2)l < [1®(s1) = @(s2)[[[[zoll + [|(s1) — P(s2 H/ [~ /11 B]l]|v]lds

e / 1@ 1B [v]lds + | @(s1) — B(s2)] / TS 1\\20@

2
wlol [ 1Y o)
51 i=1

I2(s1) = z(s2)l < [1®(s1) = (s2)[[[|zoll + | (s1) — (s2)|(t2 — to)H‘I)’quHBHHvH
@l (s2 = s1) + 127 Bl[v] + [@(s1) — @(s2)] ; o [ W3 (7) [| @]

q
+ef[|e~t| ; [l | @i (r) (s2 — s1)ds

(3.21)
més atn, para todo (z,u) € C,

bl < 1B @) W [r:zu AP m(s)%(r)ds}

- (3.22)
1B @Y | [|x|| ALY ||a@-<s>||\lf@-<r>ds]

asi, la parte derecha de (3.20)y (3.21), no dependen de la eleccién particular de (z,u), y de (3.21)
resulta que 7'(C;) es una familia de funciones continuas, uniformemente acotadas. De aqui, es
claro que, T(C,) es equicontinuo Vr > 0. Del Teorema de Ascoli-Arzela, T'(C,) es compacto en
C(I,R™ x R™). Por lo tanto, T' es un operador completamente continuo.Ademas, Cy, es no vacio,
cerrado, acotado y convexo; asi, por el Teorema del punto fijo de Schauder, T" posee un punto fijo.
Luego, las soluciones, (3.18) y (3.19) existen. Esto finaliza la demostracién. O

3.2. Consecuencia del Teorema 3.1.1

Para aplicar el Teorema 3.1.1, debemos construir a;s y qﬁ;s tales que (3.17) sea cierto. Esta
construccion depende del problema, que se tenga. Si embargo, una construccién obvia de a;s y gb;s,
se obtiene poniendo g =1, 01 =a =1y

o1(x,u) = ¢(x,u) = sup{||f(¢t,z,u)|| : t € I} (3.23)

En este caso, (3.17) vale si

1 1
lim inf <r> sup{¢1(z,u) : ||(z,u)|| <r} < o (3.24)
T—00 1

donde ¢; estd dado por ¢ = méxaib;, mboxy ai, by por (3.10) y (3.11) respectivamente.

Es importante hacer notar aqui, que esta construccién es suficiente en muchas situaciones.

Corolario 3.2.1. Si f es continua y

t
lim Stz u) =0, wuniformemente en t (t € 1), (3.25)

ll(zu)l|—oo || (2, )]

entonces, el sistema semilineal (3.1) es controlable si el sistema lineal (3.3) es controlable.
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Demostracion. Seanq=1, ay=a=1y

d)l(x?u) = ¢($7u) = Sup{||f(t7l‘>u)|| te I}

Entonces,
If(t, z,u)|| < @(x,u), paratodo (t,z,u) € I xR" x R™

en este caso, la condicién del teorema 3.1.1 es cierta si

lim nf <i> sup{o(z,u) : ||(z,u)l| < r} < % (3.26)

r—00

En particular (3.26), es cierta si

lim inf (i) sup{¢(z,u) : [|(z,u)] <7} =0. (3.27)

r—o00

Supongamos que (3.27) no es cierto. Entonces, para algin ¢ > 0, existe una sucesién {r;}, r; —
oo cuando j — oo tal que

1 )
—supig(e,u) « f|(z, w)| <753 > e,V
J

De aqui, existe una sucesién {(x;,u;)} con ||(z;,u;)| < r; tal que

o) ooy (3.28)
rj

Veamos que, {(x;,u;)} es una sucesién no acotada. Con el propésito de hallar una contradiccién,
supondremos que {(x;,u;)} es una sucesién acotada, ya que f es continua, tenemos;

d(xj,uj) = || f(tj,z5,us)||, paraalgin t; €1,

pero como {(t;,x;,u;)} es acotada en I x R” x R™, existe una subsucesion {(¢;, i, u;)} (renombrada
si es necesario) de {(t;,x;,u;)}, tal que, {(¢;, zi,uw;)} — {(t,z,u)} para algin (¢,z,u). Asi

¢($17u1) = Hf(th%vul)” - ||f(t’$’u)||

Luego, {¢(x;,u;)} es acotada. Esto, contradice (3.28). Concluyendo que, {(z;,u;)} es no acota-
da. Como resultado, podemos elegir otra subsucesién {(zp,u,)} (renombrada, si es necesario) de

{(xj,u;)} tal que;
Ti, Uj — OO cuando p — OO
H( 7 J)H 9

Nuevamente, sea t,, tal que
P(@p, up) = || f (ps Tp, up) ||

para esta subsucesion, tenemos;

lfm Hf(tpvxpvup)u — h/m ¢(xp7up)
p=oo |[(wp, up) | p—oo [|(2p, up) ||
> lim P(zp, up) Se>0
p—oo T

Lo cual viola la hipétesis del corolario. Asi, la condicién, (3.26) es cierta. Luego, el sistema semilineal
(3.1) es controlable. O
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Corolario 3.2.2. Si F(t,x,u) es continua sobre I x R™ x R™, localmente en u, y
=0 wuniformemente en (t,x), (t,x) €I xR" (3.29)

entonces el sistema no lineal (3.1) es controlable, si el sistema lineal (3.3) es controlable

Demostracion. Nuevamente, sea ¢(z,u), definida por (77). Asi,
|E(t,z,u)| < ¢(x,u), V (t,z,u) €l xR"xR™.
Seguidamente,recordemos que, para cualquier ¥(y, z),

sup ¥(y, z) = supsup (y, z)
Y,z Yy z

Por lo tanto,

sup {p(x,u)} sup{sup{[|F'(t, z, w)|| : ¢t € I} : [|(z, w)[| < 7}

l[(z,u)l|<r
< sup{||F(t,z,u)|| :t€l}: xR ||u|| <r}
< sup{[|[F(t,z,u)|| -t e Lw € RY, [luf <7}
< sup{sup{[|F'(t, z, u)| : [Jull <} : (t,2) € I x R"}
" Su)Iﬁ {d(z,u)} < sup{sup{||F(t,z,u)| : ||u|| <r}:(t,z) € I x R"} (3.30)
z,u)|[<r

Demostraremos por contradiccién, que el teorema (3.1.1) es satisfecho, demostrando que:
lim (1/7) sup{¢(z,w) : ||(z,u)|| <7} =0 (3.31)
r—00

es cierta. Supongamos (3.31) no se satisface, entonces de (?7), para algin € > 0, existe {r;}; r; —
oo con j — 00, tal que

(1/7;) sup{sup{||F (¢, z,u)| : |lul]] <r}:(t,z) € I x R"} > .
Mas atin, existen {¢;,z;} tal que
(1/rj) sup{[|F'(¢, z,w)|| - fJull <7} > e,
para todo j. Ya que F' es continua, existe una sucesién {u;}, ||u;|| < rj, tal que
/I E (25, u5)ll > & (3.32)

Note que {u;} no debe ser acotada. De otra forma, si ||u;|| < M para algin M, entonces || F(t;,z;,u;)|| <
L para algin L, ya que F' es localmente acotada en u. Esto contradice (3.32). Luego, tenemos

[ECg g upll [, 25, u5)

[l - T

>e V.

Con ||uj|| — oo. Claramente, esto contradice la hipdtesis (3.29). De aqui (3.31) es satisfecha. O
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3.3. Controlabilidad para Controles en L' (I;R™)

En esta seccién, consideraremos el sistema de control no lineal (3.1), bajo perturbaciones F' tal
que, satisfagan,

[E(t, 2y, un)|| = (1 F (8 2, ug) || < k() ([l21 — w2l + [lur — u2l]), (3.33)

con k(-) € C([0,1];RT). De tal forma que, caracterizaremos la controlabilidad del sistema de control
no lineal (3.1), mediante un operador; no lineal, continuo A. Ademds daremos una condicién nece-
saria para la controlabilidad de dicho sistema. Veamos que, F(t,z,u) € L,(I;R"™). Efectivamente,
basta ver que

[ 1. u) P < o

to

por hipétesis (3.33), tenemos;
1E (w1, ua) || = [1F(,0,0)[] < K (E) (] + [lual])

luego
[E(t, xy,un) || < |[F (2 0,0)[ + () (| (21, ua)l])

tomando a(t) = ||F(t,0,0)||, tenemos
(I1FE 2wl < a(t) + k@] (2, w)]l - con a(-), k() € C([0,1;RT).

Veamos que, Vo € LP(I;R"™) y VYu € LP(I;R"), se tiene que, F(-,z(-),u(-)) € LP(I;R™). Efectiva-
mente, elevando a la p, tenemos:

1E (£, 2(t), w))I” < (a(t) + k@) I(z@), u@) )", al), k() € RT

pero, sabemos que
1P+ gll” < 2°([AI1” + llgll®)

luego

1, 2(t), w(@)|P

IN A

asi

£ (1), u(®) [P < 27a(t)? + 27k ()P[|(x(t), u(t)) [P

Integrando sobre I, tenemos

/1 VPt (), u(®)|P < 27 / a(t)Pdt + 2 /1 K0P 1|(2(t), () [P < oo.

1

Nos sera de gran utilidad un lema muy conocido, a saber.

Lema 3.3.1 (Lema de Gronwal). Sean f : [a,b] =R y g:[a,b] — R dos funciones conti-
nuas. Sea y : [a,b] — R, una funcion continua que satisface

o) < S0+ [ gohus)ds, vt oo
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Entonces, se tiene
t t
v < 10+ [ el ([ o) s vee o,
a S
En el caso particular que f = C, es constante, se tiene

y(t) <C exp </ltg(8)d8)

Lema 3.3.2. Si a las hipdtesis del lema (3.3.1), agregamos que, f es mondtona creciente, podremos
afirmar que;

o) < 10) eon [ tg(s)ds) .

Demostracion. Definamos una funciéon G, de la siguiente manera

6lo) = ean ([ tg(u)du) ,

ademas, como f es mondtona creciente y g es no negativa tenemos:

F(5)g(s) exp ( / tg(u)du) ds < f(2)g(t) exp ( / tg(u)du> D selwd) (334

luego, usando (3.34) y la continuidad de, f en el lema (3.3.1), obtenemos;

0) < 10+ 50) [ o(5) e (/ tg(u)du> ds.

pero,
10 +50) [ oo eon ([Cowan)as = s [1- [ @

= O [1=(G() - G(a))]

= fO)[1-(1-G(a))]

= f(t)G(a)
Entonces .

oi0) < @) exp [ turan )

como se queria demostrar. O

Estamos, ahora, en condiciones de enunciar el siguiente lema.

Lema 3.3.3. Sea u(-) € Ly(to,t1;R™), 9 € R™ y F satisfaciendo la condicon
1Bt 1, un) = [[F(8 w2, u2) || < k() ([ler — 22| + [Jur — ual]), (3.35)

con k(-) € C([0,1];RT), entonces, la aplicacion de la solucién X (xg;u) del problema, (3.1)-(3.3)
satisface la relacion

X w0y My rimmy < [Millzoll + Mz (|| Bullr, + Kllullz, )] (¢ = to)

1 3.36
Myt — to) T (3.36)



3.3 Controlabilidad para Controles en L"(I;R™)

27

donde, My, My y M3 son constantes positivas independientes de xo y u; y también para, ui(-), uz(-)

arbitrarias en LP(ty,t1;R™) la relacion
l21(:) = 22() 2, to.t1:mm) < [1Bllz, + K] Ma(ty — to)l|lua () — ua(:)llz,,

aqui
l’n(t) = X(aco,u)(t)v (n =1,2 y to<t< tl)

Demostracion. De (3.3.3), tenemos:

x(t) = ®(t)zo + P(¢) / Q_I(S)B(s)u(s)ds + (I)(t)/¢_1(S)F(S,$(S)7U(S))d8.

I 1

Tomando norma

la @Il < 12 @llzoll + ()] / [~ () 1B (s)lllu(s)1ds
) / [@ ()1 (s, 2(s). u(s)llds,
por hipétesis
o)1 < 19(0) ol + 19O [ 197 6) 1B ) o)l
2] [ 197 (el + k) la(s). u(s) s

Considerando M = méx |®(t)]|||@1(s)]|, tenemos

le(®)]| < Mol + M / 1B(s)lus) |ds
+M/ ds+M/l<: Jil(s), u(s)|ds,
luego
le@) < Mol + M /I 1B(s)[u(s) |ds + M /1 a(s)ds
—i—M/Ik(s)Hx(s)Hds—i—M/Ik(s)\u(s)Hds.

Tomemos a = méax Kk = max, _ 1(s) y aplicando Holder

sEIa(S)7
|z (t)|| < M|zl + M/ | Bul|r, (t — to)"/? + Ma(t — to)
I
—i—MICHu|]Lp(t—to)1/q+M/k(s)Hx(s)Hds.
I

ordenando

lz(@®)|| < Mol + (I Bullz, + Kllull)M(t — to)/7 + Ma(t — to)
+ MfI s)||z(s)]|ds.

(3.37)
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observando que la funcién
M |lzol| + (1 Bullp + Kllull1p) M (t = t0)/* + Ma(t — to)

es particularmente continua y mondétonamente creciente en [tg,t1]. Por lo tanto, del lema (3.3.1),
obtenemos;

lz@)ll < |Mllzoll + (I1Bullzp + Kllull 1) M (t — to)/4
+aM (t —tg)] exp <M/Ik:(s)ds>.
Luego,
@l < [Mllon+(!\BUIILp+’C\IUIILp)M(t—to)”q

+alM (t —to)] exp (MK(t — o)) .
pero como,(t — ty) es mondtonamente creciente en I, tenemos

@)l < [Mllon + (| Bull p + Kl 1) M (£ — o)/
+aM(t — to)] exp (M’C(tl - to)) .

Luego, elevando a la p, integrando sobre I y elevando este resultado a la 1/p obtenemos

lz()l < Ml[zol| exp (MK(t1 — to)(t1 — o))

(t1 — to)

+ ([ Bullp + Kljull p) M Y

exp(MK(t1 — tp))

oy
FaM exp(MK(t, — t)) =10

(p+1)'P
Tomando,
My = Merp(MK(t: —t));
A My MexpMK(t; —to)
2 = pl/p - pl/p ’
aMexp(MK(t1 — to)) aM — 1
M3 == - )
(p+1D)'P (p+ 1)1/
tenemos,

1
lz(-)lrp < Milzol(t1 — to) + Ma(||Bull 1 + Kllull 1) (t1 — to) + Mty — to)' 7.

Asi,
1
lz()zp < [Millzoll + Ma(l[Bullzp + Kllullzp)] (tr — to) + Ms(tr — to) "
obteniendo la relacién (3.36).
Para obtener la relacién (3.36), consideremos;

zi(t) —wa(t) = B(t) [/‘1’1(8)3(8)(”1(8) — uz(s))ds

1

+ /@‘1(5)(F(3),x1(s),u1(3) — F(s),x2(s),u2(s))ds

1
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tomando norma, resulta que
[z (t) —z2 ()] < [[@(2) [/H@ SB[ (ur(s) — ua(s)l)ds
+ /II‘I> ) (F(s), z1(s), ua(s) _F(S)va(s)’u2(5))Hd5]
luego
[z (t) —2(t)] < M [/HB $)|lll(u1(s) — ua(s)ll)ds
+ /||‘1> S)II(F (), z1(s), ur(s) —F(8)7w2(8),uz(8))!\d8]
y de la hip6tesis (3.35), tenemos
z1(t) —z2(B) < M UIIB $)IIlI(u1(s) — ua(s)|)ds
107 @k (s) = wa(s) s
b [k (s) ~ aalo)has]
por la desigualdad de Holder, obtenemos;
for() — 220l < | [1Bu() - Bualuate — t)!/7+
Kllur () = ua () p(t = )] +
M [ k(s)(lea(s) = a(s) s
Nuevamente, como;
M [1Bus() = Bus()l, (¢ = t0)/1-+ Kt = t0) (], = feel,)]
es continua y mondtonamente creciente en I, por el lema (3.3.2) tenemos;
lz1 () = z2()| < M || Bua() = Bua()|y, (t — to)"/
b= ) ()~ Ol ] e (01 [ks)as).
luego;
e (t) —z2 (D)) < M [HBM(-) = Bu(")|l,,, (t —t0)"/*
K= 10) " ur () = us()l,, | ep (MKt~ t0)
y como, (t — tp) es monétonamente creciente en I, se sigue:
() —z2 ()] < M [HBW(') — Buz(:)||,,, (t—t0)"/ (3.38)

(= 1)1 [us — sy, | exp(MK(t — o))
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elevando a la p, integrando sobre I, y elevando este resultado a la 1/p, se tiene

t — to
1) =220, < MIB ) = BuaCl,, U erpri - )
t1 —t
—%AJKJQE—Aggzexp(AlKth——uﬁ)Hul——UQHLP
pl/P
asi,
z1(-) = 22()l,,, = [IBua(-) = Bua(-)ll,, + Kllur — uall,,] Ma(t1 — to)
luego;
lz1(-) = z2()l,, < [IBll,, + K] Ma(ts — to)llur — uzll,,

quedando, asi probado la relacién (3.36). O

Ahora consideremos, el operador siguiente;

A Ly(to, t1;R™) — R")
u(-) — Au()

donde;
Au(:) == /(D_l(t)F(t,az(t),u(t))dt + /<I>_1(t)B(t)u(t)dt

| z(t) = X(zo,u)(t), (to <t <ty).

Probaremos a continuacién la continuidad del operador A.

Proposicién 3.3.4. A es un operador continuo
Demostracion. Efectivamente, sean ui(-) y uz(-) controles en LP(I; R™) tenemos, entonces, que
[Aur(-) = Aug()[] < /IH‘I’l(t)llllB(t)M(t) — B(t)ua(t)]|dt
+ /IHCI’_l(t)HHF(SafEl(S)yUl(S)) — F(s,z2(s), ua(s))||ds

utilizando la desigualdad de Holder y la condicién (3.35) sobre F, obtenemos;

1Awr (-) = Aua ()| < M||Bui() = Bua()|, (tr — to) '/

||Lp

+ M/k:(s)Hul(s) —uz(s)||ds + M/k:(s)”xl(s) — xa(s)||ds
I I
aplicando nuevamente Holder,

1Awi(-) = Aup ()] < M|Bus(-) = Bua(:)ll,,, (t1 — o)/
+ ME|ur(-) = ua(-)|l,, (b1 —t0) "/

v Mnlmg@—@@m@,



3.3 Controlabilidad para Controles en L (I; R™) 31

considerando (3.38) tenemos;
[Aur (-) = Auz ()| < (I1Bur(-) = Bua(4)|l,,,) M(t1 — t0)'/*
+ ME(®)ur (-) = u2() ||, (81 — t0)"/

t] — to)l/att
ks, B O e,

1/q+1
_yy (t1 — o) /et
+ M,C26MIC(t1 to)W”ul(.)_UQ(.)HLP
De aqui,
IAur () = Aua ()| < By, llun () = ua ()], M (1 = )"/
+ ME[ui(-) = ua(:)l,, (b1 — to) "/
(tr — to)'/o™!
+ M2’C\|B||L,,Wuul(')*u2(')||Lp
t] — to)t/at!
MK2 MIC(tl—to)< 1 0 D — .
b oMK Tl () = ),
asi;
[Aur () = Aug ()| < [HBHLPM(tl—to)l/q+M’C(t1—to)1/q
tl_to)l/q+l
MK B (—
2 MK(t—to) (B — t0)'/4T!
+ MICEMKn O)W lur(-) —u2()ll,,
obteniendo,
[Aur(-) = Aug()[| < Lllur — wall, pm,)
donde,
t; — tg)/at!
L = |IB]l, Mt —to)V7 + MK(t1 — o)/ + M2 B, (A=t
1B, M (0 = #0)!/0 -4 MEC(tr = 10)"+ MK B, 0
+M’C26MIC(t1—t0) (tl — to)l/q+1
1/g+1
se obtiene la continuidad del operador A ya que wuy,uy € LP(I;R™). ]

A continuacién caracterizaremos la controlabilidad del sistema (3.1), mediante el operador A.

Proposicién 3.3.5. El sistema (3.1) es totalmente controlable, si, y sdlo si, el operador, A es
sobreyectivo; es decir, si

Ran(A) =R"

Demostracion. Sea x € R™ arbitrario, si suponemos que (3.1), es totalmente controlable existe,
entonces, un control u € LP(I;R™) que lleva el punto —z al punto cero, asi, tenemos;

0= —d(t)x + B(t) /I<I>_1(5)F(s, 2(s), u(s))ds + B(t1) /I<I>_1(S)B(s)u(s)ds
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o lo que es lo mismo que
x = /@1(8)F(s,x(3),u(s))ds + /Cbl(s)B(s)u(s)ds
I I

Reciprocamente, considerando que, A es un operador sobreyectivoC; para x1 y xg arbitrario en R™,
tomemos el punto
z = (I)fl(tl)xl —x9 € R"

Luego, por la sobreyectividad de A, existe un control u € LP(I;R™) tal que

z= /@_1(3)F(s,x(s),u(s))ds + /q)_l(s)B(s)u(s)ds
I

I
Asi,
Otz — x = /CID_l(s)F(s,x(s),u(s))ds + /@_I(S)B(s)u(s)ds,
I I
y usando la invertibilidad de ®, tenemos finalmente que

x1 = O(t1)zo + ®(t1) /I<I>1(S)F(s,x(s),u(s))ds + O(t) /ICDI(S)B(S)u(s)ds,

Por lo tanto, el sistema (3.1) es, en efecto, totalmente controlable.

Consideremos la aplicacion
plt,s) =) (s), (ts€T)

Entonces ¢(t,t9) = ®(t); por consiguiente, la solucién de (3.1) con la condicién inicial x,,(tg) = xo
la podemos escribir de la siguiente manera

x4y (to) = w(t, to)xo + /tcp(t, s)B(s)u(s)ds, (to <t <ty). (3.39)

to

Definamos a continuacion la siguiente matriz
W (to, t1) == /(p1(t1,t)B(t)BT(t)go(tl,t)Tdt. (3.40)
I

FEl siguiente resultado nos servird para afirmar, bajo ciertas condiciones, cuando el sistema semilineal
(3.1), es exactamente controlable. O

Teorema 3.3.6. Supongamos que el sistema (3.1) es controlable en I, la funcion F, satisface la
condicion (3.33) y vale

1+p
MoCMP [ BCOHW ™ (b, ta)[[(01 — to) 7 < 1, (3.41)
entonces, el sistema no lineal, (3.1) es controlable en I.

Demostracion. Si F € LP(I x R™ x R™ /R™), entonces por la controlabilidad de (3.1) existe u €
LP(I;R™) tal que el punto de R"

/q)_l(s)F(s,x(s),u(s))ds — /Q_l(s)B(s)u(s) =0

I I
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mas aun, el control u se puede determinar ya que

/]q)_l(s)F(s,x(s),u(s))ds = W(to,tl)W_l(to,tl) /]q)_l(s)F(s,x(s),u(s))ds

_ / o1 (s)B(t) (BT~ (1)W1 (to, 1)
I

/ &1 (s)F (s, 2(s), u<s))ds>

I
y de esta manera
u(t) = BT 00" W (1, 1) /1 B1(5)F (s, 2(s), u(s))ds

podemos, entonces hacer

lu(®) = 1BT Ol &)W (to, ) /IH@_l(S)HHF(Saw(S)w(S))HdS

y de aqui
) Lprmmy < M [[w™ (o, t) 1B pgrzzm IF CII(E = t0)
escribiendo
g = M?||BC)[[ ¥/t = t[|W " (to, 11) |
obtenemos la relacién
lu( )l prrmy < @ llFC)l Lprrm) (3.42)

Sea ahora, x;, € R™ arbitrario y u; € Lp(I;R™), entonces, existe ug € Lp(I;R™) tal que
- /<1>-1<3>F(s,x1(s),ul(s))ds _ /@—1(3)3(3),u2(3))ds ~0
I I
para ug(-) existe wa(-) € LP(I;R™) tal que

/@1(3) [F(s,x2(s),ua(s)) — F(s,z1(s),u1(s))]ds — /Cbl(s)B(s),wQ(s)dS =0

1 1

donde
x1(t) = X (2o, u1)(t),

lw2 (I Lprmmy < @l F (s 2a(),u2()) = FC2(), u2() | pmm)

aqui, hemos usado (3.42) con F(-) = F(-,z2(-),u2(-)) — F(-,x1(-),u1(-)). Si usamos la condicién
(3.35) obtendremos

lwa () Lprmmy < @K (le2() = 21 ()| prey + luz() = wr()llpmn))

y usando (3.37), nos queda

IN

@K [(I1Bllp — K) Ma(t1 — to)llua(-) — w1 ()]l prirmy

Jug(-) = ur ()| Lprmm))

Hw?(')HLp(I;Rm)

_l’_

luego
[wa ()l Lprrmy < @By + K) Ma(t — to) — 1 [Jua () — w1 ()l Lp(zmn)
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asi, escribiendo ug = us — wo, obtenemos que

lwe( M Lprrry < @K [(I1Bllp + K) Ma(ts — to) + 1] [lua(-) — u1()l| p(z:rm)

lems - /ICD1(3)F(s,x2(s),u2(s))d8— /Iél(s)B(s)u:a(s)dF
v - /I¢1(3)F(s,x1(s),u1(s))ds { /1 O1(s) [F(s, wa(s), us(s))—
F(s,z2(s), uz(s))] ds — chl(s)B(s)wQ(s)ds} =0
O
quedando

= 6P (s, ma(s)ua(s))ds = o (5) B uals)ds = 0

Reiterando este proceso, obtenemos una sucesion de controles {u,(-)}n>1 C Ly(to, t1; R™) tal que

Ty — ,/é)l(S)F(s,xn(S),un(S))ds - ,ﬁjl(s)B(S)unH(S)ds =0. (3.43)

con

[tn1(-) = “n(')HLp(I;Rm) < @Kk [(HBHLp + ’C) My(ty —t2) + 1]
[un () = wn1 ()L, (rmm)
zn(t) = X(mo,un(t)), (to<t<t; yn=234,-)
De la hipétesis (3.41), obtenemos que
Lip _
aK[(1Bllzp + K)M2(t1 —to) +1] = M>Ma(ty —to) » ||B|IZ,Kllw™ (to, t1)l]
Lip _
— M2M2(t1 — to) p ||B||L]2)IC||’LU 1(t0,t1)” —1<1.
y asi, la sucesién, {uy,(-)}n>1 es Cauchy en L, (I;RR"), esto nos dice que existe v € LP(I;R™) tal que
lim wu,(-) =u(-) € LP(I;R™)
n—oo

debido a que la sucesién de soluciones, {z,(-)}n>1 converge uniformemente a z(-), (es lo que se
deduce de (3.38) ), si pasamos al limite en (3.43) tenemos que;

Ty, — ﬁ_l(s)F(s,x(s),u(s))ds — J/éb_l(s)B(s)u(s)ds =0.

Concluyendo la controlabilidad exacta del sistema (3.1) en I.
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