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Introduccion

Los niimeros complejos son una creacién esencialmente algebraica. Cardano
introdujo la unidad imaginaria en 1545 para expresar las soluciones, aunque fue-
ran “imaginarias”, de las ecuaciones de segundo grado, y desde este momento
los algebristas encontraron cada vez mas evidencias de que los nimeros ima-
ginarios resultantes de admitir al nimero 7 como si fuera un nimero real més
eran suficientes para resolver cualquier ecuacion polinémica. Sin embargo, una
prueba de esta conjetura tuvo que esperar hasta el siglo XIX, cuando Gauss
demostrd en su tesis doctoral que todo polinomio con coeficientes complejos se
descompone en factores lineales, es decir, que tiene todas sus raices en C: éste
es el teorema fundamental del dlgebra. Otro descubrimiento de Gauss mucho
maés simple, pero no menos importante, fue que la aritmética de los nimeros
complejos, introducida formalmente a partir de la relacién i = v/—1, tiene una
interpretacion geométrica sencilla si identificamos los elementos de C con los
puntos del plano. Esta interpretacién puede considerarse como el punto de par-
tida del estudio analitico de los nuimeros complejos. En términos modernos C
recibe la topologia de R? y la relacién de esta topologia con su aritmética es la
misma que se da en R. En particular tiene sentido la expresién

lim f(z) = f(20)

Z—20 zZ— 20

para cualquier funciéon compleja f definida en un entorno del punto zy. Se abre
asi una teoria de derivacion de funciones complejas similar a su andloga real.
Sus sélidos cimientos fueron establecidos por Cauchy en los numerosos articulos
que dedicé a esta materia. Como cabe esperar, las funciones derivables en el
sentido complejo y las funciones derivables reales comparten sus propiedades
bésicas con demostraciones practicamente idénticas (se trata de las propiedades
que dependen directamente de la topologia y la estructura de cuerpo), pero al
profundizar en la teoria pronto se advierte una diferencia esencial con el caso
real: mientras que el andlisis real es esencialmente geométrico, en el sentido
de la mayoria de sus resultados son conjeturables a partir de la interpretacion
geométrica de la derivada, la geometria apenas interviene en el andlisis complejo.

Existe ciertamente una interpretaciéon geométrica de la derivada compleja (o,
mas precisamente, del médulo y del argumento de la derivada), pero normal-
mente es de poca ayuda. Pensemos por ejemplo en los dos teoremas siguientes:

X



e Introduccién

e Si una funcién real derivable tiene un maximo relativo en un punto enton-
ces su derivada es nula en dicho punto.

e Si una funcién compleja derivable tiene un méximo relativo (en médulo)
en un punto entonces es constante.

El primero es geométricamente evidente, el segundo no. Sin embargo no
hemos de pensar por esto que la derivacién compleja es una mera abstraccion
formal de la derivacion real. Lo que sucede es que en lugar de ser una teoria
descriptiva superficial, en el sentido de que la distancia entre las definiciones y
los teoremas se salva a menudo formalizando ideas geométricas sencillas, la deri-
vacién compleja combina las técnicas analiticas con la estética y la profundidad
del algebra, en el sentido de que toda ella gira en torno a unos pocos principios
faciles de enunciar, pero abstractos y légicamente distantes de las definiciones.
Parece como si el origen algebraico del cuerpo complejo impregnase toda la
teoria y asi, mientras la guia del analisis real es que las funciones derivables son
las que admiten tangente en cada punto, en el caso complejo es util pensar que
las funciones derivables son como “polinomios de grado infinito”, hecho nada
evidente a partir de la definicién, pero que vuelve naturales los teoremas bésicos.
He aqui un ejemplo :

e Si el conjunto de puntos donde una funcién derivable compleja se anula
tiene un punto de acumulacién (en el dominio de la funcién) entonces
dicha funcién es idénticamente nula.

Se trata del andlogo infinito al hecho de que si un polinomio se anula en un
conjunto infinito de puntos entonces es idénticamente nulo. El caso infinito es un
resultado profundo en el sentido de que no es evidente a partir de la definicién
de derivada, ni ain de los hechos bésicos sobre funciones derivables, pero es
natural a partir de la analogia con los polinomios que acabamos de explicar.

Este caracter algebraico-analitico de la teoria se refleja en sus aplicaciones.
Aunque muchas de ellas pertenecen al analisis real, analisis de Fourier o incluso
a la fisica (mecdnica de fluidos, electricidad, etc.), una parte importante corres-
ponde a la teoria de nimeros, y lo méas notable es que no sélo permite probar
resultados analiticos del tipo de relaciones asintdticas, como el teorema de los
nimeros primos, sino también profundos teoremas de enunciados estrictamente
aritméticos o algebraicos.

De hecho, muchos de los problemas en que se puede aplicar con éxito la teoria
de funciones de variable compleja no muestran en principio relacién alguna con
los ntimeros complejos. Pongamos un ejemplo sencillo pero ilustrativo de este
fenémeno.
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Consideremos la funcién f : R — R dada por f(z) = 1/(1 + 22). Es una
funcién infinitamente derivable, luego podemos investigar la convergencia de su
serie de Taylor alrededor de 0. Si intentamos calcular sus derivadas sucesivas
obtenemos expresiones cada vez més complicadas, pero podemos observar que
si |22| < 1 entonces 1/(1 + 22) es la suma de la serie geométrica de razén —u2.

Por lo tanto
oo

1
m — Z(_l)nljn.
n=0

Una serie de potencias es siempre su serie de Taylor, luego hemos encontrado
el desarrollo de Taylor de la funcién f. Es inmediato que la serie converge sélo
cuando |z| < 1. Surge entonces la pregunta de por qué la convergencia se
interrumpe en —1. O tal vez no surge. Podria pensarse que esto es asi, como
acabamos de probar, y que no tiene sentido buscar un porqué mas alla de la
prueba anterior u otra similar. Sin embargo, la teoria de funciones de variable
compleja aporta una explicacién mas profunda.

Consideremos la funcién f : C\ {£i} — C dada por f(z) = 1/(1 + 22),
la extensién natural de la funcién de partida. El mismo argumento de antes
prueba que

flz)= Z(—l)”z2n, para |z| < 1.

Las series de potencias convergen siempre en discos a funciones continuas, y
ahora estd claro por qué no puede convergen mas alla del disco unidad: porque
f presenta discontinuidades en los puntos +i, luego no existe ninguna extension
continua de f a un disco abierto mayor que |z| < 1.

La funcién original f tenfa un problema (o mejor dicho, dos problemas),
pero fuera de la recta real. Considerar su restricciéon a R oscurece la situacion,
a pesar de que f puede aparecer al abordar un problema que sélo involucre
nimeros reales.

Similarmente, las técnicas complejas se aplican al cdlculo de limites, in-
tegrales, suma de series de funciones, célculo de series de Fourier, y muchos
otros problemas de planteamiento estrictamente real. En este libro veremos
muchos ejemplos de este tipo, pero a la hora de mostrar aplicaciones menos
sencillas nos hemos inclinado hacia la teoria de niimeros por dos razones. Por
una parte es mas facil exponer de forma “casi autocontenida” y motivada pro-
blemas aritméticos, a menudo de planteamiento elemental, y por otro lado las
aplicaciones a la teoria de niimeros muestran el sorprendente papel de “bisagra”
que juega la derivaciéon compleja entre el algebra y el andlisis, que es, a nuestro
juicio, una de las caracteristicas més notables de la teoria.

También debemos recordar que la derivacién compleja estd relacionada con la
geometria deferencial. La memoria de Riemann sobre variedades diferenciables
que dio origen a la geometria diferencial moderna estuvo motivada en parte por
sus investigaciones sobre la materia que nos ocupa. Veremos algo acerca de esto
en los ultimos capitulos. También daremos una demostracion del teorema de la
curva de Jordan basada en las propiedades de los logaritmos complejos.



xii Introduccion

La mayor parte de este libro estd dedicada a exponer los resultados basicos
de la teoria, acompanados de numerosas aplicaciones que muestren su potencia.
Para seguirla adecuadamente el lector debe conocer los resultados topoldgicos
bésicos: propiedades de los espacios compactos, conexos, topologia producto,
funciones continuas, limites, etc. (por lo general en R™), los resultados ele-
mentales sobre espacios de funciones: convergencia puntual y uniforme, etc.
(también para funciones en R™, especialmente en R?, aunque una cierta fami-
liaridad con el caso de R puede ser suficiente), asi como los resultados funda-
mentales del andlisis real: diferenciabilidad, integrales, series, etc. (incluyendo
la teorfa bésica de la integral de Lebesgue). Algunas aplicaciones a la teoria
de nidmeros requieren la aritmética elemental (ntimeros primos, divisores, etc.)
y un minimo de algebra (no més alld de saber qué es un grupo o un anillo
cociente).

Para acabar debo hacer constar que la primera versién de los ocho prime-
ros capitulos del libro (aproximadamente) fue elaborada conjuntamente con mi
amiga Pilar Rueda, y a ella le deben mucho de lo que son. Sin duda, en los
capitulos posteriores se echard de menos su buen criterio y su eficiencia pues, en
contra de lo que ambos hubiéramos deseado, tuvimos que descomponer nuestro
proyecto comin en dos proyectos independientes, uno de los cuales termina en
este libro.



Capitulo I

El plano complejo

Dedicamos este primer capitulo a introducir los conceptos béasicos relacio-
nados con los niimeros complejos junto con algunos resultados analiticos y to-
polégicos que vamos a necesitar méas adelante. Recordemos que los nimeros
complejos son de la forma z = a + bi, donde a y b son numeros reales e i es
la unidad maginaria, caracterizada por que i> = —1. Esta ecuacién, junto a
las leyes de cuerpo, determina la suma y el producto de los nimeros complejos,
pues

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i,

(a+ bi)(c+ di) = ac + bdi* + adi + bci = (ac — bd) + (ad + be)i.

Los ntimeros reales a y b de la expresién binémica anterior estdn univocamen-
te determinados por el nimero complejo z. Se llaman respectivamente parte real
(Rez) y parte imaginaria (Im z) de z. Esta unicidad nos permite identificar el
cuerpo C de los niimeros complejos con el espacio R?, asociando a cada niimero
a + bi el par ordenado (a,b). Esto nos da una interpretacién geométrica de C
como el conjunto de todos los puntos de un plano coordenado, de modo que los
numeros reales ocupan el eje horizontal (eje real) mientras que el eje vertical
(eje imaginario) estd ocupado por los niimeros de la forma bi, llamados también
1Maginarios puros.

il

Con esta identificacion, las funciones Re : C — R e Im : C — R son
simplemente las proyecciones de R? en R.



2 Capitulo 1. EI plano complejo

Existe un unico automorfismo de C que fija a los ntmeros reales (y no es
la identidad), llamado conjugacidn y que viene dado por Z = a + bi = a — bi.
Geométricamente se trata de la simetria respecto al eje real. Como ya hemos
dicho, la conjugacién es un automorfismo, es decir, cumple

21+ 20 =724 +EQ, 2122 = Z1Z29.

AdemdsZ =z y 2 =7 si y s6losi z € R.
La norma euclidea en R? se corresponde con el mddulo de un niimero com-

plejo
|z] = |a + bi| = Va? + b2 = V2Z.

De las propiedades de la conjugacion se deduce inmediatamente que |z1 22| =
|21]|22|. Notemos que el médulo extiende al valor absoluto en R, por lo que

usamos la misma notacién. Puesto que 2z = |z|?, para z # 0 se cumple 2~} =

z/|z]2.

Consideraremos a C como espacio topolégico con la topologia usual de R?,
que es la topologia dada por el médulo, o también la topologia producto inducida
por R.

Es costumbre usar llamar discos a lo que en la teoria general de espacios
métricos se llaman bolas. Usaremos la notacién

D(zg,€) ={z € C ||z — 20| < €}

Los discos cerrados los expresaremos como las clausuras de los discos abier-
tos:
D(Z(),E) = {Z eC | |Z — Zo| < 6}.

Conviene extender el plano complejo C anadiéndole un punto infinito, con lo
que obtenemos el espacio compacto C* = CU{o0}, donde los entornos abiertos
de oo son los complementarios de los subconjuntos compactos de C.

La proyeccion estereografica nos da un homeomorfismo entre C* y una es-
fera, por lo que a C* se le llama esfera de Riemann. Formalmente no necesita-
remos este hecho.

Ademas de la representacion binémica a + bi, todo P
nimero complejo admite la representacion polar, de la

1

forma z = |z|(cos 6 + isen®). 2] '

Si z # 0, el nimero real 6 estd determinado por z .

salvo multiplos enteros de 27 y se llama argumento de sen 0 ,

z. Asi, todo nimero complejo z # 0 estd univocamen- 0 :
te determinado por su moédulo y por uno cualquiera de cosf

sus argumentos. Llamaremos Argz al conjunto de los
argumentos de z. Tenemos que si 6 es un argumento de
z entonces

Argz={0+2kn | k€ Z}.
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1.1 Funciones de variable compleja

Las funciones de variable real mas importantes admiten una extensién natu-
ral a funciones de variable compleja. El caso mas simple es el de los polinomios.
Cada polinomio con coeficientes reales define una funcién sobre C que extiende
a la funcién que define sobre R. Claramente se trata de una funcién continua.
Maés atin, todo polinomio p(z) € C[z] define una funcién continua en C* si
admitimos que p(oo0) = co.

Lo mismo ocurre con las funciones racionales, con la precaucién de que
toman el valor infinito en los puntos donde se anulan sus denominadores (en co
se extienden con el valor del limite, finito o infinito, y el resultado es siempre
una funcién continua). Por ejemplo, la funcién

1
e =2

toma el valor co en +¢ y toma el valor 0 en oo.

Quizé la funcién real mas importante sea la funcién exponencial. Esta ad-
mite una extensién al plano complejo que es sin duda la funcién méas importante
de variable compleja. La definicion que vamos a dar puede parecer muy arti-
ficial, pero veremos enseguida que asi se conservan las muchas propiedades de
la funcién real, y mas adelante probaremos que es la tnica extensién posible
derivable en todo punto en el sentido de derivabilidad compleja que definiremos
en el capitulo siguiente.

Definicién 1.1 Definimos la funcidn exponencial e : C — C mediante
e" T = e® cosy + ie” sen y. (1.1)

El teorema siguiente recoge las propiedades bésicas de la exponencial com-
pleja. Todas ellas se demuestran sin ninguna dificultad a partir de las propie-
dades de la exponencial real y las funciones trigonométricas.

Teorema 1.2 La funcién exponencial compleja es continua y extiende a la ex-
ponencial real. Ademds verifica

a) e = eF1e?2
b) €& = e7,

) Jeoti| = e,

d) e* #0,

e) e ¥ =1/e*.

Las funciones complejas presentan el inconveniente de que no pueden ser
representadas graficamente, ya que su grafica tiene cuatro dimensiones. Para
hacernos una idea del comportamiento de la exponencial podemos fijarnos en
cémo transforma las rectas.
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Por ejemplo, si fijamos x, al variar y la expresién (1.1) describe un circulo
de centro 0 y radio e*, luego la funcién exponencial biyecta el conjunto de las
rectas verticales con el de los circulos de centro 0.

Si por el contrario fijamos la variable y, entonces (1.1) recorre todos los
multiplos positivos del vector unitario (cosy,seny), es decir, la imagen de una
recta horizontal es una semirrecta.

En el caso de una recta oblicua, resulta que a medida que “avanzamos” por
la recta aumentan tanto el médulo como el argumento de las imagenes, por lo
que el resultado es una espiral, lo que se conoce como una espiral logaritmica.

La figura muestra las imagenes por la funcién
exponencial de las rectas x =1, y = 10 e y = 4x.

Centrémonos en las rectas horizontales. Si lla-
mamos S, = {e +ia | € R}, es decir, la semi-
rrecta formada por todos los nimeros complejos
de argumento «, hemos visto que S, es la ima-
gen por la funcién exponencial de la recta y = «.
Una banda de anchura menor que 2w, esto es, un
conjunto de la forma

-10

{r+ia|zeR, a<a<b} conb—a < 2w

es la union de las rectas horizontales de altura a < a < b, luego su imagen por
la funcién exponencial sera la unién de las semirrectas S, con a < a < b, o sea,
un angulo de b — a radianes:

Asi pues, la funcién exponencial biyecta las bandas con los dngulos. La
mayor banda que podemos tomar sin perder la biyectividad es la de anchura
27, siempre que la tomemos abierta (o al menos semiabierta).

Teorema 1.3 Si a € R, la funcion exponencial biyecta la banda abierta
{z+iy|zeR, a<y<a+2r}

con el abierto H, = C\ (S U {0}), es decir, con el complementario de la
semirrecta cerrada de argumento .
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o+ 27

DEMOSTRACION: Si un nimero complejo z # 0 no tiene argumento «, tiene
un argumento y de manera que o < y < a+27. Si |z| = €, entonces z = T,
luego la funcién exponencial entre los conjuntos considerados es suprayectiva.
Para probar la inyectividad vemos primero que e*t%¥ = 1 si y sélo si

e*(cosy +iseny) =1,siysélosie® =1, cosy=1yseny =0,
siy sélo si x =0 e y = 2k7w para cierto k € Z.

Por lo tanto e** = e*? si y s6lo si e*17*2 =1, si y s6lo si 21 — 29 = 2k7i para
un k € Z.
Si tomamos z; y 22 en una banda abierta de anchura 2w, esta condicién
equivale a z; = z9, luego la funcién exponencial es biyectiva sobre estas bandas.
n

Definicién 1.4 Un nimero complejo L es un logaritmo de otro nimero z si
cumple e’ = z. Llamaremos Log z al conjunto de todos los logaritmos de z.

Del teorema anterior se deduce que todo nimero complejo no nulo tiene
infinitos logaritmos, aunque vamos a verlo directamente:

Si L = a + bi es un logaritmo de z, entonces z = e+ = e¢%(cosb + isenb),
luego |z| = e® y por lo tanto a = log |z|. Por definicién, b es un argumento de z.

Reciprocamente, es obvio que si € es un argumento de z, entonces L =
log |z|+16 es un logaritmo de z. Asf pues, hay una biyeccién entre los logaritmos
de z y los argumentos de z dada por

Logz — Argz Argz — Log z
L — ImL 0 —  loglz| +i6

En particular, si Ly y Lo son logaritmos de z, entonces L1 = Ly + 2k7i, con
k € Zy,si Ly es un logaritmo de z, entonces Log z = { Ly + 2kmi | k € Z}.

Para cada o € R definimos la funcién log, : H, — C como la inversa
de la restricciéon de la funcién exponencial a la franja o < Imz < « + 27.
Equivalentemente, si z € H, entonces log, z es el unico logaritmo de z cuya
parte imaginaria estd en |a, & + 27[. Con més detalle, log,, z = log |z| +1 arg,, z,
donde arg,, z es el unico argumento de z en el intervalo o, a + 27].
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A las funciones log,, y arg, se las llama ramas uniformes' del logaritmo y
el argumento en H,,.

Teorema 1.5 Para cada nimero real o, las ramas uniformes arg,, : H, — R
y log, : Hy — C son continuas.

DEMOSTRACION: Dada la relacién log, z = log |z| + i arg,, z, basta probar
que arg,, es continua.

Si z € H,, entonces z = |z|e??, donde § = arg, z € |a,a+ 27[. Por lo
tanto e~z = |z|e’(®=®) tiene argumento § — a € |0, 2x[, es decir, e "z € Hy.
Ademss arg,(e™“2) = 0 — «, luego arg,, z = a + argy(e**z). Por consiguiente
basta probar que arg, es continua.

Llamemos S = {e? | 0 < 6 < 27}. La funcién f : Hy — S dada por
f(2) = z/|z| es continua y conserva los argumentos, es decir, arg, z = arg, f(2).
Por lo tanto basta probar la continuidad de la restriccién a S de argy, es decir,
de la inversa de la funcién g : |0, 27 — S dada por g(f) = cos € + i sené.

A su vez ésta es consecuencia de la continuidad de las funciones

arccos : |—1,1[ — 0, «[, arcsen:]—l,l[—>] T W[,

i

pues sobre el conjunto {z € S | Im z > 0} se cumple g~ (2) = arccos Re z, sobre
{z €S |Imz <0} es g(2) = 2 — arccos Re z y sobre {z € S | Rez < 0}
tenemos g_l(z) = 7 — arcsenlm z, y estos tres conjuntos son abiertos en S y
cubren todos sus puntos. [

En la practica no usaremos la notacion log,, sino que diremos que log es el
logaritmo que toma argumentos entre o y o + 27. Si no se indica lo contrario,
log representard al logaritmo con argumentos entre —m y 7. De este modo,
si r € R, su argumento es 0, luego logr € R y asi log extiende a la funcién
logaritmo real.

Observar que no es cierto en general que log, (z122) = log, z1 + log,, z2. El
segundo miembro es, en efecto, un logaritmo de z7 2o, pero su parte imaginaria
no tiene por qué estar entre a y a + 2.

Ahora vamos a extender las funciones seno y coseno. Partiremos del hecho de
que si z € R, entonces e'* = cos x + i sen x, luego cosz = Ree’®, senz = Im €.

Nos interesa definir que las extensiones sean derivables en el sentido que
definiremos en el capitulo siguiente, pero veremos alli que las funciones parte
real y parte imaginaria no son derivables, por lo que si definiéramos cosz =
Ree'” y sen z = Ime’® no obtendriamos funciones derivables. Esto se resuelve
observando que en general Rez = (2 +%)/2, Imz = (z — 2)/2i.

1La palabra “uniforme” no estd relacionada con su uso en otros contextos, como en “con-
vergencia uniforme” o “funcién uniformemente continua”. Aqui “funcién uniforme” se opone
a “funcién multiforme”, que es una funcién que asigna a cada z un conjunto de valores, como
ocurre con las funciones Arg y Log. En general, una rama uniforme de una funcién multiforme
F es una funcién f tal que f(z) € F(z) para todo z.
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Definiciéon 1.6 Llamaremos funciones seno y coseno a las dadas por

_ efiz eiz + efiz
senz = ———— cosz = —————

23 2

Con esta definicién la derivabilidad serd obvia a partir de la derivabilidad de

la funcién exponencial. La prueba del teorema siguiente no presenta ninguna
dificultad.

Teorema 1.7 Las funciones seno y coseno complejas extienden a las corres-
pondientes funciones reales. Ademds cumplen:

a) sen’z + cos?z = 1.

b) sen(a + b) = senacosb + senbcosa.

¢) cos(a+b) = cosacosb —senasenb.

d) Si k € Z entonces sen(z + 2k7) = sen z, cos(z + 2km) = cos z.
e) cos(—z) = cosz, sen(—z) = —sen z.

Sin embargo, no es cierto que |senz| < 1, |cosz| < 1. Por ejemplo, para
todo nimero real x se cumple
) et +e " ) et —e "
cosix = ——— senir =4 ———
2 2 ’
y estas funciones no estan acotadas.

Ahora tenemos definida de forma natural la funcién tangente compleja, dada
por tanz = sen z/ cos z. Esta funcién estd definida en el plano complejo salvo
en los puntos donde el coseno se anula que, como vemos a continuacion, son
exactamente los nimeros reales donde el coseno se anula.

Teorema 1.8 Los ceros de las funciones seno y coseno complejas son los mis-
mos que los de las funciones reales correspondientes, es decir,

. . . ™ . . .
cosz=032ysoloszz=§—|—kﬂ', senz =0 si y sdlo si z =k,
con k € Z.
DEMOSTRACION: Vedmoslo para el coseno. cosz = 0siy sélo si e?* = —e ™2,
siy s6lo si €2 = —1 = ¢, siy sélo si 2iz = im +2k7i, si y sélo si z = 7/2+ k.
El caso del seno es analogo. m

A partir de la exponencial y el logaritmo se pueden definir otras funciones
de interés. Por ejemplo, podemos definir exponenciales de base arbitraria no
nula:

a® = ezloga,
donde loga es un logaritmo cualquiera de a. Podemos considerar a* como una
funciéon multiforme, aunque es mejor pensar que tenemos infinitas funciones
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independientes definidas sobre todo el plano complejo, una para cada logaritmo
posible de la base. La exponencial usual se obtiene como caso particular al
tomar loge = 1.
También tenemos las funciones potenciales:
20 — @ logz'

Estas son funciones multiformes, de las que podemos separar ramas unifor-
mes continuas (es decir, funciones continuas que asignan a cada z una de sus
potencias z%) en los abiertos donde el logaritmo las tiene, en particular en los
abiertos H, y, por consiguiente, en un entorno de cada punto no nulo. No
obstante, si a € Z entonces 2% = (e!°8#)?, donde las exponenciales del segundo
miembro son la funcién exponencial usual y la exponenciacién respecto a ente-
ros, definida algebraicamente en cualquier cuerpo, es decir, z% es simplemente la
exponenciacion usual, es una funcién uniforme y estd definida en todo el plano
complejo.

De entre las funciones potenciales con exponente no entero, las mas im-
portantes son las de exponente 1/n, donde n es un ndmero natural no nulo.
Entonces escribimos z'/" = {/z, pues claramente ({L/E)n = z, pero debemos
recordar que {/z es una funcién multiforme, pues cada ntimero complejo no
nulo tiene exactamente n raices n-simas distintas.

Ejercicio: Probar que dos logaritmos log, z y log, z de un nidmero complejo z # 0
determinan una misma rafz n-sima e(/™1812 = ¢(1/M)log22 i v 5610 si sus partes
imaginarias se diferencian en un miltiplo entero de 2n.

Cada rama uniforme continua del logaritmo determina una rama uniforme
continua de la raiz n-sima. En particular todo niimero complejo no nulo tiene en
un entorno una rama uniforme continua de la raiz n-sima. De hecho es facil ver
que en un entorno suficientemente pequeno tiene exactamente n ramas distintas
(las que hemos descrito).

1.2 Transformaciones de Mobius

Las transformaciones de Mdbius son una familia muy importante de funcio-
nes de variable compleja, por lo que les dedicamos esta seccién. Son los cocientes
no triviales de polinomios de primer grado:

Definiciéon 1.9 Llamaremos transformaciones de Mobius a las funciones

az+b
cz+d’

M(z) =
donde a, b, ¢, d son nimeros complejos tales que ad — be # 0.

Notar que si fuera ad — be = 0 entonces M(z) serfa simplemente una cons-
tante. Tal y como hemos comentado en la seccién anterior para el caso de
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funciones racionales arbitrarias, el dominio de una transformacién de Mobius es
todo C* si convenimos en que

M(oo) = lim M(z) = % €C®,  M(—d/c) = oo.

Z—00
Claramente M : C*° — C* es una funcién continua y tiene inversa

dz —b

M™(z) = —cz+a’

que, como vemos, es también una transformaciéon de Mobius.

En consecuencia las transformaciones de Mobius resultan ser homeomorfis-
mos de C* en si mismo. Un célculo directo muestra que la composicién de dos
transformaciones de Mdobius es de nuevo una transformacion de Mobius, luego
éstas forman un grupo con la composicién de aplicaciones.

Comenzamos el estudio de estas funciones con una propiedad geométrica:

Teorema 1.10 La imagen de una recta o de una circunferencia por una trans-
formacion de Mébius es una recta o una circunferencia.

DEMOSTRACION: El teorema no afirma que la imagen de una recta sea una
recta y la imagen de una circunferencia sea una circunferencia, sino que las
rectas pueden ser transformadas en circunferencias y viceversa.

La circunferencia de centro un punto (a,b) y radio r > 0 estd formada por
los puntos (z,y) que cumplen la ecuacién (z — a)? + (y — b)2 —r? = 0.

Operando y multiplicando por un nimero real A # 0 arbitrario queda:

A(z? +y?) — 24ax — 2Aby + A(a® + b* —r?) =0,

luego las circunferencias son los conjuntos de puntos que cumplen una ecuacién
del tipo
A(z® 4+ y*) + 2Bz +2Cy + D =0, (1.2)

donde A #0y B2+ C% - AD > 0 (ya que B2+ C? — AD = A%r?). Reciproca-
mente, el conjunto de los puntos que cumple una ecuacion en estas condiciones
es una circunferencia.

Por otra parte si A = 0 la ecuacion se reduce a 2Bz +2Cy + D = 0 que, ad-
mitiendo (B, C) # (0,0), es la ecuacién de una recta, y toda recta estd formada
por los puntos que cumplen una ecuacién de este tipo.

En resumen, las rectas y las circunferencias son los conjuntos de puntos (z, y)
que cumplen una ecuacién del tipo (1.2), donde A #0y B>+ C? — AD >0o0
bien A=0y (B,C) # (0,0).

Si consideramos (z,y) como un nimero complejo z, entonces (1.2) equivale
a

Azz+Ez+ EzZ+ D =0, (1.3)

donde E = B + C', y las condiciones sobre los coeficientes son A =0y E # 0
obien A#0y EE— AD > 0.
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Convendremos en que oo pertenece a cualquier recta y no pertenece a nin-
guna circunferencia, luego una recta es un conjunto de nimeros complejos deter-
minados por una ecuacién de tipo (1.3) con A = 0 més el punto oo y una circun-
ferencia es un conjunto de nimeros complejos determinados por una ecuacion
de tipo (1.3) con A # 0.

Consideremos en primer lugar la funciéon M(z) = 1/z. El conjunto de los
nimeros complejos z # 0 que cumplen la ecuacién (1.3) se transforma en el
conjunto de los nimeros complejos no nulos que cumplen

1 =1 1
A—_+E_+E:+D:0
zZz z z

0, equivalentemente,
D:z+Ez+Ez+A=0.

SiA# 0y D # 0 (con lo que z = 0 no cumple (1.2)) tenemos que el
conjunto inicial era una circunferencia y su imagen también. Si A # 0 pero
D = 0 entonces el conjunto inicial era una circunferencia y el final es una recta.
El 0 pertenecia a la circunferencia y su imagen es oo, que pertenece a la recta.

Si A=0y D # 0 tenemos una recta que no pasa por 0 y se transforma en
una circunferencia. El 0 estd en la imagen porque es la imagen de oo, que estaba
en la recta. Finalmente si A = D = 0 tenemos una recta que pasa por 0 y que se
transforma en otra recta que pasa por 0 (de modo que 0 e co se intercambian).

Asf pues, el teorema es cierto para la funcién 1/z. Andlogamente se puede
comprobar que es véilido para una funcién del tipo M(z) = az + b, aunque
también se puede probar geométricamente teniendo en cuenta que en tal caso
M (z) consiste en la homotecia z — |a|z, seguida del giro de dngulo argz y
seguida de la traslacién z — z + b, y todas estas operaciones conservan rectas y
circunferencias.

En el caso general (si ¢ # 0) expresamos

aerbia bc — ad

M(z)=%T0_a, %c~ad
(2) cz+d ¢ + clez+d)’

con lo que M se expresa como composicién de tres transformaciones de Mobius
que ya sabemos que conservan o intercambian rectas y circunferencias, a saber,
z — ¢z +d, seguida de z — 1/z, seguida de

bc — ad 1
=Ly

Z
Cc c

El caso ¢ = 0 es claro. n

Con més precisién, si M es una transformacién de Mébius y M(zg) = oo,
entonces las imagenes de las rectas y circunferencias que pasan por zp han
de contener a oo, luego han de ser rectas, y las imagenes de las rectas y cir-
cunferencias que no pasan por zp no han de contener a oo, luego han de ser
circunferencias.
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Por otra parte, tanto las rectas como las circunferencias dividen a C*> en
dos componentes conexas (dos semiplanos o el interior y exterior de la circunfe-
rencia) y es obvio que si una funcién M transforma una recta/circunferencia A
en una recta/circunferencia B, entonces M es un homeomorfismo entre C> \ A
y C*\ B, luego biyecta sus dos componentes conexas, es decir, si por ejemplo
M transforma una recta en una circunferencia, entonces M envia los puntos de
uno de los semiplanos definidos por la recta al interior de la circunferencia y los
puntos del otro semiplano al exterior.

Teorema 1.11 Toda transformacion de Mébius M deja fijo al menos a un
punto de C* y si M no es la identidad entonces tiene a lo sumo dos puntos

fijos.

DEMOSTRACION: Sea b
az

M = .

(2) cz+d

Supongamos primero que ¢ = 0 (luego d # 0, a # 0). Entonces se cumple
M(o0) = 00, luego M tiene un punto fijo. En el plano finito M (z) = z tiene a lo
sumo la solucién b/(d — a) (siempre que a # d), luego en total hay a lo sumo dos
puntos fijos. Ahora supongamos ¢ # 0, con lo que M (00) = a/c # oo, luego oo
no es un punto fijo. Tampoco lo es el punto —d/c, pues su imagen es co. Entre
los puntos restantes, la ecuacién M(z) = z equivale a cz? + (d — a)z — b = 0,
que tiene una o dos soluciones en C. m

En la prueba anterior hemos usado el teorema fundamental del &lgebra.
Daremos una prueba de este resultado en el capitulo III (la cual, por supuesto,
no usara el teorema anterior).

Una consecuencia del teorema anterior es que si una transformacién de
Mobius tiene tres puntos fijos entonces es la identidad. El teorema siguiente
generaliza considerablemente este hecho.

Teorema 1.12 Si z1, 29, z3 son tres puntos distintos de C> y wy, wa, w3 son
también distintos entre si (aunque no necesariamente distintos de los anterio-
res) existe una unica transformacion de Mobius M que cumple M(z1) = wi,
M(Zg) = W2, M(Z3) = Wws.

DEMOSTRACION: La unicidad es consecuencia del teorema anterior: si dos
transformaciones M y N cumplen estas condiciones entonces M N ! deja fijos
a z1, 29, 23, luego es la identidad y por lo tanto M = N.

Supongamos que z1, 22, z3 son finitos y que w; = 0, wy = 0o, wg = 1. Para
que una transformacién

az+b
M(z) = cz+d

cumpla M (z1) = 0 se ha de cumplir que az;+b = 0, o sea, que az+b = a(z—z1).
Del mismo modo la condicién M (z2) = oo equivale a ¢z +d = z(z — z2). Asi
pues,

M(z) =222

C zZ— 29
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La condicién M(z3) = 1 determina el cociente

a Z3 — 29

C zZ3 — 21

y el resultado es
23 — 29 2 — 21

M(z) = .
Z3 —R1 & — 29

Es claro que esta transformacién cumple lo pedido.

Si uno de los puntos z es infinito es fécil ver que la funcién que resulta de
tomar limites en la expresién anterior cumple lo buscado. Concretamente sirven
las funciones
zZ— Z1

M(z)= ——, M(z)=
L2 M= M)

Z3 — 29 zZ— z1

M(z) =
(=) —
segln sea 213 = 00, 23 = 00 O 23 = 0OO.
En general podemos obtener dos transformaciones M y N tales que

M(z1) =1, M(z) =00, M(z3)=1,

N(wi) =1, N(wz) =00, N(ws)=1,
y entonces M N ! es la transformacién buscada. L]

Teniendo en cuenta que por tres puntos no alineados pasa una tinica circun-
ferencia es claro que dadas dos rectas/circunferencias existe una transformacién
de Mobius que transforma una en otra.

1.3 Las funciones trigonométricas inversas

Las ultimas funciones de variable compleja que vamos a presentar en este
capitulo son las funciones trigonométricas inversas:

Arcsen z, Arccos z, Arctan z.

Definimos el arco seno Arcsen z como el conjunto de todos los niimeros com-
plejos w tales que senw = z. Similarmente se definen el arco coseno y el arco
tangente. Se trata, pues, de funciones multiformes, y vamos a estudiar la exis-
tencia de ramas uniformes continuas. Ante todo, observamos que la relacién
sen(w 4+ 7/2) = cosw hace que Arcsenz = Arccosz + /2, en el sentido de
que cualquier arco coseno de z se convierte en un arco seno suméndole 7/2 y
cualquier arco seno se convierte en un arco coseno restandole 7/2. Esto permite
traducir todas las propiedades del arco coseno a propiedades del arco seno, por
lo que sélo nos ocuparemos de las funciones Arccos z y Arctan z.

Teniendo en cuenta la definiciéon que hemos dado de la funcién coseno, con-
viene que estudiemos primero la funcién racional
z+27t 2241

w=M\z) = 5 ==,
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Observemos que A toma el valor co exactamente en los puntos 0 e co. Dado
w € C, un nimero z cumplird w = A(2) si y sélo si 22 — 2wz + 1 = 0, lo que
a su vez equivale a que z = w + vVw? — 1, donde vw? — 1 es cualquiera de las
raices cuadradas de w? — 1.

Asi, siw # 1, 0o entonces w? — 1 es un nimero complejo no nulo y tiene dos
raices cuadradas distintas, con lo que w tiene exactamente dos antiimagenes por
A (esto ultimo también vale para w = co). Los puntos w = £1 son los tnicos
que tienen una tnica antiimagen por A, a saber, A(1) =1, A(-1) = —1.

Para comprender con mas detalle el comportamiento de A\ estudiaremos en
primer lugar cémo transforma las circunferencias de centro 0. La circunferencia
unitaria |z] = 1 es un caso especial. Sus puntos son de la forma z = e, con
t € R, y se transforman en

it it
Az) = % = cost.

Por consiguiente la circunferencia unitaria se transforma en el segmento
[-1,1]. Geométricamente, A\ “aplasta” la circunferencia sobre el segmento, de
modo que todos los puntos de éste salvo sus extremos tienen dos antiimagenes
por A, una en el semiplano superior y otra en el inferior.

Consideremos ahora una circunferencia de radio » > 0, r # 1. Sus puntos
son de la forma z = re'’, con t € R. Al aplicar A obtenemos

it | =1 ,—it -1 -1 _
w:)\(z)zr6 +; SRR 2+T cost—i% sent. (1.4)

Por lo tanto, la circunferencia de radio r se trans-
forma en la elipse cuyos ejes son el eje real y el eje ima-
ginario y cuyos semiejes miden

D
e A N

La distancia focal ¢ estd determinada por la relacién
a? = b? + 2, luego es ¢ = 1, es decir, los focos son +1. En realidad, son
dos las circunferencias cuya imagen por A es dicha elipse, las de radios r y
r~!. Cada punto de la elipse tiene exactamente una imagen en cada una de las
circunferencias. Es facil ver que las elipses de focos +1 cubren todo el plano
complejo menos el intervalo [—1,1]. Por consiguiente A\ biyecta tanto el disco
abierto D(0,1) como el complementario del disco cerrado D(0,1) con C\[—1,1].

La observacion siguiente tendrd importancia un poco mas abajo: Sir > 1
entonces —(r~! —r)/2 > 0, luego la férmula (1.4) muestra que z y A(z) estdn en
el mismo semiplano respecto al eje real. Asi, los puntos de la semicircunferencia
Imz > 0 se transforma en la semielipse Imz > 0. Por el contrario, si r < 1
entonces la semicircunferencia Im z > 0 se transforma en la semielipse Im z < 0.
Como consecuencia, los puntos |z| < 1, Im z > 0 se transforman en el semiplano
Imz < 0, mientras que los puntos |z] > 1, Imz > 0 se transforman en el
semiplano Im z > 0.
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Estudiemos ahora la forma en que A transforma las semirrectas de origen en
0, es decir, de la forma z = te'®, con a € R fijo y t > 0. De forma similar a
(1.4) obtenemos que

-1 2u -1
tTlpt=——, tl—t=— :
cos o sen o

Elevando al cuadrado y restando queda

u? v?

=1

cos?a  sen? o

Esto implica que la imagen de la semirrecta estd contenida en la hipérbola
cuyos ejes son el eje real y el eje imaginario y sus semiejes miden a = cos «,
b = sen . De nuevo los focos son +1.

Con més detalle, cuando ¢ varfa entre 0 y 1 la ex-
presién (t71+4t)/2 varfa entre +o0o y 1, y cuando ¢ varfa
entre 1 y 4+oo vemos que (t7! + ¢)/2 varfa entre 1 y
+00. Por otra parte, el signo de (t~! — t)/2 permanece
constante en cada uno de los dos casos. La conclusién
es que A transforma la semirrecta t > 1 en el cuarto de
hipérbola (media rama) situado en el mismo cuadrante
que la semirrecta, y el segmento 0 < ¢ < 1 en el cuarto
de hipérbola situado en el cuadrante conjugado al del segmento. Las cuatro
semirrectas exceptuadas se estudian aparte sin dificultad.

Todo esto se aplica claramente a la funcién coseno. En efecto, cos z puede
obtenerse componiendo la funcién z — iz, con la funcién z — e* y luego con la
funcién .

Consideremos la banda vertical 0 < Rez < w. La funcién iz la transforma
en la banda horizontal 0 < Im z < 7, la funcién exponencial la transforma en el
semiplano Im z > 0 (cada recta horizontal se transforma en una semirrecta de
argumento entre 0 y 7) y por ultimo la funcién A transforma el semiplano en
todo el plano complejo menos las semirrectas |—oo, —1] y [1, +00[ (el semicirculo
unitario abierto se transforma en el semiplano inferior, la semicircunferencia en
el segmento |—1,1[ y el complementario del semicirculo cerrado se transforma
en el semiplano superior). Si llamamos G a este abierto, tenemos que el coseno
biyecta la banda 0 < Rez < 7 con el conjunto G. Si precisamos el argumento
veremos que la parte superior de la banda, Re z > 0, se transforma en el semi-
plano superior y la parte inferior Re z < 0 en el semiplano inferior, mientras que
el segmento |0, 7| se transforma en |—1, 1].
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Las semirrectas Rez = 0, Imz > 0y Rez = 0, Imz < 0 se transforman
ambas en |1, 00|, e igualmente las semirrectas Rez =7, Imz > 0y Rez =,
Im z < 0 se transforman ambas en |—oo, —1][.

Ejercicio: Determinar cémo transforma el coseno una recta vertical y una recta
horizontal.

El comportamiento de la funcién coseno en la banda 7 < Re z < 27 se sigue
facilmente de la relacién cosz = —cos(z — 7). Es fdcil ver que la semibanda
superior se transforma ahora en el semiplano inferior y viceversa. Como el
coseno tiene periodo 27, ya sabemos su comportamiento sobre todas las bandas
km < Rez < (k + 1), para todo entero k.

Sobre el eje real, el coseno se comporta como es conocido, y toma imégenes en
el intervalo [—1,1]. Las zonas sombreadas (abiertas) se transforman biyectiva-
mente en el semiplano superior y las zonas blancas en el inferior. Las semirrectas
verticales que separan las bandas se transforman unas en la semirrecta |1 + oo
y otras en |—oo, —1].

Esto muestra la existencia de ramas uniformes sencillas de la funcién arco
coseno. Por ejemplo, la inversa de cos z restringida a la banda 0 < Rez < 7 es
una rama uniforme de la funcién arco coseno definida sobre el abierto G, pero
tenemos otras posibilidades. También podemos restringir cos z a la semibanda
0 < Rez < 2w, Imz > 0, y entonces obtenemos una rama uniforme del arco
coseno definida sobre C menos la semirrecta [—1,4+o00[. Similarmente podemos
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definir una rama uniforme del arco coseno sobre C menos la semirrecta |—oo, 1].
Vamos a probar que todas estas ramas uniformes son continuas. Més en general,
vamos a ver que si la funcién coseno restringida a un abierto de C que no
contenga miultiplos de 7 es inyectiva, entonces su inversa en una rama uniforme
continua del arco coseno.?

Para ello basta ver que si coszg = wp (con wy # +£1) existe una rama
uniforme continua del arco coseno definida en un entorno de zy y que tal que
arccos wy = 2.

En efecto, admitamos esto y sea f : A — B la inversa de la restriccién de
la funcién coseno a un abierto B, de modo que A C C\ {£1}. Sea wy € A
y 20 = f(wp). Entonces wy = coszg y podemos tomar un entorno V de wy
en el que esté definida una rama uniforme continua g del arco coseno tal que
g(wo) = zp. Restringiéndolo podemos suponer V = ¢g~1[B]. Asi, si w € V se
cumple f(w), g(w) € By cos f(w) = cos g(w) = w, luego f(w) = g(w). Por lo
tanto f y g coinciden en V' y asi f es continua en wy.

Para probar la existencia de ramas uniformes continuas del arco coseno las
construiremos a partir de logaritmos y raices cuadradas. Notemos que si
eZZ _|_ 6—7,2
w=c08z=—""—,

2

despejando resulta que (e)? — 2we* + 1 = 0, luego
e = w4+ Vw? — 1,

y en conclusion

1
S 2 _
z= log(w + Vw? — 1), (1.5)

donde hay que entender que elegimos una raiz cuadrada y un logaritmo. Recipro-
camente, cualquier ntimero de la forma (1.5) es un arco coseno de w. Si partimos
de un niimero complejo w # £1 entonces w? — 1 # 0, luego podemos tomar una
rama uniforme continua de la rafz cuadrada en un entorno, y w + vw? — 1 # 0
(pues en caso contrario elevarfamos al cuadrado y resultarfa 1 = 0), con lo que
podemos tomar una rama uniforme continua del logaritmo en un entorno. En
definitiva, todo w # =£1 tiene en un entorno una rama uniforme continua del
arco coseno dada por (1.5), donde el logaritmo y la rafz cuadrada son ahora
ramas uniformes continuas de estas funciones, elegidas adecuadamente.

Esto es lo que queriamos probar, pero se cumple mas. Localmente, toda
rama uniforme continua es de esta forma. En efecto, si f(w) es una rama
uniforme continua del arco coseno definida alrededor de un punto wy # =+1,
entonces podemos tomar otra de la forma (1.5) definida en un entorno conexo
Q de wq contenido en el dominio de f. Entonces

f(w) = % log(w + €wVw? — 1) + 2k,

2En realidad esto es consecuencia inmediata del teorema de la funcién inversa 8.15.
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donde ¢, = +1 y k,, € Z. La funcién
) = w Vw2 — 1

es continua, lo que obliga a que €, sea continua, y por tanto constante, en
Q. De aqui se sigue que k,, también es continua y también es constante. Cam-
biando vw? — 1 por ey/w? — 1 obtenemos otra rama uniforme continua de la raiz
cuadrada y cambiando log(w + €,vw? — 1) por log(w + €, vVw? — 1) + 2kmi
obtenemos otra rama uniforme continua del logaritmo con las cuales f tiene la
forma (1.5).
Mas sencillo es el caso del arco tangente. Si
1 eiz _ e—iz 1 621'2 -1

w=tanz = - — — = — — ,
i ez 4 e—iz 2627‘Z+1

entonces

_ 1 Lt

z= 5 log

para una eleccién adecuada del logaritmo. Reciprocamente, esta expresion de-
termina un arco tangente de w para cualquier elecciéon del logaritmo. Puesto
que la expresion dentro del logaritmo es una transformacién de Mobius M, con-
cluimos que la funcién multiforme Arctan tiene las mismas propiedades que la
funcién logaritmo con las variaciones obvias que exige M. Asi, al igual que el
logaritmo tiene ramas uniformes continuas en un entorno de cada punto dis-
tinto de 0 (y de o), la funcién arco tangente tiene ramas uniformes continuas
en un entorno de cada punto distinto de +i. Al igual que el logaritmo tiene
ramas uniformes continuas en C°° menos las semirrectas que conectan 0 e oo,
la funcioén arco tangente tiene ramas uniformes continuas menos en los arcos de
circunferencia que conectan a ¢ con —i, incluyendo el segmento de extremos +i
y las dos semirrectas verticales de extremos =i.

.
1—w

1.4 Arcos

Una importante herramienta topoldgica en el estudio del plano complejo es
el concepto de arco, que estudiaremos en esta seccién.

Definicién 1.13 Un arco es una aplicacién continua ¢ : [a,b] — C. Llamare-
mos rango del arco ¢ al conjunto ¢* = ¢|[a, b]], que es un subconjunto compacto
de C. Los puntos ¢(a) y ¢(b) se llaman extremos de ¢. Concretamente ¢(a) es
el punto inicial de ¢ y ¢(b) es el punto final. Diremos que ¢ es un arco cerrado

si ¢(a) = ¢(b)-

¢(a)

O

¢(b)

o(a) \_/

Arco Arco cerrado
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Es importante que un arco no es el conjunto de puntos ¢*, sino la aplicacién
¢, pues ¢ contiene mas informacion que ¢*. Por ejemplo, ¢ determina sus
extremos en un orden fijo mientras que ¢* no lo hace.

Definicién 1.14 Si ¢ : [a,b] — C es un arco, su arco opuesto sera el arco
—6 : [~b, —a] — C dado por (—@)(t) = ¢(—1).

Geométricamente, —¢ es el mismo arco que ¢ salvo que estd recorrido en
sentido contrario.

Consideremos dos arcos ¢ : [a,b] — C y ¢ : [¢,d] — C. Diremos que ¢ y
1 pueden unirse, o que existe su unién, si ¢(b) = ¥(c), en cuyo caso definimos
el arco (pU ) : [a,b+ d — ¢] — C dado por

o) sia<t<b
(¢U¢)(t)—{w(t—b+c) sib<t<b+d-—c

Geométricamente ¢pU1 es el arco que se obtiene al recorrer ¢ y seguidamente
recorrer t. Es claro que (¢ U)* = ¢* U™, asi como que el punto inicial de

P U es ¢(a) y el punto final es 1(d).

¢(a) PUY

Los arcos mas sencillos son los segmentos. Definimos el segmento de extremos
z1'y z2 como el arco [z1, 22] : [0,1] — C dado por [z1, 22](t) = (1 — )21 + t22.

Una poligonal es una unién finita de segmentos. Es un hecho conocido de la
topologia de R? que si Q es un abierto conexo de C y 21, 2o € Q, entonces existe
una poligonal de extremos z1 y z2 cuyo rango estd contenido en 2.

Definicién 1.15 Diremos que una aplicacién f : ]c,d] — C es derivable si lo es
como funcién f : ]c,d[ — R2, es decir, si las funciones Re f,Im f : |¢,d[ — R
son derivables en el sentido del andlisis real. En tal caso se define la derivada
f'=(Ref) +i(Im f)'. La funcién f es de clase C' si su derivada es continua.

Diremos que un arco ¢ : [a,b] — C es derivable si se puede extender a
una aplicacién de clase C' en un intervalo abierto que contenga al intervalo
[a,b]. Notemos que entonces que ¢’ : [a,b] — R no depende de la extensién
considerada ni siquiera sobre los extremos a y b.

Es conocido que los arcos derivables son rectificables, en el sentido de que
se les puede asignar una longitud. Ademas ésta puede calcularse por la férmula
siguiente, que nosotros adoptaremos como definicién:

b
L(g) = / 16/(1)] dt.

Por ejemplo, para calcular la longitud de un segmento [z1, 23] observamos
que su derivada es constante y vale zo — z1, por lo que su longitud es |29 — 21|,
es decir, la distancia entre sus extremos.
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Ejemplo Counsideremos los arcos ¢ : [0,27] — C y ¢ : [0,4w] — C dados
ambos por t — e, Claramente cumplen que ¢* = 1* (ambos conjuntos son
la circunferencia de centro 0 y radio 1), pero su longitud no es la misma. En
efecto, ¢(t) = cost + isent, luego ¢'(t) = —sent + icost y por consiguiente
|¢'(t)] = 1. Asi pues

2 4r
L(¢) = /0 dt =2m, L) = /0 dt = 4.

Lo que sucede es que ¢ recorre una vez la circunferencia, mientras que 1 da
dos vueltas. m

Si ¢ es un arco derivable lo mismo le sucede a —¢. Mds atn, (—¢)'(t) =
—¢(—t), de donde

—a a
Li-o)= [ W(-nldt=— [ |6'®ldt= L),
—b b
Es de esperar que L(¢ U) = L(¢) + L(v), lo cual es esencialmente cierto,
pero aparece el problema de que la unién de arcos derivables no es necesaria-
mente derivable en el punto de unién. En lugar que imponer condiciones para
que lo sea, conviene trabajar con una familia mas amplia de arcos:

Definicién 1.16 Diremos que un arco ¢ : [a,b] — C es derivable a trozos si
existen puntos
a=xg<x1<--<xTp=>

de modo que la restriccién de ¢ a cada intervalo [x;_1, z;] sea un arco derivable.

Por ejemplo, las poligonales son arcos derivables a trozos. Podemos definir
la longitud de un arco en estas condiciones como la suma de las longitudes
de los trozos donde es derivable. No es dificil probar que esta longitud no
depende de la particién que se elija. La unién de arcos derivables a trozos es de
nuevo un arco derivable a trozos y ahora se cumple evidentemente la relaciéon

L(@Uy) = L(¢) + L(¥).

La definicién de arco que hemos dado contiene algunos elementos arbitrarios
de los que conviene prescindir. Por ejemplo, dados dos puntos 21 y 23, si escribi-
mos explicitamente las definiciones de los segmentos [z1, 22] y —[22, 21] veremos
que no son exactamente el mismo arco, pues el dominio del primero es [0,1] y
el del segundo es [—1,0]. Por lo demds ambos tienen los mismos extremos en el
mismo orden, el mismo rango y la misma longitud. En todos los contextos en
que necesitaremos trabajar con arcos serd indistinto considerar uno u otro. Ello
nos lleva a introducir un concepto de equivalencia de arcos.

Observemos en primer lugar que si p : [¢,d] — [a,b] es una aplicacién
continua y suprayectiva y ¢ : [a,b] — C es un arco, entonces la composicién
Y =po¢:c,d — C es un arco que cumple ¥* = ¢*. No obstante ambos
arcos distan mucho de ser “equivalentes”. Por ejemplo, si p es como indica la
figura
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Q|====-

d

entonces el arco ¥ comienza en un punto intermedio de ¢, retrocede hasta su
punto inicial, avanza hasta su punto final y retrocede hasta otro punto inter-
medio. En particular ¢ y 1 tienen distintos extremos y (admitiendo que sean
derivables) distinta longitud.

Para evitar esto debemos exigir que p sea biyectiva, con lo que necesaria-
mente ha de ser mondtona creciente o decreciente. En el primer caso ¢ y 9
tendran los mismos extremos. FEn el segundo los tendran intercambiados, que
es lo que sucede al pasar de un arco a su opuesto, donde p(t) = —t. Estas
consideraciones nos llevan a la definicién siguiente:

Definicién 1.17 Diremos que dos arcos ¢ : [a,b] — C y ¢ : [¢,d] — C
son equivalentes si existe una funcién p : [¢,d] — [a,b] biyectiva, monétona
creciente y continua tal que ¥ = p o ¢.

De este modo, dos arcos equivalentes tienen el mismo rango y los mismos
extremos en el mismo orden. Cuando trabajemos con arcos derivables a trozos
exigiremos que p sea también derivable a trozos, con lo que ademas se cumple que
dos arcos equivalentes tienen la misma longitud. En efecto, podemos suponer
que ¢, ¥ y p son derivables, pues en general podemos restringirnos a un nimero
finito de intervalos donde asi ocurra. Aplicando la regla de la cadena a las partes
real e imaginaria de v obtenemos la relaciéon

V' (t) = (Re ) (p(t)p () + (Im §) (p(£))p (t) = ¢/ (p(t)) ¢/ (1),

y el teorema de cambio de variable nos da

d d b
L) = / ()| dt = / 1 (o0))] p'(t) dt = / 16(8)] dt = L(6).

Notemos que p’ no necesita valor absoluto porque p es mondtona creciente, luego
p > 0.

Es evidente que la equivalencia de arcos es una relacién reflexiva, simétrica
y transitiva. Una familia de arcos equivalentes representa una misma forma
de moverse de un punto a otro por un mismo camino. Si pensamos en ¢(t)
como la posicién de un moévil en el instante ¢, entonces la equivalencia de arcos
hace abstraccién del sistema de referencia temporal (tanto da viajar entre el
instante 0 y el instante 1 como entre el instante —1 y el instante 0) as{ como de
la velocidad del mévil.
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1.5 Indices de arcos cerrados

En toda la teoria posterior serd muy importante el niimero de vueltas que
da un arco cerrado ¢ : [a,b] — C alrededor de un punto z. Para que esto tenga
sentido es necesario que ¢ no pase por z. Supongamos en primer lugar que
z = 0. El nimero complejo ¢(t) tendrd un argumento 6(t). En realidad tiene
infinitos, como ya sabemos, pero probaremos enseguida que es posible hacer
una eleccién ¢t — 60(t) que resulte continua sobre todo el dominio del arco. Por
ejemplo, si [a,b] = [0,27] y ¢(t) = €%, entonces una determinacién continua del
argumento es 6(t) = t. Observamos que, aunque ¢(0) = ¢(27) = 1, tenemos
0(0) # 6(2m), pues al ir aumentando de forma continua el argumento, al dar
una vuelta completa hemos acumulado 27 radianes. En general, 6(a) y 0(b) han
de ser dos argumentos de un mismo nimero ¢(a) = ¢(b), luego se ha de cumplir
0(b) — 0(a) = 2km, para cierto k € Z. Este entero k es el ntimero de vueltas
que ¢ ha dado alrededor de 0. El teorema siguiente prueba la existencia de
la determinacién continua del argumento respecto a un punto z arbitrario, no
necesariamente nulo. Por razones técnicas probamos también que 6 es continua
respecto de z.

Teorema 1.18 Consideremos un arco ¢ : [a,b] — C y un punto zy que no
esté en ¢*. Entonces existen un r > 0 tal que D(zp,r) N ¢* = & y una funcion
continua 0 : [a,b] X D(zg,7) — R tal que para todo (t, z) € [a,b] X D(zy,T) se
cumple

Olt) — = = 6(t) — 2|e?®.

DEMOSTRACION: Sea r > 0 tal que D(zg,2r) no corte a ¢*. Como ¢
es uniformemente continua existen puntos a = g < 1 < --- < x, = b de
modo que dos puntos cualesquiera de ¢[x;, z;41] distan menos de r. Llamemos
® : [a,b] x D(z9,7) — C\ {0} a la funcién dada por ®(t,2z) = ¢(t) — z.
Consideremos los discos D; = D(®(x;, 29), 27).

Como |®(x;, 20)| = |¢(x;) — 20| > 2r (por definicién de r), tenemos que 0 no
pertenece a ninguno de los discos D;. Asf mismo, si (¢, z) € [z;, zi+1] X D(20,7),
tenemos

|D(t,2) — D4, 20)| < [(t) — d(wi)| + |z — 20| < 2r,

luego @ [[2;, xi41] x D(z0,7)] C D;.

Es claro que cada disco D; esta contenido en uno de los abiertos H,, donde
segun el teorema 1.5 hay definida una rama uniforme continua del argumento.
Si componemos la restriccién de ® a un conjunto [x;, z;4+1] X D(zg,7) con dicha
rama del argumento obtenemos una funcién continua 6; que asigna a cada (t, 2)
un argumento de ¢(t) —z. Entonces 0;(x;+1,2) y 0;41(2i41, z) son dos argumen-
tos de ¢(x;41) — 2, luego 6;(x;11,2) —0;11(xi11,2) = 2k, 7, con k, entero. Como
la funcién z — k. es continua en D(zg,r), ha de ser constante por conexidn.

Inductivamente, podemos modificar cada funcién 6;,; sumandole la cons-
tante adecuada para que 0;(x;11,2) = 0;11(xi11, 2) y asi obtenemos una funcién
continua f en las condiciones del enunciado. L]
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Definicién 1.19 Sea ¢ : [a,b] — C un arco y z € C\ ¢*. Una determinacion
del argumento de ¢ relativo a 2o es una aplicacién « : [a,b] — R tal que para
todo t € [a,b] se cumpla ¢(t) — z = |¢(t) — z|e’*D).

El teorema anterior afirma que dado un punto zg € C\ ¢* es posible definir
una determinacién continua del argumento de ¢ respecto a cada punto z de un
entorno de zp, concretamente, o, (t) = 6(t, z), de modo que no sélo sea continua
respecto de t, sino simultdneamente respecto a t y z.

Notemos también que si a; y as son son determinaciones continuas del
argumento de ¢ respecto a z entonces ai(t) y as(t) son dos argumentos del
ntimero complejo ¢(t) — z, luego ay(t) — aa(t) = 2k, para un cierto k; € Z.
Puesto que la funcién o (t) — as(t) es continua en [a, b], lo mismo le sucede a
la funcién ¢ — k; y, como el intervalo [a, b] es conexo, de hecho k; ha de ser una
constante k, es decir, ag = a1 + 2k, para un cierto k € Z.

Definimos el indice de un arco cerrado ¢ : [a,b] — C respecto a un ntimero
complejo z € C\ ¢* como

a(b) — afa)
o ’

1(¢,2) =

donde « es cualquier determinacién continua del argumento de ¢ respecto de
z. Segun lo visto en el parrafo anterior, el indice no depende de la eleccién de
a. Maés adn, puesto que «a(b) y a(a) son dos argumentos del mismo nimero
complejo ¢(b) — z = ¢(a) — z, concluimos que I(¢, z) € Z.

Geométricamente «(t) es el dngulo que forma con la horizontal el segmento
que une z con ¢(t) y varfa continuamente a medida que ¢ recorre el arco. Cada
vez que ¢ da una vuelta completa alrededor de z en sentido antihorario la
funcién «(t) aumenta en 27 y disminuye en esta misma cantidad si la vuelta
es en sentido horario. Por lo tanto I(¢, z) es el niimero de vueltas que da ¢
alrededor de z teniendo en cuenta que vueltas en sentido opuesto se cancelan.

Dado un arco ¢ : [a,b] — C y un punto zo € C\ ¢*, para calcular el indice
de ¢ respecto a los puntos de un entorno de zg podemos usar la funcién 6 del

teorema 1.18, es decir, para |z — 2| < r se cumple
0(b,z) —6(a, 2)
27 ’

1(¢,2) =

lo que implica que (¢, z) es una funcién continua en cada punto zo de C\ ¢*.
Puesto que sélo toma valores enteros, concluimos que el indice es constante en
cada componente conexa de C\ ¢*.

Ejemplo Si ¢(t) = €', donde t € [0, 27], entonces

1 s <1
I(¢’Z){o si |2] > 1
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En efecto, para calcular el indice de los puntos del interior del circulo basta
calcularlo en z = 0, pero una determinacién continua del argumento respecto
a 0 es a(t) =t, con lo que es claro I(¢,0) = 1. El célculo fuera del circulo lo
dejamos pendiente, pues dentro de poco sera inmediato. [

Aunque desde un punto de vista geométrico es natural calcular el indice a
partir de una determinacién continua del argumento, en ocasiones es técnica-
mente mas cémodo trabajar con determinaciones continuas del logaritmo:

Definicién 1.20 Sea ¢ : [a,b] — C un arco que no pase por 0. Una deter-
minacion del logaritmo de ¢ es una funcién L : [a,b] — C tal que para todo
t € [a,b] se cumpla ¢(t) = X, es decir, tal que L(t) sea un logaritmo de ¢(t).

Es claro que si a es una determinacién (continua) del argumento de ¢ en-
tonces L = log|¢| 4+ i es una determinacién (continua) del logaritmo de ¢.
Reciprocamente, si L es una determinacién (continua) del logaritmo de ¢ enton-
ces Im L es una determinacién (continua) del argumento. Dos determinaciones
del logaritmo de un mismo arco se diferencian en 2k7i para un cierto k € Z.

Supongamos ahora que ¢ es un arco cerrado, z € C\¢* y que L = log |¢|+ic
es una determinacién continua del logaritmo de ¢ — z. Entonces o es una
determinacién continua del argumento de ¢ — z o, lo que es lo mismo, una
determinacion continua del argumento de ¢ respecto de z. Por consiguiente,

L(b) — L(a) = i(a(b) — ala)) = 27l (¢, z)

0, equivalentemente,
I(¢,2) =
donde L es cualquier determinacion continua del logaritmo del arco ¢ — z.

Veamos una aplicacién de esta expresion para el indice. Como ¢* es com-
pacto, estd contenido en un disco de centro 0. El complementario de este disco
es un conexo, luego estd contenido en una componente conexa de C\ ¢*. Esto
significa que las demds componentes conexas estdn todas en el disco, luego C\ ¢*
tiene una tnica componente conexa no acotada. Vamos a probar que el indice
es nulo en esta componente. Incluimos esto en el teorema siguiente, que recopila
todas las propiedades que hemos obtenido hasta ahora:

Teorema 1.21 Sea ¢ : [a,b] — R un arco cerrado. Entonces la funciéon I(¢, z)
es constante en las componentes conexas de C\ ¢*, toma sdlo valores enteros
y se anula en la componente no acotada. Ademds, si o es una determinacion
continua del argumento de ¢—z y L es una determinacion continua del logaritmo
de ¢ — z se cumple
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DEMOSTRACION: Sélo queda probar que el indice se anula en la componente
conexa no acotada. Puesto que es constante en toda la componente podemos
trabajar con cualquiera de sus puntos. Tomemos z de modo que |z| sea mayor
que el médulo de cualquier punto de ¢*. Definimos

o) = oz () 1))

z

Notemos que ¢(t)/z € D(0,1), luego ¢(t)/z —1 € D(-1,1) C Hy. Por
consiguiente « estd bien definida y es continua. Sea w un logaritmo de z y
llamemos [(t) = a(t) + w. Entonces 3 es continua y

Bt — galt) gw — (M - 1) = ¢(t) %

z

es decir, 3 es una determinacién continua del logaritmo de ¢ — z. Asi pues,

16,2 = PO =B _al) —ale) _,

211 21

pues ¢(b) = ¢(a) implica a(b) = a(a). n

Esto completa célculo del indice respecto a la circunferencia unidad que
habiamos dejado pendiente en el ejemplo de la pagina 22.



Capitulo II

Funciones holomorfas

Consideremos las integrales de Fresnel:

+o0o +o00
/ cost’dt y / sent? dt
0 0

Su célculo es, en principio, un problema de anélisis real, pero sucede que
no existen férmulas explicitas para las primitivas de los integrandos, por lo
que calcular estas integrales mediante el analisis real elemental requiere cierto
ingenio; en cambio, la teoria de funciones de variable compleja proporciona una
solucion relativamente sencilla. Hasta el final del capitulo no dispondremos de la
teoria necesaria para obtenerla, pero de momento aceptemos el principio (falso)
de que “todo lo que vale para nimeros reales vale para nimeros complejos”.
Entonces, desde el punto de vista de las funciones de variable compleja es natural
agrupar ambas integrales en una:

+oo +oo +oo R
/ cost? dt + z/ sent? dt = / e dt. (2.1)
0 0 0

Esta integral compleja recuerda a una conocida integral real, la integral de

Poisson: oo
/ e dr = @ (2.2)
O 2

En el capitulo 6 veremos céomo calcularla con técnicas de variable compleja,
aunque una forma facil de hacerlo es aplicar el teorema de Fubini por una parte
y el cambio a polares por otra a la integral doble

+00 p+oo 5 o
/ / e~ @YY dady.
o Jo

El parecido entre (2.1) y (2.2) se hace més evidente si introducimos el ntimero
complejo
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que cumple w? = —i. Entonces (2.1) es igual a

+oo 5
/ e W qt, (2.3)
0

Si w fuera un nimero real, podrfamos reducir (2.3) a (2.2) mediante el cambio
de variable x = wt. Hagdmoslo, de todos modos. Tenemos dt = w™! dz, luego

oo too 2 2
/ et dt:w_l/ e " dx = <£+2£> ﬁ,
o o 2 2 |2

y separando la parte real de la imaginaria llegamos a

+oo +oo
V2
/costht:/ sentzdt:—ﬂ.
0 0 4

Por increible que pueda parecer, esta conclusién es correcta. A lo largo
del capitulo iremos introduciendo los resultados necesarios para dar rigor al
argumento precedente y rellenar sus lagunas.

Al calcular dt hemos derivado la funcién compleja wt (siguiendo las reglas
vélidas para funciones reales). Dedicamos la primera seccién a introducir la
derivada de funciones de variable compleja y comprobar que, efectivamente, las
reglas de derivacién real le son aplicables.

2.1 Derivacion de funciones complejas

Definiciéon 2.1 Sea 2 un abierto en C y f :  — C. Diremos que f es
derivable en un punto zg € (Q si existe

) = L () = 1 TE=S20)

dz z—20 zZ— 29

Las propiedades elementales de los limites nos dan que si una funcién com-
pleja f es derivable en un punto x € R y f asigna nimeros reales a los niimeros
reales, entonces f es derivable como funcién real y las derivadas coinciden. El
reciproco no es cierto pues, por definicién, para que una funcién tenga derivada
compleja en un punto es necesario que esté definida en un entorno del punto
en C, y puede ocurrir que una funcién derivable en el sentido real no pueda
extenderse a una funcion derivable en el sentido complejo.

Una funcién compleja f : 2 — C puede verse como una aplicacién definida
sobre un abierto de R? con imégenes en R2, por lo que podemos estudiar la
relacién entre la derivabilidad en el sentido de la definiciéon anterior y su dife-
renciabilidad en el sentido del andlisis de varias variables reales. Sabemos que
una funcién de una variable real es derivable si y sélo si es diferenciable, donde
la diferenciabilidad significa en esencia que los incrementos de la funcién en el
punto se pueden aproximar por una aplicacion lineal. El analogo en nuestro
contexto es que una funcién de una variable compleja es derivable si y sélo si
sus incrementos se pueden aproximar por una aplicacién C-lineal:
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Teorema 2.2 Sea Q un abierto en C. Entonces una funcion f : Q@ — C es
derivable en un punto zy € 2 si y sdlo si es diferenciable en zo y df (z9) : C — C
es una aplicacidn C-lineal. En tal caso, df (20)(z) = f'(20)z.

DEMOSTRACION: Si f es derivable en zy entonces existe

o £2) = £ (z0)

zZ—20 zZ— 20

= f'(20), (2.4)
luego también existe

i $) = FG0) = F(0) (2~ 20)

zZ—20 zZ— 20

=0.

El cociente (z—zg)/|z— 20| tiene médulo 1, luego estéd acotado en C\{zp}. El
producto de una funcién acotada por una funcién que tiende a 0 sigue tendiendo
a 0, luego

— — / J—
lim f(2) = f(z0) — f'(20) (2 — 20)

z—20 |z—zo|

= 0. (2.5)

Esto significa que f es diferenciable en zg y que df (20)(2) = f'(20)2.

Reciprocamente, si f es diferenciable en zy y su diferencial es C-lineal, ésta
serd de la forma df (z0)(z) = cz, para cierto ¢ € C. Por definicién de diferencia-
bilidad tenemos (2.5) con f’(zp) reemplazado por ¢, de donde pasamos a (2.4)
con el mismo cambio, lo que prueba que f es derivable. m

Hay una forma mas operativa de expresar la condicién del teorema anterior.
Consideremos una aplicacién ¢ : C — C que sea C-lineal, es decir, tal que
exista un ¢ = a + bi € C de modo que ¢(z) = cz. Vista como ¢ : R> — R? la
aplicacién ¢ viene determinada por una matriz 2 x 2, digamos A, de modo que
o(x,y) = (x,y)A. Las filas de la matriz A son ¢(1,0) = cy ¢(0,1) = ic. En

definitiva,
a b
().

Reciprocamente, la aplicacién lineal asociada a una matriz de esta forma,
para cualesquiera ntimeros reales a y b es la dada por ¢(z) = ¢z, donde ¢ = a+bi.

Si aplicamos esto a la diferencial de una aplicacion f : 2 — C tenemos que
la matriz A es la matriz jacobiana de f, es decir,

ORef Olmf

A ox Oox
ORef Olmf

Ay dy

Ahora es inmediato el teorema siguiente:
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Teorema 2.3 Sea Q un abierto en C. Entonces una funcion f : Q@ — C es
derivable en un punto zy € Q si y solo si es diferenciable en zy y satisface las
ecuaciones de Cauchy-Riemann:

OR 0Im OR OIm
oot o) = Tt ) = - ).

FEn tal caso

£e0) = L5 o)+ D9 o) = L ),

Notemos que las ecuaciones de Cauchy-Riemann pueden escribirse como

of

8y(20) =5 (20).

Mas aun, de las consideraciones anteriores se sigue que el determinante ja-
cobiano de f en zg es |f'(z0)|.

Las propiedades reunidas en el teorema siguiente pueden probarse trans-
cribiendo literalmente las pruebas de sus andlogas reales o bien deduciéndolas
de las propiedades andlogas para funciones diferenciables. Por ejemplo, toda
funcién diferenciable es continua, lo que nos da el apartado a).

Teorema 2.4 Sea Q) un abierto en C, sean f, g : Q2 — C y sea 2y € €.
a) Si [ es derivable en zg, entonces [ es continua en zo.
b) Si f es constante en 2, entonces f es derivable en zo y f'(z0) = 0.
¢) Si f(z) = z para todo z € Q, entonces f es derivable en zo y f'(z0) = 1.

d) Si f y g son derivables en zo y a, B € C, entonces af + Bg es derivable
en 20 y (af +Bg) (20) = af'(20) + B9 (20)-

e) Si f y g son derivables en zy entonces fg también lo es y
(£9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g' (20)-
f) Si f yg son derivables en zo y g(z0) # 0, entonces f/g es derivable en zg

! £ (20)g(z0) + f(z0)d/ (20)
9(20)? '

(f/9) (20) =

Para acabar con las propiedades bésicas de las funciones derivables probamos
la regla de la cadena y el teorema de la funcién inversa:

Teorema 2.5 (Regla de la cadena) Si f: Q) — C es derivable en un punto
20€Qyg:Q — C es deriwable en f(z) € ', entonces f o g es derivable en

20y (fog)(20) = ¢ (f(20)) [ (20)-
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DEMOSTRACION: Por el teorema 2.2 tenemos que f es diferenciable en zg y
g es diferenciable en f(z), luego por la regla de la cadena en R? tenemos que
f o g es diferenciable en zy y su diferencial es

d(f 0 g)(20)(2) = (df (20) 0 dg(f(20)))(2) = g'(f(20)) ' (20)z.

Por lo tanto la diferencial es C-lineal y la derivada es la que indica el enun-
ciado. -

Teorema 2.6 (Teorema de la funcién inversa) Sea Q un abierto en C y
f:Q — C una funcién de clase C* en €, inyectiva y derivable en todos sus
puntos con derivada no nula. Entonces Q' = f[Q] es abierto en C, f~1 es
derivable en Q' y si z € Q y 2/ = f(2) entonces (f~1)'(2) = 1/f/(2).

DEMOSTRACION: La hipétesis de que la derivada no se anule equivale a
que el determinante jacobiano sea no nulo. Podemos aplicar el teorema de la
funcién inversa para funciones de R? y concluir que €2 es abierto y que f~!
es diferenciable en . Entonces df ~1(z') = df(2)~!, luego df ~1(2’) es C-lineal
para todo 2z’ € Q, luego f~! es derivable. Aplicando la regla de la cadena a f y
f~! obtenemos que (f~1)'(z')f(z) = 1, de donde se sigue la expresién para la
derivada. m

Mas adelante veremos que las hipétesis de este teorema se pueden relajar
notablemente: la derivabilidad de  implica que es de clase C! y la inyectividad
implica que la derivada no se anula.

Definicién 2.7 Sea ) un abierto en C. Una funcién f : Q — C es holomorfa
en 2 si es derivable en todos los puntos de . En tal caso estd definida la
funcién f’: Q@ — C que a cada punto le asigna su derivada. Diremos que f es
holomorfa en un punto z si es holomorfa en un entorno de z.

Notar que, de acuerdo con la definicién anterior, la holomorfia en un punto es
mas fuerte que la derivabilidad. El término “holomorfa” (gr. = de forma entera)
hace referencia a que el comportamiento de estas funciones es muy similar al de
los polinomios, que antiguamente se llamaban funciones enteras.

El teorema 2.4 implica que los polinomios son funciones holomorfas en C.
Mas aun, su derivada se calcula con las reglas algebraicas usuales. Asi mismo,
las funciones racionales son derivables en todos los puntos donde el denominador
no se anula.

Ejercicio: Probar que las funciones parte real, parte imaginaria, el médulo y la
conjugacién no son holomorfas en ningin punto (no cumplen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann).

Teorema 2.8 Las funciones e*, senz y cosz son holomorfas en C y sus deri-
vadas son respectivamente €*, cosz y —sen z.

DEMOSTRACION: La holomorfia de la funcién exponencial se sigue del teo-
rema 2.3, que también nos da su derivada. La regla de la cadena justifica la
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derivabilidad de las funciones trigonométricas y nos proporciona sus derivadas.
u

El teorema de la funcién inversa nos da también la holomorfia de las ramas
uniformes del logaritmo definidas en el capitulo anterior:

Teorema 2.9 Para cada o € R, la rama uniforme log, : H, — C es holo-
morfa en H, y su derivada es 1/z.

DEMOSTRACION: La funcién log,, es la inversa de la funcién exponencial
restringida a un abierto donde es inyectiva. Obviamente e* es de clase C*° y

su derivada no se anula, luego log,, es holomorfa y si z = e, entonces log, z =
1/(e") =1/e" =1/z. n

Mas en general:

Teorema 2.10 Sea Q un abierto en C\ {0} y L : @ — C una rama uniforme
del logaritmo en . Entonces L es holomorfa en Q y L'(z) =1/ z.

DEMOSTRACION: Dado 2z € €, podemos tomar un disco abierto D =
D(z,7) C Q. Es claro que existe un « tal que D C H,, con lo que L y log, son
dos logaritmos continuos definidos en D. Su diferencia es continua y sélo puede
tomar valores multiplos enteros de 27, y como D es conexo ha de ser constante,
es decir, L = log,, +2kmi. Por consiguiente L es derivable y su derivada es la
misma que la de log,, o sea, 1/z. L]

Podemos aplicar el mismo argumento para calcular la derivada de una de-
terminacién continua del logaritmo de un arco derivable. Antes conviene probar
un resultado general que usaremos mas veces:

Teorema 2.11 Sea f : Q@ — C una funcién holomorfa de clase C* en el
abierto Q y ¢ : [a,b] — Q un arco derivable. Entonces ¢ = ¢ o f es un arco
derivable, y su derivada vale ¢'(t) = f'(¢(t)) @' (t).

DEMOSTRACION: La composicién de dos funciones de clase C'! es una funcién
de clase C''. Adems4s la regla de la cadena para funciones diferenciables implica
que

W' (t) = df (6(1)) (¢ (1)) = f'(6(1)) &' (1)

| ]
Como ya comentamos tras la prueba del teorema de la funcién inversa, més

adelante veremos que toda funcién holomorfa es de clase C', por lo que la
hipotesis es redundante.

Teorema 2.12 Sea ¢ : [a,b] — C\ {0} un arco derivable y L : [a,b] — C una
determinacion continua del logaritmo de ¢. Entonces L es un arco derivable y
su derivada es
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DEMOSTRACION: Dado un punto tg € [a,b] podemos tomar o € R tal que
¢(to) € L. Las funciones L y ¢ o log, son dos determinaciones continuas del
logaritmo de ¢ definidas en un intervalo de centro ty. Por conexién, en dicho
intervalo ha de ser L(t) = log, (¢(t)) + 2kmi, para un cierto entero k. Por el
teorema anterior L es derivable en t (sabemos que log, es de clase C* porque
es la inversa de la exponencial, que es de clase C!) y su derivada es la indicada
en el enunciado. m

Ejercicio: Probar que las ramas uniformes continuas de las raices n-simas, del arco
seno, del arco coseno y del arco tangente son holomorfas. Calcular sus derivadas.

Para terminar la seccion veremos que es posible definir la derivabilidad de
una funcién en el infinito.

Definicién 2.13 Sea {2 un abierto en C* tal que co € Qy f : Q@ — C.
Entonces la funcién g(z) = f(1/z) esta definida en un entorno de 0. Diremos
que f es derivable en oo si g es derivable en 0. Asi mismo diremos que f es
holomorfa en oo si es derivable en un entorno de co (lo que equivale a que g sea
holomorfa en 0).

Observemos que en los puntos distintos de oo la regla de la cadena nos da la
siguiente relacién entre las derivadas de f y g: f'(2) = ¢'(1/2)(—1/2%). Segtin
esto resulta natural definir f/(oc0) = ¢’(0) - 0 = 0. De este modo, si la derivada
de g es continua en 0 —lo cual siempre ocurre, segin veremos— entonces la
derivada de f es continua en oc.

Puesto que la transformacién f(z) — f(1/z) conserva sumas, productos
y cocientes, es inmediato que la suma, el producto y el cociente de funciones
derivables en co es derivable en oo (con la restriccién obvia en el caso de los
cocientes). El convenio que hemos adoptado segtn el cual f/(oc0) = 0 hace que
las férmulas para el calculo de derivadas de sumas, productos y cocientes se
cumplan trivialmente en oo.

Si f es holomorfa en oo entonces f(1/z) es holomorfa en 0, luego f(1/2) es
continua en 0, luego f(z) es continua en oo. Asi pues, la continuidad de las
funciones holomorfas es cierta incluso en co.

La regla de la cadena también se cumple trivialmente. En efecto, si f es
derivable en oo y g es derivable en f(co), entonces f(1/z) es derivable en 0 y
g es derivable en f(1/0) = f(c0), luego g(f(1/z)) es derivable en 0, es decir,
g(f(2)) es derivable en co. De nuevo, la férmula para la derivada de la funcién
compuesta es trivial.

Ejercicio: Probar que las funciones e, sen z y cos z no son derivables en co.
Observemos que una transformacién de Mobius

az+b

M{(z) = cz+d

es holomorfa en todo C* excepto en el punto —d/c (donde vale o). En efecto,
para los puntos finitos es claro y en oo (suponiendo ¢ # 0 para que —d/c # o0)
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tenemos
a -+ bz

M(1/z) = c+dz’

que es derivable en 0.

Notemos que la transformacién 1/z que hemos usado para definir la derivada
en oo es una transformacién de Mobius. En su lugar podiamos haber usado
cualquier otra transformacién M con la tnica condicién de que M (co) # oc.
En efecto, se cumple:

Teorema 2.14 Sea ) un entorno de co en C® y f : Q@ — C. Sea M una
transformacion de Mdébius tal que M(00) # co. Entonces f es derivable en 0o
sty solo si f(M(z)) es derivable en M~ (o).

DEMOSTRACION: Si f(M(z)) es derivable en M ~!(c0), como M~ es deri-
vable en 0o, la regla de la cadena generalizada nos da que f(z) = f (M(M_1 (z))
es derivable en oco.

Si f es derivable en oo, sea N(z) = 1/z. Entonces por definicién f(N(z))
es derivable en 0. Por la regla de la cadena, para probar que la funcién

F(M(2)) = f(N(N(M(2))))

es derivable en M ~!(co) basta ver que asi le ocurre a N(M(z)), pero ésta es
una funcién de Mobius que en M ~1(c0) vale N(co) = 0, luego efectivamente es
derivable. "

El concepto de funcién derivable en el infinito proporciona una mayor si-
metria a la teoria que hemos comenzado a estudiar y permite enunciar con més
sencillez formal algunos de sus resultados. En ocasiones es 1til incluso como he-
rramienta. A pesar de ello entendemos que puede desorientar al lector al atraer
la atencién sobre aspectos técnicos secundarios en las demostraciones, razon
por la cual la mayoria de resultados en torno a derivadas en oo se indicaran en
notas a pie de pagina en cada teorema generalizable en esta direccién. Cuando
no demos indicaciones sobre la prueba para infinito se sobrentenderd que ésta
consiste simplemente en aplicar una transformacién de Mobius y usar el resul-
tado ya probado para puntos finitos. En el capitulo XIII sistematizaremos estos
hechos.

2.2 La integral curvilinea

Introducimos ahora una integral de funciones complejas a lo largo de arcos
que dé rigor a férmulas como (2.1). Veremos que la integral curvilinea no sélo
conecta la teoria de funciones holomorfas con sus aplicaciones, como es el calculo
de las integrales de Fresnel, sino que estd enclavada en el nicleo mismo de la
teorfa. Primeramente recordamos las propiedades bésicas de las integrales de
funciones vectoriales de una variable, definidas componente a componente. Para
el caso particular de funciones en C tenemos:
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Definicién 2.15 Sea h : [a,b] — C una aplicacién continua. Definimos

/:h(t)dt = /abReh(t)dt-ki/bImh(t)dt'

a

Notar que si h : [a,b] — R la definicién anterior se reduce a la integral
usual de una funcién real. El teorema siguiente recoge las propiedades bésicas
de las integrales complejas.

Teorema 2.16 Se cumple:

a) Si hy, ha : [a,b] — C son continuas y a1, ag € C, entonces

/b (Oélhl(t) + aghg(t))dt = /b hl(t) dt + a9 /b hg(t) dt.

b) Sih:la,b) — C es continua y a < ¢ < b, entonces

/abh(t)dt:/ach(t)dtJr/cbh(t)dt.

¢) Sih:e,d — C es continua y p : [a,b] — [c,d] es biyectiva, derivable y
con derivada continua, entonces

p(b) b
[ ntyde= [ (ool s)ds,
p(a) a

con el convenio de que invertir los limites de integracion equivale a cambiar
el signo a la integral.

d) Sih:la,b] — C es continua, entonces

/a ’ h(t) dt

DEMOSTRACION: Para probar las tres primeras afirmaciones se separa la
parte real de la parte imaginaria segin la definicién de integral compleja, se
aplica la propiedad correspondiente de integrales reales y se vuelven a agrupar
los sumandos. Veamos la cuarta propiedad.

Si f; h(t) dt = 0 el resultado es obvio. En otro caso sea

< /b|h(t)|dt.

12 h(t) dt‘
=—F——¢C
[, h(t)dt
Asi

/a ey de

:a/abh(t) dt:/ab ahl(t) dt:/abRe(ah(t))dt+i/:Im(ah(t))dt,
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pero como se trata de un numero real, la segunda parte ha de ser nula, o sea,

/ab h(t) dt

donde hemos usado que, en general, Re z < |z|, asi como que |a| = 1. "

:/bRe(ah(t))dt</b|ah(t)|dt:/b|h(t)|dt

A continuacién introducimos las integrales curvilineas que nos proponemos
estudiar:

Definicién 2.17 Sea ¢ : [a,b] — C un arco derivable y f : ¢* — C una
funcién continua. Definimos la integral curvilinea de f a lo largo de ¢ como

b
/ (O de = / F(6(0)6/ (1)t
¢ a

Si f es derivable a trozos, la integral se define como la suma de las integrales
en los trozos. Los resultados del teorema siguiente valen para arcos ya sean
derivables o derivables a trozos. La prueba en el segundo caso se reduce a
aplicar el primero a cada trozo. En lo sucesivo, sobrentenderemos que todos los
arcos considerados son derivables a trozos.

Teorema 2.18 La integral curvilinea cumple las propiedades siguientes:

a) Sea ¢ un arco, sean f, g: ¢* — C continuas y o, § € C. Entonces
[ @t + sacnas =a [ 1(©rdc+5 [ atcac.
@ @ [

b) Si ¢ y1 son arcos equivalentes y f : ¢* — C es continua, entonces

/(b £(Q) d¢ = /w F(¢) dc.

c) Si¢esun arcoy f:¢* — C es continua, entonces

[ Q= - /¢ £(¢)dc.

d) Si ¢y son arcos tales que existe pUY y f : (¢*Uy*) — C es continua,
entonces

d¢ = d dc.
RGES /¢ £(0)de + /w £(¢)dc

e) Si¢ esun arcoy f:¢* — C es continua, entonces

Mﬂo dc‘ < L(9)sup{|f(O)] | ¢ € 67},
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DEMOSTRACION: a) se sigue inmediatamente de la definicién.

b) Sean ¢ : [a,b] — Cy ¢ : [¢,d] — C. Sea p : [a,b] — |[c,d] creciente
biyectiva, derivable y con derivada continua tal que ¢ = p o ). Entonces

b
/ (O d¢ = / 5)ds = / F (W) (p(t)) o' (t) dt

=/f( £) dt — /f

c) Sea ¢ : [a,b] — C. Entonces

| r©oa- [ RO ®) (o)1) dt = / T H-0) (o () dt
- —b _

b

a b
- / F(6(s))@'(s) ds = — / F(6(5)) @' (s) ds = — /¢ Q) d¢

d) se demuestra de forma similar.

¢) Sea ¢ : [a,b] — C. Sea S =sup{|f(¢)| | ¢ € ¢*}. Entonces

Mf(()dé“‘ </|f )| 16'(5)] ds
s/ 6/(s)] ds = L(9) S.

f((b( s)ds

IN

El siguiente resultado sobre integrales curvilineas y convergencia uniforme
resulta atil en muchas ocasiones:

Teorema 2.19 Sea ¢ un arco y {fn}2, una sucesion de funciones continuas
sobre ¢* que converge uniformemente a una funcion f. Entonces existe

1f£xl/¢fn(g)d<:/¢f(<)dc

DEMOSTRACION: Notar que la funcién f es continua por ser limite uniforme
de funciones continuas. Sea € > (0. Existe un nimero natural ng tal que si
n > ng entonces |f(¢) — fu(Q)| < €/(L(¢) + 1) para todo ¢ € ¢*.

Entonces sup{|f(¢) — f»(¢)| | ¢ € ¢*} < €/(L(¢) + 1) y, por consiguiente,

[ 10~ [ noa=| [ 510~ n)a < 12 <

Esto prueba lo pedido. [

El 1ltimo resultado bésico sobre la integral curvilinea es la siguiente gene-
ralizacion de la regla de Barrow:
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Teorema 2.20 Sea ¢ : [a,b] — C un arco, Q un abierto en C tal que ¢* C Q
y f 1w — C una funcién holomorfa tal que f' sea continua sobre ¢*. Entonces

A 7(Q)d¢ = F(9(5)) — £(#(0)).
En particular, si ¢ es un arco cerrado se cumple
[r@ic=o
[

Recordemos una vez més que toda funcién holomorfa es de clase C!, por lo
que la hipétesis sobre la continuidad de la derivada puede eliminarse.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que el arco ¢ es derivable, pues si es
derivable a trozos basta aplicar este caso a cada trozo. El teorema 2.11 implica
que ¢ o f es otro arco derivable y (¢ o f)'(t) = f'(¢(t))¢'(t). Por lo tanto:

/ F(¢)d¢ = / F(6(1) 8 (t) di = / (60 £)(t)dt = F(6(b)) — F((a),
) a a

donde hemos aplicado en cada componente la regla de Barrow para integrales
de funciones reales . L]

Ahora podemos probar el andlogo complejo de un hecho béasico de la deri-
vacion real: Si una funcién real tiene derivada nula en un intervalo, entonces es
constante. La prueba se basa en el teorema del valor medio, pero este teorema
resulta ser falso para funciones holomorfas. A pesar de ello podemos probar el
teorema sobre funciones con derivada nula usando el teorema anterior.

Teorema 2.21 Sea Q2 # @ un abierto conexo en C y f: Q — C una funcion
holomorfa tal que f' = 0. Entonces f es constante en Q.

DEMOSTRACION: Sea zg € §2. Como € es conexo, es conexo por poligonales,
luego si z es cualquier otro punto de €2 existe una poligonal P con extremos zg
y z. Por el teorema anterior

0= /P F(C)dC = f(2) — F(z0),

luego f(z) = f(z0) para todo z € Q, es decir, f es constante. "

Una consecuencia interesante del teorema 2.20 es que hay funciones holomor-
fas que no tienen primitiva. Consideremos por ejemplo la funcién 1/z, definida
en C )\ {0}. Si la integramos sobre la circunferencia ¢(t) = €', con t € [0, 27],

vemos que
1 jett

—dg:/—,dtzm. 2.6

/¢ = [ (2.6)

Si 1/z tuviera primitiva en C\ {0} (o en cualquier abierto que contenga a la
circunferencia) la integral deberfa ser nula.
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El teorema 2.10 implica que no puede existir una rama uniforme del loga-
ritmo en ninguin abierto que contenga a la circunferencia, pues seria una pri-
mitiva de 1/z. Por ello la existencia de ramas uniformes del logaritmo en un
abierto dado es una propiedad no trivial del mismo. La integral (2.6) tiene una
interpretacién muy importante. Si ¢ : [a,b] — C es un arco derivable que no
pasa por un punto z, entonces ¢ — z es un arco derivable que no pasa por 0,
luego tiene una determinaciéon continua del logaritmo L, cuya derivada es

Ahora bien:

/¢<—zC /¢> S do= / L(b) — L(a).

Evidentemente la conclusién vale también si ¢ es derivable a trozos. Ahora
basta aplicar el teorema 1.21 para obtener:

Teorema 2.22 Sea ¢ un arco cerrado derivable a trozos y z € C\ ¢*. Entonces

1 1
6. = 5 [ 75 dc

Asi, pues, la integral (2.6) expresa simplemente que el indice de 0 respecto
a la circunferencia unidad vale 1.

Integrales paramétricas Una funcién de la forma F(z) = [, f ¢> ¢)d¢ se

llama integral paramétrica (la variable z es el pardmetro de la mtegral) Vamos
a probar que las integrales paramétricas de funciones holomorfas son funciones
holomorfas. Probaremos un resultado previo sobre integrales reales:

Teorema 2.23 Sea Q2 abierto en C y sean f : Q x [a,] — R, ¢ : [a,b] — R
funciones continuas. Sea F : Q — R la funcion dada por

b
- / f(z D)g(t) dt

Entonces F' es continua en QL y si (para i =1,2) existe

gai Q% [a,b] — R

y es continua en S X [a,b], entonces existe

8F
/ o (D0

y es continua en €.
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DEMOSTRACION: Tomemos 2y = xg + iy € Q y sea D un disco cerrado de
centro zg contenido en . Sea M una cota de g en [a,b]. Como f es uniforme-
mente continua en D X [a,b], dado € > 0 existe un ¢ > 0 tal que si |z — zo| < 9,
entonces |f(z,t) — f(z0,t)| < ¢/M(b— a), para todo t € [a,b]. Por consiguiente,
si |z — zo| < & se cumple

F(2) zo|</|fzt F(zo.t)| 19(0)] dt < .

Esto prueba que F' es continua en zg.

Supongamos ahora la hipdtesis de derivabilidad, por ejemplo respecto a .
Como Jf/0x es uniformemente continua en D X [a, b], existe un § > 0 tal que
si |h| < § entonces

of

0
a_x(x()ayO?t) - a_i(x07y07t)‘ < ‘

m, para todo t € [a, b].

Silh|<dyte€la,b], el teorema del valor medio nos da que existe un r € R
tal que |r| < |h| y

ﬁ(:EO + yOat)h'

f(x() + h7y07t) - f(l’o,yo,t) = or

(Notar que r depende de t.) Por consiguiente,

’f(xo + hvyOat)g(t) — f(w()a yOvt)g(t) o ﬁ
h Ox

(’Ioal/o,t)g(t)‘

9 0
= [+ rnt) = S oot 0] < 5

De aqui se sigue claramente que

F(xzo + h,yo) — F(xo,y0) bof
) - [ G0 a0 <

siempre que |h| < §, luego existe

OF , . F(zo+hyo)— F(zo,90) [ 0f
0% (20) = Jim ) ~ [ S0t ar

Ademis la derivada es continua por la primera parte de este mismo teorema.
| |

A partir de aqui podemos probar:

Teorema 2.24 Sea Q) un abierto en C, sea ¢ : [a,b] — C un arco derivable a
trozos y f : Q x ¢* — C una funcion continua con derivada compleja respecto
a la primera variable f’ Q x ¢* — C, continua. Sea F : Q — C la funcion
dada por F(z f¢ ¢)d(. Entonces F' es holomorfa en Q y su derivada es

= [, f szc
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DEMOSTRACION: Como es habitual, podemos suponer que ¢ es derivable.
Entonces

b
F(z) = / £z 0(0) ' (1) dt.

Para aplicar el teorema anterior hemos de separar las partes real e imagina-
ria:

b b
F(z) = /Ref(z,zj)(t))Recb’(t)dtf/ Im f (2, ¢(t)) Im ¢/ (t) dt

b b
+ z/ Re f(z,¢(t)) Im ¢/ (t) dt—i—i/ Im f (2, ¢(t)) Re ¢/ (t) dt.

Las cuatro integrales estan en las condiciones del teorema anterior. Al apli-
carlo concluimos que F' tiene derivadas parciales continuas. Concretamente:

oF /baRef
or . O

b 9Im f

(z,gb(t))Regb'(t)dtf/ W(,z,¢>(1t))Imgb’(t) dt

b b
+ z/a 8g;f(z,¢(t)) Im¢’(t)dt+i/a %(z,qﬁ(t)) Re ¢ (t) di

[t v [
= | Glomema= [ Feod

Lo mismo vale para la derivada respecto de y. Del hecho de que f satisface
las ecuaciones de Cauchy-Riemann se sigue ahora que F' también las cumple,
luego F' es holomorfa en 2. La ecuacién anterior es entonces equivalente a la
relacion entre las derivadas que aparece el enunciado. L]

Acabamos la seccién extendiendo el concepto de integral curvilinea a curvas
mas generales que los arcos. Por una curva entenderemos una funcién derivable
y con derivada continua (o derivable a trozos) definida sobre un intervalo cual-
quiera de la recta real (si es cerrado se entiende que la funcién se extiende a un
intervalo abierto mayor).

Las definiciones de curva opuesta, unién de curvas, curvas equivalentes etc.
son validas igualmente en este contexto.

Por simplificar la exposicién trabajaremos con curvas derivables definidas
sobre todo R, si bien todo cuanto digamos vale con pequenos cambios obvios
para cualquier intervalo. Nos interesardn especialmente las curvas definidas
sobre intervalos de la forma |—o0, b] y [a, +o0].

Sea pues ¢ : R — C derivable y con derivada continua y sea f : ¢* — C
una funcién continua. La definicién

“+o0
/ Q) de = / F(o() ¢ (¢) dt
¢ —00

sigue siendo valida y con idénticas propiedades, supuesto que el integrando del
segundo miembro sea realmente una funcién integrable.
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En general una funcién continua h : R — C es integrable (por definicién)
si lo son las funciones Re h e Im h como funciones reales y, en tal caso,

/+OC h(t) dt = /+oo Reh(t) dt +i /+°° Im h(t) d.

— 00 — 00 — 0o

Si una funcién h es integrable, entonces su integral se calcula mediante la
férmula
+oo +n
/ h(t) dt = lim h(t)dt.
—0o0 n —n
En general se puede tomar cualquier par de sucesiones de limites de inte-
gracién que converjan mondtonamente a los extremos. Si h : R — [0, +o0],
entonces la existencia de uno de estos limites equivale a la integrabilidad.
Un criterio til de integrabilidad (el tinico que usaremos en la préctica)
afirma que si una funcién h : R — C cumple que |h| es integrable, entonces h

también lo es y ademads
“+oo “+oo
‘/ ht) dt‘ < / Ih(1)] dt.

En realidad, si entendemos la integral en el sentido de Lebesgue, la integra-
bilidad de |h| equivale a la de h.

También es posible justificar bajo condiciones muy generales que las integra-
les paramétricas sobre curvas de funciones holomorfas son funciones holomorfas,
pero para ello habremos de esperar hasta el capitulo siguiente.

Llegados hasta aqui, tenemos justificados todos los pasos del cédlculo de las
integrales de Fresnel que hemos anticipado al comienzo del capitulo salvo el
“cambio de variable” x = wt entre las integrales

+oo 5 +oo 5
/ e " da;:w/ e @ dt (2.7)
0 0

. . . .7 — 2
Observemos que los dos miembros son integrales de la misma funcién e~

a lo largo de dos curvas distintas, a saber, ¢(x) =2 y ¢(t) = wt.

Consideremos el arco cerrado 3 Uya U—73 que indica
la figura. Supongamos que pudiéramos probar que la —73
integral de e a lo largo de dicho arco es nula. Por 0 — R
ejemplo, por el teorema 2.20 bastaria justificar que e

tiene una primitiva en C. Admitiendo esto, tendriamos ~ 72
1

/e’CQdC+/ eCac— [ eCdc=0, (28) wi
Y1 Y2 V3

_22

o sea,

R R 0 _ _
/ e dy = w/ e gt + / e B iReit dt, para todo R > 0.
0 0 -
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Si probamos que la ultima integral tiende a 0 cuando R tiende a +oo, al
tomar limites en esta igualdad obtenemos (2.7). Ahora bien,

0 0 0
/ e iReit dt| < R / e B |dt < R / e cos2t gy
—7/4 —m/4 —m/4

El cambio de variable ¢t = ¢ — 7/4 sustituye el coseno por un seno y, dado
que la funcién (senz)/z es decreciente! en [0,7/2], resulta que sen2t > 4t/x,
para 0 <t < m/4, y el médulo de la integral queda acotado por

T _p2
R/ /46—4R2t/”dt:—l [6—4R2t/7r}77/4: (1l —e B
o 4R 0 4R '

El dltimo término tiende claramente a 0, luego hemos probado (2.7) supuesto
(2.8). Esta relacién la justificaremos en la seccién siguiente, con lo que habremos
demostrado que las integrales de Fresnel existen como integrales impropias en
el sentido de Riemann. Puede probarse que las funciones sent? y cost? no son
integrables Lebesgue en el intervalo [0, +oo].

2.3 El teorema y las féormulas de Cauchy

Vamos a encontrar una condicién suficiente para que una funcién holomorfa
en un abierto tenga primitiva en el mismo, y por consiguiente sus integrales
a lo largo de arcos cerrados sean nulas. Para ello investigaremos cuando las
integrales son nulas a lo largo de los arcos cerrados mas sencillos: los tridngulos.

Definicién 2.25 Llamaremos tridngulo de
vértices a, b, ¢ € C a la poligonal cerrada

[a,b, ]
[a,b,c] = [a,b] U[b,c] Ule,al.

S

Observar que el sentido de las flechas es
importante. El tridngulo [a,b,c] no es el
mismo que [¢, b, a]. De hecho uno es equi- a
valente al opuesto del otro. También conviene notar que en ningiin momento
se exige que los puntos a, b, ¢ no estén alineados. Si esto ocurre el tridngulo se
reduce a un segmento recorrido dos veces. Definimos

[[a,b,c]] = {aa+ Bb+~yc|a,B,v€[0,1], a+ S +~v=1}.

c
Geométricamente se trata de los puntos
rodeados por el triangulo. Esto lo expresa x
mas claramente la igualdad siguiente:
* b
labd)= | laa (29
z€[b,c]* Ha7b’ C]]

a

IDerivandola, basta ver que zcosz — senz < 0 y, volviendo a derivar basta con que
cosx —xsenx — cosz < 0, lo cual es obvio.
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La prueba es muy simple: si z = aa + 8b+ yc € [[a, b, c]], 0 bien a = 1, en
cuyo caso z = a, 0 bien a # 1, en cuyo caso

R B 0
ﬁ+7b+5+vc> R E L

celbc".

z=aa—|—(1—a)(

En cualquier caso z € [a,z]* para un cierto x € [b, ¢]*. Reciprocamente, si z
cumple esto, entonces x = (1 —y)b+ ¢, con 0 <y <1y z=(1—-B)a+ Gz,
con 0 < B <1. Asi z= (1 - B)a+ (1 — )b+ PBrycy los coeficientes suman 1,
luego z € [[a, b, c]]. u

Recordemos que un conjunto A es convero si cuando a, b € A, entonces
[a,b]* C A, asi como que el didmetro de un conjunto A es

§(a) = sup{|z — 2'| | 2,2’ € A}.

El teorema siguiente recoge las propiedades de los tridngulos que vamos a
necesitar:

Teorema 2.26 Sea T un tridngulo. Entonces
a) El conjunto [T es compacto y convezo.
b) Si A C C es convero y los vértices de T' estan en A, entonces [T] C A.
¢) 8([T]) < L(T).

DEMOSTRACION: Supongamos que T = [a, b, ].

a) La aplicacién f : [0,1]> — R dada por f(a, 3,7) = a+ B+ es continua,
luego el conjunto C = f~1[{1}] = {(o, B,7) | @+ B+~ = 1} es cerrado y por lo
tanto compacto.

La aplicacién g : [0,1]®> — C dada por g(a, 3,7) = aa + (b + yc también
es continua, y [T] = ¢[C], luego es compacto.

La convexidad se prueba inmediatamente a partir de las definiciones de con-
junto convexo y de [T7].

b) Si A es convexo y a, b, ¢ € A, entonces [b,c]* C A, luego si x € [b, ",
entonces [a, z]* C A. Por (2.9), concluimos que [T] C A.

c¢) Se cumple |¢ — a|] < |c—b| + |b — al, luego

2lc—a| <lc=0b]+|b—a|+|c—a| = L(T).

Esto prueba que ¢ € D(a, L(T)/2), y lo mismo le ocurre a b. Puesto que el
disco cerrado es convexo, por b) resulta que [T] C D(a, L(T')/2), luego o([T]) <
8(D(a, L(T)/2)) = L(T). n

Ahora vamos a probar uno de los teoremas mds profundos de la teoria de
funciones holomorfas. En este mismo capitulo y en otros posteriores obtendre-
mos varias generalizaciones del mismo, pero la pieza clave es la que vamos a ver
ahora.
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Teorema 2.27 (Teorema de Cauchy para tridngulos) Sea Q un abierto
convexo de C, sea p € Q y sea f : Q — C una funcion continua en Q y
holomorfa en Q\ {p}. Entonces para todo tridngulo T tal que T* C ) se cumple

que [, f(¢)d¢ =0.

Mas adelante veremos que si f : Q@ — C es continua en  y holomorfa
en 0\ {p}, de hecho es holomorfa en Q, pero ahora no estamos en condiciones
de probarlo y exceptuar a p serd esencial para justificar que la derivada de
una funcién holomorfa es de nuevo una funcién holomorfa (en particular, que
las funciones holomorfas son de clase C!, como ya hemos indicado en varias
ocasiones).

DEMOSTRACION: Sea T = [a, b, ¢]. Distinguiremos tres casos:

1) pe[T], 2) p€{a,b,c}, 3) el caso restante.

CAso 1) Si p ¢ [T] vamos a demostrar que existe una sucesién {T,,}22 de
tridngulos tal que Top =T y ademas

a) [Thi1] C [Tn] C Q.
b) L(Tys1) = L(T,).

h, 1© | < |, £(Qdc].

Supongamos construidos Tp,...,T,, v sea T,, = [u,v,w]. Definimos los

|
|

tridngulos

1 _
Tn_ 7’U7

[ u+v u—i—w} u—+v v—i—w}
Uy —— )

2
U+ w u—l—v v—i—w}
5 )

kuw
T, =
=1 2} Fop

2
Observar que la definicién formal de los tridngulos puede recuperarse a par-
tir de la figura (salvo permutacion ciclica de los vértices, pero esto es irrele-
vante pues es obvio que una integral sobre un tridngulo no varfa si permutamos
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ciclicamente sus vértices). A menudo es mds cémodo definir arcos mediante fi-
guras como ésta. El lector debe tener presente que cualquier definicién mediante
una figura puede sustituirse facilmente por una definiciéon formal.

Claramente los vértices de los tridngulos T7 estdn contenidos en [7},]. Como
éste es convexo, [T] C [T,]. También es obvio que L(T}) = L(T,)/2. Esto
significa que cualquier T sirve como T, ;1 en lo que respecta a las condiciones
a) y b). Basta probar que al menos uno de ellos cumple c). Consideremos la
suma

4
S| FQdc
i=1 YT}

Al descomponer cada integral como suma de las integrales sobre cada uno de
los lados del triangulo vemos la funcién se integra dos veces sobre los lados de
T2, pero en sentidos opuestos (ver la figura), luego estas integrales se cancelan,
y lo que queda es la integral sobre los lados de T;,. Asi pues

Z;/T f(C)dC/Tn F(Q) dc.

Por consiguiente

4

\/ f<<>d<] <>°|[ s,
T, = |

lo que implica que al menos una de las integrales de la derecha ha de ser mayor

o igual que la cuarta parte del miembro izquierdo, luego tomando como 7}, el

tridngulo correspondiente a dicha integral se cumple c).

Con esto tenemos probada la existencia de la sucesién {T},}5%,. Por com-

(oo}
pacidad hay un punto zo € [ [T5.].
n=0
Bajo la hipétesis del caso 1) tenemos zg # p, luego f es derivable en zg. En

consecuencia, dado € > 0 existe un ¢ > 0 tal que D(z0,d) C Q y si |z — 20| < 0,

entonces
f(2) = f(z0)

Z— 20

— f(=0)] <€

luego |f(2) — f(z0) — f'(20)(2 — 20)| < €|z — 2zg|. Por la propiedad b) tenemos
que 6([T},]) < L(T,,) = 27" L(T). Como los didmetros tienden a 0 existe un ng
tal que [Th,] C D(z0,9). La funcién —f(zo) — f'(20)(# — #0) es un polinomio,
luego tiene primitiva, luego por el teorema 2.20

/T (=F(20) = £/(z0)(C = z0)) dC = 0.

Teniendo en cuenta esto y la propiedad c) resulta

/T RRISLE

[ 5 d<] < gm0
T

/T (F(O) — F(z0) — F(z0)(C — 7)) dC

no
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4”06/ |€ — 20| d¢ < 4™ €L (T, )0([Thy]) < 4™ eL(T,)? < eL(T)?.
Ty

Como esto es cierto para todo € > 0 concluimos que la integral es nula.

CAsO 2) Supongamos por ejemplo que p = a. Sea g > 0 de manera que
D(a,dp) C 2. Sea 0 < § < Jp. Tomemos wy € D(a,d) N ([a,b]* \ {a}) ¥
wy € D(a,0) N ([a,c]* \ {a}). Consideramos los tridngulos 17, T» y T3 definidos
en la figura:

b

/ T

5 wy ?
a T, w2 Ty c

Como antes, al descomponer las integrales sobre 77, T5 y T3 en las sumas de
las integrales sobre sus lados, las integrales correspondientes a los lados interiores
se cancelan y queda que

3
| 1©dc=Y e,
T i=1
Por el caso 1) las integrales sobre 75 y T3 son nulas, luego

/ fodc= | rdc
T T

Sea M = sup{|f(¢)| | z € D(a,do)}. Asi

‘ IR dc‘ =

para todo § > 0, luego la integral es nula.

< ML(Ty) < M(|wy—a|+|wy—a|+|wy —ws|) < 4M6

f(z)dz
T

CAso 3). Ahora p € [T], pero no es un vértice (aunque
quizé esté en un lado). Dividimos T en tres tridngulos como
indica la figura. Una vez mds la integral de f sobre T se des-
compone en suma de las integrales sobre los tres triangulos, y
las tres integrales son nulas por el caso 2). L T b

Ahora ya podemos probar que las funciones holomorfas sobre abiertos con-
vexos tienen primitiva. Conviene separar en un teorema previo el argumento
que vamos a emplear, pues nos serd util después.
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Teorema 2.28 Sea Q2 un abierto convexo de C y f : Q@ — C una funcion
continua con la propiedad de que para todo tridngulo T tal que T* C Q se
cumple que [ f(¢)d¢ = 0. Sea z € Q. Entonces la funcién F : Q — C dada
por F(z) = f[z()yz] f(¢)d¢ es holomorfa en Q y F' = f.

DEMOSTRACION: Sea z; € 2. Sea r > 0 tal que D(z1,7) C Q. Sea € > 0.
Por continuidad existe un ¢ tal que 0 < & < r y si |z — 21| < &, entonces

[f(z) = f(z21)] <&
Sea z # z1 tal que |z — z1| < §. Todos los segmentos que se consideran a
continuacion estan en () por convexidad.

1
— ( /H sQd~ [ 50 d<> ~f=)

1
— ( /H F(Q)de + /[} 1) de
" /[] 7 d¢+ /[] 1) d<> )

1

1 1
A /[Zlvz] f(C) d - zZ—z1 /[z1,z] f(zl) ¢

! 1£() — F(=)] d.

|Z - Z1| [21,2]

F(z) = F(z1)

zZ— 2z

- 1) -

Como [z1, 2] C D(z1,9), el integrando estd acotado por e, luego queda

F(z) - F
‘M—f(zl)‘ge, si |z —z1] < 6.
zZ— 2z
Por lo tanto F es derivable en z1 y F'(z1) = f(z1). "

Combinando los dos dltimos teoremas obtenemos inmediatamente:

Teorema 2.29 Sea 2 un abierto convero de C, p € Q y f : Q@ — C una
funcion continua en Q y holomorfa en Q\ {p}. Entonces existe una funcién
F : Q — C holomorfa tal que F' = f.

En cuanto probemos que la derivada de una funcién holomorfa es holomorfa
quedard demostrado que la hipotesis de este teorema equivale a exigir simple-
mente que f sea holomorfa en 2. De momento hemos de conservar esta hipdtesis
aparentemente més general porque hace falta para probar precisamente lo que
estamos afirmando.

El teorema anterior junto con 2.20 nos dan ahora el teorema de Cauchy para
abiertos convexos:
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Teorema 2.30 (Teorema de Cauchy) Sea Q un abierto convexo de C y sea
f:Q — C una funcion holomorfa en Q. Entonces para todo arco cerrado ¢
contenido en ) se cumple que

Afmmcza

Esto completa el argumento que hemos seguido para calcular las integrales
de Fresnel. Finalmente probamos que las funciones holomorfas son infinitamente
derivables. En particular son de clase C*.

En lo sucesivo escribiremos

/ £(0) d¢
[¢—zo|=r

cuando el arco sobre el que integramos sea la circunferencia ¢ : [0,27] — C
dada por ¢(t) = 29 + re’. Claramente L(¢) = 27r.

Teorema 2.31 (Férmulas de Cauchy para circunferencias) Sea 2 un a-
bierto en C y f : 2 — C una funcion holomorfa. Entonces f es infinitamente
derivable® y si zg € Q yr > 0 cumplen que D(zp,7) C 2, se tiene que para todo
z € D(zo,7) y todo nimero natural n

() = o 2ol =r (¢ — Z)"'Hdg'

DEMOSTRACION: Comenzamos probando la férmula para n = 0. Es claro
que podemos tomar un r’ > r de modo que D(zp,r) C D(zg,7") C Q. Asi
D(zp,r") es un abierto convexo al que podemos aplicar 2.29.

Consideremos la funcién en D(zg, ") dada por

FO-FG) o,
=y = U7
P sic—s

Claramente es continua en el disco y derivable salvo quizd en z. Por el
teorema 2.29 tiene primitiva en el disco y por el teorema 2.20

_ . £ - 1)
0= f 0% [ T

[ SO, »
/|C—ZO|:7’C_Z ‘ f(Z)/C—Z[)l:rg_Z ¢

Segun el teorema 2.22, la ultima integral es el indice respecto a z de la
circunferencia | — zo| = r multiplicado por 27i, o sea, es 27i, lo que nos da la
féormula buscada.

28i llamamos g(z) = f(1/z) entonces f’'(1/z) = —g'(2)z2, lo que implica que una funcién
holomorfa en co es infinitamente derivable en co. Las férmulas integrales no valen en co.
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Admitiendo la validez de la férmula para n el teorema 2.24 implica que f™
es derivable y su derivada es la dada por la férmula para n + 1. L]

Para acabar probaremos un reciproco del teorema de Cauchy que jugard un
papel muy importante en el capitulo siguiente:

Teorema 2.32 (Teorema de Morera) Sea () una abiertoenCy f:Q — C
una funcion continua con la propiedad de que para todo tridngulo T tal que
T C Q se cumple que fT f(€)d¢ = 0. Entonces [ es holomorfa en €.

DEMOSTRACION: Sea zp € Q y r > 0 tal que D(zg,7) C Q. Por el teorema
2.28 existe una funcién holomorfa F : D(zg,7) — C tal que F/ = f. Por el
teorema anterior f es holomorfa. n



Capitulo III

Series de Taylor

Supongamos que f :Ja —r,a +r[ — R es una funcién infinitamente deri-
vable. Entonces podemos calcular los polinomios de Taylor

k=0 ’

El teorema de Taylor permite probar en determinadas circunstancias que
estos polinomios son aproximaciones cada vez mejores de la funcién f alrededor
del punto a o, equivalentemente, que la funciéon f puede expresarse como la
suma de su serie de Taylor

fa) =3 W ap
k=0

Sin embargo, esto sucede con menos frecuencia de lo que podria parecer. En
muchos casos la serie converge a la funciéon en un entorno del punto a mucho
menor que el intervalo |Ja — r,a 4 r[ y diverge fuera de él sin que se pueda dar
una explicacion satisfactoria de por qué se interrumpe la convergencia. En casos
extremos la serie no aproxima a la funcién en ningin punto salvo el propio a.

Cuando una funcién real coincide con su serie de Taylor en un intervalo
se dice que es analitica en dicho intervalo. Las funciones analiticas son (por
definicién) infinitamente derivables, es decir, de clase C*°, pero el reciproco no
es cierto.

En el caso de las funciones de variable compleja la situacion es radicalmente
distinta. Toda funcién f holomorfa en un punto zy es infinitamente derivable,
luego podemos considerar su serie de Taylor

© k) 5
762) —sz o) (o)t
=0

Veremos que una restriccion a la convergencia de una serie de potencias es
que ha de converger sobre un disco, pero probaremos también que ésta es, de

49



50 Capitulo 3. Series de Taylor

hecho, la tnica restriccién a la que estan sometidas las series de Taylor de las
funciones holomorfas, es decir, que si una funcién f es holomorfa en un disco,
entonces su serie de Taylor converge a f en dicho disco. Esto significa que una
funcién de variable compleja es analitica en un disco si y sélo si es holomorfa
en dicho disco. Por ello los términos funcién holomorfa y funcién analitica son
sinénimos al referirse a las funciones de variable compleja.

Este capitulo estd dedicado a probar estos hechos. Por completitud, recoge-
mos en la primera seccién las propiedades elementales de las series de ntimeros
complejos. Supondremos que el lector conoce ya los resultados basicos, al menos
para series de nimeros reales, por lo que daremos algunos resultados sin prueba.
De todos modos demostraremos aquellos que puedan ser ilustrativos.

3.1 Series

Definicién 3.1 La serie determinada por una sucesién {a,}52, de nimeros

k o0 )
complejos es la sucesién { > an} , que representaremos siempre por y . a,.
n=0 k=0 n=0

oo}
Cuando la serie sea convergente la expresiéon » | a, denotard también a su limite.
n=0

k
Los nimeros a,, se llaman ¢érminos de la serie, las sumas ) a,, se llaman
n=0
sumas parciales y las sumas Y ;- a,, se llaman colas de la serie.

Es facil ver que una serie converge si y sélo si la sucesién de las colas con-
verge a 0, asi como que una condicién necesaria para la convergencia es que los
términos generales tiendan a 0.

Analogamente, las sucesiones funcionales { f,, } 22, donde cada f,, : X — C,
o0
definen series funcionales Y. f,, que a su vez definen una funcién sobre el

n=0

conjunto Y de los puntos donde convergen, y que representaremos igualmente
o0
por Y fn:Y — C.

n=0
o0
La completitud de C aplicada a las series nos da que una serie > a, converge
n=0

si y s6lo si es una sucesion de Cauchy, es decir, si y sélo si para todo € > 0 existe

p
un natural ng tal que si ng < m < p, entonces Y. |ay| < €.

n=m

o0
De aqui se sigue facilmente que si una serie Y a, es absolutamente conver-
n=0
gente, es decir, si la serie > - |a,| converge, entonces la serie es convergente.
La series convergentes que no son absolutamente convergentes se llaman condi-
cionalmente convergentes.
Esto permite reducir en muchos casos la convergencia de una serie compleja
a la de una serie de numeros reales positivos. Puesto que éstas son sucesiones



3.1. Series 51

k
mondtonas crecientes, su convergencia equivale a que sus sumas parciales Y a,
n=0
estén acotadas.

Otro hecho obvio es que si se cumple |an| < b,, para todo ntimero natural n

y la serie Z by, es convergente, entonces Z a, también es convergente.
n=0 n=0

También suelen ser ttiles los siguientes criterios de convergencia, el primero
para series de términos positivos y el segundo para series funcionales, ambos
muy conocidos:

oo
Criterio de D’Alembert Sea Y a, una serie de nimeros reales positivos
n=0
y supongamos que existe L = limay41/ay,. Entonces si L < 1 la serie converge
n

y st L > 1 la serie diverge.

o0

Criterio de Mayoracién de Weierstrass Sea Y, f, una serie funcional
n=0

en un espacio X y {M,}>2, una sucesidn en el intervalo [0,4oc0[ tal que para

o0
todo natural n y todo x € X se cumpla |fn(x)| < M,. Sila serie > M, es
n=0

o0
convergente, entonces la serie Y f, es absoluta y uniformemente convergente

n=0
en X.

Las propiedades elementales de los limites nos dan los hechos siguientes:

Zan+zbn*2an+bn) y O‘ian:iaaru
n=0 n=0 n=0

entendiendo que si las series de la izquierda convergen, las de la derecha también
lo hacen y se da la igualdad. Un resultado andlogo para productos de series ya
no es tan sencillo.

&) oo}

Definicién 3.2 Sean ) a, y ). by dos series en C. Llamaremos producto de
n=0 n=0

Cauchy de estas series a la serie

n

Z ak 'bn—k)-
n=0k

La intencién es que la serie que acabamos de definir converja al producto de
las dos series de partida, pero esto no ocurre necesariamente si al menos una de
ellas no converge absolutamente.



52 Capitulo 3. Series de Taylor

oo o0

Teorema 3.3 Si > a, y >, b, son dos series convergentes en C al menos
n=0 n=0

una de las cuales converge absolutamente, entonces

S ) (S (5]

DEMOSTRACION: Supongamos que la serie que converge absolutamente es
oo

an y definamos
n=0

oo ) n n
A= § apn, B = § bn, ¢ = § ar - bp_p, Cp = § Ck,
n=0 n=0 k=0 k=0

Anzzak; anzbka ﬁn:Bn_B
k=0 k=0
Ahora,

Cn = co+-+cp=apby+ (apbs +aibo) + -+ (aobn + - - + anbo)
agBy + -+ a,Bo = ag(B + B,) + - - + an(B + fo)
= AnB"i'(aOﬁn'i_"’_anﬁO)

El teorema quedara probado si vemos que agf3, + - - - + a, 0o tiende a 0.
o0

Sea € > 0. Sea K = Y |a,|. Sea M = sup{|B,| | n > 0} (la sucesién 3,
n=0

tiende a 0, luego estd acot;da).
Existe un nimero natural ng tal que si n > ng, entonces |3,| < €¢/2K y si

a
k > ng, entonces > |ai| < ¢/2M. En consecuencia, si n > 2ny,

k=no+1
n no n
laobn + -+ 4+ anbol < D larBukl =D larBu-rl+ Y larBuxl
k=0 k=0 k=nop+1

€ n n € €
Y < ‘K4S Mm—e
< 2KH‘“"|+ ) H'ak'—zK Tt e
= =ng

La convergencia absoluta es esencial para garantizar que los términos de una
serie puedan ser reordenados sin alterar su limite.

o0
Teorema 3.4 Si Y a, es una serie absolutamente convergente y o : N — N
n=0

o0

es una aplicacion biyectiva, entonces la serie ) a, ) es absolutamente con-
n=0

vergente y tiene la misma suma.
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DEMOSTRACION: Una serie es absolutamente convergente si y sélo si las
sumas parciales de sus médulos forman un conjunto acotado. Toda suma parcial
de los médulos de la reordenacion estd mayorada por una suma parcial de los
mddulos de la serie original (tomando los sumandos necesarios para incluir todos
los que aparecen en la suma dada). Por tanto las sumas parciales de los médulos
de la reordenacion estan acotadas y la serie converge absolutamente.

Sea ¢ > 0. Existe un nimero natural ng tal que si n > ng

n o0 o0 o0 o0 n €
Dok =Y ar = |> ar| <> larl = lal =3 lail < 5.
k=0 k=0 k=n k=n k=0 k=0

Sea mg > ng tal que {0,1,...,n0} C {0(0),0(1),...,0(mp)}. Entonces si
n > mo,

no

n no oo
Dty = Dok (D ok =) ax
k=0 k=0 k=0 k=0

(]
=
IN

Do) —
k=0

k=0
= €
< - <e
Z lak| + 5 <€
k=ng+1
o0 o0
Por lo tanto ) agm) = > ax. "
k=0 k=0

Como consecuencia, si I es cualquier conjunto infinito numerable y {a;}icr
es cualquier familia de elementos de C con la propiedad de que las sumas > |a,],
i€k
con F C I finito estén acotadas, tiene sentido la expresién > a;, definida como
=)
la suma de la serie determinada por cualquier ordenacién del conjunto I, y es
un numero independiente de la ordenacién elegida. Obviamente la expresién

> a; tiene también sentido cuando I es un conjunto finito.

i€l
Observar que si € > 0, existe un Fy C [ finito tal que para todo Fy C F' C I,
se cumple | Y~ a; — Y a;| < e. En efecto, basta considerar una ordenacién de I
i€l i€F

y tomar como Fjy los primeros términos de la sucesion, de modo que el médulo
de las colas con y sin mddulos sea menor que €/2. Entonces

Zai—Zai < Zai—Zai + Zai—Zai <§—|— Z la;| < e.
icl i€F i€l i€Fy i€Fy i€F IEF\Fy

Si ) ierai y D je by son series absolutamente convergentes el teorema 3.3

puede reescribirse como
Z ab; = (Z ai) (Z bj>. (3.1)

(t,4)eIxJ iel jeJ

Esta es la interpretacién mas clara del teorema 3.3: El producto de dos series
absolutamente convergentes se obtiene sumando todos los productos posibles
entre sus términos.
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Las series absolutamente convergentes se pueden manipular exactamente
igual que si fueran sumas finitas. El siguiente teorema justifica cualquier ope-
racién razonable entre ellas.

o0
Teorema 3.5 Sea {a;}icr una familia de elementos de C. Sea I = |J I, una
n=0
division de I en partes disjuntas. Entonces > a; es (absolutamente) convergente
i€l

o0
sty sdlo si lo son las series Y. a; y >, |a;|. Ademds en tal caso

i€l, n=0
o0
D= ) a
el n=0:€1l,

DEMOSTRACION: Si Y a; es absolutamente convergente, sus sumas parciales

i€l
en médulo estdn acotadas, pero toda suma parcial en médulo de cada > |a]
i€l
lo es también de la primera, luego éstas estan acotadas, o sea, las series Y |a;]
i€l

convergen absolutamente. Dado cualquier natural k, tomamos para cada n < k
un conjunto finito F,, C I, tal que Y |a;| — > |a;| < 1/(k+ 1). Entonces

i€l, i€F,
k k
Do lal <Y Y il +1<D ail +1,
n=04cl, n=04€F, iel

luego las sumas parciales estan acotadas y asi todas las series convergen abso-
lutamente.
o0
Supongamos ahora que las series > |a;| v Y. > |a;| convergen absoluta-
icl, n=014€el,
mente. Si F' C I es finito, para un cierto k suficientemente grande se cumple

Sl =3 Y el < el <33

el n=0:el,NF n=0:€l, n=0:€l,

luego las sumas parciales de Y |a;| estdn acotadas y la serie converge absoluta-
i€l
mente.
Ahora supongamos la convergencia de todas las series y probemos la igualdad

de las sumas. Notemos que la serie
o0
PIPIL
n=0:€l,

es convergente porque es absolutamente convergente. Sea € > 0. FExiste un
ntimero natural ng tal que

Z Zai < /4.

n=no+1i€l,
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Para cada n < ng existe un conjunto finito F;, C I,, tal que si F,, C F' C I,

entonces
E a; — E a;

icl, i€Fy,

€
< 7/—-
2(n0 + 1)

Sea F' un conjunto finito que contenga a todos los F;, y tal que

Zai — Zai < e€/4.
iel ieF
Entonces
0 o) no
Y e-Yal < | Y Vel Y Ya-Ya
n=0:€l, el n=no+1:i€1l, n=0:€l, ieF
+ Z a; — Z a;
i€eF iel
€ -0 ( ) € € €
< =+ a; — a; +-+=+-=€
4 HEZ:O EL ! ie;F ! 4 2 4
Por lo tanto ambas sumas coinciden. n

Damos un ultimo criterio de convergencia de series en términos de conver-
gencia de integrales infinitas:

Teorema 3.6 Sea f : [1,+00] — [0,+00] una funcién continua mondtona

n
decreciente y tal que h’r+n f(@)=0. Sead, = Y f(k)— [ f(z)dz.

a) 0< f(n+1) <dpy1 <d, < f(1).
b) Existe limd,,.

¢) La serie Y f(k) converge si y sdlo si f;roo f(@)dz < 400.
k=1

DEMOSTRACION: Es claro que a) implica b) y que b) implica ¢), luego basta
probar a). Sean s, = > f(k) y t, = ;" f(z)dz. Se cumple
k=1

n k—+1 n

n+1 k+1 n
tnt1 :/1 fz)de = Z/k fz)da < ];/k flk)ydz =" f(k) = sn.

k=1 k=1

En consecuencia 0 < f(n 4+ 1) = sp41 — Sn < Spg1 — tnt1 = dng1, que es
una parte de a). Adem4s

n+1
dn_dnJrl:tn+1_tn_(5n+1_3n):/ f(x)da:—f(n—i—l)

n
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n+1
Z/ fin+1)dz— f(n+1) =0,

luego dy41 < d,, < dj = f(1). n

Como aplicacién damos la siguiente definicién que nos serd necesaria mas
adelante.

Definicion 3.7 Se llama constante de Euler al nimero real
"1
v = hrrbn; T logn,

que existe por el teorema anterior. A veces s la representa por C' en lugar de +.

Se desconoce si y es un nimero racional o irracional. Sus cien primeras cifras
decimales son

v = 0,5772156649015328606065120900824024310421593359399
235988057672348848677267776646709369470632917467495 . ..

3.2 Convergencia casi uniforme

En esta seccién estudiaremos la convergencia de sucesiones de funciones ho-
lomorfas. Esto supone considerar a los espacios de funciones como espacios
topoldgicos. Trabajaremos con funciones definidas en abiertos de C* porque
las diferencias con el caso de abiertos en C son minimas.

En general, si X es un espacio topolégico, llamaremos F(X) = CX al con-
junto de todas las funciones de X en C. Tiene estructura de espacio vectorial
con las operaciones definidas puntualmente. También podemos definir pun-
tualmente el producto, con el que se convierte en un algebra conmutativa y
unitaria. Entre sus subdlgebras mds destacadas se encuentran el espacio F*(X)
de las funciones acotadas y el espacio C(X) de las funciones continuas. Cuando
X es un abierto de C* tenemos también la subédlgebra H(X) de las funciones
holomorfas en X.

En todos estos espacios podemos definir diversas topologias. La més sencilla
es la topologia de la convergencia puntual, que no es sino la topologia producto
de CX. Una sucesién de funciones {f,}°°, en F(X) converge puntualmente a
una funcién f si y sélo si para cada x € X la sucesién de nimeros complejos
{fa(@)}3q converge a f(x).

Con la topologia de la convergencia puntual F'(X) es un espacio vectorial to-
poldgico, es decir, la suma y el producto por un escalar son funciones continuas
(al igual que el producto interno), pero aqui terminan las ventajas; los incon-
venientes son muchos: salvo casos triviales los espacios F(X), F*(X), C(X),
H(X) no son metrizables. En particular las sucesiones no determinan la topo-
logia. Ademés F*(X), C(X), H(X) no son cerrados, es decir, un limite puntual
de funciones continuas, acotadas u holomorfas no tiene por qué ser una funcién
continua, acotada u holomorfa.
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Una topologia que subsana estos inconvenientes es la topologia de la conver-
gencia uniforme. Podemos definirla directamente con una métrica:

d(f,g9) = min{1, sup |f(z) — g(x)[}.
reX

Con esta distancia, F'(X) es un espacio métrico completo y los subespacios
F*(X), C(X) y H(X) (éste ultimo cuando X es un abierto en C*) son cerrados,
luego completos (el caso de H(X) lo demostraremos luego).

M4s atin, F*(X) es un espacio de Banach con la norma supremo, dada por

£l = sup [f ()]
reX

y la topologia inducida por la norma es la de la convergencia uniforme. En
particular si K es un espacio compacto, C(K) C F*(K) es también un espacio
de Banach con la norma supremo.

Sin embargo las funciones holomorfas estan definidas en abiertos y existen
funciones holomorfas no acotadas. El limite uniforme de una sucesion de fun-
ciones acotadas es una funciéon acotada y el limite uniforme de una sucesién
de funciones no acotadas es una funcién no acotada. De aqui se siguen varias
consecuencias negativas: Si  es un abierto en C*, los espacios H(Q2) C C(2)
no son espacios normados con la topologia de la convergencia uniforme. De
hecho ni siquiera son espacios vectoriales topoldgicos, pues si f es una funcién
no acotada, entonces la sucesién de funciones no acotadas (1/n) f no puede con-
verger uniformemente a 0, que es una funcién acotada, luego el producto por
un escalar no es una funcién continua. Un inconveniente més grave es que si {2
esta acotado, entonces los polinomios son funciones acotadas, por lo que no es
posible aproximar mediante polinomios a una funcién holomorfa no acotada.

En resumen, sucede que la topologia de la convergencia puntual no es lo
suficientemente fina, mientras que la topologia de la convergencia uniforme es
demasiado fina.

Vamos a definir en F(X) una topologia intermedia entre las dos topologias
anteriores, de modo que posea las ventajas de la topologia de la convergencia
uniforme pero no sus inconvenientes.

Definicién 3.8 Sea (2 un abierto en C*°. Llamaremos topologia de la conver-
gencia casi uniforme en F(Q2) a aquella en la que una base de entornos abiertos
de cada funcién fy € F(Q2) estd formada por los conjuntos

V(fo,K,E) = {f € F(Q) ’ EEEUC(‘T) - fO(‘T)| < 6}7

donde K C €2 es un compacto y € > 0.

Para comprobar que efectivamente estos conjuntos definen una topologia
observamos que si f € V(fo, K,€) NV (f1, K’ €’), podemos tomar un § > 0 tal
que

sup |f(z) — fo(z)|+0<e y sup |f(z)— fo(z)| +0 <€,
€K z€K’
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y entonces V(f, KN K',8) C V(fo, K,e) NV (f1, K',€).

La convergencia respecto de esta topologia se denomina, como cabia esperar,
convergencia casi uniforme. Observar que una sucesién de funciones { [},
converge casi uniformemente a una funcién f si y sélo si esta finalmente en cada
entorno V(f, K, €), es decir, si y sélo si para todo compacto K C Qy todo € > 0
existe un indice ng de modo que si n > ng, entonces | f,,(z) — f(z)| < € para todo
x € K. Esto significa que para todo compacto K C €, la sucesion { fn|x}22,
converge uniformemente a f|k.

En resumen: una sucesién converge casi uniformemente a una funcién f si
y sélo si converge uniformemente a f en cada subconjunto compacto de €.

De aqui se desprende que la convergencia uniforme implica la convergen-
cia casi uniforme y que la convergencia casi uniforme implica la convergencia
puntual (pues los puntos son compactos). Mads tarde veremos con ejemplos
que los reciprocos son falsos en general, aunque, dado que C* es compacto, la
convergencia casi uniforme en C* si equivale a la convergencia uniforme.

En lo sucesivo y mientras no se diga lo contrario consideraremos a F'(£2) como
espacio topoldgico con la topologia de la convergencia casi uniforme. Veamos
que F(Q) es metrizable, con lo que las sucesiones determinan la topologfa. Si
Q C C definimos los conjuntos

K,={z€Q||z| <nyd(zC\Q)>1/n}, (3.2)

donde d denota la distancia euclidea en C. Es inmediato comprobar que los
conjuntos K, son compactos, satisfacen K1 C Ko C K3 C -+ C €2, su unién es
todo el abierto Q y ademads todo subconjunto compacto de €2 estd contenido en
uno de estos conjuntos.

Claramente si K C K, y 1/n < €, entonces V(f, K,,1/n) C V(f, K,e¢),
para toda funcién f € F(Q), luego los conjuntos V(f, K,,1/n) forman una
base numerable de entornos de f.

Si © C C= pero Q2 # C* entonces 2 es homeomorfo a un abierto de C
(mediante cualquier transformacién de Mébius M que cumpla M(co0) ¢ Q).
Por lo tanto € también tiene una sucesiéon de compactos K, con las mismas
propiedades. El caso 2 = C* es trivial (por ejemplo podemos tomar todos los
K, iguales a C*).

Teorema 3.9 Si Q es un abierto en C*, entonces F'() es metrizable.

DEMOSTRACION: Para cada n > 0 y cada par de funciones f, g € F(Q), sea

pn(f,9) = Sup |f(z) — g(z)| € [0, +00].

Es muy fécil comprobar que p,(f,9) > 0, pn(f,9) = pn(g, f), asi como la
desigualdad triangular: p,(f,g) < pn(f,h) + pn(h,g), donde entendemos que
00 + 00 = 00.

Sea d,(f,g) = min{1, p,(f,9)}. Entonces d,, tiene las mismas propiedades
que p, v ademds 0 < d,(f,g) < 1.
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Finalmente definimos

d(f,g)zzwgl

n=1

Claramente se trata de una distancia en F(£2). Observemos, por ejemplo, que
d(f,g) = 0siysdlosid,(f,g) =0 paratodo natural n, siy sélosi (f—g)|x, =0
para todo n, si y sélo si f = g.

Ahora veremos que la topologia inducida por d es la topologia de la conver-
gencia casi uniforme. En el resto de la prueba B(f, ) denotard a la bola abierta
de centro f y radio € para la distancia d.

Si fo € F(Q), un entorno bésico de fy para la métrica es B(fg, 1/2™). Veamos
que V(fo, Kn+17 1/2n+1) C B(fo, 1/2“)

Si f € V(fo, Kni1,1/27F1), la definicién de d,, nos da d,,(fo, f) < 1/2"H1,
param=1,...,n+ 1. Asi

o gy = 3 dnblol) bl ) g dullo D) Losn Lyosn Lo L

m=1 m=n-+2 m=1 m=n-+2

Un entorno béasico de fy para la topologia de la convergencia casi uniforme
es V(fo, Kn,1/n). Veamos que B(fo,1/22") C V(fo, Kn,1/n).

Si d(f, fo) < 1/2%", entonces d,(f, fo)/2" < 1/2?", con lo que se cumple
dn(f, fo) < 1/2™ < 1/n, y esto implica f € V(fo, Kpn,1/n).

Con esto hemos probado todas las funciones tienen los mismos entornos para
ambas topologias, luego éstas coinciden. m

Es fécil ver que si Q C C*°, una sucesién de funciones en F(2) es de Cauchy
si y sélo si es uniformemente de Cauchy en cada compacto K, y, por lo tanto,
en cada compacto de §2. De aqui se desprende la completitud de F'(€):

Teorema 3.10 Si ) es un abierto en C*, entonces F(Q) es un espacio métrico
completo.

DEMOSTRACION: Sea {f,, 152, una sucesién de Cauchy. Si K es un subcon-
junto compacto de €2, entonces la sucesion {f,|x 5>, es de Cauchy en F(K)
para la topologia de la convergencia uniforme. Como F'(K) es completo con
esta topologia, resulta que {f,|x}32, converge uniformemente a una funcién
[k € F(K).

Aplicando esto a los conjuntos de un punto, que son compactos, obtenemos
en particular que {f,}52, converge puntualmente a una cierta f € F(Q2), luego
para todo compacto K C Q ha de ser fx = f|x. Asi pues, la sucesion {f,}22,
converge uniformemente a f en cada compacto K, luego la sucesiéon converge
casi uniformemente. n

Hasta aqui los resultados generales sobre convergencia casi uniforme en
F(€). Ahora veremos hechos adicionales para C(£2). En primer lugar demos-
tramos que C(£2) es cerrado en F(2), luego es también un espacio métrico
completo.
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Teorema 3.11 FEl limite casi uniforme de una sucesion de funciones continuas
es una funcién continua.

DEMOSTRACION: Sea  un abierto en C* y {f,,}5, una sucesién en C(f2)
que converja casi uniformemente a una funcién f € F(Q). Para cada z € Q) sea
K C Q un entorno compacto de z. Como {f,}>2, converge uniformemente a f
en K, tenemos que f es continua en K y, en particular, en z, luego f € C(2).

u

Cualquier ejemplo de sucesién de funciones continuas que converja puntual-
mente a una funcién discontinua justifica ahora que la convergencia puntual no
implica la convergencia casi uniforme.

No es dificil demostrar que la topologia de la convergencia casi uniforme en
C(9) tiene por subbase a los conjuntos F(K,G) = {f € C(Q) | f[K] C G},
donde K C Q es un compacto y G C C es un abierto (aunque esto es falso en
F(€)). Por este motivo a la topologia de la convergencia casi uniforme en C(2)
se la denomina también topologia compacto-abierto.

En general F(2) no es un espacio vectorial topoldgico, pues si K C Q es
un compacto y f € F(§) es una funcién no acotada en K, entonces la sucesién
{(1/n)f}22, no converge uniformemente a 0 en K, luego no converge casi uni-
formemente a 0 en 2. Esto significa que el producto escalar no es continuo. En
C(Q) la situacién es diferente:

Teorema 3.12 Sea Q un abierto en C>®. Entonces C(§2) es un espacio vec-
torial topoldgico, es decir, la suma y el producto por un escalar son funciones
continuas.

DEMOSTRACION: Si {f}2% v {9n}32, son sucesiones en C'(£) que conver-
gen respectivamente a las funciones f y g, entonces para cada compacto K C €2
se cumple que las sucesiones { fn|x 152y v {9nlKx }22, convergen uniformemente
a f|k v gk respectivamente.

Como F(K) es un espacio de Banach, resulta que {f,,|k +gn|x }22, converge
uniformemente a (f+g)|x, luego {(fn+9n)|x }52, converge casi uniformemente
a f + g. Esto prueba la continuidad de la suma, e igualmente se prueba la del
producto. L]

De hecho, el mismo argumento demuestra que el producto de funciones de
C () es una funcién continua, luego C(2) es lo que se denomina un algebra
topoldgica o, mds atn, un dlgebra de Fréchet (un dlgebra topoldgica completa-
mente metrizable).

El proximo teorema muestra que la topologia de la convergencia casi uni-
forme es adecuada para trabajar con funciones holomorfas. Desde un punto de
vista topoldgico puede enunciarse como que el espacio H(2) es cerrado en C(Q)
(o en F(€2)) y que el operador D : H(2) — H (W) dado por D(f) = f’ es una
funcién continua.

Teorema 3.13 (Teorema de Weierstrass) Para todo 2 abierto en C™®, si
{fn}S2y es una sucesion en H(QQ) que converge casi uniformemente a una
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funcion f, entonces f € H(Q) y la sucesion converge casi uniformemente a
la funcion f'.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que @ C C. Por el teorema 3.11
sabemos que f es continua. Sea zg € ). Vamos a ver que f es derivable en zj.
Existe un R > 0 tal que D(z, R) C Q. Sea T un tridngulo tal que T C Q.

Como el disco es convexo, el teorema de Cauchy nos da que fT fa($)d¢ =0.
Como T™* es compacto, {fn}>2, converge uniformemente a f en 7%, luego por
el teorema 2.19 concluimos que [ f(¢) d¢ = 11’7Iln S [n(¢)d¢ = 0.

El teorema de Morera nos da entonces que f es holomorfa en D(zp, R), para
todo zp € Q, luego f € H(Q).

Tomamos ahora un R > 0 tal que D(zg,2R) C Q. Por la fé6rmula de Cauchy

, _ 1 fQ)
f@ = 270 Jie—z0)=2R (C z)? 4,

N FaQ)
In®) = 2mi /g 20|=2R (C z)? .,

para todo z € D(zp,2R).

La sucesién converge uniformemente a f en la circunferencia dD(zg,2R),
luego, dado € > 0, existe un ng tal que si n > ng entonces |f({) — fn(¢)| < eR/4
para todos los puntos ¢ € 9D(z, 2R).

Por otro lado, si ¢ € 0D(z0,2R) y z € D(zo, R), es claro que |( — z| > R.
Asi

<—4 R— — == <g¢,
211 ¢

()~ fu)] = T

By ELGP R1_
[¢—20|=2R

para n > ng.
Esto prueba que {f},}52, converge uniformemente a f’ en D(z, R). Como
todo compacto de 2 puede ser cubierto por un nimero finito de discos como

éste, concluimos que la sucesién de las derivadas converge casi uniformemente
a f'en Q.

Si 0o € Q tenemos claramente que f,(1/z) converge casi uniformemente
a f(1/z) en un entorno de 0, luego f(1/z) es derivable en 0 y f es derivable
en oo. Falta probar que f/ converge casi uniformemente a f’. Si llamamos

gn(2) = fn(1/2) vy g(2z) = f(1/z), entonces
fn(z) =g, (1/2)(=1/2%),  f'(z) = ¢'(1/2)(=1/7°)

para todo z € Q. Usando la parte ya probada es facil ver que g/,(1/z) converge
casi uniformemente a ¢’(1/z) en Q, y de aqui se concluye que f! converge casi
uniformemente a f’. =

Ahora podemos dar un criterio que garantice que las integrales paramétricas
de funciones holomorfas sobre curvas son funciones holomorfas.
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Teorema 3.14 Sea §2 un abierto en C, sea I C R un intervalo, ¢ : [ — C una
curva y f: Q x ¢* — C una funcién continua con derivada compleja respecto
a la primera variable f' : Q x ¢* — C, continua. Supongamos ademds que
existe una funcion g : I — R integrable tal que para todo punto t € I y todo
z € Q se cumpla | f(z,9(t)) ¢/ (t)| < g(t). Entonces la funcion F : Q@ — C dada
por F(z) = f¢ f(z,¢)dC es holomorfa en .

DEMOSTRACION: Notar ante todo que la hipétesis implica que f es inte-
grable sobre ¢ para todo z € €. Por simplificar la prueba supondremos que
I = [0, 4+00], aunque los demds casos se tratan andlogamente.

Para cada nimero natural n definamos el arco ¢, = ¢ljg5 : [0,n] — Cy
la funcién F, : @ — C dada por F,(z) = fdm f(z,¢)d¢C.

Por el teorema 2.24 es claro que cada funcién F), es holomorfa en ). Bastara
demostrar que {F, }°2, converge uniformemente a F' en Q. En efecto, si z € €,

+oo
F(z) - Fu(2)] / £ (2 6(0)) 6/ (t) dt

‘ /¢ F0d— [ 10 d<] -

¢’ll
Jr
< / ot) dt

y, como la ultima expresién tiende a 0 con n, la convergencia uniforme es obvia.
u

Asi pues, sobre curvas generales la tinica condicién que hay que anadir al
teorema 2.24 para garantizar la derivabilidad de una integral paramétrica es que
el integrando (una vez efectuado el cambio que convierte a la integral en una
integral sobre R) esté uniformemente acotado por una funcién integrable. Como
el resto de las condiciones se comprueban mecanicamente en cada caso concreto,
cuando apliquemos este teorema nos limitaremos a obtener la acotacién del
integrando.

3.3 Series de potencias

El siguiente paso para obtener los desarrollos de Taylor de las funciones holo-
morfas es estudiar las series de potencias. Aplicaremos el teorema de Weierstrass
para probar que toda serie de potencias define una funcién holomorfa donde con-
verge. En primer lugar probaremos que la regiéon de convergencia es siempre un
disco abierto y quiza algunos de los puntos de su frontera.

Definicién 3.15 Sea zp € Cy {a,}22, una sucesién en C. La serie de poten-
cias de coeficientes {a, }22 ; y centro zg es la serie funcional

oo
Z an(z — 20)".
n=0
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Recordemos que el limite superior de una sucesiéon {a, }22, de nimeros reales
es el supremo (quizd 4+00) del conjunto de sus puntos adherentes. Lo represen-
taremos mediante lim a,,. Se cumple que

n

hm an = inf sup a,.
k>0n>k

Es evidente que el limite superior de una sucesiéon convergente es su limite
en el sentido topolégico.

S —
Teorema 3.16 Sea . a,(z — 29)" una serie de potencias y R = 1/lim {/|ay|

n=0 n
(entendiendo que 1/0 = +00 y 1/(4+00) = 0). Entonces la serie converge abso-
luta y casi uniformemente en D(zg, R) y diverge en todo punto de C\ D(zo, R).

Convenimos que D(zp,+00) = C).

DEMOSTRACION: Sea K un compacto en D(zg, R). Veamos que la serie
converge absoluta y uniformemente en K. La funcién |z — zg| es continua en
K, luego alcanza su méximo r en un punto = € K, es decir, |x — z9| = r y para
todo y € K se cumple |y — zo| < r. Asi K C D(z0,7).

Como x € D(zg, R) ha de ser r < R, luego r@ Y/|an| < 1. Tomemos p tal

que 71im /]a,] < p < 1. Como lim {/]a,| = inf sup {/|a,|, existe un natural
n n k>0n>k
k tal que sup V/|an| < p/r, luego si n > k se cumple ¥/|a,| < p/r y por lo
n>k

tanto |a,|r™ < p".
Si y € K entonces |y — 2| < X luego |y — 2zo|™ < r™, luego |an(y — zo)”| <

|an|r™ < p™. Asi pues, la serie Z an(y — zp)™ estd mayorada en K por Z o,

que es convergente por ser geometrlca de razén menor que 1. El crlterlg de
Weierstrass nos da que la serie de potencias converge absoluta y uniformemente
en K.

Ahora veamos que la serie diverge en C\ D(zp, R). Sea z € C tal que
|z — 20| > R. Entonces 1 < |z — 2| @ Y/|ay]|. Por lo tanto, para todo natural k

se cumple 1/|z —zg| < sup {/|ay|, luego hay un n > k tal que {/|ay||lz—z20| > 1,
>k
n

o sea, |an(y — 20)"| > 1. Esto significa que a,(y — 20)" no tiende a 0, luego la
serie diverge. m

El nimero R se llama radio de convergencia de la serie de potencias, y el
disco D(zp, R) se llama disco de convergencia de la serie. Tenemos, pues, que
una serie de potencias converge absolutamente en un circulo y diverge fuera de
ese circulo. En cada punto de la frontera del circulo la serie puede converger
absolutamente, condicionalmente o diverger, segin los casos.

A la hora de determinar el radio de convergencia de una serie suele ser 1til
el siguiente caso particular del criterio de D’Alembert:
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o0
Teorema 3.17 Sea Y an(z — 20)" una serie de potencias tal que ezista
n=0
,10n41
lim —| nil =
nan|

Entonces su radio de convergencia es 1/L.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, el radio de convergencia de la

o0
serie dada es el mismo que el de la serie Y |a,|2™. Siz > 0, tenemos que

n=0
n+1
t 21
n |ap|zm

luego el criterio de D’Alembert implica que la serie converge cuando Lz < 1y
diverge si LX > 1. Consecuentemente el radio de convergencia ha de ser 1/L.
u

o0
El ejemplo més sencillo de serie de potencias es la serie geométrica >, 2",
n=0
cuyo radio de convergencia es R = 1 y su suma vale

> 1
;znzl_z.

Vemos asi un ejemplo de serie de polinomios (acotados en D(0,1)) que con-
vergen casi uniformemente a una funcién no acotada, luego la convergencia no
es uniforme.

En su disco de convergencia, una serie de potencias es el limite casi uniforme
de una sucesién de polinomios. Como los polinomios son funciones holomorfas,
el teorema de Weierstrass nos da que las series de potencias también lo son.
Recogemos este hecho junto con algunas precisiones adicionales en el teorema
siguiente:

(o]
Teorema 3.18 Sea f(z) = Y. an(z — 20)"™ una serie de potencias y R > 0 su
n=0

radio de convergencia. Entonces f € H(D(zo, R)) y para todo z € D(zg, R) se
cumple que

o0
f(z)= E na,(z — 29)" .
n=1
Ademds el radio de convergencia de la serie derivada es eractamente R.

DEMOSTRACION: Todo el teorema es una consecuencia inmediata del teo-
rema de Weierstrass salvo que el radio R’ de la serie derivada cumpla R’ < R.
Para probarlo observamos que R y R’ son también los radios de convergencia

de las series
oo oo
Z lan|z" ¥ Zn|an\zn_1
n=0 n=1
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oo
respectivamente, luego si 0 < z < R', la serie > nla,|z" ! < 400, con lo que
n=1

oo oo
x z:n|an|a:”_1 = Z |an |nz™ < +oo.
n=1

n=1

también

o0
Para n suficientemente grande, |a,|2™ < n|a,|2"~!, luego la serie > |a,|z"
n=0
es convergente, lo que significa que x < R. Esto prueba que R’ < R. [

Si aplicamos repetidas veces el teorema anterior a una serie de potencias

f(z) = Z an(z —20)"
n=0

obtenemos la formula siguiente para su derivada m-sima:

oo

fm)(z) = Z nn—1)-(n—m+ Day(z —20)" ™.

n=m

Si evaluamos en el punto zg queda fm)(zo) = mla.y,, luego hemos obtenido
que los coeficientes de una serie de potencias pueden recuperarse a partir de la
funcién f que ésta define mediante la formula

_ /")

n!

an , n=20,1,2,...
Dicho de otro modo, si una funcién f en un disco D(zg, R) puede desarro-
llarse como serie de potencias centrada en zg, el tinico desarrollo posible es

X rp) 2
=3 I ey,
n=0 :

es decir, la serie de Taylor de f en zy. Ahora probamos que este desarrollo
siempre es posible.

Teorema 3.19 Sea f : D(z9, R) — C una funcién holomorfa. Entonces

X rn) 2
fo=3 I8 o gy
n=0 '

para todo z € D(zp, R).

DEMOSTRACION: Sea z € D(zo, R) y sea p tal que |z—zp| < p < R. Tenemos

z € D(z0,p) C D(20,p) C D(z0, R). Podemos aplicar la férmula de Cauchy, que
nos da
1 1

CwmiSicagi=p G2 2 sy (€= 20) = (2= 20)
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1 QO 1 g1 f(C)i(ﬂ)ndC

i iagg=p G20 L - EE T 2 jag=p €= 20 S NG~ 20

n=0

1 = Q) (z—m)”dg,

- 2mi [¢—z0l=p 5,—0 =20 \¢— 2

El teorema 2.19 nos permite intercambiar la suma y la integral si probamos
que la serie converge uniformemente en la circunferencia | — zp| = p. Como es
compacta, existe un M > 0 tal que sobre sus puntos

f(6)
L_ZO <M
Entonces 0 " | | N
Z— 20 Z— 20
'C—Zo (C—Zo> SM( p ) -

Por lo tanto hemos mayorado la serie funcional por una serie geométrica de
razoén menor que 1, luego el criterio de mayoracion de Weierstrass nos asegura
la convergencia uniforme y podemos continuar:

_ 15 i} (ﬂ)
&= 2”i;/<—zO|=pC—ZO )

_ oy (2 ) .,
-2 <% /C—ZO|=p mnﬂdC) (2 = 20)

n=0
- S ey
n=0 ’
por las férmulas de Cauchy para las derivadas. L]

Por lo tanto, la tinica restricciéon para la convergencia de la serie de Taylor
de una funcién holomorfa es que el dominio de convergencia ha de ser un disco.
Si una funcién f es holomorfa en un abierto cualquiera Q y zo € €2, entonces
la serie de Taylor de f en zy convergera en el mayor disco abierto de centro zg
contenido en €.

Las funciones holomorfas en todo el plano complejo se llaman funciones
enteras, aludiendo, al igual que con el término “holomorfa”, al gran parecido
entre estas funciones y los polinomios, mucho mayor en este caso.
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La serie de Taylor centrada en 0 de una funcién entera converge en los discos
de todos los radios, luego converge en todo C. Esto significa que toda funcién
entera admite un desarrollo en serie de potencias de la forma

X rn)

flz)= Z f 50) 2", para todo z € C,

n!
n=0

lo cual se interpreta como que una funcién entera es un “polinomio de grado
infinito”.

Este es el caso de las funciones e?, senz y cosz. Puesto que todas las
derivadas de la funciéon exponencial valen 1 en zg = 0, es evidente que su serie

de Taylor es
(o] Zn
=2
= n!

Las derivadas de sen z en zg = 0 son
sen0 =0, cosO=1, —sen0=0, —cosO=—-1, sen0=0,...

y a partir de aqui se repiten ciclicamente. Por lo tanto la serie de Taylor de
sen z en el origen tiene sélo potencias impares y con derivada 1,—1,1,—1, ...
Asi pues,

sen z = i 7(_1)71 Z2ntl
— (2n+1)!

Un razonamiento similar nos lleva a

_ - (_1)77, 2n
COSZ—Z (271)' z7 .

n=0

La funcién log z no estd definida en 0, luego no podemos desarrollarla en una
serie de este tipo. Podriamos desarrollarla en zg = 1, aunque es mejor trabajar
en 0 con la funcién log(1 + 2). Su primera derivada vale (1+ 2)~!, y de aqui se
sacan facilmente las siguientes:

—(14+2)72, 21 +2)73 =3-214+2)"% 4-3-2(1+2)75, ...

con lo que las derivadas sucesivas en 0 valen 0!, —1!, 2!, —3! 4!/ —5! ...
La serie de Taylor serd, por lo tanto:

log(1+ z) = Z (=" 2",
n=1

n

convergente para |z| < 1, pues la funcién es holomorfa en dicho disco y no puede
extenderse a un disco mayor (tiende a infinito en —1).

Consideremos finalmente la funcién z® = e®!°8%. Observemos que cuando

el exponente a es un nimero entero z* coincide con la definiciéon algebraica en
cualquier cuerpo. Un sencillo calculo nos da

(za)l — CYeozlogzz—l _ aealogze—logz _ aza—l.
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La derivada n-sima es claramente (o — 1) - - - (¢ —n+1)z*~™. Teniendo en
cuenta que 1% = 1, la serie de Taylor alrededor de zg = 1 resulta ser

S L CU RS
n=0 ’

Si definimos el nimero combinatorio generalizado

(a> ala—1)--(a=n—1)

= ' , a€C, n=012, ...
n n.

y cambiamos z por 1 + z, obtenemos la férmula binomial

(14+2)* = f: (Z) 2",

n=0

que generaliza a la férmula del binomio de Newton para exponentes arbitrarios
y es valida para |z| < 1 (ya que log(1 + z) es infinito en —1).

3.4 Consecuencias de los desarrollos de Taylor

El hecho de que las funciones holomorfas admitan desarrollos en serie de
potencias alrededor de cada punto tiene muchas consecuencias, algunas de las
cuales las mostraremos en esta seccion. Comenzamos probando un sencillo pero
atil resultado técnico:

Teorema 3.20 (desigualdades de Cauchy) Sea f(z) = > an(z—20)" una

n=0
serie convergente en D(z, R) y sea M(r) = sup{|f(z)| | z € 8D(z,7)} para
0 <r < R. Entonces |a,| < M(r)/r™.

DEMOSTRACION: El teorema 3.19 y la unicidad del desarrollo en serie nos
dan que a, = f™(z0)/n!, y por las férmulas de Cauchy resulta que

B f©)
J “

L M) M)
2mi —zo|=r (C - Z)nJrl .

< _— p—
o7 2mr pntl 7

|lan| =

Como aplicacién inmediata tenemos el hecho siguiente, muy importante en
la teoria:

Teorema 3.21 (Teorema de Liouville) Toda funcion entera y acotada es
constante.

DEMOSTRACION: Sea f una funcién entera y supongamos que |f(z)] < M
para todo z € C. Sea r > 0y sea M(r) segin el teorema anterior. Obviamente

M (r) < M para todo r > 0. Desarrollamos f en serie de Taylor f(z) = > anz"
n=0
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y el teorema anterior nos da que |a,| < M(r)/r™ < M/r™, perosin > 1 entonces
h’Tan M/r™ =0, luego a,, = 0 para n > 1, luego f(z) = ag es constante. =

En particular el teorema de Liouville implica que H(C>) estd formado tan
sélo por las funciones constantes, pues las funciones de H(C>) son continuas,
luego estan acotadas (y son enteras). He aqui otra consecuencia notable:

Teorema 3.22 (Teorema fundamental del dlgebra) Todo polinomio no
constante en Clz] tiene al menos una raiz compleja.

DEMOSTRACION: Sea P(z) un polinomio no nulo. Si P(z) no tuviera raices
complejas la funcién f(z) = 1/P(z) serfa entera y lim f(z) = 0, luego f estarfa
zZ— 00
acotada y, por el teorema anterior, serfa constante, luego P(z) también. =
El teorema siguiente es una pieza central de toda la teoria de funciones de

variable compleja.

Teorema 3.23 (Principio de prolongacién analitica) Sea Q un abierto co-
nexo en C y f : Q — C una funcion holomorfa. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:*

a) f es constante en Q.

b) Existe un A € C tal que {z € Q| f(z) = A} tiene un punto de acumulacion
en €.

¢) Eziste un z € Q tal que f™(z) = 0 para todo n > 1.

DEMOSTRACION: a) — b) es evidente.

b) — ¢). Sea zg € © un punto de acumulacién de {z € Q| f(z) = A}. Por
la continuidad de f es claro que f(z9) = A. Sea r > 0 tal que D(zp,r) C .
Consideremos el desarrollo en serie de Taylor

X rn) 5
f(z)= Z fT('O)(z —z)", para z € D(zo,7).

n=0

Supongamos que alguna derivada f?) (z0) es no nula, con p > 1. Tomemos
el minimo valor posible de p. Claramente entonces

f)y=x+ Z fn—(lo)(z—zo)” =+ (z—zo)pz f—(o)(z— 20)" " P.

La funcién

IEsto es vélido también si  C C* siempre y cuando en la condicién c) se exija z # oo,
pues co cumple siempre c).
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es holomorfa en el disco D(zg,7) y cumple h(z) = fP)(20)/p! # 0. Como es
continua, podemos concluir que h no se anula en un entorno U de zg. Como
f(z) = A+ (2 — 20)Ph(2), resulta que f(z) # X en U \ {2}, lo cual contradice
la eleccién de zp. Asi, todas las derivadas de f son nulas en z.

c) — a). Sea

H={z¢€Q| fY(z) =0 para todon > 1} = ﬂ f”)il[{O}] neQ,

n>1

cerrado en ). Vamos a probar que también es un abierto en 2 y asi, por
conexién, coincidird con todo €.

Si zp € H, existe un r > 0 tal que D(zp,7) C Q y en este disco la funcién
f tiene un desarrollo en serie de Taylor que, por la definicién de H, se reduce
a f(z) = f(z0), o sea, f es constante en D(zg,r), luego todas sus derivadas son
nulas en el disco, luego D(zg,7) C H. En particular hemos obtenido que f' =0
en (), luego f es constante en €. L]

Quiz4 la importancia de este teorema se comprenda mejor si lo reenunciamos
del modo siguiente:

Teorema 3.24 (Principio de prolongacién analitica) Sea ) un abierto co-
nexo en C y f, g € H(Q). Si f y g coinciden sobre un subconjunto de Q con un
punto de acumulacion en ), entonces f y g coinciden sobre todo W .

(Pues el conjunto de puntos z €  donde (f — ¢g)(z) = 0 tiene un punto de
acumulacién en €, luego f — g es constante y, como se anula, ha de ser f—g = 0.)

Esto es una generalizaciéon del hecho conocido en virtud del cual si un po-
linomio tiene infinitas raices es nulo, o si dos polinomios coinciden en infinitos
puntos entonces son iguales. Para el caso de funciones holomorfas no basta un
nimero infinito de puntos (un contraejemplo son las funciones seno y coseno,
que tienen infinitas raices), sino que es necesario un conjunto con un punto de
acumulacion.

Ejemplo Segun hemos definido la funcién exponencial, la igualdad
e = cosz +isenz

se cumple cuando z € R, luego el principio de prolongacién analitica implica que
la igualdad vale para todo z € C. (Por supuesto es ficil probar directamente la
igualdad a partir de las definiciones de las funciones seno y coseno complejas,
pero asi es mas simple. En muchas ocasiones similares a ésta el principio de
prolongacién analitica es esencial.) L]

Otra consecuencia inmediata es que las funciones exponencial, seno y coseno
complejas son las tnicas extensiones holomorfas posibles de las correspondientes
funciones reales. Veamos una consecuencia mas sofisticada:

Teorema 3.25 (Principio del médulo méaximo) Sea Q un abierto conezo
en C y f una funcion holomorfa en £ no constante.
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a) Si D(zg,7) C Q entonces existe un z € D(zo,7) tal que | f(2)] > |f(z0)].

b) Para todo z € Q se cumple que |f(z)| < sup |f(2)].
z€Q

c¢) Si Q estd acotado y f es continua en Q, entonces para todo z € §) se
cumple que |f(z)| < m%)éz |f(2)
zE

DEMOSTRACION: a) Supongamos que por el contrario |f(z)] < |f(z0)| para
todo z € D(zg,7). Sea r’ < r. Entonces la férmula de Cauchy nos da que

f(6) _ 1
/|Czol—r’ ¢— 20 d<| S 27

1 2

. 1 27
<5 ; |f(zo+r'ezt)|dt§%/o |f(20)| dt = |f(20)],

1

, .
o T ) it gy
T

|f(20)| =

0 rleit

luego todas las desigualdades son en realidad igualdades y en particular

1 27 1 27

|[f(z0 + 7€) dt = —— | f (20l dt,

5; 0 2 0

o sea, .
/0 (1f(z0)| = | f(z0 + r'€™)]) dt = 0.

Como el integrando es mayor o igual que 0 en todos los puntos y se trata de
una funcién continua, podemos concluir que |f(zo)| — |f(z0 + r'e®)| = 0 para
todo t € [0,27] y todo r’ < r. Esto significa que |f| es constante en D(zg,r).
Vamos a probar que de hecho f es constante en el disco.

Si |f| = 0 es obvio. En otro caso sea |f| = ¢. Como las funciones cons-
tantes son holomorfas, resulta que la composicién de f con la conjugacién es
también holomorfa, pues se tiene f = |f|?/f. De aqui se sigue que también son
holomorfas en el disco las funciones
f+7 f-

2 2i

Pero las ecuaciones de Cauchy-Riemann implican que las tinicas funciones
holomorfas con valores en R son las constantes, luego Re f e Im f son constantes
en el disco y, consecuentemente, también lo es f. Por el principio de prolongacién
analitica f es constante en (2, en contra de lo supuesto.

|

Re f = e Imf=

b) es inmediato: Si zg € €2 existe un z € Q tal que

ilelglf(Z)\ z [f(2)] > £ (z0)]-

c¢) Como ) es compacto, existe zg € Q tal que |f(z0)| = méx|f(z)|. Por
zEN
el apartado anterior zg ¢ €, luego zg € 99, con lo que |f(z)| = m%)gcl|f(z)|
ze

Ademas es claro que sup | f(2)| < |f(20)| = méax |f(2)]. "
2€Q 2€09
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El apartado a) del principio del médulo méximo afirma que una funcién
holomorfa nunca tiene extremos relativos (en contraste con la situacién en R).
El apartado b) dice que tampoco hay extremos absolutos en un abierto. El
apartado ¢) significa que el mdximo que toda funcién continua ha de alcanzar
en los compactos, para el caso de una funcién holomorfa, se alcanza siempre
en la frontera. Se trata de un comportamiento muy peculiar de estas funciones
del que se siguen muchas consecuencias. Vamos a demostrar como ejemplo un
teorema sobre el comportamiento de una serie de potencias sobre la frontera de
su disco de convergencia.

Teorema 3.26 (Teorema de Fatou) Sea 2 un abierto en C que contenga al

n

0y f:Q— C una funcion holomorfa. Sea Y anz" su serie de Taylor en 0

y supongamos que su radio de convergencia esnloy que h’TILn an, = 0. Entonces la
serie converge a f en todos los puntos de la circunferencia unidad contenidos
en Q. Ademds la convergencia es uniforme en los compactos.
21

DEMOSTRACION: Sea o un arco cerrado de la ¢
circunferencia unidad o C 2. Prolonguemos los ex- y
tremos de ¢ hasta dos puntos 21, 25 que disten una
misma cantidad p de dichos extremos. Prolongue-
mos los radios 07, 0(> en la misma distancia p hasta
dos puntos z1, z3. Sea S el sector cerrado conside- §
rado en la figura. Es claro que tomando p suficien- 2
temente pequeno podemos garantizar que el sector 0
S esté contenido en 2. El arco o estd contenido en
el interior de S. Hemos de probar que la serie converge uniformemente a f en
0. Sea

22

f(z)— 3 anz"
wn(z) = % (2 = )z — ¢2). (3-3)

En el disco unidad w,, admite el desarrollo

won(2) = 3 i1 (2 = )z - Ga). (3.4)
k=0

La expresién (3.3) muestra que wy, es holomorfa en Q\ {0}. Despejando la
serie de potencias en (3.4) vemos que ésta converge en la circunferencia unidad
salvo quizd en 0, pero obviamente también converge en 0, luego el segundo
miembro de (3.4) es una funcién holomorfa en el disco unidad, y si definimos
wn(0) = aptr+1¢1¢2, entonces wy, es una funcién holomorfa en €.

Sea € > 0y sea N > 0 tal que si n > N entonces |a,| < e. Consideremos un
punto cualquiera z del segmento (abierto) 0(;. Entonces para n > N se cumple

1— 12|

o0
1
wa()l < €Y [zl [z = Gil 2 = Gl S ex—= (1~ |2]) 2 = 2¢.
k=0
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La misma cota es valida sobre el segmento 0(s.

Supongamos ahora que z estd en el segmento (abierto) (1z;. Sea R =1+ p.
Entonces |z — (1| = |2| — 1, |z — (2] < |2| 4+ |(2] < 2R. Sea M el méximo de
|f(2)| en el sector S. De nuevo para n > N tenemos

M+ 3 lag| [2*

k=0
lwn(2)] < PRE (lz2| = 1)2R
N n
M+ 37 Jag| |2[* kg;ﬂ |ak| [2[*
< 2R M+Z\ | RE E-1 oR Zn: ||’“|Z‘_1
Ok ‘Z|n+1 € ? 2|1
k=N-+1
_ K\ 12— 2" — [N 2 -1
= 2R <M+Zak|R > \ZI"“ + 2Re . o
z
< 2R <M+Zak|Rk> | Z|n+1 + 2Re
Ademas

|z| — 1 |z| — 1 1 1

- < .
|z|ntl T zn =1 Jzr 4 F 2]+ n41

Por consiguiente

N
1
k
|wn(z)\ < 2R (M + kEZO \ak\ R > ? + 2Re.

Tomamos N7 > N de modo que si n > N; el primer sumando se haga menor
que ¢, con lo que para n > Nj tenemos que |w,(z)| < (2R 4 1)e. Obviamente
esto vale también cuando z estd en el segmento (225.

A continuacién suponemos que z se encuentra en el arco cerrado de extremos
z1y z2. Entonces |z — (1] < |z] + (1] < 2R y |z — (2| < 2R. Ahora

n N n
M + Z |ak|Rk M + Z \ak|Rk Z |a;€\Rk
k=0 2 _ k=0 k=N+1
|wn(z)| S T 4R =4 Rn—l + 4 Rn—l
N n
M + Z \ak|Rk Z Rk
k=0 k=N+1
S 4 Rn—l +4€ Rn—l
> Jai| R
M + ax|R n+1 N+1
= 4 h=0 pac TR

R (R— )R
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N
M RF
* kz=:0 lax n 4R2%¢
Rr—1 R—1

Como antes, podemos tomar Ny > N1>N de modo que si n > Ny el primer
sumando del dltimo término se haga menor que €, con lo que para tales valores

de n se cumple
4R?
lwn(2)] < (1 + T 1) €.

Por 1ltimo notamos que wy,(0) = an+1¢1¢2, luego |wy,(0)| = |an+1] < € para
n > N. Ademds w,((1) = w,({2) = 0. Con todo esto concluimos que existe
una constante K tal que para todo z en la frontera del sector S se cumple
|wn (2)] < Ke para todo n > Na.

Por el principio del médulo maximo estas desigualdades valen también para
los puntos z del interior de S, y en particular para los puntos del arco o. Asi
pues, si z estd en o y n > Ny tenemos

< 4

n n
Ke > |wn(2)| = |f(z) = k| 2= Gllz = Gl = |f(2) = D ard®| P,
k=0 k=0
luego
o0
K
f(z) — Zakzk < E €,
k=0
lo que implica que la serie converge a f uniformemente en o. L]
Como ejemplo observamos que el desarrollo
o0
_1)n
log(l+2) = Zl ( n) 2",
n=

que hemos visto en la seccién anterior, es valido en realidad siempre que |z] < 1

excepto en z = —1. Para el caso z = 1 obtenemos la suma de la serie harménica
alternada: -
_1)n
S ED oge
n
n=1

También tiene interés el caso z = 4:

. T o= (=)
log(1 =1 2+4i— = E — "
og(l+1) og\/_—i—z4 2y i

La parte imaginaria de la serie corresponde a la suma de las potencias im-
pares de ¢. Haciendo n = 2k + 1 queda

oo

™ (—1) 1 1 1
L= S 7 Ty 4.
4 §2k+1 CR A AU

que es la conocida férmula de Leibniz. n
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Por 1ltimo vamos a caracterizar los subespacios compactos de los espacios de
funciones holomorfas H(€2). Probaremos que, al igual que en R™, los compactos
de H(2) son los subespacios cerrados y acotados, pero entendiendo la acotacién
en un sentido diferente al usual en los espacios métricos.

Definicién 3.27 Sea Q un abierto en C* y F un subconjunto de H(Q2). Di-
remos que F estd (casi uniformemente) acotado si para todo compacto K C 2
existe un nimero M > 0 tal que |f(z)| < M para todo f € F'y todo z € K.

Si exigiéramos que |f(z)| < M para todo z € Q y todo f € F la acotacién
seria uniforme, pero al decir “acotado” sobreentenderemos que nos referimos a
acotacién casi uniforme, del mismo modo que al hablar de convergencia en H ()
nos referimos siempre a la convergencia casi uniforme. En estos términos F' esta
casi uniformemente acotado si estd uniformemente acotado en cada subconjunto
compacto de 2.

Es inmediato comprobar que esta nocion de acotacién cumple las propiedades
usuales, como que todo subconjunto de un conjunto acotado estd acotado, la
union finita de conjuntos acotados estd acotada o incluso que la clausura de
un conjunto acotado estda acotada. No obstante hay que tener presente que
un conjunto acotado no tiene una cota, sino una cota en cada compacto. En
particular las aplicaciones que forman un conjunto acotado no tienen por qué
ser acotadas.?

Otra propiedad sencilla pero til es que un conjunto F' C H((?) estd acotado
(casi uniformemente) si y sélo si estd uniformemente acotado localmente, es de-
cir, si las funciones de F' estan uniformemente acotadas en un entorno de cada
punto de © (pues si F' estd casi uniformemente acotado, F estd uniformemente
acotado en los entornos compactos de cada punto, y si F' esta uniformemente
acotado localmente, cada compacto K C €2 puede cubrirse por un niimero finito
de abiertos en los que F' estd uniformemente acotado, luego F' estd uniforme-
mente acotado en K).

Recordemos que un subconjunto F' de un espacio topolégico X es relativa-
mente compacto si su clausura es compacta. En un espacio métrico esto equivale
a que toda sucesién de F tiene una subsucesién convergente en X .3

Teorema 3.28 (Teorema de Montel) Sea 2 un abierto en C. Un subcon-
Junto de H(Q) es relativamente compacto si y sdlo si estd acotado. Por consi-
guiente es compacto si y solo si es cerrado y acotado.*

DEMOSTRACION: Sea F C H(Q2). La segunda afirmacién se sigue de la
primera, pues F' es compacto si y sélo si es cerrado y relativamente compacto.
Si F' es relativamente compacto y K C 2 es compacto, los abiertos basicos
V(0,K,n), paran = 1,2,... cubren H(Q2), luego la clausura de F estd contenida

2No vamos a justificarlo aqui pero, tal y como hemos dicho, la acotacién casi uniforme no
coincide con la acotacién respecto a la distancia que hemos definido sobre H(€2).

38i {x} es una sucesién en la clausura de F, tomamos una sucesiéon {y,} en F tal que
d(xn,yn) < 1/n. Si {yn, } converge a x, entonces {n, } también lo hace.

4Claramente el teorema vale también si Q C C>.
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en un subcubrimiento finito. El méximo n que aparezca en el subcubrimiento
es una cota de las funciones de F' en K. Por lo tanto F estd acotado.
Supongamos ahora que F' estd acotado. En primer lugar probaremos que
si D(a,r) estd contenido en § entonces toda sucesién {f,} C F tiene una
subsucesién {f,,, } tal que las restricciones { fp, |p(a,r)} convergen a una funcién
holomorfa en D(a,r).
Sea M una cota de las funciones de F' en el compacto D(a,r) y sea

Las desigualdades de Cauchy nos dan que |a™| < M/r™, es decir, cada su-
cesi6n de nimeros complejos {al, }22  estd acotada, luego tiene una subsucesion
convergente. Vamos a tomar subsucesiones con un poco de cuidado:

En primer lugar tomamos una subsucesién { fng} de {fn}de modo que la
sucesion de los coeficientes de orden 0 de las series de Taylor converja. De esta
subsucesién tomamos a su vez otra subsucesién { fur } de modo que los coefi-
cientes de orden 1 de las series de Taylor converjan. " Asf vamos formando una
sucesién de subsucesiones { f,r }. Por tiltimo consideramos la sucesién diagonal
{ fnllz 1. Esta es finalmente igual a todas las anteriores, luego todas las sucesiones
de coeficientes de las series de Taylor convergen.

Si llamamos a,, al limite de la sucesiéon de los coeficientes m-simos, las
desigualdades que tenemos para los al, nos dan ahora que |a,,| < M/r™, de

donde L
lim %/ |am,| <1/
luego la serie f(z) = > am(z — a)™ converge en el disco D(a,r). Veamos

m—
que la sucesion {f|p(,r } converge a f. Basta probar que la sucesién converge
uniformemente en cada disco D(a, p) para 0 < p < r. En efecto, para todo z en

este disco:
o0

i (2) = £ = | 32 (@ — a)(z — )™

m=0

mo o [ee) L [e%e)
< ant —amlp™+ Y lanfle™+ D lamlp™

m=0 m=mo+1 m=mo+1

Zlam—amlp +2 Z M(p/r)™

m=mo-+1

donde myg es arbitrario. Si fijamos € > 0 vemos que la iltima serie es menor que
€/2 cuando mg es suficientemente grande y, fijado asi mg, la primera se hace
menor que €/2 tomando k suficientemente grande.

Ahora probamos que si K es un compacto contenido en 2, entonces toda
sucesion en F' contiene una subsucesién que converge en un abierto que contiene
a K. En efecto, podemos cubrir a K con un niimero finito de discos D(a,r)
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cuya clausura estd contenida en 2. Aplicando la parte probada, la sucesién de
partida tiene una subsucesion que converge en uno de estos discos, la cual tiene
una subsucesién que converge en otro mas, y al cabo de un numero finito de
pasos llegamos a una que converge en todos los discos.

Por tltimo sea {K,} la sucesién de compactos dada por (3.2) cuya unién
es todo Q. Si {f,} es una sucesién en F', tenemos que existe una subsucesién
{ fn]lc } que converge en K7, la cual tiene una subsucesién que converge en Ko, y
en general existe una subsucesién { fur } que converge en K1, ..., K,. Tomamos
la sucesién diagonal { fnlz }, que es finalmente igual a todas las anteriores, luego
converge en todos los compactos K, luego en todo (2. m






Capitulo IV

Productos infinitos

Los desarrollos en series de potencias nos permiten concebir a las funciones
holomorfas como “polinomios de grado infinito”. El principio de prolongacién
analitica es un buen ejemplo de que, en efecto, las funciones holomorfas tien-
den a comportarse como polinomios. Pero los polinomios en C admiten otra
representacién tan util como las series de potencias: pueden ser descompuestos
en productos de polinomios de grado 1. Esto es una consecuencia del teorema
fundamental del dlgebra, pero es inmediato que este teorema no es valido para
funciones holomorfas cualesquiera: la funcién exponencial es una funcién entera
que no tiene raices. Pese a ello son muchas las funciones enteras para las que
podemos encontrar factorizaciones que muestren explicitamente el conjunto de
sus raices. Por ejemplo, el desarrollo en serie de la funcién seno

sen z = i 7(_1)?1 22l
— (2n+1)!

no deja ver que la funcién tiene méas raices aparte del 0. Sin embargo demos-
traremos que la funciéon seno también puede expresarse como

) 2’2
senz:zH<1— ),
1

2.2
e n?m

con lo que es evidente que senz = 0 si y s6lo si z = 0 o bien 1 — 22/n?7% =0
para algiin niimero natural n, o sea, si y sélo si z = +nm.

En este capitulo expondremos la teoria béasica entorno a los productos infini-
tos junto con algunas aplicaciones. Los productos infinitos no son en principio
un concepto nuevo. Simplemente a nivel de notacién podemos convenir en re-

o0
presentar mediante [] z, a una sucesién de nimeros complejos de la forma
n=0

k o0
{ I1 zn} , donde {z,} es una sucesién dada de nimeros complejos. Al igual

n=0 k=0
que hacemos con las series, cuando un producto de este tipo es convergente

79
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o0

conviene representar también su limite por [] z,. Esto no da lugar a ninguna
n=0

confusion.

Sin embargo en estos términos los productos infinitos tienen un comporta-
miento muy poco satisfactorio. En efecto, una propiedad esencial de las suce-
siones es que su caracter convergente o divergente depende exclusivamente de
su comportamiento final, es decir, que no se altera si eliminamos los primeros
términos. Més atn, en caso de convergencia el limite no varia. Para el caso
de las series el caracter final de la convergencia es valido incluso respecto a
la sucesién de coeficientes (no ya de sumas parciales), aunque al eliminar los
primeros términos de una serie convergente el limite se modifica de la forma

natural:
oo o0
Zzn:ZO+"'+Zk71+ZZn.
n=0 n=k

Para los productos infinitos la situacién es muy distinta. Consideremos por

o0

ejemplo el producto [] n = 0. Se trata de un producto convergente, porque
n=0

como sucesién es constante, pero basta eliminar el primer factor para que se

convierta en la sucesién n!, que es divergente.

Obviamente este problema lo comparten todos los productos con algin fac-
tor nulo. Si nos fijamos ahora en los productos sin factores nulos, veremos que
también presentan un problema relacionado con el 0, esta vez méas sutil. Pen-

o]
semos en [ 1/n = 0. Tenemos un producto igual a 0 donde ningtin factor es

n=1
nulo. Esto es un inconveniente porque, por ejemplo, cuando hemos afirmado

que el desarrollo en producto infinito de la funcién seno muestra que sus raices
son exactamente las que sabemos que son, hemos dado por supuesto que los
Unicos ceros de un producto de funciones son los ceros de sus factores, y ahora
vemos que no es asi.

Estas son las razones que nos llevan a dar una definicién de convergencia de
productos maés fuerte que la convergencia en sentido topolégico. Nos ocupamos
de ella y sus consecuencias en la primera seccién.

4.1 Productos numéricos

o0
Definiciéon 4.1 Si zn, es un producto infinito con factores no nulos, diremos
)
n=0
que es convergente si converge en sentido topolégico a un nimero distinto de 0.

Con esta definicién es evidente que un producto (con factores no nulos)

oo [e.e]
I1 zn es convergente si y sélo si lo es cualquiera de sus secciones finales [] z,
n=0 n=k

y que, en tal caso,

120 =2 2k-1I] 2n- (4.1)
n=0 n=~k
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o0
Si [] #zn es un producto donde a lo sumo un ndmero finito de factores

n=0 00

son nulos, diremos que converge si converge cualquiera de los productos [] zn,
n=~k

donde k es un indice tal que z, # 0 para n > k. En tal caso definimos el limite

mediante la férmula (4.1).

De este modo se sigue cumpliendo que un producto converge si y sélo si
converge cualquiera de sus secciones finales y en tal caso es vélida la formula
(4.1). Ademads un producto es nulo si y sélo si lo es uno de sus factores.

La convergencia en este sentido fuerte implica la convergencia en el sentido
topoldgico, pero el reciproco es falso. En lo sucesivo consideraremos que los
productos

o0 > 1
[In vy II—
n=0 n=0T
son divergentes, pese a que topolégicamente convergen.

Por 1ltimo, consideraremos que los productos con infinitos factores nulos son
siempre divergentes. En realidad seria més natural considerar que convergen a 0,
pero lo cierto es que nunca vamos a manejar tales productos y asi nos evitamos
tener que exceptuarlos en cada teorema.

Otras propiedades elementales de los productos muy sencillas de comprobar

son las siguientes:
o0 o0 o0
H Zn H Wn | = H ZnWn,
n=0 n=0 n=0

00 -1 00
(=) ==t
n=0 n=0

Aunque queda claro la conveniencia conceptual de esta definicién, puede
parecer que en la practica resultara artificial y obligara a formular teoremas con
hipdtesis poco satisfactorias. Sin embargo ocurre justamente lo contrario: esta
definicién se ajusta perfectamente a los resultados que de hecho se obtienen. Un
ejemplo sencillo nos lo da el teorema siguiente, que seria claramente falso para
la convergencia en sentido topoldgico.

[e.e]
Teorema 4.2 Si un producto [[ z, es convergente, entonces lim z, = 1.

n=0 n

DEMOSTRACION: Tomando una seccién final, podemos suponer que los fac-
tores son no nulos. Entonces

IS
3

n
IT 2«
lfm z,, = lfm 2=%

n n n—1
IT 2«

k=0

IS
3

] et

3
Il
=]

ya que por definicién el limite del producto es no nulo. L]
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Teniendo en cuenta este teorema, a menudo resulta 1til expresar los produc-

o0

tos infinitos en la forma [] (1 + z,), con lo que la condicién necesaria para la
n=0

convergencia pasa a ser lim z, = 0.
n

Las propiedades bésicas de los productos infinitos pueden reducirse a las
de las series gracias al teorema siguiente. En su enunciado log z representa al
logaritmo de z cuya parte imaginaria es el argumento de z en |—7, ]. La funcién
log es holomorfa en el plano complejo excepto en el eje real negativo, incluido
el 0, aunque asi el inico punto donde no esté definida es el 0.

o0
Teorema 4.3 Un producto infinito con factores no nulos [] z, es convergente
(oo}

=0
st y sdlo si lo es la serie Y logz,. En tal caso la serie es un logaritmo del
n=0
producto.

k
DEMOSTRACION: Sea Sj, = Zﬁ:o log z,. Entonces e’ = [] z,. De aqui
n=0
se sigue que si la serie converge, entonces el producto converge (a un nimero no
nulo) y la serie es un logaritmo del producto.

Supongamos ahora que el producto converge. Esto significa que existe

k k
lim [[zn =2#0, luego lm [] |zn| = |2| #0.
k p—o k

n=0

o0
Aplicando la funcién log real tenemos que > log|z,| = log |z|.
n=0
Sea arg : C — R una determinacién del argumento que sea continua en un
entorno de z. Basta tomar una de las funciones arg, definidas en el capitulo I
para un « adecuado y extenderla de cualquier forma a la semirrecta que falta
en L, esto inicamente por comodidad en el argumento que sigue.
k
Sea ¢ = arg [] zn. Entonces la sucesién {¢y} converge a argz. Por otra
n=0
parte, un argumento de un producto es la suma de los argumentos de los factores,
k k

es decir, Y arg’ z, es también un argumento de [] z,, donde arg’ representa
n=0 n=0
al argumento en el intervalo |—m,7]. Como dos argumentos se diferencian en

un multiplo de 27, existe una sucesién de ntmeros enteros {my} tales que

k
o = Z arg’ z, + 2my.

n=0

Ahora bien, como el producto converge, la sucesién {z,} tiende a 1y, a
partir de un término dado, arg’ z, # 7, o sea, |arg’ z,| < 7. Por otro lado la
sucesién

bry1 — O k| = |arg’ zpp1 + 2w (mp g1 — )|
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tiende a 0, luego a partir de un término es menor que w. Las desigualdades
|arg’ zp41 + 2m(mes1 —myg)| <7y |arg zpe1] <7

implican que |mg4+1 — mg| < 1y, como son nimeros enteros, mgy1 = My para
todo k suficientemente grande.

Puesto que la sucesién {my} es finalmente constante, es convergente, luego
también lo es la sucesién

k

Z arg’ zp, = ¢p — 2mym.

n=0

o0 o0
En resumen tenemos que las series > log|z,| v Y. arg’ z, son ambas con-
n=0 n=0
vergentes, pero estas series son la parte real y la parte imaginaria de la serie
o)

> log zp,, que es, pues, convergente. =
n=0

Por ejemplo, el teorema anterior nos dice que podemos reordenar los factores

o0
de un producto [] z, sin alterar su limite si y sélo si podemos reordenar los
n=0

o)

sumandos de la serie Y logz,. Pero esto ocurre exactamente cuando la serie
n=0

es absolutamente convergente. Esto nos lleva a la siguiente definicién.

o0
Definicién 4.4 Un producto infinito [] z, es absolutamente convergente si la
e n=0
serie Y log z, es absolutamente convergente.
n=0
Observar que log z, sélo estd definido para los factores no nulos. Si un
producto tiene factores nulos diremos que es absolutamente convergente si lo es
cualquiera de los productos que resultan de eliminar los primeros factores de
modo que no quede ninguno nulo.

El teorema anterior garantiza que los productos absolutamente convergentes
son convergentes y que la convergencia absoluta no se altera al reordenar los
factores.

Notemos que no hubiera sido acertado definir la convergencia absoluta de

o0 o0

un producto [] z, como la convergencia del producto [] |zn|, pues entonces

n n=0
o0

=0
el producto [] (—1)™ seria absolutamente convergente pero no convergente.
=0

n=

Hay una caracterizacién sencilla de la convergencia absoluta que no involucra
logaritmos:

o0
Teorema 4.5 Un producto infinito [ (1 + z,) es absolutamente convergente
o0 n=0
sty solo silo es la serie Y zy.
n=0
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DEMOSTRACION: Tanto la convergencia de la serie como la del producto
dependen tan sélo del comportamiento final de la sucesién {z,} y en particular
ambas implican que ésta tiende a 0. Por ello podemos suponer que |z,| < 1/2
para todo n. Entonces

0 -1 k+1 X 1\k
log(1 + zy,) :Z%zfi =z, <1+ (=1) z,’i) .
k

k=1
Ahora bien,

oo

= 1 1 1
SZ(k+1)2k <22k+1 :5'

k=1 k=1

—~

oo 71)k
> ] o

k=1

Por lo tanto

1 3
§|Zn‘ < |1og(1 +2n)| < §|Zn|7

o0
lo que implica que la serie Y z, es absolutamente convergente si y sélo si lo es

n=0
oS} &)
la serie > log(1 + z,), es decir, si y sélo si lo es el producto [] (14 2,). =
n=0 n=0

4.2 Productos de funciones

Nos ocupamos ahora de las funciones definidas como el producto de una su-
cesion de funciones holomorfas. En primer lugar probamos que son holomorfas.
De momento nos restringimos al caso de funciones que no se anulan, y después
veremos el caso general. Como en el teorema 4.3, en el resultado siguiente log
representa al logaritmo de un nimero complejo cuya parte imaginaria estd en
|—m, .

Teorema 4.6 Sea {f,} una sucesion de funciones holomorfas en un abierto*

o0
Q de C que no tomen el valor 0. Si la serie Y. log fn(2) converge casi unifor-
n=0

o0

memente en Q entonces [[ fn(z) converge casi uniformemente a una funcién
n=0

holomorfa f que cumple

ilogfn(z)
fe)=e
Ademds
N _ — fh(2)
1@ =163 £

1El teorema vale también si Q C C>®
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DEMOSTRACION: Sea zg € Q. Sear > 0 tal que D(2g,7) C Q. Como la serie
de los logaritmos converge uniformemente en este disco cerrado, es facil ver que
{fn} converge uniformemente a 1, luego existe un ny tal que si n > ny entonces
|fn(z) — 1] < 1 para todo z en dicho disco. Esto implica que las funciones

log f,.(z) son holomorfas en D(zp,7), luego también lo es > log f,(2).

n=no
Por el teorema 4.3 resulta que
o0
1 fn(2) = elos fn(2)
n=ngo
es también una funcién holomorfa en zy, al igual que
[ee] 77,071 [e.e] Z logfn(z)
I fn(2) = II fu(2) II fu(z) = en=o ~
n=0 n=0 n=ng

Esto prueba que el producto es una funcién holomorfa en 2. Veamos ahora
que la convergencia es casi uniforme.

Sea K C Q un compacto y sea M > 1 una cota superior de |f| en K. Sea
0 < e < 1. Como la serie de los logaritmos converge uniformemente en K existe
un kg tal que si k > kg entonces

1 - —
D logfu(2)| < 337 < 3
n=k+1
para todo z € K. Asi
o k
k Z log fn(2) E log fn(2)
10 - TLAE|=[= " -
5 log £a(2) - ) logful2) 21 - '
— |en=0 1 —e n=k+1 ’ < M Zﬁ — Z Ingn(Z>
r=1

r—1

 (6/2M)" e € Exem 1
SM; rl _522%1]\4%17{ <§ZQ7~71 -

r=1 r=1

Finalmente, una sencilla induccién prueba que la derivada de un producto

k
finito ] fn(2) es igual a
n=0

k k

[T fu(2))

n=0 —0

" (2

Tomando limites se sigue la expresion buscada para la derivada del producto
infinito. n
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o]
Conviene observar que en el teorema anterior las funcién Y log f,,(z) no es
n=0
necesariamente continua, ni mucho menos holomorfa (a causa de los primeros
términos).
Del teorema 4.5 se desprende inmediatamente el siguiente criterio de con-
vergencia absoluta:

Teorema 4.7 Sea {f,} una sucesidn de funciones holomorfas en un abierto

o0
de C* que no tomen el valor 0. Si la serie > fn(z) converge absoluta y casi
n=0
[ee]

uniformemente en 0 entonces el producto ] (1 + fn(2)) converge absoluta y
n=0
casi uniformemente en Q.

Ahora damos el teorema general sobre convergencia de productos admitiendo
que los factores se anulen. Las restricciones sobre los ceros de los factores son las
condiciones necesarias que impone el principio de prolongacién analitica para
que el producto no resulte ser la funcién constante nula. La demostracién es
inmediata.

Teorema 4.8 Sea {f,} una sucesidn de funciones holomorfas en un abierto
de C*°. Sea E el conjunto de los puntos de 2 donde se anula al menos una de
las funciones f,. Son equivalentes:

a) Si K es un subconjunto compacto de Q entonces E N K es finito y existe
un ng tal que para todo n > ng la funcion f, no se anula en K.

b) El conjunto E no tiene puntos de acumulacion en 2 y en cada punto de
Q se anula un numero finito de funciones f,.

Si ademds de estas afirmaciones se cumple

o0
¢) Para cada compacto K C Q (y su ng asociado) la serie Yy log fn(2)
n=no
converge uniformemente en K,

o0
entonces el producto [] fn(z) converge casi uniformemente en  a una
n=0
funcidn holomorfa. Una condicidn suficiente para que se cumpla c) es la
condicion
o0
d') La serie Y |fn(2) — 1| converge casi uniformemente en €0,
n=0
y en tal caso el producto converge absolutamente en Q.

(La ultima afirmacién se sigue inmediatamente de la prueba del teorema 4.5).

Como aplicacién obtendremos la factorizacién de la funcién seno que hemos
dado como ejemplo en la introduccion.
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Teorema 4.9 Para todo nimero complejo z se cumple

oo 2
senz:zH<1 - )

n=0 n?n?

DEMOSTRACION: El primer paso de la prueba es demostrar que si n es impar
y x es un nimero real entonces sen nz se puede expresar como un polinomio de
grado n en senx. En efecto:

cos(nx) +isen(nz) = €™ = ()" = (cosx + isenx)"
n
= Z (Z) cos" F % sen” z.
k=0

Hagamos n = 2m+1 e igualemos las partes imaginarias de ambos miembros:

N (2m+ 1
sen(nx) = Z (2?—?1) cos2(m=H) g(—1)k gen+1
k=0
m
2 1
= Z (;]Z +1 ) (1 —sen? )™ *(—1)*sen?**1 2 = R(senz),
k=0 +

donde R(x) es un polinomio de grado a lo sumo 2m 4+ 1 = n. Se cumple que
sen(nz) = 0 para

—1
r=0, +5 427 0 42T
n n 2 n
luego R(z) se anula en
0 T n—1m
0, +sen—, +£sen2—, ... ,=Esen -,
n n n

y éstos son n puntos distintos, luego el grado de R(z) es exactamente n y

concretamente
R(z) = k:r(:r—senz) <1’+S€HE)"-(:r—senn71 E) (ﬂs—l-sennilz)
n n n 9 n
= kx(fosen21>...(xQ,Sen2n_1 E).
n 2 n

Multiplicamos y dividimos por

<sen2 —) (sen2 n-1 z)
n 2 n

22 22
R(m):k'w(l——senzz)-~-(1—7sen2n7_1ﬂ>.

n

y queda
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Consecuentemente
, sen? x sen? z
Sen(nx):k senxr l—ﬁ l—ﬁ .
sen? T sen? B=

Para determinar la constante k' observamos que todos los factores excepto
sen z tienden a 1 cuando z tiende a 0, luego
. sen(nx
k' = lim L =n
z—0 senw
Ahora hacemos y = nx, con lo que obtenemos la siguiente expresién para el
seno de cualquier ntimero real y:

(n—1)/2 2
Y sen”(y/n)
= = 1l—-—=. 4.2
seny =n sen T];[l ( on? (rw/n)) (4.2)
Notemos que
2 2
limn sen 2 = Y, lfm — /) =Y (4.3)

n n n sen?(rm/n)  r2r?’

Sin embargo, no podemos tomar limites en (4.2) porque el nimero de factores
crece con n. Para resolver este problema técnico trabajaremos con las series de
logaritmos asociadas a los productos. Llamamos

Pl = T (1 2O =S (1 2,

Fe1 sen?(rm/n) —~  sen?(rm/n)
de modo que (4.2) se puede reescribir como

seny = n sen J P(y,n).
n

Definimos asi mismo

Ply) =TI (1— Tf;), L(y) zilog (1_

r=1

Claramente el producto cumple la condicién ¢’) del teorema anterior, por lo
que el producto es una funcién entera.

Fijemos nimeros 0 < a < b < 7/2. Para todo compacto K C Ja,b[ X R
ninguno de los factores se anula en K, luego el valor de ng correspondiente
al teorema anterior es ng = 1, lo que implica que la serie de los logaritmos

converge casi uniformemente en la banda a un logaritmo del producto. Basta
probar que lim L(y,n) = L(y) para todo ntimero real y € ]a, b[, pues entonces
n

2
Y
272

lim P(y,n) = lim e(™) = L) = P(y) y por lo tanto

seny = limn sen y P(y,n) = yP(y).
n n
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Como tanto senz como zP(z) son funciones enteras, por el principio de
prolongacién analitica se cumple que si coinciden en el intervalo ]a, b[ de hecho
coinciden en C, y asi tendremos probado el teorema. Definimos

(n—1)/2
sen®(y/n) - _ sen®(y/n)
Zlog <1 — sen2(r7r/n)> ) Lm(y7 n) - Z IOg (1 - sen2(r7r/n)> ’

r=m-+1
m y2 . [eS) y2
y):ZlOg;( 2W2>, Lm(y) = Z log (1—T2ﬂ2>.
r=1 r=m-1

Ast, |L(y,n) — L(y)| < [Li(y, 1) = Lin ()| + [Lon (y, )| 4 | L ().

De (4.3) si podemos concluir que para cualquier m se tiene

lim Ly, (y,n) = Lm(y),

pues ahora el nimero de factores es fijo. También es claro que

pues es la seccion final de una serie convergente. Lo unico que hay que probar
es que tomando m suficientemente grande podemos hacer |L,, (y, n)| arbitraria-
mente pequeno.

Es fécil demostrar que si 0 < y < 7/2 entonces y/2 < seny < y, luego

2 27,2 2
sen*(y/n) _ _y*/n* 4y 1
sen?(rmw/n)  r2m2/4n?  w2r2 T 2

Ahora notamos que si 0 < u < v < 1 entonces 0 < —log(1—u) < —log(1—v),
luego

- (n—1)/2 sen2(y/n) (n—1)/2 1
To(y,m)| = “log (1 S W) g (1-= ).
Luwnl= 3 (1= S) < 3 o (1-)

r=m-+1 r=m-1

En general, si |z| < 1 se cumple

—log(1l —2) :i%*z+222—<z+zzizk
k=1 k=0

Usando esto obtenemos

B (n=n/z =2 (n=n/z =D/
Lowni< Y w5+ Y (Freg)< X F+3 >
r=m+1 r=m-+1 r? r=m-1 r=m+1
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Como la tltima expresion tiende a 0 con m tenemos que dado € > 0 podemos
elegir un m suficientemente grande para que |L,,(y,n)| < €/3 para cualquier
n > m. Podemos escogerlo de modo que también |L,,(y)| < €/3 y si hacemos
n suficientemente grande tendremos también que |L,,(y,n) — L, (y)| < €/3.
Entonces |L(y,n) — L(y)| < e. u

Como consecuencia inmediata tenemos un desarrollo andlogo para el coseno.

Teorema 4.10 Para todo niumero complejo z se cumple

e 422
COS z = H (I_W)

n=1

DEMOSTRACION:

= 422 = 422 422
sen 2z 2 I:[l (1 B "2”2> Hl (1 B (2m)27r2> (1 - (2m—1)27r2)
cosz = = "= -

2 T z T z
wen s 2z 1:[1 (1 - n2jr2) 1:[1 (1 - n2jr2)
o 22 22
H (1 - 7n271'2) (1 - (2m§1)27r2) 00 422
= m=1 == H 1 I — .
= =1 ( (2n — 1)27r2>

Terminamos la seccién con una aplicacion de la factorizacion del seno:

Teorema 4.11 (Férmula de Wallis) Se cumple:

2 13355

DEMOSTRACION: Basta evaluar en 7/2 la factorizacién del seno:

m T X 1
1=sen— =~ 1—
Sy 2n_1( (2n)2>’

7r_1°_°[ (2n)> = 2n 2n
2 oo (2n)2—-1 o2n—12n+1°

Si llamamos P, a la sucesién de los productos parciales, esto prueba que Ps,
converge a 7/2, pero Pa,11 = P2, (2n+2)/(2n+ 1) tiene el mismo limite, luego
P, también converge. Sin embargo hay que notar que los productos

x  2n > 2n

[ I1

Hom—1 Y Honta

son divergentes, por lo que la convergencia no es absoluta. L]
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4.3 Factorizacion de funciones holomorfas

Tal y como comentdbamos en la introduccién, podemos ver las factorizacio-
nes del seno y el coseno como la generalizacion natural de la descomposicién de
un polinomio en factores lineales. Los factores en que se descompone un polino-
mio se corresponden con sus raices. Concretamente un polinomio no nulo P(z)
tiene una rafz en un punto zq si y sélo si factoriza como P(z) = (z — 20)Q(2),
para un cierto polinomio Q(z). Puede ocurrir que éste también tenga una raiz
en zg, pero repitiendo el proceso podemos llegar a una factorizacién del tipo
P(z) = (z — 20)"R(2) donde R(zp) # 0. El nimero n es la multiplicidad de
la raiz zp en P(z). A su vez podemos factorizar R(z) usando sus raices y el
teorema fundamental del algebra nos garantiza que el proceso termina con una
factorizacién completa de P(z).

Si intentamos generalizar esto a funciones holomorfas nos encontramos con
que en ocasiones no podemos si siquiera empezar. Es el caso de la funcién
exponencial, que no tiene raices y consecuentemente no es factorizable en este
sentido (por supuesto podemos descomponerla en factores como e* = et e
pero esto no aporta nada).

El teorema siguiente nos indica que —al menos sobre abiertos convexos—
las exponenciales son las tinicas funciones no factorizables.

9

Teorema 4.12 Sea Q2 C C un abierto convezo y f una funcion holomorfa en
que no se anule en ningiin punto. Entonces existe L € H(Q) tal que f(z) = e=(?)
para todo z € Q. La derivada de cualquier funcion L con esta propiedad es

L'(z) = f'(2)/ f(2).

DEMOSTRACION: La funcién f'(z2)/f(z) es holomorfa en 2, luego por el
teorema 2.29 tiene una primitiva, es decir, existe F' € H(Q2) de manera que
F(z) = f/(2)/£(2).

Sea g(z) = f(2)e~F(*). Se comprueba inmediatamente que ¢’(z) = 0 para
todo z € H(Q) y, como  es conexo, g ha de ser constante, es decir, tenemos
que f(z) = kef®*). Obviamente k # 0 luego k = e* para un cierto u € C, y asf
f(2) = eP®*u, Por consiguiente la funcién L(z) = F(z) + u cumple lo pedido.

Si f(z) = M) derivando resulta que f'(z) = e/ L/(2) = f(2)L'(2). =

Para entender cémo afecta esto a nuestra intencién de factorizar funciones
pensemos por ejemplo en f(z) = e (z — 1)(z — 2)3. Resulta que esta funcién
ya esta comg)letamente factorizada, pues no hay nada que podamos hacer con
el factor e* . Esto quiere decir que en las descomposiciones en factores de
funciones holomorfas tendremos que permitir la presencia posible de un factor
exponencial que no aparece en los polinomios (ni en otros casos, como son los
de las funciones seno y coseno).

De todos modos desde un punto de vista algebraico la diferencia que esto
supone respecto del caso de los polinomios es menor de lo que pueda parecer
en un principio. En efecto, las funciones que no se anulan en un abierto €2 son
precisamente las unidades (elementos inversibles) del anillo H(£2), y las unidades
siempre son despreciables a efectos de factorizacion. Las unidades del anillo de
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polinomios son las constantes, luego la diferencia entre los dos casos es, pues, que
las unidades de H(2) son més complicadas que las unidades de los polinomios.

Por lo demds, podemos generalizar satisfactoriamente el concepto de multi-
plicidad de una raiz al caso de funciones holomorfas:

Definicion 4.13 Sea 2 un abierto en C y f una funcién holomorfa en Q2. Para
cada punto zg € ) definimos el orden de zy en f como el minimo natural n tal
que el coeficiente n-simo de la serie de Taylor de f alrededor de zg es no nulo.?
Lo representaremos por o(f, zg). Si todos los coeficientes de la serie de Taylor
son nulos convendremos en que o( f, zg) = +o0.

Obviamente o(f, zg) = +oo si y sélo si f es idénticamente nula en un entorno
de zp. Si € es conexo esto ocurre si y sélo si f es la funcién constante 0. Cuando
el orden es finito la situacién viene descrita por el teorema siguiente:

Teorema 4.14 Sea Q2 un abierto en C, sea f € H(Q) y sea zo un punto de Q
tal que o(f,zp) = n < +oo. Entonces erxiste una inica funcidn g € H(Q) tal
que f(z) = (z — 20)"9(2).

Ademds g(z0) # 0 y, reciprocamente, si tenemos una descomposicidn de la
forma f(z) = (z — 20)"g(2) para un cierto n y una cierta funcidon g € H(Y) tal
que g(20) # 0, necesariamente n = o(f, z0). En particular f(z9) = 0 si y sdlo si
o(f,z0) > 0.

DEMOSTRACION: Si o f, z9) = n < +00 entonces la serie de Taylor de f en
zp es de la forma

Z ar(z — 20)% = (2 — 2)" Z ar(z — 20)"" = (2 — )" Zan+k(z — z)k.
k=n k=n k=0

La funcién f(z)/(z—20)™ es holomorfa en Q\ {29}, pero en un entorno de zy
o0
coincide con la serie Y a,4x(2 — 20)F, que también es holomorfa en zg, luego
k=0
podemos extenderla a una funcién g € H(2) de modo que f(z) = (z — 2z0)"g(2)
para z € Qy g(z0) = an, # 0.

La unicidad de g se debe a que si f(z) = (z — 20)"¢(2) = (2 — 20)"h(z2)
para dos funciones g, h € H(Q), entonces g y h coinciden en Q \ {20}, y por
continuidad también coinciden en z.

Por otra parte, si f(z) = (2 — 20)"g(z) con g(z9) # 0, entonces la serie de

[ee]

Taylor de g alrededor de zy serd de la forma g(z) = 3. ax(z — 20)¥, donde
k=0

ag = g(z9) # 0. Por lo tanto en un entorno de zy se cumple

f(z) = (z = 20)" Zak(z —z)" = Zak(z AR
k=0 k=0

2Para funciones holomorfas en co definimos o(f, c0) = o(f(1/2),0). Dejamos que el lector
desarrolle las adaptaciones a este caso de los resultados siguientes.
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luego ésta es la serie de Taylor de f en zy y el menor coeficiente no nulo es el
n-simo, con lo que o(f, zg) = n. =

Cuando o(f, z9) = n > 0 se dice que zq es un cero de orden n de la funcién f.
El teorema anterior justifica que el concepto de orden de un cero de una funcién
holomorfa coincide con el de multiplicidad de una raiz cuando la funcién es un
polinomio, y nos permite comenzar la factorizacién de las funciones holomorfas
siguiendo el proceso que se aplica a los polinomios. Antes de entrar en dicho
proceso conviene enunciar algunas propiedades elementales.

Teorema 4.15 Sean f y g funciones holomorfas en un punto zy € C

a) o(fg,z20) = o(f, 20) + o(g, 20)-

b) Sio(g,z0) <o(f,z) < oo, entonces f/g se puede extender a una funcion
holomorfa en un entorno de zo y o(f/g, z0) = o(f, z0) — 0(g, 20)-

(&)
¢) Sea ] fu(z) un producto en las condiciones del teorema 4.8. Entonces
n=0

o (o)) = gom(z), ).

(Observar que la serie es finita por las hipdtesis del teorema 4.8).
DEMOSTRACION: a) Si o(f,z9) =m y o(g, z9) = n entonces
f(z)=(z—20)"u(z),  g(z) = (2 —20)" v(2),

para ciertas funciones u y v tales que u(zg) # 0 # v(zp). Consecuentemente

(f9)(2) = (2 = 20)™ " (uv)(2),

luego por el teorema anterior tenemos que o( fg, z0) = m + n.

Si alguno de los 6rdenes es infinito entonces es claro que fg se anula en un
entorno de zg y la afirmacién sigue siendo valida conviniendo 400 + n = +00.

b) Consideramos las mismas factorizaciones de f y g. Entonces para z # zg
tenemos que (f/g)(z) = (z — z0)™ " (u/v)(2), pero la funcién de la izquierda es
holomorfa en un entorno de zy y (u/v)(zo) # 0.

c¢) Por las hipdtesis del teorema 4.8 existe un ng tal que si n > ng entonces
fn(z0) # 0, es decir, o( fn, 20) = 0. Entonces

T = 6 T a6 s o T falea) =0

Aplicando el apartado a) varias veces concluimos que

no

o (TTin)20) = 3 ol 20) = 3 ol 20)
(fLm002)

n=0 n=0
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Puede ser ilustrativo considerar estos resultados desde un punto de vista
algebraico. Sea ) un abierto en C*°. Recordemos que un elemento f de un
anillo conmutativo es un divisor de 0 si y s6lo si f # 0 y existe otro elemento
g # 0 tal que fg = 0. En el caso de H(Q), si tenemos dos funciones tales que
fg = 0, entonces para cada componente conexa C' de () podemos tomar un
compacto infinito K C C'y concluir que una de las dos funciones ha de anularse
en infinitos puntos de K, luego el conjunto de ceros de una de las dos tiene
un punto de acumulacién en K, luego en C, y por el principio de prolongacion
analitica una de las dos es nula en C. De aqui se sigue que los divisores de 0 de
() son las funciones no nulas que se anulan en alguna componente conexa de
Q. En particular, si Q es conexo el anillo H(2) es un dominio integro, es decir,
no tiene divisores de 0. Esto es algo notable, pues por ejemplo es falso para el
anillo C(€2) de las funciones continuas en 2. Una consecuencia importante es
que si € es conexo las funciones holomorfas son simplificables, es decir, fg = fh
y f # 0 implica que g = h.

En dominios integros tiene sentido hablar de divisibilidad, y el teorema an-
terior caracteriza cudndo una funcién f es divisible en H(2) entre otra funcién
g: esto sucede si y sélo si o(g,z) < o(f,z) para todo punto z € Q. En
efecto, si existe una funcién h tal que f = gh el apartado a) nos da que
0(g,2) < o(g,2z) + o(h,z) = o(f,z). Reciprocamente, si se da esta condicién
entonces el apartado b) nos da que la funcién f/g (que es holomorfa en Q ex-
cepto donde se anula g) se puede extender a una funcién holomorfa h en todo £2,
y claramente f = gh (pues si g(z) = 0 entonces 0 < o(g, z) < o(f, z), y también
£(z) = 0).

El paso siguiente es completar la factorizacion de una funcién. En el caso de
los polinomios sabemos que tras aplicar un numero finito de veces el teorema
(4.14) llegamos a una factorizacién completa. El caso general no es tan sencillo.
Pensemos por ejemplo en la funcién seno. De los teoremas 4.9 y 4.15 se sigue
que los ceros +km tienen todos orden 1, lo que nos permite factorizar

zfi(z) = 2(z — m) fa(x) = 2(2 — 7)(2 + 7) f3(7)
(oM m) (e 2 fala) =

sen z

y asi sucesivamente, donde cada una de las funciones f;(z) que vamos obteniendo
tiene un cero menos que la anterior. Sin embargo los productos parciales que
aparecen no convergen, pues los factores ni siquiera convergen a 1 en ningun
punto.

Teniendo en cuenta las caracteristicas de convergencia de los productos infi-
nitos resulta natural considerar factores de la forma 1 — 2/zg en lugar de z — 2.
Estos factores siguen siendo lineales con una unica raiz zg y, si la sucesion de
ceros converge a infinito (cosa que ha de ocurrir siempre con los ceros de una
funcién entera), entonces esta sucesion de factores converge a 1 para todo punto
z (si eliminamos los factores nulos).

Teniendo en cuenta que

2

z z z
1——)(1 —):1——,
( nmw + nmw n2z2
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el teorema 4.9 nos da

e (1-2) (02) (- ) () -

Observar que la sucesién de productos parciales impares (contando el factor
z) es la sucesion del teorema 4.9, que ya sabemos que converge a senz, y la
sucesion de los productos parciales pares converge al mismo limite porque es el
producto de la sucesién anterior por la sucesién 1 — z/nm, que tiende a 1.

Hay que notar que del teorema 4.5 se sigue inmediatamente que este producto
no converge absolutamente en ningtin punto distinto de cero. En particular no
podemos agrupar arbitrariamente los factores y escribir, por ejemplo:

senz:zlo_o[ (1—1) 10_0[ (1—|—i>.

n=0 nT/ n=0 nm

Pese a todo, es posible separar completamente todos los ceros de la funcién
seno (y de cualquier otra funcién entera) si en los factores lineales incluimos
exponenciales que garanticen la convergencia absoluta sin anadir ceros. Con-
cretamente probaremos que el seno admite la factorizacién

senz =z [] (1— i) /" 1] <1+i) e~#/mm, (4.4)
nw nm

n=1 n=1

De hecho basta ver que el producto es convergente, pues entonces agrupando
los factores correspondientes a valores opuestos de n se obtiene el producto del
teorema 4.9.

En vista de esto hemos de estudiar qué factores exponenciales hay que intro-
ducir concretamente para conseguir una factorizaciéon completa (absolutamente
convergente) de una funcién. Nos servirdn los de la forma que definimos a
continuacion.

Definicién 4.16 Llamaremos factores primarios de Weierstrass a las funciones
enteras

m

sz/k

En(z) =1 —z)e=t | param=1,2,3,...

Por ejemplo, en estos términos queremos probar que
o0 o0
senz =z [[ E1(z/nm) [ E1(z/nr). (4.5)
n=1 n=1

Para ello necesitaremos el siguiente resultado auxiliar:

Teorema 4.17 Para todo natural no nulo m y todo z tal que |z| < 1 se cumple

11— En(2)] < |Z|m+1-
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DEMOSTRACION: Sea f(z) =1 — E,,(z). Entonces

m—1 sz/k:
flz) = — <—1 +(1-2) zk> ek=1
k=0
= —(—1+1—zm)Hezk/k:zmHez 1k

Consideremos la serie de Taylor del producto:

Z an2" = ﬁeZk/k = kzﬁ Z ’I'L!:;C” an'

n=0 = =1p=0

Comparando los coeficientes concluimos que a,, > 0 para todo n. La serie
(o]
de Taylor de f/(z) es f'(z) = Y. anz™"™, luego la serie de f(z) (teniendo en

n=0

cuenta que f(0) = 0) resulta ser

_ Qn n+m+1
z) =
/() nz::On+m+1
Por lo tanto
> a
1—E < n n+m-+1
1-Bn@l < 3 gl
> a
< . mn Zm+1: 1 Zm+1: Zm+1.
S 3 g T = HE =

Ahora podemos dar un teorema general de convergencia de productos de
factores de Weierstrass:

Teorema 4.18 Sea {z,} una sucesion de nimeros complejos no nulos que
cumpla limz, = oco. Sea {p,} una sucesion de nimeros naturales tal que
n

[ee]
> (r/|zn])Pn Tt < 400 para todo niimero real v > 0. Entonces el producto
n=0

o0

I1 Ep, (2/2n)

n=0
converge absolutamente a una funcion entera cuyos ceros son exactamente los
numeros z, y el orden de cada cero es igual al numero de veces que aparece en
la sucesion.

DEMOSTRACION: Es claro que el producto cumple las condiciones del teo-
rema 4.8 salvo quizd la condicién c). Vamos a ver que de hecho cumple la
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condicién ¢’), con lo que la convergencia serd absoluta. Concretamente hemos
de ver que la serie

o0
Y 11— Ep, (2/2)]
n=0

converge casi uniformemente en C.

Sea K un compacto en C. Sea r > 0 tal que K C D(0,r). De la hipétesis
se sigue que lim(r/|z,|) = 0, luego existe un ng tal que si n > ny entonces
v/l <1 "

Siz € K yn>mngentonces |2/z,] <r/|z,] <1y el teorema anterior nos da
que

1= By, (z/z)| < 2/zlP*t < (1))t
luego por el criterio de mayoraciéon de Weierstrass la serie converge uniforme-
mente en K. m

Esto prueba la convergencia (absoluta) del producto (4.5), pues la serie

(oo}
3" (r/n)? converge para cualquier 7 > 0.
n=1

Observar que, dada una sucesiéon que cumpla lim z,, = 0o, siempre es posible
n

encontrar una sucesién {p,} de nimeros naturales que cumpla la hipétesis del
teorema anterior. En efecto, basta tomar p, = n. Entonces, dado un r > 0
siempre existe un ng tal que para n > ng se cumple r/|z,| < 1/2, con lo que
(r/|zn|)" T < 1/27F1 v por lo tanto la serie converge.

Hemos enunciado el teorema para una sucesion arbitraria porque en muchos
casos pueden tomarse sucesiones mucho més simples, como hemos visto en el
caso del seno, donde nos ha servido p, = 1. De este modo los factores son méas
sencillos.

El teorema siguiente es una consecuencia inmediata del teorema 4.18 junto
con la observacion anterior:

Teorema 4.19 Sea B un conjunto de niumeros complejos sin puntos de acu-
mulacion y sea m : B — N\ {0}. Entonces existe una funcidn entera f
cuyos ceros son exactamente los puntos de B y para cada z € B se cumple que

o(f,z) =m(2).
(Basta formar una sucesién con los puntos de B donde cada punto z se repita
m(z) veces y tomar p, = n).

Finalmente llegamos al teorema general de factorizacion de funciones enteras:

Teorema 4.20 (Teorema de factorizacién de Weierstrass)  Sea f una
funcion entera no idénticamente nula. Sea {a,} el conjunto de los ceros no nulos
de [ repetidos tantas veces como indica su orden, sea k = o(f,0) y sea {p,}
cualquier sucesion de niumeros naturales que cumpla la hipdtesis del teorema
4.18. Entonces existe una funcion entera g tal que

f(z) = e9B)2h ﬁ Ep,(z/an).
n=0
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DEMOSTRACION: Segtin el teorema 4.15 el cociente de f entre el producto
infinito se extiende a una funcién entera que no se anula, luego por el teorema
4.12 es de la forma e9(*). [

Este teorema puede ser generalizado a abiertos cualesquiera. Como los fac-
tores que se obtienen en el caso general no son tan simples como para funcio-
nes enteras, no vamos a enunciarlo explicitamente. En su lugar daremos un
enunciado que generaliza al teorema 4.19, si bien en la prueba construimos un
producto de funciones cada una de las cuales tiene un cero simple, y que per-
mite factorizar cualquier funcién holomorfa de un modo andlogo a lo visto en el
teorema 4.20.

En la prueba va a ser de gran ayuda el concepto de derivada en oo, que
no va a jugar aqui un papel secundario, al contrario de lo que ha sucedido
en las demostraciones vistas hasta ahora. Conviene extraer una parte de la
demostracién:

Vamos a probar que si M es una transformacién de Mébius tal que M (a) = b
y f es una funcién holomorfa en b, entonces o(f(z),b) = o(f(M(z)),a).

Si b # oo entonces f(z) = (2 — b)"g(z), donde g(b) # 0. Consecuentemente
f(M(z)) = (M(2) — M(a))"g(M(2)),

donde g(M(a)) # 0y M(z) — M(a) es una transformacién de Méobius con un
cero en a. Ahora bien, el dnico cero de una transformacién de Mobius (finito
o infinito) es simple, luego el teorema 4.15 nos da que o(f(M(z)),a) = n =
o(f(2),b).

Si b = oo podemos razonar andlogamente, pero ahora f(z) = g(z)/2" y
1/M(z) es una transformacién de Mdbius con un cero simple en a.

Teorema 4.21 Sea 2 un abierto en C* tal que  # C>®. Sea A C Q un
conjunto sin puntos de acumulacion en . Para cada o € A sea m(a) un
ndmero natural no nulo. Entonces existe una funcion f € H(Q) cuyos ceros
son los puntos de A y ademds para cada a € A se cumple o(f,a) = m(«).

DEMOSTRACION: Supongamos primero que oo € 2\ A. Entonces C*> \  es
un compacto no vacio e 0o no es un punto de acumulacién de A. Si A es finito
basta tomar como f un polinomio adecuado, luego podemos suponer que A es
infinito (claramente numerable) y podemos formar una sucesién {a;, } en la que
cada o € A aparezca exactamente m(«a) veces.

Como C>\ Q es compacto, existe un 3, € C*\Q tal que |, — 8| < |, — ]
para todo # € C*= \ Q. Veamos que h’Tan |, — Brn] = 0.

En otro caso existirfa un € > 0 tal que |a, — B,| > € para infinitos «,.
El conjunto de estos valores tiene un punto de acumulacién § € C* y, por la
hipétesis sobre A, de hecho ha de ser g € C*> \ Q. Sea n tal que |ay, — B,] > €,
pero |a, — 3] < e. Esto contradice la eleccién de (3,,.

Claramente la funcion
s (22)
z — ﬁn
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es holomorfa en C* \ {3,}, en particular en Q. Ademds tiene un unico cero
(simple) en ;. Veamos que

1) = T B ()

define una funcién holomorfa en €2, que claramente cumplird lo pedido. Para

ello basta probar que la serie
Z— ﬂn

e
n=1

converge casi uniformemente en Q.

Sea K C § un compacto. Sea d > 0 la distancia de K a C* \ Q. Para
valores de n suficientemente grandes se cumple |y, — B,] < d/2 < |z — 5,]/2,
para todo z € K, luego

ap — B

Z_ﬁn

Por el teorema 4.17 tenemos que

an — B 1
1-E, | — || £ —,
o ()< 7

para todo z € K. De aqui se sigue que la serie converge uniformemente en K.

1
< -
-2

En el caso general, puesto que A es numerable, podemos tomar un £ € Q\ A,
¢ # oo. La transformacién de Mobius M (z) = 1/(z — £) cumple M (£) = oo,
luego M[Q] y M[A] cumplen las hipdtesis del teorema y adem&s tenemos que
oo € M[Q]\ M[A4]. Por la parte ya probada existe una funcién f € H(M|Q]) tal
que sus ceros son los puntos M («) para cada a € A con orden m(«a). Entonces
la funcién f(M(z)) cumple lo pedido. =

4.4 Numeros de Bernoulli

Concluiremos el tema con varias aplicaciones de los productos infinitos. He-
mos calculado las series de Taylor de las funciones holomorfas méas importantes,
tales como las funciones exponencial, seno, coseno y logaritmo, pero hay otras
que no son tan faciles de calcular, pues no es ficil obtener una férmula general
para la derivada n-sima.

Pensemos por ejemplo en la funciéon tangente:

que es holomorfa en todo el plano complejo salvo en los puntos (2k + 1)7/2,
donde se hace infinita. Por lo tanto su serie de Taylor alrededor de 0 converge
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en el disco de radio m/2. Intentemos calcular sus derivadas sucesivas en 0.
Llamemos f(z) = tan z.

f'(2) = 1+tan’z.

f"(2) = 2tanz(l+tan®z) = 2tanz + 2tan® 2.

f"(z) = 2(1+tan?z) +6tan? z(1 + tan® 2) = 2 + 8tan® z + 6 tan® 2.
f0(z) = 16tanz(1 + tan®z) + 24 tan® z(1 + tan® z)

= 16tanz + 30tan® z + 24 tan® 2.
f2) = 16(1 4 tan? 2) + 90 tan? z(1 4 tan? 2) 4+ 120 tan* z(1 + tan® z)
= 16+ 106 tan? z 4+ 210 tan* z + 120 tan® 2.

Asi, las primeras derivadas de f en 0 valen 0, 1, 0, 2, 0, 16, ... pero nada nos
deja vislumbrar el término general de esta sucesion y las derivadas se vuelven
cada vez méas complicadas. Una observacién facil de probar por induccién es
que f™ (z) es un polinomio en tan z con coeficientes naturales, de donde se sigue
que f™(0) es siempre un ntimero natural.

Vamos a encontrar una expresién ficilmente calculable para f™(0) y por lo
tanto para la serie de Taylor de tan z. Nos basaremos en que tan z es la derivada
de —logcos z.

Partimos de la factorizacién del coseno dada por el teorema 4.10. Si |z| < 7/2
ninguno de los factores se anula, luego el teorema 4.3 implica la convergencia

de la serie
_ = 422
IOgCOSZ = E log 1— ziaf:—Iyz;i .

n=1

La fraccién del segundo miembro estd en D(0, 1), y en este disco la funcién
log(1 — z) admite el desarrollo en serie

log(l —2) = 72 e
k=1

Asi pues,
22kz2k

—logcosz = sz

La serie doble converge absolutamente (siempre si |z| < 7/2). Concreta-
mente la serie de los médulos converge a —logcos |z|. Por lo tanto podemos
reordenar los sumandos:

— [ 1 28 T2,
—logcosz = Z ( (o= 1)%) pR=TS 24" = T z°",
1

k=1

donde

> 1 1 1 1
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Los calculos anteriores prueban que T, converge, y de aqui que T} < 400
para todo k > 2. Si derivamos la serie de potencias (y aplicamos 4.12) nos
queda

(o)
T 22k+1
tan z = ; % z2k-1 para |z| < g (4.6)

Esta expresién no es completamente satisfactoria porque contiene la suma
infinita T5;. Precisamente usaremos esta formula para calcular la suma de estas
series, pero antes vamos a obtener una férmula similar a partir del desarrollo en
producto infinito de la funcién seno.

Consideramos ahora la funcién cotangente, es decir,

Es una funcién holomorfa en C excepto en los puntos kw, donde se hace
infinita. En particular no es holomorfa en 0, luego no podemos hablar de la
serie de Taylor en el origen. Tampoco podemos hablar de la funcién log sen z en
un entorno de 0, pues sen0 = 0 no tiene logaritmo. Sin embargo, el desarrollo
en producto de la funcién seno muestra que la funcién

sen z S 22
= 1 _—
z nl;ll ( n2772>
es entera (concretamente en 0 toma el valor 1). Si |z] < m, ninguno de los
factores se anula, por lo que admite el logaritmo

sen z =
= Z log (1 —

z n=1
Desarrollando el logaritmo en serie de Taylor queda

o0 o0
log 512 22k
ToeE T = ZZ kn2kn2k’
n=1k=1

) Z2
0og
n2m2

Como los coeficientes son positivos, es claro que la serie converge absoluta-
mente, luego podemos reordenarla como serie de potencias:

donde
=1 1 1 1 1
S, = E—— — — —
k ;nk Gttt t

Ahora derivamos el logaritmo aplicando 4.12 y la serie de potencias término
a término, con lo que
1 - 25k ok
;—cotzzzw%z ,
k=1
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o sea,

52k—1
cotz = - — E 7r2’“ , para |z| < . (4.7

Asi se ve més claramente lo que ya habiamos constatado mds arriba, que
la funcién cot no es, ciertamente, holomorfa en 0, pero “la culpa” es de un
sumando 1/z, eliminado el cual, nos queda una funcién holomorfa en el disco
de radio 7.

Ahora calcularemos los valores de Sy v Tox, comparando las férmulas obte-
nidas con otras que obtendremos por otro camino. Para ello observamos que

etz Te —iz e +e % 2

cotz—zm, luego zcotzz:mzl-l—eh_l.

Haciendo u = 2z resulta

2
ev —1°

ot Y =14
72COl — =
2

Para |u| < 2m podemos usar el desarrollo en serie de la cotangente:

o\ 2k—1
1+ 2 Zz—iiQS% w :E S 1)* Sy u2k1
e — 1 U T2k 2 U 2k22k 2 :
k=1 k=1
Multiplicamos por /2 y asi llegamos a
0 1)k+1
U u Sok ok
il Sl + Z 71-2k22k —u, para |u| < 2m.

k=1

Observar que la férmula demuestra que la funcién w/(e* — 1) es holomorfa
en 0.

Definicion 4.22 Los nimeros de Bernoulli son los numeros By, determinados

por la ecuacion
— 2 : Bi uk

Comparando con la férmula que acabamos de obtener es evidente que

1
B():l, 312—57 ng+1:0 parakzl,?,...

asf como que los nimeros By son no nulos y de signo alternado. Ademaés

1 (71)k+122k717r2kB2k
Sk =Y =% = ol . (4.8)
n=1

Pronto veremos que los nimeros de Bernoulli son féciles de calcular, por lo
que esta féormula nos da la suma de las series Sog.
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De aqui se obtiene inmediatamente la suma de las series T, pues

& 1 22k -1 (_1)k+1(22k _ 1)71’2kB2k
T = = =
2k n; (2n — 1)2F gok ok 2(2k)!

A su vez, de aqui obtenemos los desarrollos de Taylor de la tangente y la
cotangente. Segin (4.6) se cumple

o s — i (_1)k+122k(22k _ 1)BQk Z2k71 _ ) Dk szil
2 (2k)! 2k — 1) !

k=1

para |z| < 7/2, donde
Dy 242 — 1B
2k
es la derivada en 0 de orden 2k — 1 de la funcién tan z. Segin nuestros calculos
previos son numeros naturales, lo que implica que los niimeros de Bernoulli son
nimeros racionales.
A partir de (4.7) obtenemos

N i k22kB2k ZQkfl
, para|z| <.

cotz = L
k 2 (2h)

IS

Sélo nos queda calcular los niimeros de Bernoulli. Para ello conviene dar la
definicién siguiente:

Definicién 4.23 Llamaremos polinomios de Bernoulli a las funciones By(x)
determinadas por

Observar que para cualquier nimero complejo x las funciones ze*® y e* — 1
tienen ambas un cero de orden 1 en el origen, por lo que el cociente es una
funcién entera y la serie de la derecha converge para todo z € C. El teorema
siguiente prueba que las funciones By (z) as{ definidas son realmente polinomios.
Notemos que By(0) = By.

Teorema 4.24 Se cumple que

k=0
DEMOSTRACION:
o0 oo oo
B, (x) z B "
no_ Tz _ -n _n cooon
Z n! i ezfle anz anz
n=0 n=0 n=0
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Comparando los coeficientes queda

n

B, "k n _
B,(z) = Zn! k—f e = Z <k>Bk a"k,

k=0

Una regla para recordar esta férmula es
Bn(z) = (B+ )",

donde las “potencias” B* que aparecen al aplicar el teorema del binomio han
de entenderse como los nimeros de Bernoulli By,.

Como consecuencia inmediata tenemos la relacién siguiente entre los polino-
mios de Bernoulli:

Teorema 4.25 Para todo n > 1 se cumple

dBn+l (.13)
dx

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior

n+1 n+1
Bpyi(z) =) ( i )Bk$"+1k~

k=0

= (n+ 1)B,(z).

Por lo tanto

dBy+1(x) n+ 1)! K
Pnpalr) It ) 1— k)"
dz Zk!(n+1—k)!Bk(n+ o

El teorema siguiente nos permitird obtener una férmula recurrente para
calcular los niimeros de Bernoulli.

n—1

Teorema 4.26 Para n > 1 se cumple By(x + 1) — By(z) = nx
ticular para n > 2 tenemos que By (0) = B,(1).

. En par-

DEMOSTRACION: La identidad siguiente se comprueba sin esfuerzo:

e(erl)z ez
z —z =
er —1 er —1

ZeIZ

Desarrollando en serie ambos miembros queda

i Bn(z +1) — Ba(2) S i x_nzn+1
n! N n! '
n=0 n=0
Tgualando los coeficientes obtenemos el resultado. L]

Teniendo en cuenta que B,, = B,,(0) = B,,(1) llegamos a la relacién siguiente.
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Teorema 4.27 Paran > 2 se cumple que

B, — zn: (Z) By.
k=0

Podemos expresar esta férmula como B,, = (B+1)". Observar que B,, figura
en ambos miembros de la igualdad, por lo que se simplifica. De todos modos
esta formula aplicada a n+ 1 expresa a B,, en funcién de los niimeros anteriores.
Teniendo en cuenta que By = 1 podemos calcular ficilmente los restantes. Por
ejemplo:

BQZB(J—|—2B1+BQ, luego 31:—1/2
Bg = BQ + 3Bl + 3B2 + B3 luego Bg = —|—1/6

Los siguientes son By = —1/30, Bg = 1/42, Bg = —1/30, B1p = 5/66. El
numerador y el denominador de los nimeros Bs,, crecen muy rapidamente. Por
ejemplo, Euler calcul6 estos nimeros hasta

8.615.841.276.005

Bso = 14.322

Otros ejemplos son

Bso = 495.057.205.241.079.648.212.477.525 /66,

Bioo = —945.980.378.191.221.252.952.274.330.694.937.218.727.028.415.330.
669.361.33.385.696.204.311.395.415.197.247.711 / 33.330.

Los primeros polinomios de Bernoulli son

By () L

Bi(x) = x-1/2,

By(z) = 2® —2+1/6,

Bs(z) = 2% —(3/2)2®+ (1/2)z,

By(z) = a*—22% 4+ 2% —1/30,

Bs(z) = a°—(4/2)2* + (5/3)2® — (1/6)z.

Si aplicamos estos célculos a las férmulas (4.8) tenemos como casos particu-
lares las sumas

n2 6’ nt 90
n=1 n=1

Estas férmulas son debidas a Euler. Hemos probado que los ntimeros Ss;, son
todos trascendentes. Por el contrario ni siquiera se sabe si los nimeros Saogt1
son racionales o irracionales. En 1978 el matemético R. Aperi causé sensacién
al anunciar la trascendencia de Ss.

Los polinomios de Bernoulli también sirven para obtener férmulas para la
suma de potencias k-ésimas de niimeros naturales, y de hecho fue buscando tales



106 Capitulo 4. Productos infinitos

férmulas como Jacques Bernoulli llegé a definir los niimeros que hoy llevan su

nombre.
Basta observar que por los teoremas 4.25 y 4.26 se cumple que

_ k+1
o B ) Basl) [
7?,—|—1 k

(de hecho esta férmula caracteriza a los polinomios de Bernoulli)
Sumando ambos miembros llegamos a que

n 1 Bn b+1
Z k" = s1(b+1) = Bnyi(a) = B, (z) dx.
n+1 o

En particular

e
n+1

Por ejemplo, ahora es facil obtener

“ m+1) “ o m(m+1)2m+1) “ 5 m?*(m+1)?
Si- Siee S - e 1
) 6 ) — N

k=1 k=1

Es de notar la curiosa férmula

(PP+22++m)=1+2+-+m)*

4.5 La féormula de Stirling

Usaremos la notacién a,, ~ b, para indicar que las sucesiones {a,} y {b,}
son asintdticamente equivalentes, es decir, que existe lim a,, /b, = 1.
n

Terminaremos el capitulo demostrando el teorema siguiente. Notar que en
la prueba usamos la férmula de Wallis.

Teorema 4.28 (Férmula de Stirling)

n! ~ V2mn (n/e)".

DEMOSTRACION: Partiremos de la férmula log n! = Z log s. Primeramente
s=1

observamos que
"1
logn —logs = / —dx.
s T

Sumando obtenemos

n n—1 k+11

logn'—nlogn—Z/ —dx—nlogn—zz:/ —dx

s=1 k=s
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Ahora observamos que cada sumando kk+1(1 /x) dz aparece exactamente k

veces, luego

n—1 k+1 n—1 k+1 g
1 l=nl - k —dx = —dx.
ogn nogn;/k xx;/k " i

Para agrupar las integrales notamos que si k¥ < x < k + 1, se cumple que k
es la parte entera de z (que representaremos por E(x)), luego

n—1 k+1 n
E E
logn! =nlogn — E / (z) dx:nlogn—/ ﬁdﬂc.
k=1"k T 7

Ahora conviene hacer la manipulacién siguiente
nlog "z —E(z) -1
logn! = nlogn + dx + ——=dx
1 z 1 z

1 "x— E(r) -3
= nlogn+§logn—n+1+ — < dx.
1 :L,

Llamando F(z) a la parte fraccionaria de x, o sea, F(x) = x — E(z), obte-
nemos esta férmula:

1 nF
logn!:§(2n+l)logn—n+1+/ bdm. (4.9)
1

X

El motivo de modificar de este modo la integral es que F(z) — 1/2 tiene
integral nula entre dos nimeros naturales cualesquiera, por lo que si llamamos

o) = [ (Fla) - 3 ) do = 3P@F@) - 1)

obtenemos una primitiva continua y periédica tal que ¢(n) = 0 para todo
nimero natural y ademds —1/8 < f(x) < 0. Al integrar por partes queda

[ ro- O [

T

Claramente la funcién ¢(z)/x? es integrable en [1, +-o0l, luego (F(x)—1/2)/z
también lo es. Si hubiéramos definido ¢(x) como una primitiva de E(x), o
incluso de F(zx), todo esto seria falso. Vamos a calcular

/Jroo ) _—% dx
1

T

Para ello sumamos (4.9) con log2™ = nlog2:

r)—1

1 n @
log(2.4.6...(2n)) :5(2n+1)logn+nlog2—n+1+/ %d:p,
1
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Multiplicamos por 2:

" p(x) — 1
log(2-2-4-4---(2n)(2n)) = (2n+1)logn+2nlog2—2n+2+2/ %dm.
1
En (4.9) cambiamos n por 2n + 1:
2n+1 F(.T) _ %
log(1:2-3-+-(2n+1)) = 2n+1—|— log(2n+1) — 2n+/ . dx.
1

Restamos las dos tltimas férmulas:

2.4.6---(2 2 1 1
log G- (2n) = —(2n+1)log n 7510g(2n+1)+2nlog2

1-3-5---(2n+1)
n g _l 2n+1F _ 1
+ 2+2/ Ldm/ Ldm.
1 T 1 €

Expresamos el primer miembro como

1o 2:2:4-4-(20)(20)
2 %1133 @nt2nt 1)

Ahora el ultimo factor (2n+1) del denominador se simplifica con el sumando
(1/2)1og(2n + 1) de la derecha en la igualdad anterior, y la dltima integral se
descompone en suma de dos, una de las cuales se simplifica. El resultado es

(2k)( k)

n 1

n g 1 2n+1 F 1
1 n

x T

Teniendo en cuenta la férmula de Wallis, al tomar limites en n obtenemos
la igualdad

1 Foo F(x) — 1
—logzz—l—log2—|—2+/ de.
2 2 1 x

Asi pues,
+oo F
/ () 2dx—log\/ —1.
1

Ahora expresamos

[ [TEO g, [TEES,,

x x x
Al sustituir en (4.9) queda

+o0o 1
Fla — 2 gy,

logn! = 2(2n+ 1)logn —n + log v2r /
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Definimos

u(n)Z—/nmmdw‘

T

y aplicamos la funcién exponencial. Resulta n! = v/2mn (n/e)"e*™) y, puesto
que lim p(n) = 0, esto implica el teorema. n
n

En realidad con una observacién adicional podemos probar un resultado mas
fino. Teniendo en cuenta que 0 < —¢(z) < 1/8 resulta que

oo F(x) - 5 oo 1 [t 1 1
0<u(n):—/ Ldac——/ ¢g)dx<§/ —dv=

x 8n’

luego p(n) es de la forma p(n) = 6/8n para un cierto 6 € 10, 1].

De este modo, lo que hemos probado es que para cada nimero natural n se
cumple

n! = v2mn (n/e) e/,
para un cierto nimero 0 < 6 < 1.

Refinando maés todavia el argumento se puede sustituir el 8 por un 12, y
a su vez se puede demostrar que esta version ya no puede ser mejorada. Nos
limitaremos a esbozar la prueba con la que se obtiene el 12.

La clave es tomar otra primitiva de F(x) — 1/2. En concreto consideramos
x(x) = ¢(z) +1/12 (el valor 1/12 proviene de que la integral de ¢(x) en [0, 1]
es —1/12, y asi la integral de x(z) es nula). Integrando por partes queda

_/mmd:ﬂ:_{@]m_/m&?dm.

Es claro que

m
T 1 /1 1 1
<] - G- 2) <
z |, 12\n m 12n
y también es facil ver que el médulo de la dltima integral satisface esta misma
cota. Basta probar que la integral es positiva, pues entonces

m m g _1
O<_/ &‘z)dl‘:_/ de<i
n X " x n

y tomando limites en m queda que p(n) < 1/12n, de donde se sigue el resultado.

La columna central de la tabla siguiente contiene los valores exactos de n!
para n desde 1 hasta 10. Las columnas adyacentes muestran las aproximaciones
obtenidas con la férmula v/27n (n/e)"e?/12" dando a 6 los valores 0 y 1. A su
lado tenemos el error cometido y el porcentaje de error relativo. Observamos
que el error cometido con § = 1 es menor que 1 hasta n = 8.
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%  Error =0 n! =1 Error %
78 0,1 0,9 1 1,002 0,002 0,23
4 0,1 1,9 2 2,0007 0,0007 0,03
2,7 0,2 5,8 6 6,0006 0,0006 0,01
2,1 0,6 23,5 24 24,001 0,001 0,004
1,7 1,98 118,02 120 120,003 0,003 0,002
1,4 9,92 710,08 720 720,009 0,009 0,001
1,2 59,6 4.980,4 5.040 5.040,04 0,04 0,0008
1,0 417,6 39.902,4 40.320 40.320,2 0,2 0,0005
0,9 3.343,1  359.536,9 362.880 362.881,4 14 0,0004
0,8 30.104,4 3.598.695,6 3.628.800 3.628.810,1 10,1 0,0003

Como tltimo ejemplo consideremos n = 50.

50!

= 30.414.093.201.713.378.043.612.608.166.064.

768.844.377.641.568.960.512.000.000.000.000.

Las aproximaciones con § = 0 y § = 1 son respectivamente

30.363.445.939.381.558.207.983.726.752.112.
093.959.052.599.802.286.296.951.906.806.786, 9

30.414.093.877.504.904.385.484.213.362.921.
925.582.053.054.825.088.205.037.572.487.646, 6

Los errores relativos son 0, 17% para la aproximacién por defecto y 0,00022%
para la aproximacién por exceso.



Capitulo V

El teorema de Cauchy

Si nos fijamos en las pruebas de los resultados principales que hemos obtenido
hasta ahora (la existencia de desarrollos de Taylor, el principio de prolongacién
analitica, etc.) todas se basan directa o indirectamente en el teorema y las
férmulas integrales de Cauchy junto con el teorema 2.29 sobre existencia de
primitivas. A su vez, este grupo de teoremas fundamentales se basa en la version
para triangulos del teorema de Cauchy, de donde han heredado la hipétesis de
convexidad que a su vez transmiten a otros resultados, como el teorema 4.12
sobre existencia de logaritmos de funciones holomorfas.

Ya hemos visto que estos teoremas no son vélidos para funciones definidas
sobre abiertos arbitrarios. Concretamente, sabemos que la funcién 1/z no tiene
primitiva en C\ {0}, que su integral a lo largo de una circunferencia de centro 0
no es nula o que la identidad f(z) = z no tiene un logaritmo continuo en C\ {0}.

Todos estos hechos se deben en tltima instancia a que la integral de la
funcién 1/z sobre una circunferencia de centro 0 no es nula. En general, cuando
integramos una funcién holomorfa f sobre un arco que rodea a puntos exteriores
a su dominio perdemos el control sobre lo que sucede (més adelante lo investiga-
remos), pero si exigimos que f esté definida sobre todos los puntos rodeados por
el arco entonces todos los resultados que citdbamos antes siguen siendo validos.
La hipétesis de convexidad sobre el dominio €2 no es méas que una forma facil
de garantizar que ningin arco contenido en € rodee puntos de C\ Q.

En este capitulo generalizaremos el teorema de Cauchy sustituyendo la hip6-
tesis de convexidad por la condiciéon de que la funcién sea holomorfa en todos
los puntos rodeados por el arco de integracién. Si la versién para convexos nos
ha permitido deducir profundas consecuencias sobre las funciones holomorfas,
la version general que aqui vamos a probar nos llevara a resultados todavia més
potentes.

5.1 El teorema de Cauchy para ciclos

Para enunciar el teorema de Cauchy en su forma mas potente debemos intro-
ducir un concepto nuevo. La idea basica es que si ¢ y 1 son dos arcos cerrados

111
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derivables a trozos vamos a convenir que la expresién

f(Q)d¢
o+

represente a la suma de las integrales de f respecto de ambos arcos, es decir, que
la suma ¢ + 1 no indica ninguna suma puntual de funciones o unién de arcos,
sino tan sdlo que integrar respecto a ¢ + ¥ es sumar las integrales respecto a
cada arco.

Definicion 5.1 Un ciclo es una combinacion lineal formal con coeficientes en-
teros de arcos cerrados en C derivables a trozos, es decir,’ una expresién de la

forma
n
6= aip;,
i=1
donde cada ¢; es un arco cerrado y a; € Z.

Definimos el rango y la longitud del ciclo ¢, respectivamente, como
ot =Jo5,  L®)=)_lalL()-
i=1 i=1

Si f:¢* — C es una funcién continua definimos

/¢ £(Q) d¢ = ; /¢ RIGLS

Siz € C\ ¢*, el indice de ¢ respecto a z es
I(¢,2) =Y ail(¢s,2).
i=1

Es evidente que todas las propiedades elementales sobre integrales e indices
se generalizan inmediatamente a ciclos. Por ejemplo, para probar el teorema
2.22, es decir, la relacién

1 1
I(¢7z):%/¢ﬁdc7 para z € C\ ¢%,

descomponemos el indice del ciclo en combinacién lineal de los indices de sus
arcos componentes, aplicamos 2.22 y después la definicién de integral sobre un
ciclo.

La funcién I(¢, z) depende continuamente de z, por lo que el indice es cons-
tante sobre las componentes conexas de C\ ¢*. El mismo argumento que para
arcos prueba que si ¢ es un ciclo entonces C \ ¢* tiene una tinica componente

1M4és formalmente, el conjunto de los ciclos es por definicién el Z-médulo libre que tiene
por base al conjunto de todos los arcos cerrados en C derivables a trozos.
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conexa no acotada C. Dicha componente estd contenida en la componente co-
nexa no acotada de C\ ¢! para cada i, luego el indice de ¢ es nulo para los
puntos de C.

Como paso previo al teorema de Cauchy demostramos lo siguiente:

Teorema 5.2 Sea Q2 un abierto en C y f € H(Q). Entonces la funcidn g dada

por
FO-F)

gCa=4 c—= N7

P sic=z

es continua en €2 x ), holomorfa en las dos variables y sus derivadas parciales
son continuas en €2 x ).

DEMOSTRACION: Sea ((g,20) € Q x Q. Si (g # 7 es claro que 7 es continua
y derivable en un entorno de ((o,20), y el calculo explicito de las derivadas
parciales muestra que son continuas en 2 x (2. Supongamos, pues, que (y = zp.
Sea r > 0 tal que D(zg,r) C Q. Vamos a probar que

1 () e Dl
Q(C,Z) - 2ri /|£z0|_r (5 — C)(f— Z) dfa Ca € D( 0> )

Sean (, z € D(zg,r). Si ¢ # z las férmulas de Cauchy nos dan

0= [ e ge=g [ M

{—zo\zrg_c B % —zo|=r S—Z
de donde
fO-fz) _ 1 f(§)
=t = = d¢.
N N = =L
Si ¢ = z entonces, también por las férmulas de Cauchy
0C2) =12 = 5 O ag= - g

T2 i e €= 202 270 Jie s (E— Q)€ —2)

A partir de esta expresién, la holomorfia de g y la continuidad de sus deri-
vadas en ((p, zo) se sigue facilmente del teorema 2.24. =

Ahora ya podemos probar:

Teorema 5.3 (Teorema y férmulas de Cauchy) Sea Q un abierto en C y
f e H(Q). Sea ¢ un ciclo tal que ¢* C Q y supongamos que para todo punto
z € C\ Q se cumple I(¢,z) = 0. Entonces

a) f¢ f(§)d¢ =0.

b) Para todo nimero natural n y todo z € Q\ ¢* se cumple

(6,2 () = 2% /¢ ORI

C2mi Jy (C— 2)n L
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DEMOSTRACION: Comenzamos probando b) para n = 0. Sea g((,2) la
funcién definida en el teorema anterior. Sea G(z) = [ 59(¢, 2)d¢. Claramente

G € H(Q). Siz e N\ ¢* entonces
G(z) = /ﬁ%dg:m (i/ 1) dg—f(z)i/ 1 dC)

211 Jy C— 2 2mi Jyp C— 2

- 2m(1 /f(o dgf(z)f(qs,z)). (5.1)

2mi Jy C— 2

Basta probar que G es constantemente igual a 0 en €.

Sea V. ={z € Q| I(¢,z) = 0}. La continuidad del indice implica que V
es abierto y cerrado en Q \ ¢*, luego es abierto en C. Por la hipdtesis sobre el
indice se cumple que C = QU V. Por (5.1) los puntos z € 2NV cumplen

G(z):/ f(©) dc.

6C—%

con lo que podemos definir

G(z) size

Fle) = /C‘f(—odc sizeV
6 C—2

y obtenemos asi una funcién entera. Vamos a aplicarle el teorema de Liouville.
Demostraremos que existe lim F(z) = 0, lo que implica que F es constante-

ZzZ—00

mente nula y G también.

Puesto que V' contiene a la componente conexa no acotada de C\ ¢*, para
calcular el limite podemos suponer que z € V. Méas atin, podemos suponer que
|z > R, para un R que cumpla ¢* C D(0, R). Entonces, si M es una cota del
modulo de f sobre ¢* se cumple

|F<z>='/¢f<—gld<\su¢> M

2| = R’

y esta expresion tiende a 0 cuando z — oo.

El caso general de b) se demuestra facilmente por induccién derivando las
integrales. La tnica precaucién que hay que tomar es que dado z € Q\ ¢* existe
un 7 > 0 tal que D(z,7) C Q\ ¢*, y en este disco (¢, z) es constante, luego no
afecta a las derivadas.

Por ultimo fijamos z € Q \ ¢* y definimos ¢(¢) = (¢ — 2)f(¢). Entonces
g9(z) = 0 y la férmula integral para n = 0 aplicada a g nos da a):

0=106,200(:) = 55 [ #(C)dc
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Ejemplo Como una primera aplicacién de la versién general del teorema de
Cauchy vamos a calcular la integral de Dirichlet:

+oo
sent
/ nE .
0 t

La técnica que vamos a seguir es similar a la que empleamos con las integrales
de Fresnel, pero ahora la version del teorema de Cauchy para conjuntos convexos
no seria suficiente.

Como en el caso de las integrales de Fresnel consideramos también la funcion
con el coseno en lugar del seno y juntamos ambas integrales

400 +o00 +oo it
t t
[ [,
0 t 0 t 0 t

La integral que buscamos es la parte imaginaria de esta ultima integral.
La funcién f(z) = e€**/z es holomorfa en Q = C\ {0}. Sean 0 < r < Ry
consideremos el arco ¢ = 71 U ~s U ~y3 U~y definido por la figura siguiente:

V2

/M

—R A3 —r 0 » m R

Puesto que C\ 2 = {0}, para aplicar el teorema de Cauchy basta observar
que I(¢,0) =0 (porque 0 estd en la componente conexa no acotada de C\ ¢*).
Asi pues, la integral de f sobre ¢ es nula. Calcularemos cada tramo de la
integral por separado. En primer lugar

ic R it R " R "
/ e—dgz/ 6—dt:/ Rl dt—I—i/ 2,
Y1 C r t r t T 13
ic —r it R " R "
/ e—dg‘:/ e—dt:—/ ﬂdtﬂ'/ SR .
Y3 C —R 3 T d T 3

Asi pues,
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Por la continuidad en 0 de €**, dado € > 0 existe un § > 0 tal que si |z| < &
entonces |e* — 1| < ¢, luego para r < ¢ se cumple

i¢ 4 T i T
e—d(—(—i/ dt)‘:‘—i/ (e —1)dt‘</ edt = e,
Y4 C 0 0 0

con lo que existe
e’c T
h'm/ —dC:—i/ dt = —im.
r—0 ~a C 0

Tomando limites en (5.2) resulta

R 118
t
22‘/ >en dt:—/ Cdc +im. (5.3)
0 t Yo C

(Observar que la funcién (sent)/t es continua, luego integrable en [0, R], asi
como que 2 no depende de r).
Finalmente probaremos que la integral sobre 7» tiende a 0 cuando R tiende

a +o0o. En efecto,
T 6iReit ; [ g
/ — iRe" dt / etfie dt' g/ e feent g
o Re 0 0

/2 /2 1— R
2/ e~ fisent gy < 2/ e_2Rt/’Tdt:7T—e < E,
0 0 R R

iC
e_dc‘

Y2

donde hemos usado que si 0 < ¢ < 7/2 entonces sent > 2t/m (Ver la nota al pie
en la pag. 41)
Al tomar limites en (5.3) cuando R tiende a +o0o queda que existe

+oo
sent
2i/ dt =im,
0 t

luego la integral de Dirichlet resulta ser

+oo
t
[T

5.2 Abiertos simplemente conexos

En la seccién anterior hemos sustituido la hipdtesis de convexidad sobre el
dominio de la funcién en el teorema de Cauchy por una hipétesis especifica sobre
el arco de integracién. Sin embargo, en muchos contextos tedricos necesitamos
garantizar que una funcion tiene integral nula a lo largo de cualquier arco conte-
nido en su dominio. La convexidad del mismo es una condicién suficiente, pero
no necesaria. Sucede que los abiertos €2 con la propiedad de que todos los arcos
(o incluso ciclos) contenidos en 2 cumplen la hipétesis del teorema de Cauchy
admiten una caracterizaciéon topolégica muy simple:
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Definicién 5.4 Un abierto 2 C C™ es simplemente conezo si C*>\ ) es conexo.

El nombre no es muy afortunado, pues un abierto simplemente conexo no
es necesariamente conexo. Para relacionar esta propiedad con el teorema de
Cauchy necesitamos el siguiente resultado técnico.

Teorema 5.5 Sean A y B cerrados disjuntos en C*> de modo que oo ¢ A.
Entonces existe un ciclo vy tal que

a) YN(AUB) =g.
b) Para todo z € A se cumple I(~,z) =1,

¢) Para todo z € B, z # 00 se cumple I(v,z) = 0.

DEMOSTRACION: Sea d = d(A, BNC) > 0. Sea 0 < p < dv/2/2. Dividamos
el plano complejo en cuadrados de lado p (de modo que uno de ellos tenga un
vértice en 0, por ejemplo).

Puesto que A es compacto, es claro que A sélo corta a un nimero finito de
cuadrados. Llamémoslos C1,...,C,. Por ejemplo, la figura siguiente muestra
un caso donde n = 14.

Con mas precisién, cada cuadrado C; es un arco cerrado orientado positi-
vamente (en sentido antihorario), que se puede expresar como unién de cuatro
segmentos. Llamaremos [C;] al conjunto de puntos contenidos en el cuadrado
incluyendo a la frontera. Dejamos a cargo del lector las definiciones formales
de estos conceptos, pues son similares a las que hemos dado para triangulos.
De hecho toda la prueba podria reformularse en términos de tridngulos, pero
creemos que con cuadrados resulta mas fluida.

n
Tenemos que A C |J [C;]. El didmetro de cada cuadrado [C;] es v2p < d y,

i=1
n

como todos los cuadrados cortan a A, es claro que |J [C;]N B = @ (tal y como
i=1
muestra la figura anterior).

n
Consideremos el ciclo v = > C;. Claramente v N B = &. Ademés
i=1
I(v0,2z) = 0 para todo z € BN C, pues z estd en la componente conexa no
acotada de cada C\ C7}.
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Como todos los cuadrados estin orientados en sen-
tido positivo, es claro que si dos de ellos son adyacentes I l

(tienen un lado en comin) entonces la orientacién de di-
cho lado es distinta en cada cuadrado. Podemos eliminar
todos los pares de lados comunes a dos cuadrados hasta
obtener un ciclo 7 que no contenga lados pertenecientes a cuadrados adyacen-
tes.?

Puesto que v* C 4§ es claro que v* N B = @. Como v se ha obtenido de g
eliminando pares de arcos opuestos se cumple que las integrales a lo largo de v
valen lo mismo que las integrales a lo largo de 79, y en particular I(vy,z) = 0
para todo z € BN C.

También se cumple que v* N A = @, pues si existiera un punto zg € v* N A
entonces zy € C; para algun indice ¢, y el cuadrado adyacente a C; por el
lado que contiene a zy cortaria a A, luego es un Cj, con lo que llegamos a que
~ contendria un lado que pertenece a dos de los cuadrados, en contra de la
construccién que hemos hecho.

Sélo falta probar que I(7,z) = 1 para todo z € A. Distinguimos dos casos:

n

1) z€ A\ U C;. Entonces z € [C;] \ Cf para algin i y z ¢ [C;] para todo
i=1
j # . Por lo tanto I(v, z) = I(yo,2) = I(Ci,z) = 1.
2) z € An Y C;. Entonces z € C; para algin i. Sea zy el centro del
i—1

i=
cuadrado C;. El segmento [z, 2] no corta a v* y, como es un conexo, zg y 2z
estdn en la misma componente conexa de C\ v*. Aplicando el caso anterior

I(v,2) =1(v,20) = 1. .

Ahora ya podemos demostrar:

Teorema 5.6 Un abierto Q de C es simplemente conezo si y sélo si para todo
arco cerrado ¢ tal que ¢* C Q y todo z € C\ Q, se cumple I(¢,z) = 0.

DEMOSTRACION: Supongamos que ) es simplemente conexo y sea ¢ un arco
cerrado tal que ¢* C Q. La aplicacién I(¢, z) es continua en C\ ¢* y vale 0 en el

2Con rigor 7 se obtiene de 7o por un proceso recurrente facil de precisar, pero que no
detallamos aqui.
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complementario de un disco, luego se puede extender continuamente a C> \ Q
definiendo I(¢,00) = 0. Como C* \ Q es conexo y el indice sélo toma valores
enteros éste ha de ser nulo en todos los puntos de C> \ .

Reciprocamente, si 2 no es simplemente conexo entonces C*\ Q = AU B,
donde A y B son cerrados disjuntos no vacios. Digamos que co € B. Tomemos
un ciclo 7 segin el teorema anterior. Como v*N(AUB) = & se cumple v* C .
Sea zp € A. Entonces I(v,20) = 1, luego alguno de los arcos cerrados ¢ que
componen a 7 ha de cumplir que I(¢, z9) # 0 (y claramente ¢* C ), luego Q
no cumple la condicién del enunciado. [

Para todo cuanto sigue podriamos haber tomado la condiciéon del teorema
anterior como definicién de abierto simplemente conexo en C, pero, en casos
concretos, esta condiciéon que involucra a todos los arcos contenidos en el abierto
no es facil de comprobar. Por otro lado resulta ser mas intuitiva que la definicién:
un abierto es simplemente conexo si y solo si no contiene arcos que rodeen a
puntos de su complementario, es decir, si y s6lo si no tiene “agujeros”.

Acabamos de ver que un abierto €2 es simplemente conexo si y sélo si cual-
quier funcién holomorfa en 2 y cualquier arco contenido en {2 estdn en las
hipdtesis del teorema de Cauchy. Ahora vamos a ver que esto equivale a que
cualquier funcién holomorfa en €2 y cualquier arco contenido en {2 satisfagan la
tesis de dicho teorema. Mas atin, la clase de los abiertos simplemente conexos es
la clase de abiertos mas amplia donde las funciones holomorfas tienen primitivas
y logaritmos, con lo que podemos decir que los abiertos simplemente conexos
son los abiertos donde mejor se comportan las funciones holomorfas.

Teorema 5.7 Sea Q un abierto en C. Las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes:

a) Q es simplemente conexo.

b) Para todo arco cerrado ¢ contenido en 2 y toda f € H(Q) se cumple
[ roa=o

¢) Para toda f € H(Q) existe F' € H(Y) tal que F' = f.

d) Para toda f € H(Q) que no se anule en ningin punto existe L € H(Q) tal
que e*(2) = f(2) para todo z € Q.

Ademds, la funcidon L del apartado d) cumple L'(z) = f'(2)/f(2).

DEMOSTRACION: a) — b) se sigue del teorema de Cauchy juntamente con
el teorema anterior.

b) — ¢) Razonando por separado con cada componente conexa de §2 podemos
suponer que ) es conexo, en cuyo caso es conexo por poligonales.
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Fijamos zg € Q. Si z es cualquier punto de ) existe una poligonal P,
contenida en 2 y que une zy con z. Si @), es cualquier otra poligonal en estas
condiciones, P, U (—Q).) es un arco cerrado contenido en {2, luego

0= d¢ = d¢ — dg.
Lo, f@ac= [ s [ sac

Esto significa que la funcién dada por

F(z) = /P £(Q)d¢

no depende de la eleccién de la poligonal P, que una zg con z.

Si 2 € Q existe un r > 0 tal que D(z1,7) C §2. Tomamos una poligonal P,,
que una zp con 21 y entonces para todo z € D(z1,7) se cumple que P,, U [21, 2]
es una poligonal que une zg con z, luego F(z) viene dada por

F(z) = /P H©dc /H F(Q) dc.

El teorema 2.28 nos da inmediatamente que F’ = f en D(z1,r), luego en
particular F'(z1) = f(z1) y esto para todo z; € .

c) — d) Como en la implicacién anterior podemos suponer que €2 es conexo.
La prueba sigue el mismo argumento que ya empleamos en el teorema 4.12.

d) — a) Sea f un arco cerrado contenido en  y sea zg € C\ Q. Sea
f(z) = z — 2. Por el apartado d) existe una funcién L holomorfa en € cuya
derivada es L'(z) = 1/(z — 2z9). Los teoremas 2.20 y 2.22 nos dan que

1 1
I(d),ZO)_%/(;sC_ZOdC_O’

luego 5.6 implica que €) es simplemente conexo. L]

Ejercicio: Sea Q un abierto en C\ {0}. Probar que € es simplemente conexo si y
sélo si existe una rama uniforme del logaritmo en §2.

5.3 Series de Laurent

Es muy frecuente encontrar funciones que son holomorfas en todo el plano
complejo excepto en algunos puntos especiales donde no estan definidas. El caso
maés simple es la funcién 1/z, que no estd definida en 0. En esta seccién vamos a
estudiar esta clase de puntos excepcionales donde una funcién no esté definida.
Un ejemplo mucho més complicado de esta situacién lo presenta la funcién

1

f(z) = sen(1/2)’ (5.4)

que estd definida en todo el plano complejo excepto en los puntos 1/km con
k€Zyen.
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Ahora vamos a introducir una herramienta que nos permitird estudiar una
clase particular de puntos singulares. Si 2 es un abierto en C y f € H(Q)
diremos que un punto zg es una singularidad aislada de la funcién f si zg ¢ Q
y existe un r > 0 tal que D(zo,7) \ {20} C ©, 0 sea, si f no estd definida en z
pero si en todos los puntos a su alrededor.

Asi, por ejemplo, el 0 es una singularidad aislada de la funcién 1/z y los
puntos 1/km son singularidades aisladas de la funcién f dada por (5.4). En
cambio el 0 no es una singularidad aislada de f, pues cualquier entorno de 0
contiene puntos distintos de 0 donde f no estéd definida.

Como ilustraciéon de lo que nos proponemos obtener podemos pensar en la
funcién e'/#, que presenta una singularidad aislada en 0. Sabemos que para
todo nimero complejo z se cumple

o0
1
=~
n!
n=0

luego para todo z # 0 tenemos

Esto es un desarrollo en serie de potencias de e'/# alrededor de 0, pero con

exponentes negativos en lugar de positivos. Vamos a probar que toda funcién
holomorfa admite un desarrollo de este tipo en un entorno de cualquiera de sus
singularidades aisladas (combinando potencias positivas y negativas).

Las propiedades de las series de potencias con exponentes negativos se de-
ducen facilmente de las propiedades de las series de potencias usuales mediante
la misma técnica con la que hemos obtenido el desarrollo de e'/%.

Teorema 5.8 Dada una serie de la forma
F(z) = an(z—20)7",
n=1

existe un r > 0 de modo que la serie converge absoluta y casi uniformemente en
el conjunto {z € C ’ |z—20| > 7} a una funcién holomorfa y diverge en D(zg,T)
(admitiendo la posibilidad r = +00, en cuyo caso la serie diverge en todo C).

DEMOSTRACION: Consideremos la serie de potencias

o0
g(z) = Z anz".
n=1

Por el teorema 3.16 existe un R > 0 tal que g converge absoluta y casi
uniformemente a una funcién holomorfa en el disco D(0, R) y diverge en el
complementario del disco cerrado. Sea r = 1/R (entendiendo que 1/+0c0 =0y
1/0 = +00).
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Sea A= {z€C||z— 2| >r}. Lafuncién h: C\{z} — C\ {0} dada por
h(z) = 1/(z — z0) es biyectiva y holomorfa (en particular continua). Ademds
biyecta el abierto A con el disco D(0, R). La funcién ho g es, pues, una funcién
holomorfa en A y viene dada por

o0
Z an(z —29) "
n=1

Por lo tanto la serie f converge en A. Andlogamente se ve que si f convergiera
en un punto z tal que |z — zp| < r entonces g convergerfa en un punto 2z’ = h(z)
tal que |2'| > R.

Finalmente, si K es un compacto contenido en A, entonces h[K] es un com-
pacto contenido en D(0, R) y g converge uniformemente en h[K]. De aqui se
sigue sin dificultad que f converge uniformemente en K. ]

Definicion 5.9 Sean r y R numeros reales tales que 0 < r < R < +oc0. Lla-
maremos anillo de radios r, R y centro zy € C al abierto

A(zg,r,R) ={2z € C|r <|z— 2| < R}.
Una serie de Laurent centrada en un punto zg € C es una serie de la forma

—+o00

Z an(z — 20)",

n=—oo
donde los coeficientes a,, son nimeros complejos para todo n € Z.

En realidad, para tener completamente definida una serie de Laurent de-
berfamos precisar el orden en que hay que sumar sus términos. Por ejemplo,
podriamos convenir que se trata de la serie asociada a la sucesién

ap, a1, -1, A2, @—2, ...

pero en realidad esto es irrelevante, pues sélo nos van a interesar los puntos
donde una serie de Laurent converge absolutamente, y cuando la convergencia
es absoluta no importa el orden de los sumandos. Asi pues, cuando digamos
que una serie de Laurent converge en un punto querremos decir que converge
absolutamente con cualquier ordenacion de sus términos.

Consideremos las series

oo o0
Z an(z—20)" y Z a_n(z—20)" "
n=0 n=1

Las llamaremos parte reqular y parte singular, respectivamente, de la serie
de Laurent. La segunda la representaremos también por

-1

Z an(z — 29)".

n=—oo



5.3. Series de Laurent 123

Por el teorema 3.5 (tomando I,, = & para n > 2) para que una serie de
Laurent converja (absolutamente) en un punto es necesario y suficiente que
lo hagan sus partes regular y singular. Por el teorema 3.16 la parte regular
converge absoluta y casi uniformemente en un disco |z — 29| < R y por el
teorema anterior la parte singular converge absoluta y casi uniformemente en
un conjunto de la forma |z — zg| > 7. Si R < r entonces la serie de Laurent
no converge en ningin punto, mientras que si » < R converge absoluta y casi
uniformemente en el anillo A(zg, 7, R), al que llamaremos anillo de convergencia
de la serie. También puede haber convergencia en todos o en parte de los
puntos de la frontera del anillo. Asi mismo, si » = R la serie podria converger
en los puntos de la circunferencia |z — 29| = 7, pero estos casos no nos van a
interesar. Lo importante es que una serie de Laurent determina su anillo de
convergencia como el interior del conjunto de puntos del plano complejo donde
converge absolutamente. Un caso especial se da cuando todos los coeficientes
de la parte singular son nulos. Entonces la serie de Laurent es una serie de
potencias, luego r = 0 y la serie converge absolutamente en el disco D(z, R).
En tal caso consideraremos que el anillo de convergencia es A(zg, 0, R).

A efectos précticos, para calcular una serie de Laurent en un punto z de su
anillo de convergencia podemos agrupar sus términos de cualquier forma, por
ejemplo,

+o0 o0 °°
Z an(z — 20)" = Za,n(z—zo)7”+2an(z—zo)".
n=-—0o0 n=1 n=0

Como la convergencia de las partes regular y singular es casi uniforme en el
anillo A(zg,r, R), la igualdad anterior justifica que una serie de Laurent puede
ser derivada e integrada (sobre un arco) término a término.

El teorema siguiente prueba que toda funcién holomorfa en un anillo puede
desarrollarse en serie de Laurent. La técnica es muy similar a la empleada en
la prueba de 3.19, pero ahora es esencial el que podamos aplicar el teorema de
Cauchy a integrales sobre ciclos.

Teorema 5.10 Sea 0 < r < R < 400 y sea f una funcion holomorfa en el
anillo A(zo,r, R). Entonces para todo z € A(zg,r, R) se cumple

+oo
&= S anz— )",
donde ) O
n = 5 ey € — Zo)n-l-ldCa

siendo p cualquier nimero r < p < R.

DEMOSTRACION: Notemos en primer lugar que las integrales que definen los
coeficientes a,, no dependen de la eleccién de p.
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En efecto, si consideramos dos circunferencias cualesquiera C7 y Cy con
radios entre r y Ry tomamos z € C\ A(zp,r, R), entonces I(C;,z) = 1si|z| <r
e I(C;,z) = 0si |z| > R, luego en cualquier caso se cumple I(Cy — Co,z) = 0
para todo z € C\ A(zg,r, R).

El teorema de Cauchy nos da entonces que

f(Q) _
/0102 - Zo)nﬂdC =0,

G O
/cl €= /c € — )t

Ahora fijemos un z € A(zp,r, R) y tomemos r < 11 < |z — 29| < r2 < R.
Sea C}; la circunferencia de centro zy y radio r; (j = 1,2). Segin acabamos de
razonar, se cumple que I(Co — Cq,2) = 0 para todo « € C\ A(zp,r, R) y, por
otra parte

luego

[(02—01,2’):I(CQ,Z)—I(Cl,Z)Zl—OZL

luego aplicando de nuevo el teorema de Cauchy tenemos

_ 1 fQ .1 f(Q) f(©)
f(Z) B % /CQ—Cl Cj dc B % /|z—z0|_r2 Cj dC a /z—zo|_r1 C_—Z dg

1 1) 1 1)
= o /K_m:w C—20)—C—20) T 2mi o o) - =)

_ 1 f(O) —d¢ 1 fQ) d¢
- 2_ z—20 + 2_ {—2z0
e [¢—20|="2 C — 20 1 - C—20 ™ [{—zo|=r1 Z—%2 1— 2—2o

1 195 (o)

= 2’]TZ |§*Zo\:T2 C_ZO "0 — 20
1 oo _ n
s f(¢) Z(C Zo) dc.
270 Ji¢—zg)=ry Z — %0 =\z— 20

Para intercambiar las series con las integrales observamos que convergen
uniformemente sobre las circunferencias, pues por ejemplo la primera cumple

B2y E ()

n=0 n=0

y podemos aplicar el teorema de mayoracién de Weierstrass. Igualmente se
razona con la segunda. Por lo tanto

_ (L ol ) (o=
) = Z(W/lz_ml_rz <<—ZO>"“dC>( o

n=0
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" Z (27” /|zzo|7"1 f(C)(Z o Zo)n dC) (Z - Zo)i(nJrl)
+o00

= Za (z — 20)" —I—Za_n 1(z —2z0)~ (n+1) — Z an(z — 20)".
n=0 n=0

n=—oo
n

Al igual que ocurre con los desarrollos en series de potencias, los desarrollos
en series de Laurent son tnicos, tal y como prueba el teorema siguiente:

—+oo
Teorema 5.11 Si una serie Y. an(z—20)" converge en un anillo A(zg,r, R)
n=—oo
a una funcion f, entonces para todo entero n se cumple

oL 1O

siendo p cualquier numero r < p < R.

DEMOSTRACION: Para todo entero m, la funcién

+oo
f(C) _ Z an(z _ Zo)n—m-ﬁ-l

(¢ = zo)™*!

n=—oo

es holomorfa en el anillo A(zg,r, R) y la serie converge uniformemente en la cir-
cunferencia |z—zg| = p (sus partes regular y singular convergen uniformemente).
Por lo tanto podemos integrar término a término:

f(C) / n—m-+1
AV § "4 (z — 20) dc.
/CZO_P (¢ —20) m+1 n=—oc ! —zo|=p
Pero las funciones (z — 29)" =™~ ! tienen todas primitiva en C\ {20} excepto

cuando n = m, luego por el teorema 2.20 resulta que sus integrales son nulas.
Nos queda

f(©) 1 .
A= am d¢ = an, 2mi.
/Czo|_p (¢ = 2zo)mHt csa /lczo—pC—zo & = G 28

Definicion 5.12 Llamaremos entorno reducido de radio » de un nimero com-
plejo zg al conjunto D'(2q,r) = A(20,0,7) = D(20,7) \ {20}-

En estos términos, un punto zg es una singularidad aislada de una funcién f
si f estd definida (y es holomorfa) en un entorno reducido de zy pero no en z.
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Hemos probado que si zg es una singularidad aislada de una funcién f en-
tonces f admite un desarrollo en serie de Laurent

+oo

f(Z) = Z an(z - ZO)na

n=—oo

convergente en todo entorno reducido de z en el que f esté definida. A esta serie
la llamaremos serie de Laurent de f en zg. Sus coeficientes estan univocamente
determinados por f. En la seccion siguiente estudiamos las consecuencias de
estos desarrollos.

5.4 Clasificacion de singularidades aisladas

En el capitulo anterior usamos el desarrollo en serie de Taylor de las fun-
ciones holomorfas para introducir el concepto de orden de un cero. Saber que
una funcién holomorfa f tiene un cero de orden n en un punto zy es una infor-
macién mucho més profunda que saber meramente que f(z9) = 0. Por ejemplo,
sabiendo que las funciones sen z y z tienen ambas ceros de orden 1 en zy = 0
podemos asegurar sin m&s comprobaciones que la funcién (sen z)/z se extiende
a una funcién entera, mientras que no ocurre lo mismo con la funcién (sen z)/z2.
Ahora usaremos las series de Laurent para introducir el concepto de orden de
una singularidad aislada, que nos dard una valiosa informacién sobre el com-
portamiento de una funcién holomorfa f en torno a una singularidad aislada
mucho mas profunda que el mero hecho de que saber que f no esta definida en
tal punto.

Definicion 5.13 Sea 2y una singularidad aislada de una funcién holomorfa f

y sea
+oo

f(z) = Z an(z — 20)"
n=-—oo
su desarrollo en serie de Laurent alrededor de zy. Llamaremos orden de zg
al minimo entero n tal que a, # 0, entendiendo que el orden es —oco si hay
coeficientes no nulos arbitrariamente pequenos y que el orden es +o0o si todos
los coeficientes son nulos.® Lo representaremos o(f, 2q).

Observemos que si o( f, zg) > 0, entonces la serie de Laurent de f en zg es en
realidad una serie de potencias, la cual determina una funcién holomorfa en un
entorno de z (incluido éste). Por consiguiente, si extendemos f a zp mediante
f(20) = ap la extensién es holomorfa en zg y su serie de Taylor en zy coincide
con la serie de Laurent de f en el mismo punto. En particular el orden de la
extension en el sentido de 4.13 coincide con el orden de f en el sentido de 5.13.
Notemos que la extension es tnica, pues para que sea holomorfa es necesario
que f(zo) sea el limite de f en zo.

3Diremos que co es una singularidad aislada de una funcién f si ésta es holomorfa en un
anillo A(0, 7, +00). En tal caso el orden de oo es por definicién el orden en 0 de f(1/z).
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Si zp es una singularidad aislada de una funcién f tal que o(f,z9) > 0 se
dice que zy es una singularidad evitable.

En la préactica, si una funcién f tiene una singularidad aislada en un punto zq
y probamos que es evitable, a partir de ese momento supondremos tacitamente
que la funcién estd extendida a zy con el valor que la hace holomorfa, y por lo
tanto ya no contaremos a zg entre sus singularidades (se dice entonces que se
evita la singularidad extendiendo la funcién).

Pensemos por ejemplo en la funcién f(z) = (senz)/z. En principio tiene
una singularidad aislada en 0, pero a partir de la serie de Taylor del seno se ve
inmediatamente que es evitable, por lo que siempre consideraremos a f como
una funcién entera. Concretamente f(0) = 1.

Reciprocamente, si zy es una singularidad aislada de una funcién f y es
“evitable” en el sentido de que f se puede extender a una funcién holomorfa
en zp, entonces es evitable en el sentido que le hemos dado al término, es decir,
o(f,z0) > 0, pues la serie de Taylor de la extensién ha de ser la serie de Laurent
de f, por la unicidad del desarrollo, luego ésta tiene nulos sus coeficientes de
indice negativo.

El teorema siguiente da varios criterios ttiles para reconocer a una singula-
ridad evitable:

Teorema 5.14 Sea 2 un abierto en C, sea f € H(Q) y sea zp una singularidad
aislada de f. Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) zo es una singularidad evitable de f.
b) f se puede extender a una funcién holomorfa en QU {zo}.

¢) Existe lim f(z) € C.

zZ—2(

d) f estd acotada en un entorno reducido de z.

e) lim (z —z9)f(z) = 0.

zZ—2z0

DEMOSTRACION: Ya hemos visto que a) equivale a b). La tnica implicacién
no trivial es e) — a). Consideremos la serie de Laurent de f en zo:

“+o0
fz)= Z an(z — 29)".
n=—oo
Tenemos que existe
“+ o0
lim Z an(z — 2)" T = 0.
z— 20
n=—oo

4Para zp = oo la condicién e) debe enunciarse con f(z)/z.



128 Capitulo 5. EI teorema de Cauchy

400
La serie Y a,(z — 29)"*! define una funcién holomorfa en un entorno de
n=0
zo, v su limite en zg es 0. En consecuencia también existe

—1 400
lim E an(z — 20)" T = lim E a_n(z—20)" "t =0.
z—20 z—2z0
n=-—oo n=1

La ultima serie converge en un entorno reducido de zp, luego el teorema

5.8 garantiza que de hecho converge en C\ {20} y en consecuencia la serie de
(o]

potencias . a_,2""! tiene radio de convergencia +oo, es decir, converge en

n=1
todo C. Mediante un cambio de variable en el limite anterior llegamos a que

o0
lim E a_n 2"t =0,
Z— 00

n=1

luego la funcién entera definida por la serie estd acotada. Por el teorema de
Liouville ha de ser constante. Concretamente es nula, pues tiene limite 0. Esto
prueba que todos los coeficientes a,, para n < 0 de la serie de Laurent de f en
2o son nulos, luego o(f, zg) > 0 y la singularidad es evitable. "

Definicién 5.15 Si 2y es una singularidad aislada de una funciéon f tal que
o(f,z9) = —n < 0, diremos que f tiene un polo de orden® n en z.

El comportamiento de una funcién holomorfa alrededor de un polo viene
dado por el teorema siguiente, que a su vez incluye al teorema 4.14:

Teorema 5.16 Sea Q2 un abierto en C que contenga a un entorno reducido de
un punto zo y sea f € H(Q) tal que o(f, z9) =n € Z. Entonces existe una inica
funcion g € H(QU {z0}) tal que

F(2) = (2 = 20)"g(2), paratodoz€ 9, g(z0) #0.

Reciprocamente, si una funcion f admite una descomposicion de esta forma
entonces o(f, zg) = n.

DEMOSTRACION: Si zg € £ tanto la condicién o(f, 29) = n como la factori-
zacion implican n > 0 y el teorema se reduce al 4.14. Supongamos ahora que
20 ¢ Q.

Si o(f, z0) = n, por definicién de orden el desarrollo de Laurent de f en zg
es de la forma

F(2) =Y ar(z = 20)F = (2 = 20)" Y aryn(z — 20)",
k=n k=0

5Es costumbre hablar de ceros y polos simples, dobles, triples, etc. para referirse a ceros y
polos de orden 1, 2, 3, ...



5.4. Clasificacion de singularidades aisladas 129

con a, # 0. Definimos g(z) = (2 — 29) ¥ f(2), que es claramente holomorfa en
Q y en un entorno reducido de zy coincide con la serie de potencias

oo
> apyn(z — 20)",
k=0

que es holomorfa en zp. Asi pues, definiendo g(z9) = a, # 0 tenemos que g
coincide con la serie en un entorno de zp, luego g es holomorfa en QU {z}. Por
definicién de g tenemos la factorizacién buscada.

Reciprocamente, si f admite una factorizacion en las condiciones del enun-
ciado, el desarrollo de Taylor de g en zy sera de la forma

oo
9(2) = > ar(z — 2",
k=0
con ag # 0, luego en un entorno reducido de z
o0
f(z) = ar(z —z)".
k=0

Por la unicidad, éste es el desarrollo de f en serie de Laurent alrededor de
20, luego o(f, zp) = n. n

De aqui se desprenden varias consecuencias de interés. Por lo pronto, si zg
es un polo de orden n de una funcién f, entonces f(z) = (z — z9) "g(z), para
cierta funcién g holomorfa en zp, luego lim f(z) = cc.

z—20

Por consiguiente f : 2 — C es una funcién holomorfa y P es el conjunto
de sus polos, f puede extenderse a una funcién continua f : QU P — C*
asignando a los polos el valor co.

Del mismo modo que evitamos las singularidades evitables extendiendo ade-
cuadamente la funcién, en cuanto probemos que una singularidad zy de una
funcién f es un polo consideraremos f extendida a zg mediante f(zp) = oo.

Pero el teorema anterior nos da mas informacién sobre los polos: Si zg es un
polo de una funcién f sabemos que f(z) = (2 —z9) "g(z), donde g es holomorfa
en zp, luego (z — z0)™ f(2) tiene una singularidad evitable en z5. Lo mismo vale
si cambiamos n por cualquier natural mayor, pero no por otro menor.

Con otras palabras, si zg es un polo de una funcién f entonces la singu-
laridad no puede evitarse extendiendo f a zg, sino que primero es necesario
multiplicarla por un factor (z — zp)", y el minimo exponente n necesario es pre-
cisamente el orden del polo. Cuando convertimos a f en una funcién holomorfa
en zy mediante este procedimiento no se dice que evitamos el polo, sino que lo
cancelamos.

El teorema siguiente recoge estos hechos. La prueba es inmediata.
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Teorema 5.17 Sea zy un polo de una funcién holomorfa f. Entonces’

lim f(z) = o0
zZ—2(
y el orden de zy es el minimo numero natural n tal que se cumple cualquiera de
las tres condiciones siguientes:
a) Eziste lim (2 — z9)" f(z) € C.

z—20

b) lim (2 — z0)" ™ f(2) = 0.

zZ—20

¢) La funcion (z — z0)" f(2) estd acotada en un entorno reducido de z.

El teorema siguiente generaliza a 4.15 y prueba entre otras cosas que para
cancelar un polo de orden n no es necesario multiplicar por (z — zp)", sino que
sirve igualmente cualquier funcién que tenga un cero de orden n en zy3. La
prueba es idéntica a la del teorema 4.15.

Teorema 5.18 Sean f y g funciones holomorfas en un entorno reducido de
un punto zo tales que o(f,z0) y o(g,z0) sean finitos (positivos o negativos).
Entonces’

o(fg,20) = o(f, 20) + 0(g9,20),  0(f/9,20) = o(f,20) = o(g; 20)-

De aqui se sigue también que si zg es una singularidad aislada que cumple
cualquiera de las condiciones a), b) o ¢) del teorema 5.17 entonces zg es evitable
(si sirve n = 0 o bien es un polo (si ha de ser necesariamente n > 0). Dicho
de otro modo, de entre las singularidades aisladas no evitables, los polos son
exactamente las singularidades “cancelables”.

Definicién 5.19 Una singularidad aislada zg de una funcién f es esencial si
O(fa ZO) = — 0.

Con esto terminan las posibilidades para las singularidades aisladas: cual-
quier singularidad aislada ha de ser evitable, un polo o una singularidad esencial.
El comportamiento de éstas tiltimas viene determinado por el teorema siguiente:

Teorema 5.20 (Teorema de Casorati-Weierstrass) Sea Q un abierto en
C, sea f € H() y zo una singularidad esencial de f. Entonces® para todo

r >0 tal que D'(z9,7) C Q se cumple que f[D’(zo,r)] =C.

DEMOSTRACION: Supongamos que f[D’(z,7)] # C. Entonces existen un

a € Cyun R > 0 tales que D(a, R) C C\ f[D'(z0,7)]. Para cada z € D'(zo,)
se cumple que f(z) # a, luego la funcién g(z) = 1/(f(z) — a) es holomorfa en

6El teorema vale para zg = oo, cambiando siempre z — 2o por 1/z.
"Vale igualmente si zgp = co.
8Vale para zg = oo con las alteraciones obvias.
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D'(zg,r). Como |g(z)| < 1/R, el teorema 5.14 nos da que z( es una singularidad
evitable de g, luego podemos considerar que g es holomorfa en D(zy, 7). Como g
no se anula en D’(zg,7) es claro que 0 < o(g, z9) < +00, luego 1/g tiene también
orden finito en zg. Ahora bien, f(z) = a + 1/g(z) y es facil ver que si a una
funcién de orden finito en un punto se le suma una constante, el resultado sigue
siendo de orden finito (solo modificamos un coeficiente de su serie de Laurent).
Por consiguiente zy no es una singularidad esencial de f. m

He aqui un enunciado equivalente:

Teorema 5.21 Sea Q un abierto en C, sea f € H(Q) y zo una singularidad
esencial de f. Entonces para todo c € C existe una sucesion {z,} C 2 tal que

lim z, = 2o Yy lim f(z,) = c.
n n
En particular no existe lim f(z) (en C*>).
z—20

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior podemos tomar z, € Q tal que
|zn, — 20| < 1/ny |f(zn) — | < 1/n. .

Los casos considerados en los teoremas anteriores son mutuamente excluyen-
tes y recogen todas las posibilidades, por lo que en realidad hemos demostrado
las siguientes caracterizaciones:

Teorema 5.22 (Teorema de clasificacién de singularidades) Sea zy una
singularidad aislada de una funcién holomorfa f. Entonces'®

a) zo es evitable si y sélo si existe lim f(z) € C.
z—20
b) zo es un polo si y sdlo si lim f(z) = oo.
Z—20

¢) zo es una singularidad esencial si y sélo si no existe lim f(z) en C*.

z—20

Observar que oo es una singularidad aislada de toda funcién entera. El teo-
rema de Liouville afirma que es evitable tan sélo para las funciones constantes.

Teorema 5.23 Una funcion entera tiene un polo en oo si y sélo si es un poli-
nomio no constante.

o0
DEMOSTRACION: Una funcién entera es de la forma f(z) = > a,z", luego
- n=0
f(1/z) = 3 anz~™. Por lo tanto, oo es un polo de f siy sélo si a,, = 0 para
n=0
todo n suficientemente grande, o sea, si f es un polinomio. m

Reciprocamente, las funciones enteras que no son polinomios tienen nece-
sariamente una singularidad esencial en oo. Como aplicaciéon de este hecho
tenemos el teorema siguiente:

9Vale para zg = co.
10Vale para zg = 0.
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Teorema 5.24 (Teorema de Picard) Si f es una funcion entera no cons-
tante entonces f[C] es denso en C.

DEMOSTRACION: Si f es un polinomio el teorema fundamental del algebra
implica que f[C] = C. En otro caso f tiene una singularidad esencial en oo, y
podemos aplicar el teorema de Casorati-Weierstrass. L]

Definicién 5.25 Una funcién f es meromorfa en un abierto €2 de C* si para
todo z € Q se cumple que f es holomorfa en z o bien f tiene un polo en z.

Llamaremos M(Q) al conjunto de las funciones meromorfas en . Una
funcién es meromorfa si es meromorfa en C.

En otras palabras, una funcién f : 2 — C°° es meromorfa en €2 si para todo
z € ) se cumple que f es holomorfa en un entorno reducido de z y o(f, z) > —oc.

A partir de la misma definicién de orden de una singularidad se comprueba
que

o(laf,z) =o(f,z), paraac C\{0}, o(f+g,z)>min{o(f,z),0(g,2)}

De aqui se sigue que M(£2) es un espacio vectorial con las operaciones defi-
nidas puntualmente. Por el teorema 5.18 el producto de funciones meromorfas
es también una funcién meromorfa, luego M(2) es un dlgebra sobre C.

Teorema 5.26 Una funcion f € M(Q) tiene inversa si y sdlo si o(f,z) # +oo
para todo z € Q). Esto equivale a que f no sea idénticamente nula en ninguna
componente conexa de ). En particular, si 0 es conexo entonces M(£2) es un
cuerpo.

DEMOSTRACION: Si o(f, 2) = +0o, entonces la serie de Laurent en z es nula,
luego f es idénticamente nula en un entorno de z. Por el principio de prolon-
gacién analitica f es nula en la componente conexa de z en ). Reciprocamente,
si f se anula en una componente conexa, entonces tiene orden infinito en todos
los puntos de dicha componente.

Por otra parte, si se da este caso f no puede tener inversa. Basta tomar
la funcién g que vale 1 en la componente conexa donde f se anula y 0 en las
restantes. Claramente fg = 0, luego si f tuviera inversa deberia ser g = 0, lo
cual no es el caso.

Si f no tiene indice infinito en ningdin punto, entonces el teorema 5.18 implica

que 1/f € M(Q). "

Notemos que si una funcién meromorfa inversible tiene un polo de orden n
en un punto entonces su inversa tiene un cero de orden n y viceversa.

La palabra “meromorfa” significa “de forma racional”, porque las funciones
meromorfas tienen un comportamiento similar al de las funciones racionales, es
decir, al de los cocientes de polinomios (en el mismo sentido en que las funciones
holomorfas se asemejan a los polinomios). Ciertamente las funciones racionales
son meromorfas. De hecho son meromorfas en C* y, més atin, tenemos el
teorema siguiente:
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Teorema 5.27 Las funciones meromorfas en C>* son exactamente las funcio-
nes ractonales.

DEMOSTRACION: Toda funcién racional es obviamente meromorfa en C* y
si f € M(C) entonces el conjunto de sus polos no tiene acumulacién en C*,
luego por la compacidad ha de ser finito. Podemos construir un polinomio ¢(z)
cuyos ceros sean los polos de f (distintos de 0o) y con el mismo orden. Entonces
la funcién p(z) = q(2) f(2) es entera (todas sus singularidades son evitables) y
cumple que existe Zlirgo q(2)f(z) € C*, pues existe el limite de ambos factores).

Esto significa que p(z) tiene un polo o una singularidad evitable en oo, con
lo que segin el teorema 5.23 se trata de un polinomio y f(z) = p(2)/q(z) es
racional. m

Asi pues, toda funcién meromorfa que no sea una funcién racional tiene una
singularidad esencial en el infinito (si el conjunto de sus polos es finito) o bien
00 es un punto de acumulacién de polos (y en tal caso no es una singularidad
aislada).

Del mismo modo que las funciones racionales son cocientes de polinomios,
las funciones meromorfas son cocientes de funciones holomorfas. Para probarlo
basta imitar el argumento del teorema anterior usando la funcién que propor-
ciona 4.21 en lugar del polinomio gq.

Teorema 5.28 Sea ) un abierto de C>* tal que Q # C*. Entonces toda
funcion meromorfa en Q es un cociente de dos funciones holomorfas en €.

Notar que la hipédtesis 2 £ C> es necesaria en el teorema anterior, pues
las funciones meromorfas en C*> son las funciones racionales, mientras que las
tnicas funciones holomorfas en C* son las constantes. A su vez esto prueba
que la hipdtesis también es necesaria en 4.21.

5.5 Funciones periddicas

Vamos a aplicar los desarrollos en series de Laurent para estudiar las fun-
ciones meromorfas periddicas.

Definicién 5.29 Una funcién meromorfa f es periddica si existe un nimero
complejo w # 0 tal que f(z + w) = f(z) para todo z € C. En tal caso se dice
que w es un periodo de f.

Es inmediato que si w es un periodo de una funcién f, todos los nimeros
kw con k € Z también son periodos. La funcién e* es peridédica de periodo 274,
las funciones sen z y cos z tienen periodo 27, al igual que las derivadas de ellas
algebraicamente, tales como tan z y cot z.

Es claro que si f es una funcién meromorfa de periodo w, entonces la funcién
w

9(2) = 1 (5= 2)

21
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es meromorfa de periodo 2w. Por ello no perdemos generalidad si nos limitamos
a estudiar las funciones de periodo 27. Asi, por ejemplo, en lugar de trabajar
con e* trabajaremos con e'*.

Sea, pues, f una funcién meromorfa de periodo 27. Definimos la funcién
f*:C\ {0} — C* mediante

re) =1 (3 1oe2).

Esto ha de entenderse como sigue: dado z € C\ {0} tomamos un logaritmo
cualquiera w y calculamos f*(z) = f(w/i). El resultado no depende de la
eleccién de w, pues si w1 y ws son dos logaritmos de z, entonces wy; = wy + 2k,
para un cierto k € Z, luego w1 /i = wa/i + 2kw y f(w1/i) = f(wa/7).

La funcién f* asf definida es meromorfa. En efecto, dado zy € C\ {0}, existe
un disco D = D(zp, r) sobre el cual hay definida una rama uniforme (holomorfa)
del logaritmo L. Esta funcién es un homeomorfismo entre D y un entorno de
L(zp), luego la funcién L/i es un homeomorfismo entre zy y un entorno V de
Co = L(zp)/i. Puesto que f sélo tiene singularidades aisladas, reduciendo r
podemos exigir que V no contenga polos de f salvo a lo sumo (.

Entonces para todo z € D \ {20} tenemos f*(z) = f(L(2)/i), luego f* es
holomorfa en un entorno reducido de zy. Si {yp no es un polo de f lo dicho vale
también para zp y asi f* es holomorfa en zy. Si por el contrario f tiene un polo
en (o entonces tenemos que zp es una singularidad aislada de f* y claramente

i 7°() = (1im £(0)) = .

z—20

luego zg es un polo de f*. En resumen, f* es meromorfa en C\{0} y es holomorfa
si f es entera.

Para todo z € C se cumple que e** € C\ {0} y un logaritmo es iz, luego
podemos calcular

fr(e) = fliz/i) = f(2).
En total hemos probado:

Teorema 5.30 Para cada funcion meromorfa f de periodo 2w existe una fun-
cion f* meromorfa en C\ {0} tal que f(z) = f*(e*), para todo z € C. Si f es
entera entonces f* es holomorfa.

Una consecuencia no trivial de este resultado es la siguiente:

Teorema 5.31 Toda funcion meromorfa periddica es el cociente de dos funcio-
nes enteras periodicas.

DEMOSTRACION: Dada una funcién meromorfa periédica f (cuyo periodo
podemos suponer que es 27), podemos representarla como f*(e*?), donde f*
es una funcién meromorfa en C \ {0}. Por el teorema 5.28 podemos expresar
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f* = u/v, donde u y v son funciones holomorfas en C\ {0}. Por consiguiente
f(z) = u(e®)/v(e**) y tanto el numerador como el denominador son funciones
enteras periédicas. m

El teorema 5.30 puede precisarse més: La aplicacién M(C \ {0}) — M(C)
dada por f*(z) — f*(e**) es claramente un homomorfismo de dlgebras. Por
5.30 su imagen esta formada por las funciones meromorfas de periodo 27, y es
inmediato comprobar que su nicleo es trivial: si f*(e*) es idénticamente nula
entonces f* también ha de serlo. Esto significa que la correspondencia f* < f
es biyectiva.

Consideremos ahora una funcién entera f de periodo 27. Segin hemos visto,
serd de la forma f(z) = f*(e**), donde f* € H(C\ {0}). La funcién f* admite
un desarrollo en serie de Laurent en 0 convergente en todo C\ {0}, digamos

“+oo
)= > cuz™ (5.5)

n=—oo

Por consiguiente

—+o00
f(z) = Z cpe'™, para todo z € C. (5.6)

n=—oo

Veamos que la convergencia es uniforme en cualquier banda horizontal (lo
cual es més que casi uniforme). Si z = x+iy, entonces ¢’ = e~ Y(cosz+isenz),
luego la funcién e** transforma una banda o < Imz < 8 en la corona circular
e # < |z| < e™®. La serie de Laurent (5.5) converge uniformemente en dicha
corona compacta, de donde se sigue inmediatamente la convergencia uniforme

de (5.6) en la banda.

Sustituimos en (5.6) la identidad e"* = cosnz + isennz y agrupamos el
término correspondiente a n con el correspondiente a —n (aqui usamos que la
serie converge absolutamente). El resultado es

—+ oo

fz) = Z (cn cosnz + ic, sennz)

n—=——oo

co + Z((Cn + c_p)cosnz +i(c, — c_p) sennz).

n=1

Si llamamos ag = 2¢g y, paran > 1, a, = ¢y +C—p, by, = i(c, — c_y,) resulta
a o0
f(z)= ?O + Z(an cosnz + by sennz).
n=1

Las series de esta forma se llaman series de Fourier. Acabamos de probar
que toda funcién entera de periodo 27 admite un desarrollo en serie de Fourier
que converge uniformemente en cada banda horizontal. Seguidamente veremos
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como dependen los coeficientes a,, y b, de la funcién f. Para ello partimos del
teorema 5.10, segin el cual

* 27 x( 1 27

T2mi = VT 2mi Jy el Dt 27 Jo

Por consiguiente,

1 27 —int int 1 2
ap = Cp+cC_p=— f(t)ﬁdtz— f(t) cosnt dt,
™ 0 2 Y 0
1 2 eint _ o—int 1 27
b, = ilcp—c—p) =— t)—————dt = — t tdt.
R e L[ rwsenn

Gracias al convenio ag = 2¢g la primera férmula vale también para n = 0.
Resumimos en un teorema lo que hemos obtenido. Afiadiremos tinicamente que
el desarrollo en serie de Fourier es tinico, pues dos desarrollos distintos darian
lugar a dos desarrollos de f* en serie de Laurent.

Teorema 5.32 Toda funcion entera de periodo 2w admite un unico desarrollo
en serie de Fourier

flz) = % + Z(an cosnz + b, sennz),

n=1

donde los coeficientes vienen dados por

1 2 1 27

an = — f(t) cosntdt, b, = — f(t)senntdt.

™ Jo T Jo

La serie converge absoluta y uniformemente en cada banda horizontal.
Normalmente se entiende por desarrollo en serie de Fourier de una funcién

periddica al dado por el teorema anterior, pero en variable compleja es frecuente
dar el mismo nombre al desarrollo (5.6). Estd claro que obtener los coeficientes

¢, de este desarrollo equivale a obtener los coeficientes a,, y b, del otro, por lo
que en la practica podemos trabajar con cualquiera de los dos.

Ejemplo Consideremos la funcién

+oo
Fo(z) = Z e (= n)? a>0.

n=—oo

Comprobemos que la serie converge absoluta y casi uniformemente en C, con
lo que la suma serd una funcién entera. En primer lugar descomponemos

F.z)=1+ Z e Z ema’ (=), (5.7)
n=1 n=1
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Basta probar que las dos series convergen absoluta y uniformemente en cada
compacto K. Para cada z = z + 1ty € K se cumple

|677Ta2(z:i:n)2| — 677ra2 Re(z4£n)? _ efwar"((:v:tn)2fy2)'

. .7 2,2 7z
Por compacidad la funcién e™ ¥ estd acotada en K. Sea C' una cota.

Entonces
‘e—ﬂa2(zin)2| < Ce—‘ﬂ'CLQ(Iin)2 _ Ce—TraZ(nix)2

La compacidad implica también que existe un natural r tal que |Rez| < r
paratodo z € K. Entonces, sin > r se cumple —r < +x, luego 0 < n—r < ntux,
con lo que n —r < (n —7r)? < (n £ z)%. En consecuencia

|€77ra2(z:|:n)2| < Oe*ﬂ'a2(nfr) — Ceﬂazref'lra?n.

—7TD.2TL

. . ’ . 7’ —_ 2
La serie determinada por e es geométrica de razén e” ™ < 1, luego
por el criterio de Weierstrass las dos series de (5.7) convergen absoluta y uni-
formemente en K.

Es evidente que F, tiene periodo 1. Vamos a calcular su desarrollo en serie
de Fourier. En principio pasamos a la funcién Fy(z/27), que tiene periodo 2,
luego se puede expresar como

+oo
Z inz
Fa(3:) = 30 ™,
n=—oo

luego

—+oo
Fa(Z) — Z cneQ-mnz.

n=—oo

Los coeficientes vienen dados por

1 o l —int ! —2mint
Cp = — F,l— e dt = F.(t)e dt.
2T 0 2T 0

Puesto que la serie que define a F,, converge uniformemente en [0, 1], podemos
intercambiarla con la integral, y asi

+oo 1 +oo m+1
Z / e—‘n'az(t—i-m)ze—Qﬂ'int dt = Z / e—ﬂa2t26—27rin(t—m) dt
0

m=—o00 m=—oo M

e —mwa?t?  —2mwint —mn?/a? oo —n(at+in/a)?
e e dt =e e dt.

—00

Cn

— 00

Finalmente hacemos = = at y queda

+oo
Cn = lefan/aQ/ effr(:erin/a)2 dr.
a

—0o0
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Para evaluar esta integral nos valdremos de la integral de Poisson

/+Oo€_x2dx:ﬁ
0 2’

que ya usamos en el capitulo II para calcular las integrales de Fresnel y que
calcularemos en el capitulo siguiente. De ella se sigue claramente

+oo 5
/ e ™ dx = 1.

De aqui obtenemos ya cg. El calculo de los ¢, restantes a partir de esta
integral es una aplicacién tipica del teorema de Cauchy. Se lo aplicamos a la

funcién e~ "% y al arco descrito en la figura:
—r+in/a r+in/a
72 m
—r r

Notemos que n puede ser negativo. Esto cambia la figura, pero no los
calculos. Por el teorema de Cauchy:

/ e dy — / e~ m(@tin/a) gy —|—/ e~ ¢ d¢ +/ e~ ¢ d¢ = 0.
-r -r 71 72

Claramente y
Y1 0

y \e’”(r+it)2i| =7t < 677”2, luego

/ e_”<2 dC‘ < m e_”2
71 a

y por consiguiente la integral tiende a 0 cuando r tiende a +o0o. Puesto que
e~ ™" no varia al cambiar z por —z lo mismo vale para 2. Asi pues, al tomar
limites la relacion entre las cuatro integrales se reduce a que

+o00o ) 5 +o0 R
/ e—Tr(a;+zn/a) dr = / e~ — 1.
—00 —o0

Asi pues:
2 2
¢ = — e TN /a
" a
y el desarrollo de F, es
1 X
Fa(Z) I Z e*ﬂnQ/aze%rinz
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Equivalentemente:

F.(2) =

ISEN

2 o0
2 2

+ - E e~ ™97 cos 2.
a
n=1

Concluimos la seccién con unas definiciones de interés sobre funciones perié-
dicas:

Definicién 5.33 Un polinomio trigonométrico es una funcién de la forma

+N N
P(z) = Z e = % + Z(an cosnz + by, sennz), (5.8)
n=—N

n=0

donde ag = 2¢o y, paran > 1, a, = ¢, + C—p, by, = i(cp, — c—p). Una funcidn
trigonométrica es un cociente de polinomios trigonométricos.

Hemos probado que toda funcién entera de periodo 27 es limite casi uniforme
de polinomios trigonométricos. Las funciones trigonométricas son una clase
general que incluye a las que habitualmente reciben este nombre, tales como
la tangente, la cotangente, la secante y la cosecante. Para verlo claramente
observamos que

cos(nz) +isen(nz) = (€)™ = (cosz 4+ isenz)”
n
= Z (Z) cos"* 2% sen” 2.
k=0

Tomando partes reales e imaginarias vemos que cosnz y sennz pueden ex-
presarse como polinomios de grado n en sen z y cos z. Reciprocamente, dado un
polinomio en sen z y cos z, sustituyendo ambas funciones por sus definiciones en
términos de la exponencial obtenemos una combinacién lineal de potencias de
e%*, es decir, un polinomio trigonométrico. En definitiva tenemos:

Teorema 5.34 Los polinomios trigonométricos son las funciones de la forma
P(sen z,cosz), donde P(u,v) es un polinomio de dos variables. Las funciones
trigonométricas son las funciones de la forma R(sen z,cos z), donde R(u,v) es
una funcion racional de dos variables.

5.6 El teorema de Runge

Sabemos que toda funcién holomorfa es localmente el limite de una sucesién
de polinomios (las sumas parciales de su serie de Taylor), luego cabe preguntarse
si esto sigue siendo cierto globalmente, es decir, si dada una funcién holomorfa
en un abierto es el limite de una sucesién de polinomios. La respuesta es negativa
en general. De hecho sélo es cierto en los abiertos simplemente conexos, pero
en el caso general tenemos al menos que toda funcién holomorfa es el limite de
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una sucesién de funciones racionales. Vamos a probar todo esto. Comenzamos
con un resultado auxiliar. En esta seccion, cuando hablemos de los polos de una
funcién racional, entenderemos que se incluye a oo si lo es.

Teorema 5.35 Sea ¢ un ciclo, f una funcion continua en ¢*, K un compacto
en C que no corte a ¢* y e > 0. Entonces existe una funcion racional R cuyos
polos estdan todos en ¢* tal que

'/&dC_R(Z) <€ para todo z € K.
6C—%

DEMOSTRACION: La funcién f(¢)/({—z) es continua en el compacto ¢* x K,
luego es uniformemente continua, lo que implica que existe un § > 0 de manera
que si ¢, ¢" € ¢" y [(—¢'| <4, entonces [ f(¢)/(¢—2) — f(¢') /(¢ —2)| < €/L(¢")
para todo z € K.

El teorema para ciclos se sigue inmediatamente del teorema para arcos, luego
podemos suponer que ¢ es un arco. De este modo ¢ : [a,b] — C es una funcién
uniformemente continua, luego existe un r > 0 tal que si ¢, t' € [a, b], |t —t'| < r,
entonces |¢(t) — ¢(¢')] < 6.

Tomemos puntos a = tg < t1 < -+ < t, = b de modo que |t;11 — ;| < 7.

Definimos
n

R = D o(0(6) ~ olti-) 202

Asi, R es una funcién racional con todos sus polos sobre f*. Se cumple:

i

f(¢( B f(o(ti-1))
; 11<z><> t) dt Z “qs(u)—z‘“”dt

t; f((b(tzfl)) , .
- ¢(tz—1 — Z‘ ‘¢ (t)|dt < 7

,Z

ti—1

Dejamos a cargo del lector la siguiente observacién topoldgica: Si K es un
compacto en C, las componentes conexas acotadas de C\ K son las mismas que
las de C* \ K, y las componentes no acotadas se diferencian tnicamente en el
punto oo.

Teorema 5.36 (Teorema de Runge) Sea K un compacto en C y f una fun-
cidén holomorfa en un abierto que contenga a K. Sea E C C*\ K un conjunto
que contenga al menos un punto de cada componente conexa de C*°\ K. Enton-
ces para cada € > 0 existe una funcion racional R cuyos polos estin contenidos
en E tal que |f(z) — R(2)| < € para todo z € K.
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DEMOSTRACION: Consideramos el espacio C(K) de todas las funciones con-
tinuas en K con valores en C con la topologia de la convergencia uniforme. Ya
comentamos en el capitulo IIT que C'(K) es un &lgebra con la suma y el pro-
ducto definidos puntualmente. Sea Rg(K) el subespacio de las restricciones a
K de las funciones racionales con polos en E, que claramente es una subélgebra,
es decir, la suma y el producto de elementos de Rg(K) estd en Rg(K). Por
ultimo sea Bp(K) la clausura de Rg(K) en C(K). La suma y el producto son
continuas para la topologia de la convergencia uniforme, lo que hace que Bg(K)
sea también un algebra (si dos sucesiones en Rp(K) tienden a dos funciones de
Bg(K), la suma y el producto de las sucesiones tienden a la suma y el producto
de las funciones, luego siguen en Bg(K)).

En estos términos, lo que queremos probar es que f|x € Bg(K). Primera-
mente veremos que la funcién 1/(z — a) estd en Bg(K) para todo a € C\ K.
El argumento consta de varios pasos. Ante todo llamemos

V={aeC\K|1/(z—a) € Bg(K)}.
Hemos de ver que V =C\ K.

1) Sia € V entonces D(a,d) CV, donde d = d(a, K) > 0. En particular V
es abierto.

Sea b € D(a,d). Entonces, si z € K,
1 1 1 1 1 < (b—a\"
z—b (z—a)—(b—a)z—ali’_—‘éz—a%(z—a)
— +1°
n=0(z a)”

(notar que [(b—a)/(z —a)| <d/|z —a|] <1.)

Por la unicidad de la serie de Laurent, la 1ltima serie es el desarrollo de
la funcién 1/(z — b) en el anillo A(a,|b — al,00), luego la serie converge casi
uniformemente a la funcién en este anillo, con lo que converge uniformemente
en K.

Ahora bien, como a € V tenemos que 1/(z — a) estd en Bg(K). Como
este espacio es cerrado para productos y contiene obviamente a las constantes,
resulta que las funciones (b —a)"/(z — a)"*! también estan en Bg(K), como es
cerrado para sumas también contiene a las sumas parciales de la serie, y como
es cerrado para la topologia, contiene al limite, es decir, a la funcién 1/(z — b).

2) Sioco € Ey R=max{|z| |z € K}, entonces A(0,R,00) C V.
En efecto, si a € A(0, R, o) entonces para todo z € K

o0

I B B e i 2"
z—a al—2%2  a ar antl’
a n=0

n=0

pues |z/a| < R/|a|] < 1. Esta serie converge en D(0, |a|), luego converge (unifor-
memente) en K. Las sumas parciales son polinomios (funciones racionales con
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un polo en co € E), luego estdn en Rg(K) y en consecuencia el limite estd en
Bg(K).

3) 0V C K.

Sia € 9V pero a ¢ K, tomamos d = d(a, K). Existe un b € D(a,d/2) NV,
entonces a € D(b,d/2) C D(a,d) C C\ K, luego d/2 < d(b,K) y por 1)
concluimos que D(b,d/2) C V, luego a € V, pero al ser V abierto es imposible
que a esté en V' y en su frontera.

El paso 3) implica que V no tiene puntos de frontera en C \ K, luego V' es
abierto y cerrado en C\ K. Si C' es una componente conexa de C\ K entonces
V N C es abierto y cerrado en C, luego o bien C C V o bien C NV = &. Asi,
para concluir que V' = C'\ K basta probar que V corta a todas las componentes
conexas de C\ K.

En efecto, sia € E, a # 0o, entonces 1/(z2—a) € Rg(K) C Bg(K), luego por
definicién a € V. Si C es una componente conexa acotada de C\ K, entonces
también es una componente conexa de C*°\ K y E contiene un punto de C, que
estd en V, segin acabamos de ver, luego V corta a C. Si C es la componente
conexa no acotada entonces C'U {oo} es la componente conexa no acotada de
C>\ K, y el razonamiento anterior vale salvo que el tinico punto de C' U {oo}
que esté en F sea oo. Entonces por 2) sabemos que V contiene un anillo de la
forma A(0, R, 00), que claramente contiene puntos de C.

Una vez probado que V = C\ K la conclusién es sencilla. Sea Q un abierto
en C en el que f sea holomorfa y K C 2. El teorema 5.5 aplicado a los cerrados
K y C*\ Q, nos da que existe un ciclo 7 tal que

a) YYNK =2,v CQ,
b) Para todo z € K se cumple I(y,z) = 1,
¢) Para todo z € C\  se cumple I(y,z) =0.

La propiedad ¢) nos permite aplicar el teorema de Cauchy:
1
f(z):—_/&dg, para todo z € K.
211 ), C—2

Por el teorema anterior, dado € > 0, existe una funcién racional R cuyos
polos estdn sobre v* (luego son finitos) tal que

/Cf(TC)ZdC_R(Z)‘ <, para todo z € K.

Cambiando R(z) por R(z)/2mi tenemos una funcién racional en las mismas
condiciones tal que |f(z) — R(z)| < €/2m < € para todo z € K, es decir, tal que
If(z) — R(2)| < ¢, donde la norma es la norma supremo en C(K), que induce
la topologia de la convergencia uniforme en C(K).
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Tomemos uno de los polos de R(z) y consideremos su desarrollo en serie de
Laurent. La parte regular del desarrollo es una funcién racional cuyos polos son
los polos restantes de R(z), a su vez desarrollamos esta parte regular alrededor
de otro de sus polos y seguimos asi hasta agotar todos los polos.

Si R fuera una funcién arbitraria podriamos llegar a una parte regular sin
polos, es decir, a un polinomio, pero eso significaria que R tiene un polo en oo,
lo cual es falso. Por lo tanto terminamos con una expresién de la forma

RE) =3 e

n=1

donde los ntimeros b, (no necesariamente distintos) son los polos de R.

Cada sumando estd en Bg(K), luego también R(z) € Bg(K). Por lo tanto
hemos probado que f tiene elementos de Bg(K) arbitrariamente préximos, es
decir, f estd en la clausura de Bg(K) pero, como es cerrado, f € Bp(K). =

El teorema de Runge puede enunciarse de un modo topoldgico més natural:

Teorema 5.37 (Teorema de Runge) Sea Q un abierto en C y E C C*\ Q
un conjunto que contenga al menos un punto de cada componente conexa de
C>\ Q. Entonces el conjunto Rg(2) de las funciones racionales con polos en
E (restringidas a Q) es denso en H(2).

DEMOSTRACION: Hay que probar que para toda funcién f € H(Q), todo
compacto K C Q y todo ¢ > 0 existe una funcién R(z) € Rg(Q) tal que
|f(2) — R(%)| < € para todo z € K.

Para aplicar el teorema anterior habria que justificar que E corta a todas
las componentes conexas de C*° \ K, pero esto es falso en general (por ejemplo
si K tiene un “agujero”). No obstante basta probar esta afirmacién para los
compactos K, dados por (3.2), pues cualquier compacto estd contenido en uno
de ellos, y éstos si van a cumplir la propiedad.

Sea, pues, K = K,, y sea C' una componente conexa de C* \ K. Veamos
que C corta a C* \ . Tomemos z € C. Entonces z ¢ K, luego hay tres
posibilidades:

a) z ¢ Q,
b) |z > n,
c) d(z,C\ Q) <1/n.

En el primer caso z € CN(C*\ Q). En el segundo {Az |1 < A < 400} es un
conexo contenido en C*\ K y que corta a C, luego esta contenido en C. Por lo
tanto C' es la componente conexa no acotada de C*\ K, luego co € CN(C>*\Q).

En el tercer caso existe un a € C*> \ Q tal que d(z,a) < 1/n. Por definicién
de K se cumple que D(a,1/n)NK = &, luego este disco es un conexo en C*\ K
que corta a C, luego estd contenido en C, luego a € C' N (C*\ Q).

En cualquier caso toda componente conexa C' de C*°\ K corta a una compo-
nente conexa D de C*\ Q, la cual es un conexo en C*\ K que corta a C, luego



144 Capitulo 5. EI teorema de Cauchy

D c C. Como D contiene un punto de E, lo mismo le ocurre a C' y podemos
aplicar el teorema anterior. L]

Es facil ver que en general las funciones racionales no pueden ser sustituidas
por polinomios:

Teorema 5.38 Un abierto Q de C es simplemente conexo si y sélo si el con-
junto C[z] de todos los polinomios (restringidos a Q) es denso en H().

DEMOSTRACION: Si ) es simplemente conexo entonces por definicién C>\ 2
es conexo, luego podemos aplicar el teorema de Runge con E = {oc}, y las
funciones racionales con polos a lo sumo en oo son los polinomios.

Si C[z] es denso en H(Q2) se cumple que 2 es simplemente conexo por la
caracterizaciéon b) del teorema 5.7. En efecto, toda funcién f es limite casi
uniforme de una sucesién de polinomios. El limite es uniforme sobre el compacto
¢*, luego la integral de f sobre ¢ es el limite de las integrales de los polinomios,
que son nulas por el teorema de Cauchy. L]



Capitulo VI

La funcion factorial

En este capitulo aplicaremos la teoria que hemos desarrollado hasta ahora
al estudio de una importante funcién meromorfa. La funcién factorial es una
funcién holomorfa que extiende a la sucesion de los factoriales de los nimeros
naturales. Fue descubierta y estudiada por Euler a partir de la siguiente repre-
sentacion analitica del factorial de un ntimero natural:

1 1 n
nl = / <10g —> dy.
0 Y

En la actualidad esta ecuacién es mas conocida en la forma equivalente que
utilizé Gauss, que se obtiene de la anterior mediante el cambio de variable

x = log(1/y): .
o0
n! = / e Tx"dx.
0

También fue Gauss el primero en usar el término “funcién factorial” para
referirse a la funcién definida por esta integral, es decir:

+oo
I(s) = / e "z’ dx, para s > —1, (6.1)
0

Euler probé que en realidad esta funcién puede extenderse a una funcién
meromorfa con polos en los enteros negativos. Por algin oscuro motivo Legen-
dre definié la funcién gamma como I'(s) = II(s — 1) (quizd porque considerd
mds natural que el primer polo estuviera en 0 en vez de en —1) y, por un motivo
maés oscuro todavia, lo cierto es que la funcién gamma se ha impuesto tradi-
cionalmente sobre la funcién factorial, de modo que la mayoria de los libros
modernos usan la definicién de Legendre. Hoy en dia la funcién gamma juega
un papel muy importante en muchas ramas de la matematica, como son la teoria
de numeros o la estadistica. En este capitulo nos limitaremos a determinar sus
propiedades, pero en capitulos posteriores tendremos ocasién de comprender su
utilidad.

Aunque ya hemos comentado que no es lo habitual, nosotros conservare-
mos la definicién original de Gauss, que es equivalente a la de Legendre pero

145
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mucho més natural. De todos modos cualquier resultado puede traducirse in-
mediatamente de unos términos a otros mediante las férmulas I'(s) = II(s — 1),
I(s) =T(s+1).

6.1 Construccion de la funcién factorial

Construiremos la funcién factorial en varios pasos. En primer lugar proba-
remos que la integral (6.1) converge para todo s > —1, con lo que tendremos
definida IT en el intervalo |—1, +oo[. Seguidamente veremos que esta funcién real
se extiende a una funcién holomorfa en el semiplano Rez > —1 y, por ultimo,
veremos que esta funcién holomorfa se extiende a una funcién meromorfa en C.

Teorema 6.1 La funcién e *z° es integrable en ]0,+oo[ para todo s > —1.

DEMOSTRACION: Veamos primero que es integrable en el intervalo |0, 1[. Si
s > 0 entonces e “x® es continua en [0, 1], luego es integrable. Supongamos,
pues, que —1 < s < 0. Entonces si 0 <z < 1 se cumple 0 < e *2° < z°, luego

1 1 s+171 1
/ e Tatdr < / 2% dx = x = .
0 0 S + 1 0 s+ 1

Para estudiar la integrabilidad en [1, +0o[ observamos que

—(E:L.S

. 1 —x,.5+2 _
wl{r—ir-loo 1/:52 B wl{r-&r-looe v =0,
(por ejemplo acotando s + 2 por un nimero natural n y aplicando n veces la
regla de L’Hopital).
Entonces existe un M > 0 tal que si > M se cumple e %z < 1/z2. Por

lo tanto N N N
o0 | 177 1
/ e *x*dr < / — dr = [——} = —.
M M X X M M

Asi pues,e”?z° es integrable en [M,+oo[ y, como es continua, también es
integrable en [1, M], luego concluimos que es integrable en |0, +o0]. "

Definicion 6.2 Llamaremos funcion factorial a
la funcién definida sobre el intervalo |—1, +-o00[ me-
diante

+oo
I(s) = / ez’ du.
0

La figura muestra la grafica de la funcion fac-
torial. De la definicién se sigue inmediatamente
que II(s) > 0 para todo s. En la figura se ve como
II(n) = n! paran =0, 1, 2, 3. Vamos a probarlo L
en general:
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Teorema 6.3 Para todo s > —1 se cumple I1(s+1) = (s+1)II(s). En particular
para todo nimero natural n se cumple II(n) = nl.

DEMOSTRACION: Basta integrar por partes:

+oo
M(s+1) = / e Tt dy
0
+o0 oo
= [—xsﬂe*m]o +(s+1) /0 e Px®dr =0+ (s + 1II(s).
Claramente II(0) = O+°° e Tdx = [—e’“]gw =1 = 0! y por induccién
obtenemos II(n) = n!. "

Definicién 6.4 Llamaremos ¥ al semiplano Rez > —1. Sobre X definimos la
funcidn factorial mediante

La funcién e~*2* es integrable porque lo es su médulo |e~%z%| = e~ ZxRe?,
luego TI(z) estd bien definida y obviamente extiende a la funcién factorial real
que ya teniamos definida.

Teorema 6.5 La funcion factorial es holomorfa en el semiplano ¥ y verifica la
ecuacion funcional
II(z+1) = (z + DI(2).

DEMOSTRACION: Para probar que es holomorfa usamos el teorema 3.14.
Tenemos |e~%z*| = e~*2R€# pero nos falta acotar el integrando por una funcién
integrable que no dependa de z (las condiciones restantes son inmediatas).

Para ello podemos tomar z en una franja |—1 + €, M[ X R, pues asi |e"z?|
esta acotado por e 2z 1€ + e~z que es integrable (concretamente, la inte-
gral es II(—1 + ¢) + II(M)).

Con esto el teorema 3.14 garantiza que II es holomorfa en cada una de estas
franjas abiertas, pero todo punto z del dominio de II estd en una de ellas, luego
IT es holomorfa en todo su dominio.

Finalmente notamos que las funciones II(z + 1) y (z + 1)II(z) son ambas
holomorfas y coinciden sobre el eje real positivo (por el teorema 6.3), luego por
el principio de prolongacién analitica son iguales. m

Ahora demostramos que la funcion factorial se extiende a una funcién mero-
morfa. Por razones que se verdn después conviene probar algo ligeramente més
general.

Teorema 6.6 Sea una funcion f € H(X) que verifique la ecuacion funcional
fz+1)=(2+1)f(2). Entonces:

a) La funcion f se extiende a una funcion meromorfa con singularidades ais-
ladas en los enteros negativos y que cumple la misma ecuacion funcional.
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b) Para cada nimero natural n > 0 la singularidad de f en —n es evitable si
f(0) =0 y un polo simple en otro caso, con residuo*

(-1

Res (f, —TL) = m

£(0).

¢) En particular la extension de f es entera si y sdlo si f(0) = 0.

DEMOSTRACION: Vamos a probar inductivamente que f puede prolongarse
a una funcién meromorfa en el semiplano Rez > —n para todo natural n con
singularidades aisladas en los enteros negativos. Esto es trivialmente cierto
para n = 1. Supongamos que puede prolongarse hasta Re z > —n (salvo en los
enteros negativos) de modo que se cumpla la ecuacién funcional.

Entonces f(z+1)/(z+1) es holomorfa en el semiplano Re z > —(n+1) salvo
en los enteros negativos y coincide con f(z) sobre el semiplano Re z > —n. Asi
pues, se trata de una extension de f y, por el principio de prolongacién analitica,
sigue cumpliendo la ecuacién funcional (se razona como en el teorema 6.5).

Asi, la funcién f se extiende al plano complejo menos los enteros negativos.
Por la ecuacién funcional, para todo z que no sea entero y todo nimero natural
n se cumple

Fe4m) = (z4n)(z+n—1)- (2 + Df(2).

Tomando limites queda

FO) = (~1)(=2)-+ (~n+ 1) lim (= +n)f (),
0 sea,

Jim o f(e) = (2

£(0).

Si f(0) = 0 el teorema 5.14 implica que f es holomorfa en —n, mientras que
si f(0) # 0 el teorema 5.17 nos da que f tiene un polo simple. Por consiguiente,
en un entorno reducido de —n se cumple

R - k
&) = =+ Y e+,
k=0
de donde el limite que hemos calculado es precisamente el residuo R. n

El teorema anterior se aplica a la funcién factorial, con lo que ésta resulta ser
una funciéon meromorfa con polos simples en los enteros negativos. La ecuacion
funcional nos permite reducir el cédlculo de II en un punto con Rez < —1 al
célculo en un punto con Re z > —1, donde disponemos de la expresion integral,
que puede aproximarse numéricamente. La grafica de II sobre toda la recta real
tiene este aspecto:

1El residuo de una funcién holomorfa f en una singularidad aislada zg es el coeficiente a_1
de su serie de Laurent. Lo representaremos por Res (f,z0). En el capitulo VIII veremos el
interés de este concepto.
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6.2 Otras expresiones para la funcién factorial

En esta secciéon encontraremos una expresién para IT que sea vélida en todo
su dominio, de la cual deduciremos muchos hechos interesantes. El punto de
partida es la tinica expresién que tenemos hasta ahora, la expresién integral

+oo
I(z) = / e *x*dx,
0
valida en el semiplano Re z > —1. Ahora aplicamos la férmula?

e® =1lim (1—|—£)n.
n

n

Si nos limitamos a nimeros reales s > —1 nos queda

I(s) = /0Jroo lim (1 — E)nzs dz.

n n

Seguidamente intercambiaremos el limite y la integral. Consideremos la

sucesién de funciones
T

fu(x) = (1 - ﬁ)n T X[0,n]»

donde x[g,») es la funcién caracteristica del intervalo [0,7n]. Claramente se trata
de una sucesién de funciones positivas que converge puntualmente a la funcién
e x®. Ademds 0 < f,(x) < e a®. Para probar esto basta observar que

1—g<e_$/",

ya que la serie de Taylor del miembro derecho es alternada. Podemos aplicar el
teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y concluir que

n T n 1 n
I(s) =l 1—— Sdr =lim — —x)"x® dx.
(s) 17an/O ( n) 2® dx = lim n/o (n— )"z’ dx

n - n

2Para probarla basta tomar logaritmos y aplicar la regla de L’Hépital.
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Integrando por partes n veces queda

1 n
I(s) = lim— o /(n—x)"71x5+1dx:---
n n"s+1 J,
1 n! "o
= — T dx
nn (s+1)(s+2)~~~(s+n)/0

n! ns+n+1

lim ,
non?(s+1)(s+2)--(s+n)s+n+1

con lo que hemos llegado a

I i nlnstl
e P} P Bowy PaRr

Si probamos que la funcién

nln#t!

es holomorfa en todo el plano complejo excepto en los enteros negativos, por el
principio de prolongacién analitica f(z) coincidird con II(z), dado que coinciden
en el semieje real. Para ello transformaremos el denominador en un producto
infinito.

En primer lugar bajamos el n! del numerador, a la vez que multiplicamos y
dividimos por n + 1, porque en el denominador tenemos n + 1 factores en vez
de n.

. ’I’LZ+1 ) nz—i—l
R T e A E
(n+1) k1:[1 (1+%)

El producto que nos aparece no es convergente. Teniendo en cuenta que

o0
> (1/k?) < 400, el teorema 4.18 nos asegura que el producto convergerd si
k=1

afiadimos los factores e=2/k,
n+1
—z E 1/k
, e k=1 nz+1
f(z)= hern ) .
(n+1) I] (14 £)e#/k
k=1

Con esto tenemos garantizado que el producto converge. Ocupémonos ahora
del numerador y del n + 1 que queda en el denominador. Sustituimos n**! =
elztDlogn ¢ 4 1 = elog(ntl) Al llevarlo todo al numerador queda e elevado
al exponente siguiente:

ntl] ntl] n+1
—z Y —4zlogntlogn—log(n+1) = —z [ > — —log(n+ 1) | —(2+1) log .
=1k =1k n
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Claramente esto converge a —zv, donde v es la constante de Euler definida
en 3.7. Concluimos que

e

1 (1+7) e/t
k=1

flz) =

Ahora es claro que f es una funcién meromorfa, luego hemos demostrado el
teorema siguiente:

Teorema 6.7 Para todo numero complejo z # —1, =2, =3, ... se cumple

(z) = i nin’
Z) = 11m = ) .
z+1D)(z4+2)---(z4+n+1) [T (1+z2)e=/t

k=

1

En particular vemos que la funcién factorial no se anula en ningin punto,
por lo que su inversa en una funcién entera cuyos ceros (todos simples) son
los nimeros enteros negativos. Ademads tenemos su factorizacién en producto
infinito:

Esta es su gréfica:

A T
(VAR

-2

La factorizacién de 1/II es la més sencilla que puede tener una funcién que se
anula en los enteros negativos. Esto nos hace pensar en la factorizacién del seno
(4.4), que también es la més sencilla que puede tener una funcién que se anula
en los miultiplos enteros de w. Para compararlas mejor conviene considerar la
funcién sen 7z, que se anula en los enteros. Claramente

senmz =z [| (1 - E) e* 1 (1 + f) ek
k=1 k k=1 k

En la factorizacién de 1/II faltan los factores correspondientes a los ceros
positivos y al 0, por lo que en cierto sentido podemos pensar que 1/II es como
“la mitad” de la funcién seno. Para reconstruir la funcién seno completa a partir
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de 1/II basta introducir los ceros que faltan, que son —salvo z = 0— los ceros
de 1/TI(—z). Ast:

1 senmwz

s = AL () e L () e =

Con esto hemos probado otra importante ecuacién funcional para la funcién
factorial. La enunciamos en dos versiones equivalentes:

Teorema 6.8 La funcion factorial satisface las ecuaciones siguientes:

M(x)[I(—2) = ——  TI(z = DII(~z) = —

sen Tz senmz

(La segunda se obtiene haciendo II(z) = zII(z — 1) en la primera.)

Estas relaciones nos permiten calcular algunos valores de II. Concretamente
tenemos que I1(1/2)II(—1/2) = 7/2, y por otra parte

(1)) ()

De las dos igualdades deducimos que I1(1/2)? = 7/4 y, como la funcién
factorial es positiva en el semieje positivo, queda I1(1/2) = /7/2. De aqui

I(-1/2) = 211(1/2) = /7.
Si ahora acudimos a la expresion integral de la funcién factorial vemos que
hemos calculado las integrales siguientes:

+oo ﬁ +oo e~
e "rdr = Y-, / dx = /.
/0 2 0 Vi

Si en la tltima integral hacemos el cambio de variable z = t? obtenemos

+oo 2
/ e~ dt = VT
0

2

que es la integral de Poisson, que ya hemos usado en varias ocasiones.

6.3 El teorema de Wielandt

Hemos extendido la sucesion n! a una funcién holomorfa, pero es obvio que
de hecho existen infinitas funciones holomorfas f tales que f(n) = n! para
todo numero natural n, pues si g es cualquier funcién entera que tenga ceros
en los nidmeros naturales, la funcién dada por f(z) = I(z) + g(z) tiene esta
propiedad. Sin embargo, la funcién factorial cumple algo mas fuerte, a saber, la
ecuacién funcional II(z + 1) = (z + 1)II(z). Cabe preguntarse si esta ecuacién
(junto con II(0) = 1) caracteriza a la funcién factorial. La respuesta sigue
siendo negativa, pues si g es cualquier funcién entera con periodo 1, entonces
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la funcién f(z) = II(2)g(z) cumple la misma ecuacién funcional y, si ademds
¢(0) = 1, también se cumple f(0) = 1.

Vamos a probar que hay una condicién sencilla que satisface la funcién fac-
torial y que anadida a las anteriores la caracteriza por completo. De la repre-
sentacién integral deducimos que |II(z)| < II(Rez) para todo z € ¥. Por lo
tanto II estd acotada en cualquier banda vertical —1 < a < Rez < b.

Teorema 6.9 (Teorema de Wielandt) Sea una funcion f € H(X) que cum-
pla

a) f(z+1)=(24+1)f(2) para todo z € X.
b) f estd acotada en la banda 0 < Rez < 1.

Entonces f(z) = f(0)II(z) para todo z € X.

DEMOSTRACION: Llamemos g(z) = f(z) — f(0)II(z). Teniendo en cuenta
que la funcién factorial cumple las propiedades a) y b) es obvio que g también
las cumple y ademds g(0) = 0. Basta probar que g es idénticamente nula. Por el
teorema 6.6 la funcién g se extiende a una funcién entera que sigue cumpliendo
la ecuacién funcional.

Ahora consideramos la funcién entera s(z) = g(z—1)g(—z). Si probamos que
s es idénticamente nula, lo mismo valdra para g. Para ello demostraremos que
s estd acotada. Como s(0) = 0, el teorema de Liouville nos dard la conclusion.
La idea es que, segun el teorema 6.8, si g fuera la funcién factorial entonces s
serfa la funcién 7/sennz, que tiene periodo 2. La funcién g no es la funcién
factorial, pero es facil ver que s sigue siendo periddica, concretamente:

s(z+1) = g(2)g(-2—1) =29(z — 1)g(—2 — 1)
= —g9(z=1)(-2)g9(=2—1) = —g(z = 1)g(—2) = —s(2).

Por lo tanto el médulo de s tiene periodo 1 y basta probar que s esta aco-
tada en una banda de anchura 1. Concretamente, si 0 < Rez < 1, entonces
s(z) se calcula evaluando g en dos puntos de la banda —1 < Rez < 0, luego
basta demostrar que g estd acotada en esta ultima banda. Ahora bien, esto
es inmediato: por continuidad g estd acotada en el compacto —1 < Rez < 0,
—1 <Imz <1,y sobre los puntos —1 < Rez < 0, | Im z| > 1 usamos la ecuacién
9(z) =g(z+1)/(2+ 1) y la condicién b). "

El teorema de Wielandt permite obtener de forma muy rapida las propieda-
des basicas de la funcién factorial. Como primer ejemplo daremos una demos-
tracién mucho més simple del teorema 6.7. Llamemos

nln#t! e %

f(z):1frr1n(z+1)(z+2)"'(2+n+l) - ﬁ (1_’_%)67#1@.

k=1
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La igualdad de ambas expresiones se prueba como vimos en el teorema 6.7.
La segunda expresién justifica que f € H(X), como exige el teorema anterior.
Si llamamos

nln*tt
fal2) =
z+1)(z4+2)---(z4+n+1)
es facil comprobar que
n
n 1) = )————/n )
Falz 4 1) = (4 ) ()

asf como que |f,(2)] < fn(Rez) y, pasando al limite, concluimos que f verifica
todas las hipétesis del teorema de Wielandt. En consecuencia f(z) = f(0)II(z).
Ahora bien, f,(0) =n/(n+ 1), luego f(0) = 1. "

Veamos otro ejemplo:

Teorema 6.10 (Férmula de duplicacién de Legendre)

VATI(22) = 2% TI(2) I (z _ %) .

DEMOSTRACION: Definimos

Basta demostrar que f(z) = II(z). Claramente f € H(X), f(0) =1 (usando
la férmula II(—1/2) = /7) y |f(2)] < f(Rez), luego f estd acotada en las
bandas verticales. Por el teorema de Wielandt basta probar que f verifica la
ecuacion funcional. En efecto:

flz41) = 2\2/;H(Z;1> mn(2)

2%2‘;111(2;1) H(g):(zﬂ)f(z).

La 1ltima aplicaciéon que veremos del teorema de Wielandt consistira en ge-
neralizar la férmula de Stirling a una ecuacién funcional para la funcion factorial.
Recordemos del capitulo IV que

n! = V2rn(n/e)" e ™),

u(n):—/7L+oonx:—/7l+dex,

x 2

donde

donde a su vez F'(z) es la parte fraccionaria de z y ¢(z) = (1/2)F(z)(F(z)—1) es
una primitiva de F(z) — 1/2, periédica de periodo 1 y tal que —1/8 < ¢(x) < 0.
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Estos son los tnicos hechos vistos en el capitulo IV que vamos a necesitar
ahora (ademds de la integrabilidad en [1,4o00[ de las funciones anteriores).

El tnico término de la férmula de Stirling en el que no tiene sentido cambiar
n por z es precisamente p(n), pero esto se arregla con un cambio de variables:

o [ g [ g ),

Asi ya tiene sentido considerar a g como una funcién de variable compleja:

Teorema 6.11 La funcion definida por
+o00 +oo F 1
,u(z):—/ Mdm:—/ de
o (z+x)? 0 z+

es holomorfa en C- =C\ {z € R| z <0} y cumple:

a) Para todo nimero real 0 < 6 < m y todo z € C~ tal que |argz| <7 —§

1
< ————F-——.
@) S g 7]
b) plz+1) =p(z) — (z+1/2)log(1+1/2) + 1.

DEMOSTRACION: Recordemos que la igualdad entre las dos definiciones de
1 se prueba integrando por partes. Notemos asi mismo que C™ es el conjunto
que en el capitulo I llamdbamos H_,, donde estd definida la rama uniforme del
argumento que toma valores en |—m, [ ¥ que representaremos por arg.

Si llamamos 6 = arg z, tenemos

|z + z)? = (|z]€? + 2)(|z|e % + z) = |2|® + 2|z|z cos O + 22

0 0 0 0 0 0
= |2? <cos2 3 + sen? 5) + 2|z|x <0032 3 sen? 5) + 22 <cos2 3 + sen? 5)

= (]z] + 1)200522 + (|2| — x)? sen? g
Consecuentemente

0 6
|z+x|2(|z\+x)cos§2(|z|+z)sen§ si|f] <m—ad.

De aqui concluimos que

¢(x)
(z+2)?

1 1
~ 8sen2(6/2) (|z| +x)?’

(6.2)

Como esta tultima funcién es claramente integrable en [0, +oo[ (para cada
z) llegamos a que p(z) estd bien definida. Para que sea holomorfa basta ver
que el integrando estd acotado por una funcién integrable que no dependa de
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z, pero de hecho basta ver que esto es cierto en un entorno de cada punto z. Si
tomamos el entorno compacto y contenido en C~ se cumple

()
(z +2)?

1 1
S Ssen?(32) (mt 22

donde m > 0 es el minimo de |z| en el entorno considerado, y esta funcién es
integrable en [0, +0o[, como se requerfa.

a) Usando (6.2) resulta

1 —+o00 1 1
lu(2)] < SSTWQ)/O (m+ x)? dv = 8sen2(5/2) ||

b) Calculamos

+o0 F(x)—l +o0 F(x—|—1)—l
werny = - [ e [ e
+oo p(p) — L T,_ 1
= —/ —(x) 2dm:ﬂ(z)+/x 2 dx
1 z+x 0o 2t

! 1 L |
= de — (2 — = d
W)*/O v (Z 2)/0,2—1—901:

— a(x) 41— (z - %) (log(z + 1) — log 2)

_ u(z)—(z—%)log(l—i—%)—i—l.

(Las operaciones con los logaritmos se pueden justificar considerando que
z es real y extendiendo la igualdad por el principio de prolongacién analitica).
| |

Ahora ya podemos probar:
Teorema 6.12 (Férmula de Stirling) Para todo z € C~ se cumple
I(z) = V2 27112 e7% 1),

DEMOSTRACION: Ante todo notemos que no podemos aplicar directamente
el teorema de Wielandt porque la funcién de la derecha no esta definida en todo
el semiplano . Resolvemos este inconveniente sustituyendo z por z + 1, es
decir, el teorema equivale a probar

I(z+1) = V2r (z +1)7F3/2 g7 7L n(zH1)
o también, por la ecuacién funcional,

(z) = V2 (z 4+ 1)7F1/2 7271 gnz+1),
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(como ya comentdbamos en el teorema anterior, las manipulaciones sobre expo-
nenciales y logaritmos se pueden justificar probandolas para nimeros reales y
extendiéndolas por el principio de prolongacién analitica).

Ahora la funcién f(z) definida como el miembro derecho de la igualdad ante-
rior si es holomorfa en X, y basta comprobar que cumple las hipétesis restantes
del teorema de Wielandt. Veamos la ecuacién funcional. Usamos el apartado
b) del teorema anterior:

flz41) = V2r(z+42)713/2 7572 en(x42)
z+3/2
_ \/% (Z + 2)z+3/2 e~ 72 ep(erl) z+1 e
z+2

= Vor(z41)73/2 75 enGHD) — (3 1 1) f(2).

Probar que f estd acotada cuando 0 < Rez < 1 equivale a probar que
f(z—1) estd acotada en la banda 1 < Re z < 2, o sea, hay que acotar la funcién

V2 2512 o7 enl(2)

Sil < Rez < 2 es claro que |arg z| < 7/2, luego el teorema anterior (con
§ = 7/2) nos da la cota |u(z)| < 1/4. Por otra parte [e *| = e~ B¢ <e~1 < 1.
Basta acotar z*~1/2.

Sea z = x + yi = |z]e’?, donde 1 < x < 2, —1 < § < 7. Podemos suponer
ly| > 2. Entonces z < |y|, luego |z| < 2|y|. Usando que |e*| = eR¢* tenemos que

Izz—l/Q‘ — e(z—1/2)logz _ e(x—1/2) log |z|—y0 _ ‘z|x—1/2 e—y9

< zfPev? < 4ly|Fe vl

Como x < |y| resulta que tan |0 = |y|/z > 1, luego || > 7/4. Ademads y, 0
tienen el mismo signo, luego e~ ¥¢ = e~ W0l < e—lylm/4,
En total resulta que
22712 < 4ly|? e lvIm/4 para |y| > 2.

Esta funcion estda acotada, luego se cumplen las hipdtesis del teorema de
Wielandt. Con esto tenemos probado que

I(z) = CV2r (z + 1)“’1/2 e~ 71 enlzH1)

donde C = 1/f(0). Falta probar que C' = 1, para lo cual sustituimos el valor
de TI(z) que nos da esta ecuacién en la férmula de duplicacién. Por simplifi-
car la manipulacién de las exponenciales podemos trabajar con niimeros reales
positivos z. Después de simplificar y agrupar los términos similares queda

H et —p(at ) —p(a+1/2)+1/2  _ (z+ D)™ 2 @ +1/2)" 922+1/2
(2x+ 1)293+1/2

1 z+1/2
Ccl1 .
( + 2x—|—1>

Tomamos logaritmos y hacemos tender x a +co. El resultadoes C =1. =







Capitulo VII

Series de Dirichlet

En este capitulo mostraremos importantes conexiones entre la teoria de fun-
ciones de variable compleja y la aritmética de los nimeros naturales. Se basan en
una familia de funciones holomorfas cuyo estudio partié de la férmula siguiente,

descubierta por Euler:
1 1
> =i (7.1)
n=1 p p?
donde s > 1 y p recorre los niimeros primos.
En la actualidad la funcién definida por cualquiera de los miembros de esta
igualdad se conoce con el nombre que le dio Gauss: la funcién dseta

= 1
C(S):ZE’ para s > 1,
n=1

si bien sus propiedades principales ya eran conocidas por Euler. Entre ellas,
Euler observé que del hecho de que ((s) tiende a infinito cuando s tiende a
1 se deduce que el conjunto de los niimeros primos es infinito. Ciertamente,
yva Euclides habia dado una prueba mucho més elemental y completamente
rigurosa de este mismo hecho, pero en cierto sentido se puede considerar que
la demostracion de Euler marcé el inicio de lo que hoy se conoce como teoria
analitica de nimeros, pues ponia de manifiesto que existe algun tipo de relacién
entre los nimeros primos y la funcién dseta.

Ademas, el argumento de Euler dista mucho de ser estéril. Afios més tarde
Dirichlet consiguié demostrar su famoso teorema sobre primos en progresiones
aritméticas, frente al cual habian fracasado matematicos de la talla de Legendre
y aun el mismo Gauss, y la prueba era esencialmente una generalizacién nada
trivial de la prueba de Euler. Por el contrario, era bien conocido que genera-
lizando el argumento de Euclides sélo es posible demostrar unos pocos casos
particulares del teorema de Dirichlet. Este teorema, del cual hablaremos més
tarde, representaba un papel fundamental en la teoria de niimeros, de tal suerte
que Gauss tuvo que hacer gala de su notable ingenio en més de una ocasién
para dar pruebas rigurosas de resultados que otros matemaéticos como Euler o

159
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Legendre habian probado mucho mas facilmente admitiendo sin demostracion
el teorema de Dirichlet.

Concretamente, Dirichlet generalizé la férmula de Euler a otras funciones
del tipo

o0
an

=i
n=1 n’
donde los coeficientes a, son nimeros complejos. Estas son las que hoy se
conocen como series de Dirichlet.

Mas tarde Riemann utilizé la funcién dseta para demostrar el llamado “teo-
rema de los nimeros primos”, del que también nos ocuparemos aqui. El pro-
fundo estudio de la funcién dseta que llevé a cabo Riemann hizo que hoy esta
funcidén sea conocida como “funcién dseta de Riemann” pese a que, como hemos
explicado, data de los tiempos de Euler y Gauss.

7.1 Convergencia de las series de Dirichlet
Comenzamos con la definicién de serie de Dirichlet, aunque en realidad ya la
hemos dado mas arriba. Vamos a adoptar la notacién tradicional en teoria de
ntimeros, seguin la cual la variable compleja serd s = o+i7 en lugar de z = x+1iy
(o sea, se sobrentendera que s representa a un ndmero complejo, o a su parte

real y 7 a su parte imaginaria).

Definicion 7.1 Una serie de Dirichlet es una serie de la forma
o0
Qp
2
n=1
donde los coeficientes a,, son nimeros complejos.
Nuestro primer objetivo es estudiar la regién de convergencia de una serie
de este tipo. Asi como las series de potencias convergen en discos, probaremos
que las series de Dirichlet convergen en semiplanos. Para ello necesitaremos el

siguiente resultado técnico:

Teorema 7.2 (Teorema de Abel) Sean (a,) y (by) dos sucesiones de nime-
ros complejos. Sean

k
Amp = Z an Y Smk = Z Qpby.

FEntonces

k—1
Smk: = Z Amn(bn - bn+1) + Amkbk
n=m
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DEMOSTRACION: Se trata de una simple comprobacién rutinaria:

k
Smk = ambm + Z (Amn - Am n—l)bn
n=m-41
k k
= Ammbm + Z Amnbn - Z Am n—1bn
n=m-+1 n=m-+1

k—1 k—1

n=m-+1
k—1
- Ammbm + Amkbk + Z Amn(bn - bn+1) - Ammberl
n=m-+1
k—1

El resultado béasico sobre convergencia de series de Dirichlet es el siguiente:

&)
Teorema 7.3 Si una serie de Dirichlet ) %= converge en un punto s = sg
n=1
entonces converge uniformemente en cada conjunto de la forma
{s€C|o >0, |arg(s— so)| < a},

donde 0 < a < /2 y arg es al argumento entre —m y 7.

S0

DEMOSTRACION: Acotar superiormente | arg(s — so)| equivale a acotar infe-
riormente cos (arg(s — so)) o a acotar superiormente la secante, es decir, basta
probar que la convergencia es uniforme en los conjuntos de la forma

|s — so]

{seC| o> oy,

Notar que para probar la convergencia uniforme no importa despreciar el
punto sg. Tenemos la convergencia de la serie

oo
>
nso’

n=1
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luego, dado € > 0, existe un nimero natural N tal que si N < m < p entonces
|App| <€, donde

" a
n
Amp = E PR
n°o
n=m
Tomemos N < m < k y apliquemos el teorema anterior tomando como

sucesiones (ay) y (bn) a (an/n*°) y (1/n*=%0). Con esto obtenemos

L a = 1 1 1
E L S — E Amn — Ay ——.
ns k — <ns—so (n+ 1)3_50> + k Jes—s0

n=m

Notemos que

1 1

_ = |6_(S—so)logn _ e_(S—So)log(n+1)|
ns—so (n + 1)8—30

log(n+1)

log(n+1) ( ) ( )
=|(s— so)/ e s gt < |s — sg| le~t(5750)| gt
logn logn
log(n+1)
= |s — so| e~to=o0) gy
logn

_ |5 — SO' (67(0'70'0) logn 67(0700) log(nJrl))
g — 0p

s —s0] 1 1
o—09 \n?% (n+1)7-% )’

En consecuencia

Sl 3 1 70 (1 S P
mk _nzm mn o — oo no—o0 (’ﬂ+1)6760 mk Lo —00
k—1
1 1 1
<C -
- € Z (naao (TL + 1)000) te kafo'o

n=m

1 1 1
= Ce (maag - kaao) t+e ko—oo :

Por tltimo notamos que como o — g > 0 se cumple n° 9 > n® = 1, luego
|Smi| < Ce+e = (C+1)e. Esto implica que la convergencia es uniforme. m

Ahora observamos que la unién de los conjuntos considerados en el teorema
anterior cuando varia « es todo el semiplano o > oy, asi como que todo compacto
en dicho semiplano estd contenido en uno de estos conjuntos. Teniendo esto en
cuenta es inmediato el teorema siguiente:
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o0

Teorema 7.4 Si una serie de Dirichlet ) %= converge en un punto s = sg,
n=1

entonces converge casi uniformemente a una funcion holomorfa en el semiplano

o > 09, cuya deriwada viene dada por la serie de Dirichlet
(o)
B Z anlogn
n=1 n’

Definicién 7.5 Se llama abscisa de convergencia de una serie de Dirichlet al
infimo o, del conjunto de los ntiimeros reales en los que la serie converge, enten-
diendo que o, = —oo si la serie converge en todo R y g, = +o0 si la serie no
converge en ningin nimero real.

El teorema anterior implica que una serie de Dirichlet converge a una funcién
holomorfa en el semiplano ¢ > o, y diverge en todos los puntos con o < 0.
A este semiplano se le llama semiplano de convergencia de la serie. Al igual
que ocurre con la convergencia de las series de potencias sobre la frontera de
su disco de convergencia, el comportamiento de una serie de Dirichlet sobre los
puntos situados en la recta ¢ = o, depende de cada caso particular.

Ejercicio: Probar que las series
—n

=) [eS)
n

D V2

n=1 n=1

tienen abscisa de convergencia —oo y 400 respectivamente.

n

| 3

s

3

Consideremos ahora la funcién dseta de Riemann
oo
1
) =2~
n=1

Con el teorema 3.6 se ve facilmente que, sobre niimeros reales, esta serie
converge si y y s6lo si s > 1, aunque conviene probarlo directamente:

1 n+1 1 n+1 1 n+1 1 1
1 S arr T @) YT w

Por lo tanto 5
k+1 kg ko
/ —dx<Z—<l+/ — dx, 4
1 s — ns 1 s
luego integrando y tomando limites queda, 3
para s > 1,
1 <((s) <1+ ! (7.2) ’
s —_— .
s—17 - s—1
Por otra parte es obvio que la serie di- *
verge en 1, luego concluimos que la abscisa
de convergencia es 0. = 1. La figura mues-

tra la grafica de la funcién dseta.
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Las desigualdades que hemos demostrado justifican que, tal y como muestra
la figura, la funcién dseta tiende a 400 en 1. Luego veremos que tiende a 1 en
+00.

En el capitulo IV demostramos la convergencia de ((2k) para k =1, 2, ...
(a la que llamébamos Sai) y probamos concretamente (4.8) que

e 1 (71)k+122k717r2k332k
C(2k) =3 n?k (2k)!
n=1

En particular ((2) = 72/6. Estos resultados forman parte de la investigacién
de Euler sobre la funcién dseta.

Una serie de potencias converge absolutamente en su disco de convergencia.
Cabe preguntarse si del mismo modo, una serie de Dirichlet converge absolu-
tamente en su semiplano de convergencia. La respuesta en general es negativa,
pero tenemos un teorema similar al teorema 7.3 para convergencia absoluta. La
prueba es mucho mas facil en este caso.

Teorema 7.6 Si una serie de Dirichlet E o= converge absolutamente en un

punto s = sg, entonces converge absolutamente en el semiplano o > og.
DEMOSTRACION: Es inmediato, ya que si o > o, entonces

_ |an| |an| _ | Gn
nsl— ne T opoo  noo

no’ no’o no‘o

Definicion 7.7 Se llama abscisa de convergencia absoluta de una serie de Di-
richlet al infimo o, del conjunto de los niimeros reales en los que la serie converge
absolutamente, entendiendo que o, = —o0 si la serie converge absolutamente
en todo R y o, = 400 si la serie no converge absolutamente en ningiin niimero
real.

El teorema anterior prueba que una serie de Dirichlet converge absoluta-
mente en el semiplano o > o,, llamado semiplano de convergencia absoluta
y no converge absolutamente en ningin punto tal que o < 0,. De nuevo el
comportamiento sobre frontera del semiplano depende de cada caso.

Es obvio que toda serie de Dirichlet cumple 0. < 0,. Puesto que la funcién
dseta diverge en s = 1 y es una serie de términos positivos para s > 1, es claro
que en este caso se tiene la igualdad 0. = 0,. Sin embargo también puede darse
la desigualdad estricta. Basta pensar en la serie

>

Al tomar médulos cuando s es real obtenemos la funcién dseta, por lo que
« = 1. Por otra parte, el criterio de Leibniz para series alternadas prueba que

n
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la serie converge siempre que s > 0, y obviamente diverge cuando s = 0. As{
pues o, = 0.

Pese a esto, la relacién entre las dos abscisas de convergencia de una serie
es mas estrecha de lo que puede parecer en un principio. Se cumple el teorema
siguiente:

Teorema 7.8 La abscisa de convergencia y la abscisa de convergencia absoluta
de una serie de Dirichlet satisfacen la desigualdad o, — 0. < 1, entendiendo que
una es oo si y solo si lo es la otra.

o0
DEMOSTRACION: Basta ver que si una serie de Dirichlet ) %2 converge en

n=1
So, entonces converge absolutamente en el semiplano o > o¢+ 1. Ahora bien, la
sucesién a, /n® tiende a 0, luego estd acotada. Sea C' > 0 tal que |a, /n®*°| < C
para todo n. Entonces

ap| | an 1 1
F - ‘nSO nS—SO nﬂ—(T()’
luego
(o)
Qp
>[5 < cto - o).

El teorema siguiente nos permite calcular las abscisas de convergencia de las
series de Dirichlet que nos van a aparecer en la practica.

o0
Teorema 7.9 Sea “n una serie de Dirichlet.
n=1
a) Sila sucesion (ay) estd acotada, entonces o, < 1.
k
b) Silas sumas parciales Y, a, estdn acotadas, entonces o, < 0.
n=1
DEMOSTRACION: a) Si |a,| < M, entonces
o0
an
>[5

n=1

< MZlnio = M((0).

P

b) Claramente las sumas A,,, = ). a, estdn también acotadas (digamos
n=m

por K). Basta demostrar que la serie converge en todo numero real s > 0.

Aplicamos el teorema 7.2:

an ‘IA 1 1 41
> %= 3 Aun (5 o) A

n=m n=—m
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Asi pues,
k

An,
2 o

n=m

k—1
1 1 1 K
< S — =
—KZ (?’LS (n+1)s>+K‘l€s ms

n=m

Como el dltimo término tiende a 0 con m, concluimos que la serie converge.
| |

Veamos una aplicacién sencilla de este criterio.

Teorema 7.10 La funcion dseta de Riemann puede prolongarse a una funcion
holomorfa en el semiplano o > 0 salvo en un polo simple en s = 1 con residuo® 1.

DEMOSTRACION: Consideremos la serie de Dirichlet

Como las sumas parciales de sus coeficientes estdn acotadas, el teorema
anterior nos da que f converge en el semiplano o > 0. Es obvio que tanto ((s)
como f(s) convergen absolutamente cuando o > 1, luego podemos manipular
las series y concluir que

Por lo tanto la funcion

es una extensién meromorfa de ((s) al semiplano ¢ > 0. Los polos de esta
extensién se encuentran a lo sumo donde el denominador se anula, esto es, en
los puntos donde 25~ = 1. Es claro que estos puntos son los de la forma

2min

14 2t
+10g2’

donde n es un entero. Por otra parte podemos considerar la funcién

y concluir igualmente que

o0 (1)

1Como ya comentamos al estudiar la funcién factorial, el residuo de una funcién holomorfa
en un polo es el coeficiente a_1 de su serie de Laurent en el mismo.
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es una extensién meromorfa de ((s). Por el principio de prolongacién analitica
ambas extensiones coinciden, luego un polo de la extensiéon ha de ser simulta-

neamente de la forma ) )
2min 2mim

= + -,
log 2 log 3
pero esto implica 2™ = 3", luego m = n =0 y a lo sumo hay un polo en s = 1.
Por otra parte las desigualdades (7.2) implican que la singularidad en 1 no
es evitable (luego es un polo), as{ como que existe

1+

lim (s — 1)¢(s) = 1.
s—1
En principio tenemos que existe el limite cuando s tiende a 1 por la derecha,
pero dado que la funcién (s—1)({(s) es holomorfa alrededor de 1 y la singularidad
no es esencial, necesariamente ha de ser evitable, luego existe el limite global.
Ademas, como s — 1 cancela la singularidad, ésta es ciertamente un polo simple
con residuo 1. n

En el capitulo XI probaremos que de hecho la funcién dseta se extiende a
una funcién meromorfa en C con un unico polo en 1. La presencia de esta
singularidad no es casual, sino que en realidad es una consecuencia del siguiente
teorema general:

o0

Teorema 7.11 Sea f(s) = T= una serie de Dirichlet convergente en un
n=1

semiplano o > c y con coeficientes a, > 0. Si la funcion f admite una pro-

longacion analitica a un entorno de c, entonces existe un € > 0 tal que la serie

converge en el semiplano o > ¢ — €.

DEMOSTRACION: Sea a = 1+ ¢ y consi-
deremos la serie de Taylor de f en un entorno

de a o // |
| N

Su radio de convergencia es el maximo po-
sible, luego ha de ser mayor que 1 y, en par-
ticular, la serie converge en un nimero de la
forma s =c— ¢, con € > 0.

Sustituimos las derivadas de f por su valor segin el teorema 7.4:

F (@) = (-1 3 WU

ka
k=1
El resultado es:
> = ay(log k)™ W= = ay(log k)™ n
fle—g=3 (-1 BUBHT g gn sy allos Ty g

n=0 k=1 n=0 k=1
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Como todos los términos son positivos todas las convergencias son absolutas,
y podemos reordenar los sumandos como sigue:

- +elogk > .
f(C—G) — Zk_z ) ka (1+)10gk
k=1" n=0 k=1
o - k 714e - ag
= L=
k=1 k=1

luego la serie converge en ¢ — € y, por lo tanto, en todo el semiplano o > ¢ — e.
u

Esto significa que si una funcién definida mediante una serie de Dirichlet con
coeficientes positivos admite una extension meromorfa a un semiplano mayor
(como le ocurre a la funcién dseta, entonces la extensién ha de tener un polo en
0¢, pues en caso contrario la serie convergeria en puntos anteriores a o., lo cual
es absurdo.

Ahora nos ocupamos de las propiedades de las funciones definidas por series
de Dirichlet. El teorema siguiente muestra que no toda funciéon holomorfa en
un semiplano admite un desarrollo en serie de Dirichlet. Ni siquiera lo admiten
las funciones enteras mds importantes (exponencial, seno, coseno, etc.).

oo
Teorema 7.12 Si f(s) = > %= es una funcion definida por una serie de Di-
n=1
richlet, entonces existe
lim f(s) = uniformemente en T.

o—+00

DEMOSTRACION: Basta probar que
> a
lim Z =9 uniformemente en 7.

o—+400 ns
=2

Tomemos ¢ > o,. Entonces si o > ¢ se cumple

= an |an| lan| 1 1 X ag| K
Z_<Z ch nUPSFZnC_2_07

n=2 = n=2

luego el limite es 0 uniformemente. ]

Con esto hemos justificado el comportamiento de ((s) en 400 que nos mos-
traba su grafica.

Si una funcién holomorfa admite un desarrollo en serie de Dirichlet en un
semiplano, entonces dicho desarrollo es tinico. Esto es una consecuencia del
teorema siguiente, que es una variante del principio de prolongacién analitica
para series de Dirichlet.
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Teorema 7.13 Sean f(s) = > %= y g(s) = > %= dos funciones definidas
n=1 n=1

por series de Dirichlet. Supongamos que existe una sucesion (sx) de manera
que h”gn or =400 y f(sk) = g(sk) para todo k. Entonces a,, = b, para todo n.

DEMOSTRACION: Pasando a la funcién f—g podemos suponer que f(s;) =0
para todo k y demostrar que entonces a,, = 0 para todo n. Sea r el menor natural
tal que a, # 0. Por el teorema anterior a; = 0, luego r > 2.

9]
_ay an
flo) = 3 e
n=r+1

Sea ¢ > 0,. Evaluamos en s; tomando k suficientemente grande para que
Sk > c. Asi

= a
a, = —r* E ™
nsk
n=r+1
Tomando moédulos queda
oo N oo Ok
a 1 7k a r
o 3 Ty ()
k— k—
n=r+1 n n (7’+ ) n=r+1 n T+

y como esto es cierto para todo k suficientemente grande, concluimos que a, = 0,
en contradiccién con lo supuesto. [

Como consecuencia resulta que toda serie de Dirichlet es no nula en un cierto
semiplano.

7.2 Funciones aritméticas

Segin comentabamos en la introduccién, las series de Dirichlet estan muy
relacionadas con los primos y la aritmética de los niimeros enteros. Antes de
entrar en los resultados a este respecto conviene introducir una notacién més
algebraica que resulta mas adecuada para enunciar teoremas como la férmula
del producto de Euler.

Definicién 7.14 Una funcién aritmética es una aplicacién f : N\ {0} — C.

Las funciones aritméticas son simplemente sucesiones de niimeros complejos,
pero conviene pensar en ellas como funciones en lugar de como sucesiones. Cada
funcién aritmética f determina una serie de Dirichlet

Oofn
>

n=1

y toda serie de Dirichlet es de esta forma.
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Una funcién aritmética f es multiplicativa si no es idénticamente nula y
ademads f(mn) = f(m)f(n) para todo par de naturales m y n primos entre si.

Observar que en tal caso f(1) = f(1-1) = f(1)f(1), luego f(1) =1 (también
podria ser f(1) = 0, pero entonces f(n) = f(In) = f(1)f(n) = 0y f seria
idénticamente nula).

Una funcién aritmética f es completamente multiplicativa si no es idéntica-
mente nula y f(mn) = f(m)f(n) para todo par de naturales m y n.

Observar que toda funcién definida sobre las potencias de primos se extiende
de forma tnica a una funcién aritmética multiplicativa, y toda funcién definida
sobre los nimeros primos se extiende de forma tnica a una funcién aritmética
completamente multiplicativa.

Teorema 7.15 Sea f una funcion aritmética.

a) Si f es multiplicativa entonces

S I I e,
n=1

p n=0

donde p recorre los niumeros primos.

b) Si f es completamente multiplicativa

= f(n 1
3 és)=H71 - paraa > o,
n=1 —

p p

En particular las series definidas por funciones completamente multiplica-
tivas son no nulas en todo el semiplano o > o,.

Todas las series y productos considerados convergen absolutamente.

> n
DEMOSTRACION: a) Cada factor del producto es de la forma 1+ > f;ﬁs),
n=1
luego segin el teorema 4.5 para que el producto converja absolutamente basta
que la serie
7

>y i

n=1

converja absolutamente, pero sus sumandos son parte de los de la serie completa

Z és)’

n=1

que converge absolutamente, luego tenemos la convergencia absoluta del pro-
ducto.
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Aplicando un nimero finito de veces la férmula (3.1) concluimos que

[[> oy I

p<N n=0 neA

donde A es el conjunto de los nimeros naturales divisibles sélo entre primos
p < N. Consecuentemente

Hzfns _if(n)

p<N n=0 n=1

< Z |f752)|7

n>N

>

neB

donde B es el conjunto de los ntimeros naturales divisibles entre algin primo
p > N, que esta contenido en el conjunto de los niimeros n > N.

La dltima expresién tiende a 0 con N, pues es la cola de una serie conver-
gente.

El apartado b) es inmediato sin mds que hacer f(p™) = f(p)" y sumar la
serie geométrica que aparece. [

En particular hemos probado (7.1), la férmula clasica de Euler para la
funcién dseta. Segin comentabamos en la introduccién, de esta férmula se
deduce la existencia de infinitos primos. En realidad podemos concluir algo
més fuerte: (Adoptamos el convenio de que el indice p en sumas y productos
recorre siempre los nimeros primos.)

Teorema 7.16 La serie Z% es divergente.

DEMOSTRACION: Aplicando el teorema 4.3 al desarrollo en producto de la
funcién dseta resulta que

log {(s Z log

es un logaritmo de ((s). Mads ain, la serie es absolutamente convergente por
la definicién de convergencia absoluta de un producto. Ahora consideramos el
desarrollo de Taylor

B 2 2"

= Z —.

Combinando ambas igualdades tenemos que

g () = 3

p n=1

log

npns’

donde la serie converge absolutamente. En consecuencia

st =¥ 3+ 5>

p n>2

n p’l’LS
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Si nos restringimos a nimeros reales s > 1 es claro que el miembro izquierdo
tiende a oo cuando s tiende a 1. Basta probar que la iltima serie permanece

acotada, pues entonces la funcién > pi tenderd también a oo y, dado que 1/p* <
P
1/p, la serie % tendra que ser divergente. Ahora bien:
P

IR ES I RN

P n>2 P n>2 n>2

p*—p
(la tltima serie es telescopica). "

Esta prueba es esencialmente la descubierta por Euler en 1737 y que, segin
comentiabamos, tiene el interés de que es generalizable a otros contextos, como la
prueba del teorema de Dirichlet que veremos mas adelante. Sin embargo hay que
notar que la divergencia de la serie de los inversos de los primos puede probarse
por métodos mucho més elementales basandose en la prueba de Euclides de la
existencia de infinitos primos. La demostracion siguiente se debe a Clarkson y
es de 1966:

Supongamos que Z < +4o00. Entonces existe un IV tal que Z L <1/2

p>N
Por lo tanto
)DIP DRI PEASEES
t=0 p>N t=0

Ahora bien, la serie de la izquierda no es més que Y. %, donde A es el
neA
conjunto de los ntimeros naturales no divisibles entre primos menores que N.

Si llamamos P al producto de los primos menores o iguales que N tenemos que
nP + 1 € A para todo n, luego

=1
nz::lnP

pero por otra parte es claro que esta serie diverge, por comparacién con la serie
oo

—+00,

> % Por lo tanto la serie de partida no puede converger. L]
n=1

El teorema siguiente es fundamental para relacionar las funciones aritméticas
con las series de Dirichlet que determinan:

Teorema 7.17 Sean f y g dos funciones aritméticas cuyas series de Dirichlet

y Z g(n)

sean absolutamente convergentes para o > oy. Entonces

Y

Z—(f *7;(1)( ), para o > o0g,
n=1



7.2. Funciones aritméticas 173

donde f % g es la funcion aritmética dada por

(fxg)(n) = f(d)g(n/d).

d|n
(Aqui y en lo sucesivo la notacion d | n significa que d es un divisor de n).

DEMOSTRACION: Es una consecuencia inmediata de (3.1) y de las propie-
dades de las series absolutamente convergentes:

s o 9(n) _ = f(m)g(n) _ <~ (f*9)(n)
Z 5 > >
— ns (mmn)s ns

n=1 m,n n=1

Este teorema tiene muchas consecuencias. Para obtenerlas conviene intro-
ducir algunos conceptos algebraicos elementales.

Definicién 7.18 Si f y g son funciones aritméticas, llamaremos convolucion
de Dirichlet de f y g a la funcién aritmética f * g dada por

(fxg)(n) = _ f(d)g(n/d).

d|n

El teorema anterior prueba que si las series de Dirichlet de f y g convergen
en algiin punto, entonces la serie de f * g converge al producto de ambas series
en la interseccion de sus semiplanos de convergencia absoluta. Por otra parte es
evidente que se cumple un resultado anélogo para la suma de series y la suma de
funciones aritméticas definida puntualmente, es decir, (f +g)(n) = f(n)+g(n).

Si llamamos A al conjunto de todas las funciones aritméticas es facil ver que
A se convierte en un anillo conmutativo y unitario con la suma y el producto
que acabamos de definir, y asi, las operaciones de A se corresponden con las
operaciones entre las series de Dirichlet cuando éstas convergen.

El elemento neutro para el producto es claramente la funcién 1 dada por

1 sin=1
1(n) = { 0 sin>2
La serie asociada a la funcién 1 define la funcién constante igual a 1, y su

abscisa de convergencia es —oo.

Aunque no vamos a necesitar este hecho, es facil ver que A se convierte
en un algebra sobre C considerando el producto escalar definido puntualmente:
(z2f)(n) = zf(n). Veamos algunas propiedades algebraicas de las funciones
aritméticas.

Teorema 7.19 Se cumple:

a) Una funcion aritmética f tiene inversa si y sdlo si f(1) # 0.
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b) El producto de funciones multiplicativas es una funcién multiplicativa.
¢) La inversa de una funcion multiplicativa es una funcion multiplicativa.

DEMOSTRACION: a) Si existe f~! entonces f(1)f~*(1) = (f* f~H(1) =
1(1) = 1, luego f(1) # 0. Reciprocamente, si f(1) # 0 vamos a definir induc-
tivamente f~!. En primer lugar f~1(1) = 1/f(1), con lo que el razonamiento
anterior garantiza que f(1)f~1(1) = 1(1).

Para definir f~!(n) con n > 1 observamos que queremos que se cumpla

Z f(d)f(n/d) =0,
luego la definicién ha de ser

I = 5y 2 T@57 (/).
1<d|n
Claramente, la funcién f~! asi definida es la inversa de f.
b) Si f y g son multiplicativas entonces (f *g)(1) = f(1)g(1) =1 # 0, luego

f* g no es nula. Si m y n son nimeros naturales primos entre si,

(f#g)(mn) = > f(d)g(mn/d) =" Y f(didy)g(mn/didy)

dlmn di|m dz|n

= >3 fd)g(m/dy) f(d2)g(n/d2) = (f * g)(m)(f * g)(n).

d1 \m dz |7l
Por lo tanto f * g es multiplicativa.
¢) Supongamos que f es multiplicativa pero f~! no lo es. Entonces existen

nimeros m y n primos entre si tales que f~1(mn) # f~1(m)f~!(n). Podemos
tomarlos de modo que mn sea el minimo posible. Como la funcién f * f~! =1

es multiplicativa, tenemos que (f* f=1)(mn) = (f* f~H(m)(f* f~1)(n), o sea,
Z Z f dldg mn/dldz Z f(dl m/d1 Z f d2 n/dz)
di|m da|n di|m da|n

Ahora bien, por la minimalidad de mn cada sumando de la izquierda es
igual a un sumando de la derecha y viceversa, excepto los correspondientes
a dy = dy = 1. Pero si cancelamos los sumandos iguales queda f~1(mn) =
f~t(m)f~1(n), contradiccién. .

Las inversas de las funciones completamente multiplicativas son especial-
mente ficiles de calcular, ya que pueden expresarse en términos de la funciéon
de Mobius:

Definicion 7.20 La funcion de Mébius es la funciéon multiplicativa dada por

(p") = -1 sin=1
P = 0 sin>2
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Teorema 7.21 Si f es una funcion aritmética completamente multiplicativa
entonces f~1 = pf (donde el producto no es la convolucién de Dirichlet, sino
el producto puntual definido en general como (fg)(n) = f(n)g(n)).

DEMOSTRACION: Hemos de probar que pf*f = 1. La funcién de la izquierda
es multiplicativa por ser un producto de funciones multiplicativas, luego basta
probar que (uf * f)(p™) = 0, para todo primo p y todo n > 1. Ahora bien, como
los divisores de p™ son los p* para k < n, tenemos

n

S u@)FE)FE ) =D uh) )
k=0 k

=0

(nf* f)®")

(1(1) + pu(p)) f(p"™) = 0.

En particular, si llamamos ¢; a la funcién aritmética dada por ¢;(n) = 1,
es claro que c¢; es completamente multiplicativa y el teorema anterior nos da
que su inversa es u. Por lo pronto esto muestra que la inversa de una funcién
completamente multiplicativa no tiene por qué ser completamente multiplica-
tiva. Por otro lado, la serie de Dirichlet asociada a ¢y es la funcién dseta, luego
el teorema 7.17 nos da que

o0 sea,

—pn) 1
2 T

Esto es valido donde ambas series convergen absolutamente. El teorema 7.9
nos da que la abscisa de convergencia absoluta de la serie de p es menor o igual
que 1, luego la férmula anterior es valida en el semiplano o > 1.

Observar que en general no tenemos ningin resultado que relacione la abscisa
de convergencia absoluta de la serie asociada a una funcién aritmética f y la de
la asociada a f~!, pero en el caso en que f sea completamente multiplicativa
el hecho de que |u| < 1 junto con el teorema 7.21 implica que la serie de f~!
converge absolutamente al menos donde lo hace f.

Veamos algunos ejemplos més de funciones aritméticas que nos hardn falta
mas adelante.

e Definimos la funcion potencia k-ésima como la dada por p¥(n) = 1 sin
es una potencia k-ésima y p¥(n) = 0 en otro caso. Claramente su serie

asociada es
=1
> =Cks),
k
n=1 nte

y su abscisa de convergencia absoluta es 1/k.
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e La funcion de Liouville es la funcién completamente multiplicativa defi-

nida por A\(p) = —1 para todo primo p. Veamos que A * ¢c; = p?>. Como
todas las funciones son multiplicativas basta probar que actian igual sobre
potencias de primos, pero

n

Axen) ™) =D A =D ()" =p*(").
k =

=0 k=0

Puesto que segtn el teorema 7.9 la abscisa de convergencia absoluta de A
es menor o igual que 1, el teorema 7.17 nos da que

= An ((2s
Zl 7(13): C((S))7 para o > 1.

Por otra parte es claro que A= = p\ = |ul, luego

para o > 1.

S lel) _ o

— n ¢(2s)
Definimos la funcién N mediante N(n) = n. Es inmediato comprobar que
su serie de Dirichlet asociada tiene abscisa de convergencia absoluta igual
a 2y que converge a la funcién (s — 1).

La funcién ¢ de Euler es la que a cada nimero natural n le asigna el
nimero de niimeros menores o iguales que n primos con n.

Representamos por (m,n) el méximo comin divisor de m y n. Llame-
mos Ag = {m | 1 < m < n,(m,n) = d}. Puesto que (m,n) = dsiy

s6lo si (m/d,n/d) = 1, es claro que |A4| = ¢(n/d) y, como obviamente
{1,...,n} = U Ag, resulta que n = > ¢(n/d), de donde obtenemos la
d|n dln

relaciéon N = ¢ * ¢; o, lo que es lo mismo, ¢ = N % u. De esta dltima
expresién se sigue que ¢ es multiplicativa, asi como que

para o > 2.

o) C(s—1)
Zw T

Para terminar la teoria de series de Dirichlet demostraremos que el logaritmo

de una serie de Dirichlet se puede expresar como serie de Dirichlet. Para ello
conviene introducir la derivada de una funcién aritmética:

Definicién 7.22 Si f es una funcién aritmética, llamaremos derivada de f a
la funcién aritmética dada por f'(n) = f(n)logn.

El teorema 7.4 prueba que la serie de Dirichlet asociada a —f’ converge a

la derivada de la serie de f en todos los puntos donde ésta converge. Aunque
no nos va a hacer falta, es facil demostrar que (f + g)’ = f' + ¢/, as{ como que

(fxg9) =f*g+[fxg.
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Teorema 7.23 Sea [ una funcidon aritmética tal que f(1) #0. Sea

la serie de Dirichlet determinada por f. Entonces la serie

log F(s) = log f(1 Z (s )n)

logn nf‘

(donde log f(1) es cualquier logaritmo de f(1)) define un logaritmo de la funcion
F en el semiplano donde convergen absolutamente las series asociadas a f y a
f~L. En particular, si f es completamente multiplicativa la abscisa de conver-
gencia absoluta de log F' es menor o igual que la de F.

DEMOSTRACION: Por el teorema 7.13 tenemos que F no se anula en un
cierto semiplano. Por lo tanto en dicho semiplano tendremos F(s) = &)
para cierta funcién holomorfa G(s). Derivando queda F’(s) = e(*)G’(s), luego
G'(s) = F'(s)/F(s). Consecuentemente

> (f % f)n
_Zifn})’

y la serie converge absolutamente donde lo hacen la serie asociada a f y la
asociada a f~1.

Observar que f/(1) = 0, luego el primer sumando de la serie es nulo. Inte-
grando término a término queda que

(" *f7)(n)
CJrZ lognnb '

El teorema 7.12 nos da que

C= lim G(s),

o——+00
y componiendo con la exponencial queda que

e® = lim e® = lim F(s) = f(1),

o——+o00 o——+o00

luego C es un logaritmo de f(1). Cambiando el valor de C' obtenemos distintas
funciones, todas con la propiedad de ser logaritmos de F'(s). m

Se define la funcion de Mangoldt como la funcién aritmética dada por

A(n) = {logp sin=p", m>1
0 en otro caso

Vamos a comprobar la relacién siguiente: A x ¢; = log = ¢}.
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En efecto, si n = 1 es claro que (A x¢;)(1) = 0 = logl. En otro caso
n = plfl ---pFr y se cumple

(As*cp)( ZA ZZ ZZIngZ Z;k:ilogpi:logn.

d|n i=1j=1 i=1 j=1

Por lo tanto

Z Af: = —C/(S) para o >1

y, por el teorema anterior,
lo E , ara o > 1.
B¢ls log n ns P

Como muestra del modo en que las series de Dirichlet permiten obtener
resultados aritméticos vamos a probar el hecho siguiente:

La probabilidad de que dos numeros naturales elegidos al azar sean
primos entre si es de 6/7>.

Para ello necesitamos estimar el error de las sumas parciales de ciertas series.
Conviene introducir la notacién siguiente:

Definicién 7.24 Si f : ]0,+o0o[ — C, representaremos mediante O(f(z))
(leido “una funcién del orden de f(x)”) a una funcién indeterminada con la

propiedad de que |O(f(z))| < C|f(x)| para cierta constante C'y todo z sufi-
cientemente grande.

Teorema 7.25 Se cumple

1 w2
a) > =5 +0(/2),

n<lz

b) > % = % +0(1/z),

n<z

c) an%—kO(m),

n<z

4> % =logz + O(1),

n<z

e) Z(b :—x + O(zlogx).

n<zc
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k
DEMOSTRACION: a) Vamos a obtener una expresion para la suma Z %

similar a la que obtuvimos para logn! = Z log s en la prueba del teorema 4.28.
s=1
El razonamiento es el mismo:

Sumando queda
k k—1 r+1 1

b 1 1 ook

n=1r=n

1 k—1 r+1 r+1
= E+2Zr/ — =—+2Z/
r=1 T

1 E() 1 t — E(t) k1
= 42 Z_92 R 4 2 —
o+ 1 dt = & /1 o dt+ /1 -5 dt

k k
F(t) 1 | Ft)
—2 dt+2(1—=)]=2——-—-2 dt.
/1 - *( ks) K /1 Iz

Como en 4.28, calculamos la integral infinita tomando limites:

ol

Como en este caso nos interesa el resto de la serie, escribimos

2 k +00
w 1 1 F(t)
—_ — —=--2 —=dt

IN

!
.

Por dltimo:

oA,

—an_ xilzou/x).

n<z

\./

Para probar b) basta observar que

6 )]

2 n2

n<lx

Similarmente obtenemos c):
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pues 22 — E(z)? = (z — E(z)) (z + E(z)) <z + E(z) < 2z.

d) Es inmediato. Aunque no nos va a ser necesario, lo cierto es que siguiendo
el mismo razonamiento que en el apartado a) es facil llegar a que

k

1 oo R (t) too g 1
— —loghk —7y = dt < —dt =~
Zn oer T /k 12 —/k 12 k’

n=1

de donde se sigue que en realidad

1
Z - =~+logz+ O(1/x).

n<z

e) La relacién ¢ = m * N nos da que

o)=Y > ud5 =3 > wdm=3 pd Y m

n<z n<z dn d<zm<z/d d<z m<z/d

Si llamamos f(x) = ; n— %2 el apartado ¢) prueba que |f(x)| < Cu.
n<zx
Usando también los apartados restantes concluimos que

> oln) = S la) (g + flaf)) < 5 S Y g

n<x d<zx d<z d<z
22 [ 6 3 5
=5 (= +0(1/z) | + Cz(logz + O(1)) = i + O(x) + O(zlogz) + O(x)

3
== 2? + O(xlog ).
e
| |

Ahora es inmediata la afirmacién anterior sobre la probabilidad de escoger
dos numeros naturales primos entre si. Ante todo, esta probabilidad ha de
entenderse como el limite de la probabilidad de que al escoger dos niimeros
entre 1 y N resulten ser primos entre si. A su vez, esta probabilidad se define
por la ley probabilidad de Laplace:

numero de casos favorables

nimero de casos posibles

El ntimero de casos posibles es obviamente N2, mientras que el nimero de
casos favorables puede calcularse como sigue:

Llamemos A, = {(m,n) | 1 <m <n, (m,n) = 1}. Entonces A, tiene ¢(n)
elementos y

U Ay ={(m,n) |[1<m<n<N, (mn)=1}
n<N
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tiene > ¢(n) elementos. El conjunto que queremos contar es
n<N

{(m,n) | 1<m,n<N, (m,n)= 1},

y es claro que consta de 2¢(n) — 1 pares, pues al multiplicar por 2 estamos
contando dos veces el par (1,1), que es el inico con componentes iguales.
Asi pues, queremos calcular el limite de la sucesién

(23 6 1),
n<N

0, equivalentemente, el de la funcién

1 _ 6 2 1 6 log z 1
E(ZZ(M”)_l)__+FO($Ing)_ﬁ_ﬁ+O( )——.

2

n<zx

Obviamente el limite vale 6/72. "

7.3 Permutaciones circulares

Dedicamos esta seccién a dar una aplicacién interesante de la funcién de
Mobius. Vamos a calcular el niimero de permutaciones circulares con repeticion.

Permutaciones Una permutacion (lineal ordinaria) de n elementos es cada
una de las formas distintas de ordenar linealmente n elementos distintos.

Por ejemplo, hay 6 permutaciones de 3 elementos, a saber,
123, 132, 213, 231, 312, 321.

En general, es conocido que el numero de permutaciones de n elementos es
P" =n!

Permutaciones con repeticién Una permutacion (lineal) de k elementos
con repeticiones (r1,...,7) es cada una de las formas distintas de ordenar
linealmente k elementos distintos de modo que el primero se repita r; veces,
el segundo ry veces, etc. Si llamamos n = 1 4+ - - + 1, en la practica es méas
cémodo hablar de permutaciones de n elementos (en lugar de k) con repeticiones
Tlye ooy Tk

Por ejemplo, hay 3 permutaciones de 3 elementos con repeticiones (2, 1):

112, 121, 211.

) )

Para calcular su nidmero en general, partimos el conjunto I, = {1,...,n}
en conjuntos disjuntos A; de cardinal r; y a cada una de las permutaciones
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ordinarias de n elementos ay, ..., a, le asociamos la permutacién con repeticion
bi,...,b, dada por a; € Ap,.

Por ejemplo, si A; = {1,2}, Ay = {3}, tenemos la correspondencia:
123,213 — 112, 132,231 — 121, 312,321 — 211.

En general, las permutaciones ordinarias que dan lugar a la misma permu-
tacién con repeticiéon que una dada son las que resultan de permutar arbitraria-
mente los elementos de cada conjunto A;. Como hay r;! permutaciones de cada
A;, vemos que las n! permutaciones ordinarias se dividen en clases de r1!--- 7!
elementos cada una, que determinan la misma permutacién con repeticién. El
ntimero de éstas es, pues,

|

T Tl e e

Permutaciones circulares Una permutacion circular (ordinaria) de n ele-
mentos es cada una de las formas de disponer en circulo n elementos distintos.
Podemos representar linealmente las permutaciones circulares, pero entendiendo
que dos permutaciones lineales representan la misma permutacién circular si se
puede pasar de una a otra permutando ciclicamente los elementos.

Por ejemplo, hay dos permutaciones circulares de 3 elementos:
123 =231 =312, 321 =213 =132.

Es obvio que cada permutacién circular puede representarse mediante n
permutaciones ordinarias distintas, luego el niimero de permutaciones circulares
es

PC" = (n-1)!

Permutaciones circulares con repeticion Sin = r; + -+ 4 rg, una per-
mutacion circular de n elementos con repeticiones (r1,...,r) es cada una de
las formas de disponer en circulo k elementos distintos de modo que el primero
se repita ry veces, el segundo ro veces, etc.

Como en el caso anterior, podemos representar las permutaciones circulares
con repeticién como permutaciones lineales con repeticién, pero entendiendo
que dos de ellas representan la misma permutacion circular si se puede pasar de
una a otra permutando ciclicamente sus elementos.

Por ejemplo, hay 4 permutaciones circulares de 6 elementos con repeticiones
(3,3):
111222 = 112221 = 122211 = 222111 = 221112 = 211122,

112122 = 121221 = 212211 = 122112 = 221121 = 211212,
112212 = 122121 = 221211 = 212112 = 121122 = 211221
121212 = 212121.

)
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(No falta ninguna, pues sabemos que hay 20 permutaciones lineales de 6
elementos con repeticiones (3,3).)

El céalculo del niimero de permutaciones circulares con repeticiéon no es tan
simple como en el caso ordinario porque ahora ya no es cierto que cada permu-
tacion circular esté representada exactamente por n permutaciones lineales. En
el ejemplo anterior (con n = 6) vemos que tres de ellas estdn representadas por
6 permutaciones lineales, mientras que la cuarta s6lo admite 2 representaciones
lineales.

Multiplicidad de una permutacién Diremos que una permutacion lineal
de n elementos con repeticiones (r1,...,r) tiene multiplicidad d si consta de d
bloques iguales repetidos.

Por ejemplo, la permutacién 121212 es triple (tiene multiplicidad 3), pues
puede descomponerse en la forma 12|12|12.

Es inmediato que si una permutacién tiene multiplicidad d, también tiene
multiplicidad r para todo r | d. Diremos que una permutacién tiene multipli-
cidad exacta d si tiene multiplicidad d y no tiene multiplicidad d’ para ningin
multiplo d’ de d.

Es evidente que si una permutacién tiene multiplicidad d, entonces d | r;
para todo i. Equivalentemente, si llamamos h al mdximo comun divisor de los
ri, tenemos que la multiplicidad de una permutacién ha de ser un divisor de h.

También es claro que si permutamos ciclicamente una permutacién de multi-
plicidad exacta d, obtenemos exactamente n/d permutaciones lineales distintas
(todas ellas de multiplicidad exacta d). Por consiguiente, si llamamos e(d) al
numero de permutaciones lineales de multiplicidad exacta d, tenemos que el
numero de permutaciones circulares con repeticién es

PORY, =3 % e(d). (3

Calcular explicitamente e(d) no es facil. En cambio, si llamamos m(d)
al nimero de permutaciones lineales de multiplicidad d (no necesariamente
exacta), es inmediato que

oy B (n/d)!
m(d) = PRT17d7,,.,rk/d T (ri/d) - (/)

Por otra parte, las permutaciones de multiplicidad d pueden descomponerse
como unién disjunta de los conjuntos de las permutaciones de multiplicidad
exacta d’, para cada d | d’ | h. Por consiguiente:

m(d) = > e(dl).
U(h/d)
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Si llamamos m(d) = m(h/d) y €(d) = e(h/d), tenemos que

m(d) = m(h/d) = Ye(hl/d) = ¥ e(d/l) = (c1  €)(d).

1d 1d

Asi pues, m = ¢; x €, de donde € = p * ™.

El niimero de permutaciones circulares con repeticién Ahora ya pode-
mos desarrollar la férmula (7.3) para las permutaciones circulares con repeticién:

PORY, L, = S L@ =23 ey = 10 S wamm)

dlh dlh dlk *lld
1 _ h 1 _ h/l
= A Y Yaam =y an ¥ t/ (o)
Uh ld|h l\h tl(h /1)
= —th/z YN x ) (h/1) = Zm
Ik d\h

En conclusién, hemos llegado a la férmula siguiente:

.ol (n/a)
PCR" —%}: n ) (re )

donde h es el médximo comun divisor de rq, ...,7rs. Observemos que si r1,...,7%
son primos entre si la férmula se reduce a

7.4 El teorema de Dirichlet

La siguiente aplicacion que vamos a ver en este capitulo es el teorema de
Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas, del que ya hemos hablado al
comienzo. Su enunciado es muy sencillo:

Teorema de Dirichlet Sean m yn numeros naturales no nulos primos entre
st. Entonces la sucesion mk+n, parak =1, 2, 3, ... contiene infinitos nimeros
PTimos.

Este teorema es de considerable importancia en la teoria de ntmeros, en
parte porque técnicamente permite simplificar muchas demostraciones, pero
también posee un valor tedrico que vamos a tratar de explicar antes de la demos-
tracion. Para ello conviene reformular el teorema de un modo mas adecuado.

Recordemos que cada nimero natural m define una relaciéon de equivalencia
en el conjunto Z de los ntimeros enteros dada por a = b (méd m) si y sélo si
m | a —b. Esta relacién no es mds que la congruencia respecto al ideal mZ
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formado por los multiplos de m, luego el conjunto de clases de equivalencia
tiene estructura de anillo. Es el anillo cociente Z/mZ.

Todo entero a puede expresarse como a = km + r, donde 0 < r < m. Esto
significa que todo entero es congruente médulo m con un numero r tal que
0 < r < m. También es claro que dos nimeros en estas condiciones no pueden
ser congruentes, por lo que concluimos que Z/mZ tiene exactamente m clases,
a saber, [0], [1], ... , [m —1].

Llamaremos Uy, = {[n] € Z/mZ ( m,n) = 1}. Es facil ver que U,, es
un grupo con el producto de Z/mZ. En efecto, es obvio que el producto de
clases de U, estd en U,,, asi como que [1] € U,,. Sélo hay que probar que toda
clase [n] tiene una inversa. Ahora bien, como Uy, es finito, las potencias [n]’ no
pueden ser todas distintas, luego existen 4, j > 0 tales que [n]* = [n]*™7, o sea,
[n]¢([n)? — [1]) = [0] o, equivalentemente, m | ni(n/ —1). Como (n,m) = 1, ha
de ser m | n/ — 1, o sea, [n][n’ — 1] = [n/] = [1], con lo que [n/ — 1] es el inverso
de [n]. Es claro que el numero de clases en U, es exactamente ¢(m).

En estos términos el teorema de Dirichlet afirma que si (m,n) = 1 entonces
n es congruente mdédulo m con infinitos primos o, lo que es lo mismo, que cada
una de las clases del grupo U, contiene infinitos niimeros primos.

En realidad lo mas importante es que cada clase contiene niimeros primos,
pero no se conoce ninguna prueba de este hecho que en realidad no demuestre la
existencia de infinitos primos. Veamos un ejemplo: tomemos m = 24. El grupo
Us4 consta de las clases siguientes:

U24: {[1]7 [5]3 [7]3 [11]7 [13]7 [17]7 [19}’ [23]}

Vemos que el representante minimo de cada clase ya es primo salvo en el
caso de [1], pero esta clase contiene por ejemplo al primo 73.

El teorema de Dirichlet habia sido conjeturado empiricamente mucho an-
tes de que Dirichlet lograra demostrarlo. veamos algunos ejemplos el contexto
en que matemdticos como Euler, Gauss, Lagrange, etc. se interesaron por él.
Tratemos de caracterizar los niimeros naturales n que se pueden expresar como
suma de dos cuadrados, es decir, n = x2 + 2.

Para abordar este problema conviene definir el anillo de los enteros de Gauss

Zi) ={x+iy |z, y € Z}.

Se define la norma de un entero de Gauss como N(zx + iy) = 22 + y?. Asf el
problema consiste en determinar para qué nimeros n existe un entero de Gauss
z tal que N(z) = n.

El anillo Z[¢] tiene la propiedad de que sus elementos pueden descomponerse
en primos de forma andloga a lo que ocurre con los enteros ordinarios. Hay que
tener presente que los primos usuales no tienen por qué seguir siendo primos en
Z[i]. Por ejemplo, el 5 admite la siguiente descomposicién en primos de Gauss:

5=(2414)(2—1i).



186 Capitulo 7. Series de Dirichlet

Teniendo en cuenta que N(z122) = N(21) N(z2) ¥ que si p es un primo en Z
se cumple N(p) = p?, es claro que p puede factorizar a lo sumo de tres formas
distintas en Z[i]:

I) p se descompone en dos primos distintos de norma p (por ejemplo el 5)
II) p sigue siendo primo (y tiene norma p?) (por ejemplo el 3).
III) p factoriza como el cuadrado de un primo de norma p.

El 1ltimo caso sélo le ocurre al 2 = —i(1 +14)2. El factor —i es despreciable
en el mismo sentido en que podemos considerar que —4 = —22 es el cuadrado
de un primo en Z.

Puede probarse que todo primo de Z[i] aparece en la descomposicién de un
primo ordinario, luego todo primo de Gauss tiene norma p o p? para un cierto
primo p. Por lo tanto si un primo ordinario p es del tipo II entonces en Z[i] no
hay primos de norma p, y en cualquier otro caso si los hay.

Por ejemplo, 90 es suma de dos cuadrados, ya que podemos tomar un primo
de norma 9 (el 3), un primo de norma 5 (por ejemplo 2+3) y un primo de norma
2 (por ejemplo 1 +14). El producto de estos tres niimeros es un entero de Gauss
de norma 90. Es decir, 90 = N(3(2 4+ 4)(1 + 1)) = N(3+ 9i) = 3% + 9% Sin
embargo 30 no es suma de dos cuadrados, ya que para encontrar un entero de
Gauss de norma 30 necesitariamos un primo de norma 3, y no los hay porque 3
es de tipo II.

En general, un ntimero k£ es suma de dos cuadrados si y sé6lo si los primos
que dividen a k con exponente impar no son de tipo II.

Todos estos razonamientos son generalizables a otros casos. Por ejemplo, si
queremos estudiar qué nimeros naturales son de la forma x? — 6y? podemos
razonar igualmente tomando el anillo Z[v6] = {z +y | z,y € Z} con la norma
definida por N(z+y+v/6) = 22 —6y>. Uno de los descubrimientos més notables de
Euler en este campo fue que cada uno de estos anillos tiene asociado un nimero
D muy fécil de calcular (en nuestros ejemplos es D = 4 para Z[i] y D = 24 para
Z[\/@]) de tal modo que:

a) Los primos de tipo III son los que dividen a D.

b) Si dos primos p y ¢ no dividen a D y p = ¢ (méd D) entonces son del
mismo tipo.

En otras palabras, que la distincién entre primos de tipo I y II depende sélo
de la clase de Up a la cual pertenecen, de manera que podemos dividir las clases
de Up en clases de tipo I y clases de tipo II, segin que los primos que contengan
sean de uno u otro tipo.

Por ejemplo, para Z[i], el grupo Uy tiene sélo dos clases Uy = {[1], [3]} v,
puesto que 5 es de tipo Iy 3 es de tipo II, concluimos que [1] es de tipo Iy [3
es de tipo II.

La solucién definitiva al problema de la suma de cuadrados es:
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Un nimero natural es suma de dos cuadrados si y solo si los primos
impares que lo dividen con erponente impar son congruentes con 1
modulo 4.

La divisién en clases para Z[\/ﬁ] es la siguiente: de las 8 clases de Usy son
de tipo I las clases [1], [5], [19], [23] v son de tipo II las clases [7], [11], [13], [17].

Puede desarrollarse toda una teoria general en torno a esto. Por ejemplo,
puede probarse que siempre la mitad de clases de Up son de tipo I y la otra
mitad de tipo II. Mdas aun, las clases de tipo I forman siempre un subgrupo
de Up (el lector puede verificar estos hechos en los ejemplos anteriores). Ahora
debemos observar que la divisién en tipos de las clases de Up presupone que éstas
contienen primos, que es precisamente lo que afirma el teorema de Dirichlet. Si
una clase no contuviera ningin primo no tendria sentido decir que es de tipo I
o de tipo II.

Lo cierto es que Euler consiguié definir esta divisiéon en clases sin suponer
que contuvieran primos (es decir, dio una definicién formal de clases de tipo I
y de tipo II y probé que si una clase contiene primos, éstos son del tipo corres-
pondiente). Su teorfa se basaba en una ley muy importante sobre congruencias
conocida como ley de reciprocidad cuadratica, de la que, no obstante, sélo fue
capaz de probar unos pocos casos particulares. Nos ocuparemos de ella en el
capitulo siguiente. Legendre obtuvo una prueba admitiendo el teorema de Di-
richlet, y fue Gauss el primero en demostrarla sin este supuesto, con lo que dio
las primeras pruebas completas de los resultados de esta parte de la teoria de
nimeros. Sin embargo, pese a que Gauss llegd a encontrar pruebas muy elegan-
tes de sus resultados, es claro que este enfoque basado en esquivar el teorema de
Dirichlet ha de ser necesariamente artificial, y asi se comprende la importancia
que tuvo el trabajo de Dirichlet para la teoria de numeros y el empeno que
tantos matematicos pusieron en demostrar una conjetura, por otra parte, tan
sencilla de enunciar y de constatar empiricamente. Por tltimo digamos que este
el teorema, asi como las técnicas que vamos a emplear, admiten generalizaciones
importantes a otras partes mas avanzadas de la teoria de nimeros que nos seria
imposible esbozar aqui.

La prueba del teorema de Dirichlet necesita de algunos resultados sobre
grupos abelianos finitos. Supondremos conocidos los hechos bésicos comunes
con otras estructuras algebraicas (homomorfismos, cocientes, etc.)

Los unicos hechos que vamos a emplear y son especificos de grupos finitos
son los siguientes:

Sea GG un grupo abeliano finito. Para cada g € G existe un nimero natural
n > 0 tal que ¢g" = 1. En efecto, las potencias ¢, n =1, 2, 3, ... no pueden
ser todas distintas, luego existen n, m > 0 tales que g™ = ¢g™*", luego ¢g" = 1.

Se llama orden de g al minimo ndmero natural n > 0 tal que g" = 1.
Observar que si m es cualquier otro entero, entonces m = cn+7r con 0 <1 < n,
y g™ = (g™ =g", luego g™ =1siysblosi g" =1,siysélosir=0,siy
s6lo si n | m. Mds adn, esto prueba que el subgrupo generado por g es

(9)={9™ ImeZy={1,9, ....g" '}
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Finalmente, si H es un subgrupo de G entonces la clase [g] de un elemento
g en el grupo cociente G/H es [g] = {gh | h € H} y claramente la aplicacién
h + gh biyecta H con [g], luego |[g]| = |H| (donde | X| representa el niimero de
elementos del conjunto X). En consecuencia, |G| = |G/H]| |H]|.

Definicién 7.26 Observemos que C\ {0} es un grupo abeliano con el producto
usual. Si G es un grupo abeliano finito, un cardcter de G es un homomorfismo
de grupos x : G — C\ {0}.

Llamaremos G* al conjunto de todos los caracteres de G. Es claro que G* es
un grupo con el producto definido puntualmente. Se llama grupo dual de G. El
elemento neutro es el llamado cardcter principal, dado por 1(g) = 1 para todo
g €G.

Observar que si x es un caracter de G y g es un elemento de orden n, entonces

se cumple x(g)" = x(¢g") = x(1) = 1, luego [x(g)| = 1.

De aqui se sigue que el caracter inverso de y es precisamente su caracter
conjugado, dado por X(g) = x(g).

Necesitamos un unico hecho adicional sobre caracteres, pero para demos-
trarlo nos haréan falta otros resultados intermedios. Necesitaremos probar que

|G| = |G*|. Lo veremos primero para grupos generados por un solo elemento.

Teorema 7.27 Sea G un grupo abeliano finito. Supongamos que existe g € G
tal que G = (g). Entonces |G| = |G*|.

DEMOSTRACION: Sea n el orden de g. Sea ¢ = 2™/, Es claro que el
orden de ¢ en C\ {0} también es n y de aqui es facil deducir que la aplicacién
X : {g) — (¢) es un isomorfismo de grupos, y en particular un cardcter de G.

Como x%(g) = ¢* y las potencias 1, (, ... , ("1 son todas distintas, es claro
que los caracteres 1, x, ... , "' son todos distintos, y asf |G| = n < |G*|.
Veamos que G no tiene mas caracteres que éstos.

Si 4 es cualquier cardcter de G entonces ¥(g)"™ = ¥(g") = ¥(1) = 1, luego
ha de ser ¥(g) = ¢ para 0 < i < n. Asi, ¥(g) = x*(g9) y es claro entonces que

Y =x" .

Teorema 7.28 Sea G un grupo abeliano finito y H un subgrupo de G. Entonces
todo cardcter de H se extiende a un cardcter de G.

DEMOSTRACION: Si H = G es obvio. Sea g € G\ H y consideremos
Hy ={g‘'h|i€Z, h € H}. Claramente H; es un subgrupo de G que contiene
estrictamente a H. Basta probar que todo caracter de H se extiende a Hy, pues
tras repetir el proceso de extensién un numero finito de veces llegaremos hasta
una extension a todo G.

Sea, pues, x € H*. Sea n el orden de la clase [g] en el grupo cociente G/H,
esto es, el minimo n > 0 tal que g" € H. Sea ¢ € C tal que (" = x(g").
Definimos ¥(g*h) = (*x(h). Si probamos que esta definicién no depende de la
representacién de un elemento de H; en la forma ¢*h tendremos claramente que
1) es un caracter de H; que extiende a Y.
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Supongamos que g'h; = g’hy. Entonces ¢' 7 = hghl_l € H, luegon | i—j,
es decir, ¢ — 7 = nk. Entonces

¢ =("F =x(g™" = x(¢"") = x(¢"7) = x(hahi "),

luego Cx(h1) = ¢Ix(hs). -

Una consecuencia inmediata es la siguiente:

Teorema 7.29 Sea G un grupo abeliano finito y g € G. Si x(g) = 1 para todo
cardcter de G, entonces g = 1.

DEMOSTRACION: Supongamos que g # 1. Entonces el grupo (g) tiene méas
de un elemento, luego por el teorema 7.27 tiene mas de un caracter. Si y es un
cardcter de (g) no principal entonces es claro que x(g) # 1, y por el teorema
anterior x se extiende a un caracter de G con la misma propiedad. m

Teorema 7.30 Sea G un grupo abeliano finito. Entonces |G| = |G*|.

DEMOSTRACION: Supongamos que el teorema es falso y tomemos un grupo
G que lo incumpla con el minimo nimero de elementos posible. Obviamente ha
de ser G # 1. Sea h € G tal que h # 1. Consideremos el subgrupo H = (h).
Claramente |G/H| < |G|, luego por la eleccién de G se cumple que |(G/H)*| =
|G/H| y por el teorema 7.27 también |H*| = |H|.

Consideremos la aplicaciéon G* — H* dada por x — x|g. Claramente es
un homomorfismo de grupos y por el teorema 7.28 es suprayectiva. Su ntcleo
es N={x e G| xlg =1}

Claramente G*/N = H*, luego |G*| = |G*/N||N| = |H*||N| = |H||N|.
Basta probar que |N| = |(G/H)*|, pues entonces |G*| = |H||(G/H)*| =
|H||G/H| = |G|, contradiccién.

Es claro que todo x € N induce un cardcter de G/H dado por x([g]) = x(9)
y, reciprocamente, todo x € (G/H)* es inducido por el cardcter de N dado por
x(9) = x([g])- De hecho ambos grupos son isomorfos. n

Con esto estamos ya en condiciones de probar el resultado que necesitamos:

Teorema 7.31 (Relaciones de ortogonalidad) Sea G un grupo abeliano fi-
nito.

a) Six € G* entonces

_JIGl six=1
g%:GX(g) { 0 six#1

b) Sige G entonces

_JIGl sig=1

XEG*
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DEMOSTRACION: a) El caso x = 1 es obvio. Si x # 1 existe un h € G tal
que x(h) # 1. Notar que cuando g recorre G entonces gh también recorre G,

luego
x(h) 3> x(9) = X x(hg) = > x(9),
9eG 9eG ge]
con lo que (x(h) —1) > .5 x(9) =0y por lo tanto E:Gx(g) =0.
ge
b) Es claro que la aplicacién ¢, : G* — C\ {0} dada por d4(x) = x(g) es
un cardcter de G*. Basta aplicarle el apartado a). L]

Por ultimo particularizamos el concepto de caracter al caso de los grupos
U, que son los tinicos grupos que nos van a interesar.

Definicién 7.32 Sea m > 1 un nimero natural. Si y es un cardcter del grupo
U, llamaremos cardcter mdodulo m inducido por x a la funcién aritmética dada
por

_ [n] i(nm)=1
x(n) = {)E)( ) zi (n,m) #1

Es claro que los caracteres modulares asi definidos son funciones aritméticas
completamente multiplicativas. Las series de Dirichlet que definen reciben el
nombre de funciones L:

— x(n)
L(s,x) = an = Hl para o > 1.
P

n=1

La convergencia se sigue del teorema 7.9, pues |x(n)] < 1. En el caso del
caracter principal médulo m tenemos que

o= Tt =1 (15 )< (7.4

1
em=11 =55 pm

Como el producto finito es una funcién entera, es claro que L(s, 1) se prolonga
analiticamente al semiplano s > 0 con un polo simple en s = 1.

Por otra parte, si y # 1 entonces es claro que la sucesién x(n) tiene periodo
m y, por las relaciones de ortogonalidad, la suma de m términos consecutivos
vale 0, luego podemos aplicar el teorema 7.9 b) y concluir que L(s, x) converge
en el semiplano o > 0 a una funcién holomorfa. Resumimos en un teorema lo
que hemos obtenido:

Teorema 7.33 Sea x un cardcter modular. Entonces la funcidn L(s,x) estd
definida y es holomorfa en el semiplano o > 0, salvo si x = 1, en cuyo caso
tiene un polo simple en s = 1.

Ahora tratemos de demostrar el teorema de Dirichlet imitando el argumento
de Euler que empleamos en el teorema 7.16.

Poco antes de que Dirichlet iniciara su trabajo en este problema, Kummer
habia investigado a fondo la aritmética de los llamados anillos de enteros ci-
clotémicos, de donde obtuvo resultados importantes en torno al ultimo teorema
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de Fermat. No vamos definir estos anillos, pero baste decir que su comporta-
miento es muy similar a los enteros ordinarios y en varios aspectos estan relacio-
nados con los grupos U,,. Dirichlet advirtié6 que en el contexto de la teoria de
Kummer tenia sentido definir una funcién (,, analoga a la funcién dseta usual
y, con calculos mucho méas complicados, las propiedades de ( valian también
para (.

En la definicion de esta funcién intervienen conceptos algebraicos que hacen
diffcil su manipulacién analitica (se trata de una serie no sobre los nimeros
naturales sino sobre el conjunto de los ideales de un anillo). Al operar con ella
buscando una expresién lo més sencilla posible Dirichlet llegé a la definicién de
los caracteres modulares y las funciones L, y demostré la férmula siguiente:?

Gm(s) = IEL(s,X),

donde (aqui y en lo sucesivo) x recorre los caracteres médulo m.

Nosotros tomaremos esta férmula como definicién de la funcién (,,. Se trata,
pues, de una funcién holomorfa en el semiplano s > 0 salvo quizd un polo en
s=1.

Guiado por el comportamiento de la funcién ¢ ordinaria, Dirichlet demostré
que la funcién ¢, tiene también un polo simple en 1 con residuo no nulo (que
él calculé explicitamente), lo cual le ponia en condiciones de generalizar el ar-
gumento de Euler. Nosotros probaremos esto mismo con técnicas de variable
compleja. Observar que el hecho de que (,, tenga un polo en 1 equivale a que
L(1,x) #0si x # 1 (o sea, a que ninguin factor tenga un cero en 1 que cancele
el polo simple de L(s, 1)).

Para probarlo veremos primeramente que log (,,,(s) > 0 cuando s > 1, con
lo que ¢ (s) > 1 cuando s > 1, y tendremos al menos que (,, no tiene un cero
en s = 1.

Podemos definir log ¢, = > log L(s, x), donde a su vez cada log L(s, x) es

X
la funcién dada por el teorema 7.23, o sea,

o (X x)(n)
log L(s, x) = E —-
o log n n

Una simple comprobacién nos da que x’ * xu = x(c} * p) = xA y asi:

oo 2 X(n)A(n)

IOng(s):z:XlogT >0, para s > 1,
n=2

pues, por las relaciones de ortogonalidad, > x(n) > 0.
X

2En realidad la funcién (m definida por Dirichlet se diferenciaba de ésta en un factor similar
al producto H (1 - p%) que nos ha aparecido en (7.4), pero como éste no juega ningun papel,
plm
lo excluimos por definicidn.
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Como ya hemos dicho, esto implica que (,,,(s) > 1 para s > 1, luego (,, no
puede tener un cero en s = 1.

De la continuidad de la conjugacion se sigue que L(s,x) = L(s, x), luego si
un cardcter cumple L(1,x) = 0, también tenemos L(1,%) = 0. Por lo tanto, si
X # X ha de cumplirse que L(1,x) # 0, o de lo contrario en el producto que
define a (,, habria al menos dos factores con ceros y un tinico polo simple, luego
(m tendria un cero en 1, en contradiccién con lo que hemos visto.

Asf pues, sélo queda probar que L(1, x) # 0 cuando x = Y, es decir, cuando x
s6lo toma valores reales, que serdn necesariamente —1, 0, 1 (porque los caracteres
en sentido propio s6lo toman valores de médulo 1).

Sea x un cardcter real y supongamos que L(1,x) = 0. Entonces considera-
mos la funcién

G(s) = CC((QSS)) L(s,x) = 7; W, para o > 1.

La funcién |u| * x es multiplicativa y es facil ver que

Ky _ k k-1 _ JO six(p)=-1,0
(Il +x) (%) = x(0)" + x(p)" " = {2 six(p) = 1
Por lo tanto |p| *x > 0 y podemos aplicar el teorema 7.11, que nos da que la
serie converge en realidad para o > 1/2. Ademas, puesto que el primer término
es igual a 1 y los restantes son positivos, queda que G(s) > 1 para s > 1/2. Por
lo tanto

. -~ (s) _ C(1/2)L(/2,x) _
1< s—>1(11r?2)+ G(s) = s—>(11r;12)+ C(QS)L(S’X) e 0.

Con esta contradiccién concluimos que L(1,x) # 0 siempre que x no es el
caracter principal, luego en efecto (,, tiene un polo simple en 1. El resultado
sobre las funciones L tiene interés por s{ mismo. Lo recogemos en el teorema
siguiente para referencia posterior:

Teorema 7.34 Six es un cardcter modular no principal, entonces L(1,x) # 0.

Ahora seguimos el argumento del teorema 7.16. Vamos a probar que si A es

una clase del grupo U,,, entonces la serie Y (1/p) es divergente, con lo que en
peA
particular A deberd contener infinitos primos. Para ello hemos de considerar de

nuevo el logaritmo de (,,, es decir, log (,(s) = > log L(s,x). Cada sumando
X
puede desarrollarse en serie a partir de la factorizacién de las funciones L:

log L(s, x) Zlog
p

A su vez desarrollamos cada logaritmo en serie de Taylor como hicimos en
el teorema 7.16:

log L(s, x) = Zi vy para o > 1.

p n=l1
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Descomponemos

log L(s, x) :Z
P

donde

R(s,x) szwm cumple IR(s,x)\SZZZ%Sl
P 2

p n=2

Si hacemos variar C' en las clases de U,, tenemos

IR BUCH I

ps’
C peC

con lo que

1
log L(s, x) ZX Z — + R(s, %), para todo x.
peC

Podemos pensar en estas ecuaciones como un sistema lineal con incégnitas

las series > 1/p®. Queremos despejar estas series para comprobar que tienden
peC
a oo cuando s tiende a 1, lo que probara que cada clase C tiene infinitos primos.

Fijemos, pues, una clase A de U,,. Multiplicamos las ecuaciones por x(A™!) y
sumamos sobre :

ZX Nlog L(s, x) = ZZX CA™! Z]%-FRA(S),

donde [Ra(s)| = ‘Z X(A*I)R(s,x)’ <> TIR(s, x)| < ¢(m) para todo s > 1.
X X
Por el teorema 7.31, la suma Y x(CA™!) vale ¢(m) si C = A y es cero en
X

otro caso. Asi pues
1
Zx Dlog L(s,x) = é(m) 3 - + Rals), (7.5)

con lo que tenemos despejada la serie de A.

Ahora tomaremos limites cuando s — 17. Debemos detenernos en el com-
portamiento de log L(s,x). Puesto que L(1,x) (para x no principal) es un
niimero complejo no nulo, sabemos que en un entorno de L(1, ) existe una de-
terminacién continua del logaritmo. Componiéndola con L(s, x) obtenemos una
funcién continua log’ L(s, x) definida en un entorno de 1, digamos |1 — ¢, 1 + €.
La funcién log L(s, x) — log’ L(s,x) es continua en el intervalo |1,1 + ¢[ y sélo
puede tomar los valores 2kmi, para k entero, luego por conexiéon k£ ha de ser
constante en 1,1+ €[ y consecuentemente existe

lim log L(s,x) =log' L(1,%) + 2kmi.
s—1
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Agrupamos todos los sumandos acotados del miembro derecho de (7.5) junto
con R4(s) y queda que

log L(s, 1) = 6(m) 3 — + Ta(s),

pEA

donde T'4(s) es una funcién acotada en un entorno de 1.
Por otro lado ll'm+ L(s,1) = 400, luego también h'm+ log L(s,1) = 4o0.
s—1

s—1
Esto implica que la funcién ) 1% no estd acotada en un entorno de 1, luego la
pEA
serie Y Il) es divergente, como queriamos probar.
pEA

7.5 La distribucion de los niimeros primos

En una carta escrita en 1849, Gauss afirma que ya en 1793 habia observado
que la densidad del conjunto de los niimeros primos se aproxima a 1/logx
para valores grandes de x, y que cada nueva tabla de primos publicada venia a
confirmar su conjetura.

El significado de las palabras de Gauss es claro: llamemos 7(z) al niimero de
primos menores o iguales que x. La densidad del conjunto de primos menores
o iguales que = es m(x)/x (por ejemplo, 7(100) = 25, luego la densidad de
los primos menores o iguales que 100 es 1/4, o sea, la cuarta parte de los
numeros en este intervalo son primos.). Gauss afirma que esta densidad 7(z)/x
es aproximadamente 1/logx cuando z es grande. La aproximacién no hay que
entenderla como que el limite de la diferencia tiende a 0 (esto es falso) sino en
el sentido asintotico

lim M =1.
T——+00 T
0.
o @)z
1/logx
0 200 400 600 800 1000

La gréfica muestra las dos funciones 7 (x)/z y 1/logx. Equivalentemente
tenemos que w(z) ~ z/logx, es decir, que z/logx es una aproximacién al
nimero de primos menores que x. Sin embargo, no es la mejor aproximacion
en la que podemos pensar a partir de la conjetura de Gauss. Por ejemplo,
si realmente 1/logx es cada vez més parecido a la densidad de los primos,
entonces para aproximar el nimero de primos entre 1.000 y 1.100 serd mas fiable
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multiplicar la densidad aproximada 1/log(1.100) por la longitud del intervalo,
o sea, 100, lo cual nos da

_ 10 = 14,28,
log(1.100)
en lugar de restar las aproximaciones
1.100 1.000

- = 12,31,
log(1.100)  log(1.000)

pues en este caso usamos la aproximacion 1/1og(1.000), que es peor. Efectiva-
mente, hay 16 primos en dicho intervalo.

Mas en general, para aproximar el niimero de primos en un cierto intervalo es
mas fiable dividirlo en subintervalos pequenos y sumar la aproximacién 1/ log x
en un punto de cada intervalo multiplicada por la longitud de éste. Tomando
limites llegamos a la llamada integral logaritmica

Todt
m(x) ~(x) = / —.
5 logt
Esta es la aproximacién que consideré Gauss. He aquif unas cuantas graficas
que comparan las tres funciones z/logx, m(x) e Il(x). La primera nos muestra
las tres funciones para valores pequenos de x:

14
12
10 I(z)
8 ()
6 x/logx
4
2
0 5 10 15 20

Los tramos verticales en la grafica de m(z) indican discontinuidades. Note-
mos que se trata de una funcién escalonada. Las dos gréaficas siguientes muestran
claramente la validez de la conjetura de Gauss:

30¢
25
20
15
10

5
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1200
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2000 4000 6000 8000 10000

En ambas figuras, la gréfica superior es la de Il(z), la intermedia la de
m(x) y la inferior la de x/logz. Vemos que la integral logaritmica proporciona
una aproximacién mucho mejor. Esto se ve mas claramente al comparar los
cocientes:

1.4
N (n(2) log 2)
! W.m—*' m(x)/(x)

0.8

0.6

0.4

0.2

0 2000 4000 6000 8000 10000

Veamos por tltimo algunos valores numéricos. Gauss trabajé con tablas que
llegaban hasta 7(3.000.000). En la tabla de la pdgina siguiente tenemos en el
centro m(x), a sus lados las aproximaciones x/logx e Il(z), el error e para cada
una de ellas y el porcentaje de error relativo e,.. (Observar que la afirmacién
m(x) ~ a(x) equivale a que el error relativo e, = |7(x) — a(z)|/7(z) tiende a 0.)
La tabla confirma una vez més que la integral logaritmica es una aproximacion
mucho mejor.

El teorema de los niimeros primos FEn 1800 Legendre estudié también la
densidad del conjunto de los nimeros primos, pero sus férmulas no tenian méas
base que comprobaciones empiricas. Los primeros resultados teéricos sobre esta
cuestion los obtuvo Chebyshev en 1850. Entre otras cosas probd que

0,891l(z) < w(x) < 1,1111(=),

asi como que el error relativo de la aproximacién m(x) ~ Il(x) es menor que el
de la aproximacién 7(z) ~ z/logx o el de otras similares. En 1859 Riemann
publicé una breve memoria en la que esbozaba las lineas generales de la demos-
tracién de lo que hoy se conoce como “teorema de los niimeros primos”, es decir,
de la férmula 7(z) ~ Il(z).
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z  ler (%) e z/logx mw(x) 1I(z) e er (%)

102 12 3 22 25 29 4 16

103 14 23 145 168 176 9| 54

104 12 143 1.086 1.229 1.245 16 1,3

10° 9,4 906 8.686 9.592 9.628 37 | 0,39

106 7,8 6.115 72.383 78.498 78.626 128 | 0,16

107 6,6 44.158 620.421 664.579 664.917 338 | 0,05

108 5,8 332.773 5.428.682 5.761.455 5.762.208 753 | 0,013

109 5,1 2.592.591 48.254.943 50.847.534 50.849.234 1.700 | 0,0033

1010 | 4.6 20.758.030 | 434.294.482 | 455.052.512 | 455.055.613 | 3.101 | 0,00068

Los argumentos de Riemann fueron completados definitivamente por Hada-
mard y de la Vallée Poussin en 1896. Sus pruebas incluian estimaciones del

error de la aproximacion.

Aqui probaremos que 7(z) ~ x/logx ~ Il(z) sin entrar en el andlisis de los
errores. Los argumentos originales de Riemann se basaban en un estudio muy
profundo de la funcién dseta que inclufa, entre muchos otros, los resultados de
las secciones anteriores. La prueba que daremos se basa en un teorema general
del que obtendremos otras muchas consecuencias sobre la distribucién de los
nidmeros primos. Ademds no necesitaremos mas que las propiedades elementales
de la funcién dseta. En primer lugar demostramos que es suficiente probar que
w(z) ~ x/logx.

Teorema 7.35 Se cumple

log x

~ Il(x).

DEMOSTRACION: Integrando por partes obtenemos

Ti(z) = /2 " dt

luego basta probar que

Ahora bien,

luego

T dt VEdt T dt NG
2, 7, T 5, ST 3, T3
5 log“t log“t vz log®t ~ log2  log”\/x
x
0< logx/ dt2 < 2log\/x 2 R
r  Jy log*t VT log /T

T 2

logt - log x B log 2

/z dt
2

log?t B

lim

r— 400 €T

log x

*odt
| e
2 log”t

xT
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Comenzamos la prueba del teorema de los nimeros primos con un resul-
tado técnico cuya prueba usa un argumento muy similar al de la demostracion
anterior. Recordemos de 7.24 que O( f (a:)) representa a una funcién tal que
O(f(z))/f(z) estd acotada para x suficientemente grande. Conviene introducir
también el convenio siguiente:

Definicién 7.36 Si f : ]0,+o0o[ — C, representaremos mediante o(f(x))
(leido “una funcién de orden menor que f(z)”) a una funcién indeterminada

con la propiedad de que
ol @)
im

a—+oo  f(x)

Teorema 7.37 Sea {b,}52, una sucesién de nimeros complejos y o € C. Si

Z by, = ax + o(x),

n<x

x
Z 1ogn N log:c to <logz> '

n<x

=0.

entonces

(Los sumatorios recorren los naturales 2 <n < x.)

DEMOSTRACION: Llamemos f(z) = > b,. Entonces b, = f(n) — f(n—1),
n<zx
entendiendo que f(z) =0si z < 2. Sea N la parte entera de z. Entonces

N N-1 N
_ fln)—fn—=1) _ f(N) f(n) fln—1)
glogn N 7;2 logn _logN+ﬂ§210gn_ng2 logn
_ W) RS T
~ logN + Z logn Z log(n+ 1)

1
- logN Zf <logn log(nJrl))'

Ahora, teniendo en cuenta que f(N) = f(x),

log (f(N) ) f(m))‘: ()| log(x/N) _ ‘f(w)
T logN logzx T log N x

log(z/(z — 1))
log(z — 1) °

Por hipétesis el primer factor tiende a ||, luego el producto tiende a 0. Esto

significa que
FN) _f@ (N w (e}
logN logx log x logz log

Como f(n)/n tiende a « existe una constante C' tal que |f(n)| < Cn, luego

logxzf 1 <Clogx1§n L 1
logn Clog(n+1) /)|~ z = \logn log(n+1) '
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Por otra parte,

I 1 _log(1+1/n) < 1/n
logn log(n+1) (logn)log(n+1) ~ log®n’

con lo que la expresién anterior queda mayorada por

Clongz_l 1 <Clogxz 1
r = log2n_ T n<mlog2n

log x 1 1 log = ( N x >
=C + <C +
x Z Z 2 - z \log?2 log®\/x

2
By log“n Jaen<s log®n

-¢ <2k§5\/§ i 10g2ﬁ> ’

y la dltima expresién tiende a 0. L]

El paso siguiente es obtener una expresién integral para las series de Dirich-
let.

Teorema 7.38 Sea

o0
an

fls)=) —
n=1 n

una serie de Dirichlet con coeficientes a, > 0 y convergente en un semiplano
o> 09 >0. Sea
o(x) = Z Q.
logn<z
FEntonces

“+o0
f(s) = 3/0 e o(x)dx, paraoc > oy.

DEMOSTRACION: La funcién e **¢(z) tiene médulo e~7%¢(x), que es una
funcién positiva y acotada en intervalos acotados. Ademds es medible porque
@(x) es escalonada y e~ “% es continua. Por lo tanto es integrable en intervalos
acotados. Sea k un nimero natural.

log(k+1) k log(r+1) T
s/ e To(x)de = s Z/ e Z ap, dx
0 1 n=1

r=1"1087
k T r+1 1 k k r41
ZSZZan/ eiSlOgtgdt = sZZan/ =+t gy
r=1n=1 r n=1r=n r
k k

=— Z an Z((r +1)7°—r7°) = Zan(n_s —(k+1)7°).

r=n n=1
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De aqui se sigue que

k log(k+1)
an _ —SsT h‘(k)
ZE—S/O e d)(x)dx—i-(k_'_l)s,

3
|
—

k
donde h(k) = > an. Sea 0 > 01 > 0o > 0. Entonces

log(k+1) h(k) 1
—ST d .
e o(r)dr + Gt

(7.6)

]~
|®
w |3

Il

w»
S—

Claramente

h(k) " a, 1
OSWSZTL‘” Sf(01)7 ‘(k+1)5—01

n=1

1 k
0
(k+ 1)

luego tomando limites en (7.6) obtenemos la igualdad buscada. "

En la prueba del teorema principal necesitaremos un conocido resultado
del andlisis de Fourier. Para comodidad del lector damos una prueba basada
Unicamente en la teoria de la medida.

Teorema 7.39 (Lema de Riemann-Lebesgue) Sea I un intervalo y f una
funcion integrable en I. Entonces

lim / f(t)e™tdt = 0.
I

a——400

DEMOSTRACION: Basta probar que para todo 3 € R se cumple

lfim /f(t) sen(at + 3) dt =0,
I

a——400

pues entonces aplicando esta igualdad para 5 =7/2 y 8 = 0 obtenemos

lim /f(t) cos(at)dt = lim /f(t) sen(at) dt =0,
a—+00 I a—+00 I
de donde se sigue el teorema.

Supongamos primeramente que f es la funcién caracteristica de un intervalo
Ja, b[ contenido en I. Entonces la integral se reduce a

2
< - —0.
«

b
/ sen(at + ) dt

«

cos(aa + ) — cos(ba + 3) ‘

Ahora supongamos que [ es la funcién caracteristica de un subconjunto B
de I. La hipdtesis implica que B es medible y de medida finita. Sea € > 0.
Tomamos un subconjunto compacto K C B tal que u(B \ K) < €¢/4 y un
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abierto G tal que K C Gy u(G\ K) < ¢/4. Podemos suponer también que
G C I, asi como que esta acotado. Entonces

/Bsen(at +3) dt’ =

/Gsen(at +3) — / sen(at + 3) dt

G\K

<

+ / sen(at + ) dt
B\K 2

/ sen(at + ) dt‘ 4 &
G

El abierto G es una unién disjunta de intervalos acotados disjuntos, y como
n

K es compacto podemos suponer que la unién es finita. Digamos G = | Jay, b;[.
i=1

Entonces
n

‘/Gsen(at-i-ﬁ) dt‘ <>

i=1

)

b;
/ sen(at + () dt

a;

y el caso anterior nos garantiza que tomando « suficientemente grande la suma
se hace menor que €/2, luego también en este caso tenemos que el limite es 0.

El caso siguiente es suponer tan sélo f > 0. Entonces existe una sucesién
creciente {s,} de funciones simples (es decir, combinaciones lineales finitas de
funciones caracteristicas de conjuntos medibles disjuntos) de modo que s, < f
y 11'7an sp = f, con lo que

H,Ifl/[s”(t) dt = /If(t) dt.

Sea € > 0y tomemos s = s, tal que [,(f(t) — s(t)) dt < €/2. A partir del
caso anterior se sigue inmediatamente que s cumple el teorema. Sea pues M > 0
tal que

/s(t) sen(at + 3) dt’ < % para todo o > M.
I

Asi,

/1 F(#)sen(at + B) dt‘ <

/(f(t) — 5(t)) sen(at + 3) dt

I

_|_

/s(t) sen(at + ) dt‘ < /I(f(t) —s(0) di+ 5 <

I

Finalmente, si f es una funcién cualquiera la podemos expresar como dife-
rencia de dos funciones positivas a las que aplicar el caso anterior. m

Ya tenemos todo lo necesario para probar el resultado fundamental de este
tema, del que no sélo deduciremos el teorema de los niimeros primos sino muchos
otros resultados sobre la distribucién de los primos. Dado que es un teorema
muy general y que la prueba se basa en unas pocas propiedades que poseen en
particular ciertas series de Dirichlet, conviene aislar las hipdtesis que realmente
se emplean en la demostracion.
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Teorema 7.40 (Teorema tauberiano de Ikehara) Sea ¢ : R — R una
funcidn mondtona creciente tal que ¢(x) = 0 para x < 0 y consideremos la
funcion

“+oo
fls) = 5/ e To(x) dx.
0
Supongamos:
a) La expresion anterior define una funcién holomorfa en el semiplano o > 1.

b) Si llamamos
g(s) =f(s) = —= ¥ he(t)=g(l+e+it),

entonces, para cada X\ > 0, existe

HH(I) he(t) = h(t) uniformemente en t para |t| < 2,
€E—

con lo que en particular h es continua en R.

Entonces existe
lim e Y¢(y) = 1.
Yy—+00
Antes de entrar en la prueba conviene observar que las hipdtesis se satisfacen
cuando f(s) es una serie de Dirichlet con coeficientes a,, > 0 convergente en el
semiplano o > 1y prolongable analiticamente a un abierto que contenga la recta
o = 1 salvo por un polo simple en 1 con residuo 1. Entonces el teorema 7.38

nos da la condicién a) para ¢(x) = > a, y la funcién g es holomorfa en 1,
logn<zx
luego también en toda la recta o = 1, y la condicién b) se cumple trivialmente.

DEMOSTRACION: Vamos a probar que existen funciones Pj()\) y P2(A) in-
dependientes de f y de ¢ tales que

Pi(A) > Tm e ¥¢(y) > lim e Yo(y) > Po(N) >0,

y——+00 y—+oo

Claramente esto prueba el teorema. En primer lugar observamos que

T gen2 vy
5 dv = .

o U

En efecto, por simetria la integral es dos veces la misma integral entre 0 y
400, e integrando por partes obtenemos la integral de Dirichlet calculada en el
capitulo V.

Sea H(x) = e ®¢(x). La parte mas complicada de la prueba es demostrar

que
Ay v\ sen?wv
It H( f—) dv = . .
y—too | YoX) T T (7.7)

o0
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Tomemos s = 1 + € + it. Entonces

PO (- 1)/0+°°e“¢<x)dz 1

s—1

+oo +oo +oo )
= / e To(x)dr — / e~ 70T gy = / (H(z) —1)e" """ dg.
0 0 0

Para realizar ciertas manipulaciones necesitaremos trabajar en intervalos
acotados. La igualdad anterior equivale a

he(t) —1 ¢ :
he(®) = 1 = lim (H(z) —1)e” """ da.
S £—+o0 0

M4s atin, el limite es uniforme en ¢ para [t| < 2\ (para un € fijo). Basta
tener en cuenta que

‘/;_OO (H(z) —1)e " dx

400
< / |H(z) — 1| e dx,
3

y la dltima integral existe porque (H(x) — 1)6’“ es integrable (se obtiene con
t = 0 en las expresiones anteriores). Como la tltima integral no depende de ¢
el limite es uniforme. Continuamos:

€
ity — ﬂ —he(t) —1 = If ity (1 _ M / H(x) — 1)e cr—itz
‘ ( QA) s emtoo 22 ) Jo (H(z) ~1)e dz.

Llamemos " 0
t he(t) — 1
F.(t) = _— ) ——.

®) ( 2)\) s

Se trata de una funcién continua en ¢, luego integrable en intervalos acotados.

/2)\ ity (t)d ” 1 ity It] E( (z) ) ite g0 | d
el F‘6 t)dt = / im e* (1 _ _) / H(z) — 1)e =~z gy t
—2X _o) \§—+oo 20 ) Jo

Como el limite es uniforme en ¢ podemos intercambiarlo con la integral:

2 ) 2 ) ‘t| 19 )
/ eWE (t)dt = lim ey < - —> / (H(z) —1)e” """ dzdt.
0

—2x §—+too /oy

Ahora intercambiamos las integrales (ambas son sobre intervalos acotados):

/D e'WE (t)dt = lim 5(H(OL“) —1)e /2)\ (1 - M) W=Dt gt | d.
—2A §—+o0 0 —92)\ 2

La tdltima integral se puede calcular (en el pentltimo paso integramos por
partes):
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/2)\ 1-— 1t et gt = /QA _ cos((y — z)t)dt
N 22 Jan 2\ Y

+i ” _ sen((y — x)t)dt =2 ” 1- 14 cos((y — x)t)dt
2 2 0 2

:2)\/02 (1—%)cos()\(y—m)t)dt:/jwdt

~ 2sen’(A(y — x))
Ay —a)?
Con esto hemos llegado a la expresién

o ¢ sen?(A\(y — x))
eWE (t)dt =2 lim H(z)—1)e“*—————"2dx.
[m & §=+o0 o (Hx) =1) Ay —x)?

El integrando es integrable en [0 + oc], pues (H(z) — 1)e™“* lo es y el otro
factor esta acotado. Por lo tanto podemos volver a trabajar con el intervalo no
acotado:

2x +oo sen2 A —
/ e (t)dt = 2/ (H(z) — 1)6761<¢2)) dz.
—2A 0 Ay — )

Vamos a descomponer la integral en dos sumandos. Para ello hemos de
probar que al menos uno es integrable. La integrabilidad de (%%)2 implica la

de
sen?(A(y — z))
u(z) = T Nu—22
(y —x)
y su vez ésta implica la de e ““u(x) = u(z) — (1 — e~ “*)u(x), pues el segundo
sumando estd mayorado por u(x). Por consiguiente:

2x +o0 +o00
/ eE (t)dt + 2/ e “u(z)dr =2 H(z)e “u(x)dx.  (7.8)
—2) 0 0

Ahora vamos a hacer tender € a 0 en cada sumando. Como h(t) tiende
uniformemente a h(t) es claro que Fi(t) tiende uniformemente a

_ [t At) -1
F@® = (1_5> 1+t

22 22
lim eWF.(t)dt = / e (t) dt.
=0/ _ax —2

luego

Usando que e~ ““u(z) < u(x) y la integrabilidad de u(x) es facil ver que

+oo “+o0 00 2 )\ _
lim e “u(x)dx = / u(z)dx = / w dx
0 0

e—0 J, )‘(y - {E)2
A sen2 v i
= 2 V.
— 00
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Ahora veamos que

+oo —+o0
h’r% H(z)e“u(x)de = H(x)u(x)dz
“~YJo 0
2 v\ sen?v
= [mH (y — X) —'1)2 dwv.

El hecho de que los otros dos términos de (7.8) tengan limite prueba que el
limite anterior existe. Digamos que es L. Como el integrando es positivo, para
todo £ > 0 se cumple

/5 H(xz)e “u(x)dx < L,
0

y cuando € — 0 esta integral tiende a

/5 H(z)u(z)dx < L,
0

luego existe
+oo

H(z)u(x)dx < L.
0

Ahora basta aplicar el teorema de la convergencia mondtona de Lebesgue.
Tomando limites en (7.8) obtenemos:

22X Ay 2 Ay 2
/‘ dwFaﬁﬁ+2/1 %nvdv:2/" H(y—3)8“1”du
v2 A v?2

—2X — 00 —00

Finalmente hacemos tender y a +o0o. La primera integral tiende a 0 por el
lema de Riemann-Lebesgue, la segunda tiende a 7 y el resultado es la igual-
dad (7.7). Observemos que si v > Ay entonces H(y — v/A\) = 0, luego (7.7)

equivale a
+o0 2
v\ senv
lfm H(f—) dv = . 7.9
Am | V=) 2 (7.9)
En lo sucesivo usaremos repetidas veces la monotonia de ¢, que por definicién
de H se traduce en

oo

H(wz) > H(x1)e™ ™",  para 1 < 2.
Teniendo en cuenta que el integrando es positivo es inmediato que
VX 2

— v sen- v
I H<f—)
yﬂu;noo Vs y A v2

dv < .

Si v varfa entre —vX y v/A entonces
v 1 1
— — > _ U//\—l/ﬁ > _ —ﬁ//\—l/ﬁ
H (y /\) > H (y \/X) e >H|ly——)e

e
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Por consiguiente

v 2
— 1
Iim H <y — —) 6_2/\/X/ sen2 v dv <.
y—+oo VA VAV

Cambiando y por y + 1/ VA queda

T 7762/\/X
Y f_\/x 5822 Y du

Es claro que All'm Pi(A\)=1.
— 400
En particular hemos probado que H(y) estd acotado. Si C es una cota,
entonces N ) N )
o0 o0
og/ H(yfg)senzvdng/ =
NG A v NG v

y la dltima integral tiende a 0 cuando y tiende a +o0o, luego por (7.9) existe

3

vy v\ sen?v
Ii H(y-5) 2 dv=m 7.10
y—-+00 . YTX) T T (7.10)
Para valores grandes de y se cumple H(y) < 2P;()\), luego si y es suficiente-

mente grande H(y —v/\) < 2P;()) para todo v < \/y, pues y — /y/ tiende a
infinito.

Sea b= 2P (\) + VA. Entonces

—b 2 —b
v\ sen‘ v 1 _2Pi())
/ H(y—x> deQPl()\)/ — dv= ,

2
oo v Coo U b

y también

vy v\ sen?v Vi1 2P (\)
Hy— - < 2P — dv =
/b (y )\) v2 dv < 1()\)/1, v2 dv b

luego separando estos dos intervalos de (7.10) queda

b 2
4P (N) U) sen‘v >

= 1\A 1 H( _ 2
b +yi_1}rloo —b Y A v?

Si |v| < b entonces y — v/A < y + b/A, y aplicando la monotonia de ¢
obtenemos H(y + b/\)e?*/* > H(y — v/)). En consecuencia

4P (A b b sen?
P i H(yﬁ)ew/ S0 gy s
y——+o00 —b v

Teniendo en cuenta que la integral es menor que 7, al despejar queda

lfm H(y—!—g) 26—2b/>\ <1_ 4P1(/\)>7

y——+00 b
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y tras un cambio de variable llegamos a

y—~+00 7Tb

tim () > e (1= 222 ) = p),

donde claramente A11'IJ£1 Py(A\) =1. "

Ahora enunciamos el caso particular de este teorema que realmente vamos
a usar:

Teorema 7.41 Sea f(s) una serie de Dirichlet con coeficientes a, > 0 con-
vergente en el semiplano o > 1 y que admita prolongacion analitica a la recta
o =1 excepto por un polo simple en 1 con residuo 1. Entonces

> an =+ o(x).

n<x

DEMOSTRACION: Ya hemos comentado que las hipétesis del teorema anterior

se satisfacen si consideramos la funcién ¢(z) = > a,. En estos términos
logn<z
> an = ¢(log ),
n<z

y la conclusién del teorema anterior puede reescribirse como

[ dllog)

r— 400 X

=1.
m

Para probar el teorema de los niimeros primos nos basta este resultado, pero
para otras aplicaciones necesitaremos una version un poco mas general.

Teorema 7.42 Sea f(s) una serie de Dirichlet en las condiciones del teorema
anterior y sea g(s) una serie de Dirichlet con coeficientes b, € C convergente
en el semiplano o > 1 y prolongable analiticamente a la recta o = 1 salvo quizd
a s =1, donde tiene un polo simple con residuo o (entendiendo que o = 0 si
no hay tal polo). Supongamos que eriste una constante C tal que |b,| < Cay,.
Entonces

> by = ax + o(x).

n<z

DEMOSTRACION: Supongamos primero que los coeficientes de g son reales

(v por lo tanto o también). Podemos tomar C > «. Entonces la funcién

(Cf+9)/(C+ «) cumple las mismas hipétesis que f, luego el teorema anterior
nos da que

Cap+bn,

Cra ot

n<x

0 equivalentemente,

C > an+ Y by=(CH+a)r+o(x),

n<z n<x
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v la conclusion es clara. En el caso general consideramos la serie

_ — by,
g(s) = s
n=1

Claramente g(s) = g(s) y ademads

_9+g 9—g

9=t
Las funciones g + g cumplen las hipétesis del teorema y sus coeficientes son
reales. Por el caso anterior cumplen la tesis, y de aqui se sigue facilmente que

lo mismo sucede con g. "

En su demostracion del teorema de los niimeros primos, Riemann tuvo que
estudiar la distribucién de los ceros de la funcién dseta. Nosotros necesitaremos
tinicamente el resultado mas elemental a este respecto: que la funcién dseta
no se anula sobre la recta ¢ = 1. Vamos a probarlo, mas en general, para
funciones L.

Teorema 7.43 Sea x un cardcter modular. Entonces L(1+it, x) # 0 para todo
teR (¢ #0six=1). En particular ((1+it) # 0 para todo t € R no nulo.

DEMOSTRACION: El caso particular se obtiene aplicando el teorema al
caracter principal médulo 1. El caso ¢t = 0 es el teorema 7.34, luego ahora
podemos suponer t # 0. Consideramos la funcién

F(s) = ¢*(s)L*(s +it, x) L(s + 2it, x?).

Las funciones L(s+it, x) y L(s+2it, x?) son holomorfas en 1. Si suponemos
que L(1 +it,x) = 0 entonces el polo triple de (3(s) se cancela con el cero
cuddruple del segundo factor, con lo que F' es holomorfa en 1 y ademds F(1) = 0.

Asi pues, basta probar que F(1) # 0. Lo haremos estudiando su logaritmo.
En primer lugar notamos que

8

L(s+it,x) =

donde f(n) = x(n)/n' es una funcién aritmética completamente multiplica-
tiva, y lo mismo es valido para L(s + 2it, x?) cambiando f por f2. Segin el
teorema 7.15 tenemos los desarrollos en productos de Euler

1 , 1 L 1
¢(s) =Il—=> L(S+Zt7X)_H1—f@v L(5+2lf,x)—nwa

Pl p1-58 pl- 5

véalidos en el semiplano o > 1.
Ahora aplicamos el teorema 4.3 junto con el desarrollo de Taylor

00
=y
n

n=1

log
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con lo que obtenemos

n

log (s Zii log L(s + it, —Ziﬂp
5 npns’ &) 8 t X - npns’
p

p n=1 n=1

log L(s + 2it, x?) ZZ I prral

p n=1

Es claro que las series son absolutamente convergentes (las series de los
médulos son todas iguales a log ((0)). Consecuentemente podemos agruparlas
y formar la serie

log F(s ZZ3+4f +f2( ),

p n=1

que es, efectivamente, un logaritmo de F(s) en el semiplano o > 1. Puesto que
|f(n)] =1, si pn es un argumento cualquiera de f(p™), tenemos que Re f(p") =
cosOpn y Re f2(p") = cos20,». Se cumple

34 4cosf 4 cos20 =3 +4cosf +2cos®f — 1 = 2(1 + cos 6)?

con lo que concluimos Relog F(s) > 0 y, en consecuencia, |F(s)| > 1 para todo
s > 1. Por continuidad no puede ser F'(1) = 0. ]

Finalmente estamos en condiciones de probar el teorema de los nimeros
primos. Vamos a aplicar el teorema 7.41 a la derivada logaritmica de la funcién
dseta (cambiada de signo). Hemos visto que

)

(s) £

donde A es la funcién de Mangoldt. Teniendo en cuenta su definicién esto

equivale a
¢'(s) 3 log p 3 log p log p
- = ms = s + Z ms ’
C(S) p,m p D p p,m=>2 p

donde p recorre los nimeros primos y m los naturales no nulos.

Como la convergencia es absoluta, los dos sumandos de la derecha definen
funciones holomorfas en el semiplano ¢ > 1. Llamemos ¢(s) a la primera de
ellas. Respecto a la segunda, al sumar la serie geométrica tenemos

Z logp Z logp
pms - p2s _ ps ’
p,m=>2 P

y al comparar esta serie con g(2s) concluimos que de hecho converge en el semi-
plano o > 1/2. Por otra parte el teorema 8.7 nos da que la funcién meromorfa
—(’/¢ tiene un polo simple en 1 con residuo igual a 1.
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El hecho siguiente es crucial: como la funcién ¢ no se anula en la recta o = 1,
concluimos que 1 es la tinica singularidad de —¢’/¢ en dicha recta.

Por 1ltimo, dado que la segunda serie en que hemos descompuesto esta
funcién es holomorfa en toda la recta, llegamos a que la serie de Dirichlet

logp
>

p

define una funcién holomorfa en el semiplano ¢ > 1 prolongable a una funcién
meromorfa en el semiplano o > 1/2 que sobre la recta ¢ = 1 tiene un unico polo
simple en 1 con residuo 1.
Vemos asi que estamos en las hipdtesis del teorema 7.41, cuya conclusion en
este caso es
> logp = x + o(). (7.11)

p<z

El teorema de los niimeros primos es ahora consecuencia inmediata del teo-

rema 7.37:3
x x
= 1 = .
(@) Z log = +O(logac)

p<z

Aunque ya hemos dicho que no entraremos en la estimacion del error en el
teorema de los niimeros primos, comentaremos que ésta depende fuertemente
de la distribucion de los ceros de la funcién dseta. Riemann conjeturé que todos
los ceros en la llamada banda critica 0 < o < 1 estan, de hecho, sobre la recta
o = 1/2. Esta conjetura se conoce como hipdtesis de Riemann. Hilbert la
incluy6 en su famosa lista de problemas presentada en el Segundo Congreso
Internacional de Matematicas de Paris en 1900 y todavia estd sin resolver.

La hipétesis de Riemann estd avalada por cédlculos que muestran que los
primeros millones de ceros no triviales se encuentran efectivamente sobre la
recta 0 = 1/2. Volveremos sobre ello en el capitulo XI. De la Vallée Poussin
probé que no hay ceros en una cierta zona en la banda critica (limitada por una
curva asintética a la recta 0 = 1) y, con ayuda de este hecho, demostré que el

error relativo en la aproximacién de 7(x) por Il(x) es menor que e~ V<8 para
cierta constante ¢ > 0. La hipétesis de Riemann equivale a que dicho error sea
finalmente menor que z~(1/2)¢ para cualquier € > 0.

La sucesion de los primos Una consecuencia sencilla del teorema de los
nimeros primos es una férmula asintética para el primo n-simo similar a la
férmula de Stirling para n!

3En general, todos los argumentos empleados siguen siendo validos para un cuerpo
numérico arbitrario K, cambiando p por N(P), donde P recorre los ideales primos de K. Si
1(n) es el nimero de ideales P de norma n, llegamos a la relacién Z uw(n)logn = z+o(x), a

n<z

partir de la cual se concluye que el nimero de primos de K de norma < z es asintéticamente
igual a z/logz. M4s ain, si aplicamos directamente el teorema 7.41 a la funcién dseta de
K dividida entre su residuo p obtenemos también que el ntimero de ideales de norma < x es
asintéticamente igual a pzx.
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Teorema 7.44 Sea p, el primo n-simo. Entonces p, ~ nlogn.

DEMOSTRACION: Tomando logaritmos en la férmula del teorema de los
nimeros primos queda

log 7(z) + loglog z — logx — 0,
luego también

logm(z) loglogx
—_—
log x log x

El segundo sumando tiende a 0, con lo que

lm 087 _
T—+00 1ogm

Multiplicando y dividiendo por log x obtenemos

lm 7(x)log m(x)

r——+0o0 x

:]_,

Y si hacemos x = p,, es claro que m(p,,) = n, luego

nlogn

lim
n Pn

=1,

es decir, p, ~ nlogn. [

La serie de los inversos de los primos Ahora vamos a investigar el com-
portamiento asintdtico de la serie

p<x

Nos basaremos en el producto A * 1 = log, que demostramos en el capitulo VII
sobre la funcién de Mangoldt. Representamos por E(z) la parte entera de x.
Entonces

STAME(/n) =Y An) Y 1= Y An)=> Y An)

n<x n<x m<z/n mn<z k<z n|k
=) (Ax1)(k) = logk = log E(z)!
k<x k<x

Por otro lado, usando la definicién de la funcién de Mangoldt,

> Am)E(z/n)= Y E(x/p™)logp=Y Z E(z/p™)logp,

n<x pm<x p<zm=1

(los infinitos sumandos afadidos son nulos).
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Separamos los sumandos correspondientes a m > 2 y vemos que

Z ZE (z/p™) logp<x210gpz 1/p™ —leogp

p<z m=2 p<z p<lz

oY o>t L = O)

p<w

La convergencia de la ultima serie puede probarse por comparaciéon con
¢(3/2) o, alternativamente, ya hemos usado la convergencia de la pentltima
serie en la prueba del teorema de los niimeros primos. Con esto concluimos que

log E(x '—ZE (z/p)logp + O(x).

p<z
Por otro lado, tomando logaritmos en la férmula de Stirling vemos que
logn! = nlogn —n + O(logn),
de donde se sigue facilmente
log E(x)! = zlogz — z + O(log z).

Asi pues,
Z E(z/p)logp = zlogz + O(x).

p<z

Ahora veremos que podemos quitar las partes enteras. Obviamente se cum-
ple E(z/p) = z/p + O(1), luego

E(z/p)logp = EIOgP-F O(1)logp == logp +0 log p
p p

p<z p<z p<z p<z p<z

La relacién (7.11) implica que el dltimo término es O(x), luego

I
e 3 B2 _cioga+ Ofe),

p<z

o también

1
Z 8P _ logz 4+ O(1).

p<z

Llamemos A(z) a esta ultima serie. El paso siguiente serd encontrar una
expresion integral para la serie de los inversos de los primos en funcién de A(z).
Sea N = E(x).

An-1) N AM) = A A(N)
pz:; Z logn _;::2 logn _T;log(n—&—l)—'_logN
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—1 N-1
1 1 A(N) ntL A(N)
Z (n) <logn log(n + 1)) + log N nz::z (n)/n tlog® ¢t i log N

n=2
N T T
At A Alt A Alt
:/ U (x)+/ O g — (m)+/ Ay,
o tlog®t logz [y tlog“t logz /o tlog“t
Para terminar, hacemos A(z) = logz + R(z), donde R es una funcién aco-
tada, y asi
1 R Todt  R(t
Yoo=1+ (x)+/ +/ O _ 4
P log 5 tlogt o tlog“t

p<z
+o0 R(t) gt /+oo R(t)
tlogt . tlog?t

1
=1+0 (—) + loglog x —loglog2—|—/
log x 9

Las tltimas integrales existen porque |R(t)/tlog?t| < C/tlog*t, que es in-
tegrable (su primitiva es —C/logt). Mds ain,
oo R(t)
fm tlog? t dt

erOO dt
T tlog?t

<,

y por consiguiente

T R(t teo gt 1
[ =0 ([ ) =0 (ogs )
« tlog®t « tlogt log x

En total hemos llegado a que

1 1
Z—zk—l—loglogw—i—O( ),
D log x

p<z

para una cierta constante k, analoga a la constante de Euler para la serie
harmonica.

Primos en progresiones aritméticas Nuestra ultima aplicacién del teo-
rema de Ikehara serd un refinamiento del teorema de Dirichlet sobre primos en
progresiones aritméticas.

Definicién 7.45 Sea G un grupo abeliano finito. Sea C% el espacio vectorial
de todas las aplicaciones de G en C. Para cada f € C“ definimos

1
/G o) dg = & g;f(g).

Este operador integral define una aplicacién lineal C® — C. Las relaciones
de ortogonalidad afirman en estos términos que

1 six=1
/Gx(g)dg{o Sy 1

para todo caracter x de G.
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De aqui se sigue que los caracteres de G son linealmente independientes como
elementos de C¢. En efecto, dada una combinacién lineal nula

> axx =0,
X
si 9 es un caracter fijo también se cumple

Z axxw_l =0,
X

y al integrar queda oy = 0.

Como la dimensién de C% es |G|, concluimos que los caracteres forman una
base, con lo que toda funcién f € C% se expresa como combinacién lineal de los
caracteres de G.

Sea A un conjunto de primos no vacio y sea A, = {p € A | p < x}. Diremos
que una aplicacién A : A — G estéd equidistribuida si para todo caracter y de

G se cumple
> x(A(p))

’ PEAL -

Observar que si x es el cardcter principal el miembro derecho de (7.12) vale
1 y se cumple trivialmente la igualdad. Si x no es principal las relaciones de
ortogonalidad implican que el miembro derecho vale 0. Notemos también que
los dos miembros de (7.12) son lineales en x. Como toda aplicacién f : G — C
puede expresarse como combinacion lineal de los caracteres de G, resulta que si
A\ esté equidistribuida entonces

2,34 f(A(p)
lim 2% = / f(g)dg.
v R
En particular, si f es la funcién que vale 1 sobre un elemento fijo g € G y
es 0 en los restantes, resulta
|peAlp<z ) =g} 1

lim = .
z—-+oo {peAlp<a} |G|

Esto significa que para valores grandes de x hay aproximadamente el mismo
nimero de primos p < z en A con la misma imagen por A. Es facil ver que esta
dltima igualdad equivale a la equidistribucion.

Sea m > 2 y k un entero primo con m. Llamaremos 7 (z) al ndmero de
primos p < z tales que p = k (méd m). El teorema de Dirichlet equivale a que
h'r+n 7k (xz) = +00. Ahora probamos més que esto:
T—T00

Teorema 7.46 Sea m > 2 y k un numero entero primo con m. Entonces

TICON

a=too w(x)  G(m)
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DEMOSTRACION: Sea A el conjunto de los primos que no dividen a m.
Sea A : A — U,, la aplicacién dada por A\(p) = [p]. Basta probar que X\ estd
equidistribuida. Esto implica la férmula que queremos probar salvo por el hecho
de que (si z es grande) en el denominador queda 7(z) — ¢, donde ¢ es el nimero
de primos que dividen a m. Es claro que dicha ¢ puede eliminarse.

Asi pues, basta probar que todo caracter no principal médulo m cumple que
el limite de (7.12) es igual a 0.

Dado un caracter x consideramos la férmula

o 15,20 = 3 >

p n=1

que ya hemos usado en la prueba del teorema de Dirichlet. Al derivar queda

CL'(s,x) _ 3 log p x(p™)
L(Sv X) o pne

Por el teorema 7.43 esta funcién es holomorfa sobre toda la recta o = 1. Si
separamos los términos con n > 2 obtenemos una serie mayorada en mddulo

por
Z log p

)
p,n>2 pns

y en la demostracion del teorema de los nimeros primos hemos probado que
esta serie converge en el semiplano o > 1/2. Por consiguiente, la serie restante,

5 log p x(p)
S
» p
define una funcién holomorfa en el semiplano o > 1 que se prolonga analitica-
mente a la recta o = 1.
Aplicamos el teorema 7.42 tomando como g a esta serie y como f a

log p
Z ps :

p

La conclusién es que

> logpx(p) = o(x),

p<z

y el teorema 7.37 nos permite eliminar los logaritmos:

> x(p)=o (102%) :

p<z

El teorema de los ntimeros primos nos da

> x(p)

lim pse =0.
z—too ()
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Esta férmula sigue siendo cierta si en el denominador ponemos 7(z) — ¢,
donde ¢ es el nimero de primos que dividen a m, y entonces tenemos (7.12).
| |

Nota: En el caso de una extensién de cuerpos numéricos este argumento permite probar
que los ideales primos estan equidistribuidos respecto al homomorfismo de Artin. Generali-
zando de forma obvia las definiciones también se prueba que los ideales estan equidistribui-
dos. Para ello hay que usar las funciones L en lugar de sus derivadas logaritmicas, asi como la

funcién dseta quitandole los factores correspondientes a los primos ramificados en la extensién.



Capitulo VIII

El teorema de los residuos

Segun el teorema de Cauchy, la integral de una funcién holomorfa alrededor
de un arco cerrado es nula siempre que el arco no rodee a ningin punto en
el que la funcién no esté definida. En este capitulo estudiaremos qué ocurre si
permitimos que el arco rodee a una o varias singularidades aisladas de la funcién.
La respuesta es que entonces la integral ya no es necesariamente nula, pero cada
singularidad contribuye al resultado tinicamente a través de su “residuo”, que
no es sino el coeficiente a_; de la serie de Laurent de la funcién alrededor del
punto. Si el teorema de Cauchy nos ha aportado mucha informacién sobre
las funciones holomorfas, la generalizaciéon que probaremos seguidamente nos
permitird probar resultados aiin més potentes.

8.1 Residuos

Aunque ya hemos anticipado varias veces la definicién de residuo (de hecho,
ya hemos calculado los residuos de la funcién factorial y de la funcién dseta de
Riemann), éste es el punto donde el concepto entra en la teorfa:

Definicién 8.1 Si zp es una singularidad aislada de una funcién holomorfa f,
se llama residuo de f en zp, y se representa por Res(f, z0), al coeficiente a_; de
la serie de Laurent de f en zp.

En particular, si zg es una singularidad evitable de f (o, lo que en la practica
es equivalente, si f es holomorfa en z) entonces Res(f, zg) = 0.

Teorema 8.2 (Teorema de los residuos) Sea 2 un abierto en C y f una
funcion tal que si z € 0 entonces f es holomorfa en z o bien f tiene una
singularidad aislada en z. Sea vy un arco cerrado contenido en ) y que no pase
por ninguna singularidad de f. Supongamos ademds que I(vy,z) = 0 para todo
z € C\ Q. Entonces

/f(() d¢ = 2mi Z Res(f, z) I(v, 2).

zeQ

217
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Notar que todos los sumandos de la derecha son nulos salvo un nimero finito.
Se entiende que si z € v* entonces Res(f,z) I(,z) = 0 (aunque el indice no
esté definido).

DEMOSTRACION: Sea B el conjunto de singularidades no evitables de f.
Como todas las singularidades de f son aisladas, B es un conjunto discreto,
luego numerable. Obviamente Res(f, z) = 0 para cualquier z que no esté en B.
Maés aun, B no puede tener puntos de acumulacion en 2, pues tales puntos no
serian singularidades aisladas de f.

Sea H = {z € B | I(v,2z) # 0} C B. Si I(7,%) # 0 entonces z no esta
en la componente conexa no acotada de C\ v*, luego H estd contenido en un
conjunto acotado. Si fuera infinito tendria un punto de acumulacién zg € C\ £,
y por hipétesis I(v,29) = 0. Ahora bien, como el indice es constante en las
componentes conexas de C\ v*, resultarfa que I(y,2z) = 0 en un entorno de zq,
luego habria puntos de H con indice nulo, contradiccién. Asi pues, H es finito.

Cambiando € por (2\ B)UH podemos suponer que f tiene un niimero finito
de singularidades en € (los puntos que hemos eliminado cumplen I(v,z) = 0,
luego sigue siendo cierto que I(y,z) = 0 para todo z € C\ Q).

Si z € H entonces z es una singularidad aislada de f, es decir, f es holomorfa
en un entorno reducido D’(z,r). Consideremos la serie de Laurent

0= 0 4 S aEC -9 paad e D)
n=1 n=0
Llamemos
o — a_n(2)

a la parte singular de la serie. Teniendo en cuenta el teorema 5.8 tenemos

que S, (¢) converge (y es holomorfa) en C\ {z}. Consecuentemente la funcién

g(¢) = f(¢) — > S.(¢) es holomorfa en Q\ H. Ahora bien, si zg € H entonces
z€H

9O = an(20)((—20)" = > S:¢Q)  parae€D(zr)

n=0 z€H\{z0}

luego z es una singularidad evitable de g y, por lo tanto, podemos considerar
que g € H(Q2). Estamos en las hipdtesis de la versién general del teorema de
Cauchy, luego

0= [aric= [ 1©dc- Y [ s.(0d

ze€HYY

Las series de Laurent convergen uniformemente en compactos, y 7v* es un
compacto, luego por el teorema 2.19 podemos intercambiar la serie y la integral,
es decir,

[yf(()dcz Z/i%dcz Z[ya_n(z)iﬁdg.

zeH YV n=1
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Pero es claro que todos los integrandos tienen primitiva excepto paran =1,
luego

Lf(q)d<=L€Ha_1(z)LfT<Z — 210 3" Res(f, ) I(7, 2).

z€EH

Para mostrar aplicaciones concretas del teorema de los residuos necesitamos
técnicas para calcular residuos de singularidades. El método més elemental es
calcular directamente el coeficiente de la serie de Laurent.

1
Res <7,0).
zZ —senz

Teniendo en cuenta la serie de Taylor se sen z es claro que

Ejemplo Calculemos

22 20

z—senz:§—§+--~,

luego 0 es un cero de orden 3 de z —sen z y por consiguiente es un polo de orden
3 de la funcién que nos ocupa. La serie de Laurent sera de la forma

0
1 1 B
—— == g anz".
zZ—8senz z
n=0

El residuo que buscamos es as. Operando las dos ultimas igualdades nos
queda

oo

1— 2\ /1 22
() ()

n=

Ahora multiplicamos las series e igualamos coeficientes:

1

lzaoi &0:6,
1
0200'04*0,15 ay =0,

1 1 3
0=ag- —g +a1-04+as- —5 GQZE.

En el caso de polos suele ser 1til el teorema siguiente:

Teorema 8.3 Sea f una funcion holomorfa con un polo de ordem m en un
punto zy. Entonces

Res(f, 29) = Ii #dm—_l((
B A = (m—1)! dzm—1

z— zo)mf(z)).
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DEMOSTRACION: Sea ¢(z) = (2 — 20)™ f(z). La funcién g tiene una singu-
laridad evitable en zy. Mds concretamente, si la serie de Laurent de f es

oo

f(z) = Z an(z — 20)",

n=—m

la serie de Taylor de g es
g(z) = Z p—m (2 — 20)".
n=0

El residuo que buscamos es a_1, que es el coeficiente de (z — z)™ ! de la
serie de Taylor de g. Segun el teorema 3.19 y teniendo en cuenta la unicidad
del desarrollo
gm—l)( ZO)

Res(f, z0) = N

Puesto que las derivadas son continuas, podemos sustituir gm_l)(zo) por el
limite que aparece en el enunciado, que es la forma més 1til en la practica. m

El teorema siguiente es preferible al anterior cuando puede aplicarse:
Teorema 8.4 Sean g(z) y h(z) funciones holomorfas en un punto zy de modo

que 0(g,20) =0, o(h,z0) =1 (con lo que f(z) = g(2)/h(z) tiene un polo simple
en z9). Entonces

Res(f,z0) = g/(é(;))

DEMOSTRACION: Tenemos que h(zg) = 0 pero h'(zg) # 0. Por el teorema
anterior

, 9(2) , 9(20)
Res(f, 20) = zlgrzlo(z - ZO)? = g(z0) Zlggo h(z)—h(zo) W(zo)
Z—Zz0

~

8.2 Aplicaciones al calculo de integrales

El teorema de los residuos puede usarse para calcular integrales reales del
mismo modo que aplicdbamos el teorema de Cauchy, sélo que ahora las posibi-
lidades son mayores. Veamos un ejemplo sencillo para empezar:

Ejemplo 1 Calculemos

Feo dx
- m, para a > 0.



8.2. Aplicaciones al calculo de integrales 221

Teniendo en cuenta que el integrando es positivo, la integrabilidad equivale
a la existencia del limite

i R dx
dn |
La funcién f(z) = 1/(2?+a?)?3 tiene polos triples
en los puntos +ai. Consideremos el arco [—R, R] U
vgr dado por la figura. Podemos aplicar el teorema
de los residuos. Mediante el teorema 8.3 es facil
calcular -

. 3 -
Res(f, ai) = T6a5i" R 0 R

ai <+

Asi pues,

B dr 3 o
|yt [ FQd =i = o

Ahora basta demostrar que existe

TR
Para ello basta observar que
¢)d(| <mR 1 R 1 A !
T max =7TR— mix ———————~
=R |22 4+ a?|3 RS [21=r |1 + a2 /223’

y es claro que esta tltima expresion tiende a 0 con R. La conclusion es que
Foo dx _ 3r
oo (22 +0a?)3 8a®

El método que hemos empleado sirve para integrar funciones racionales bajo
condiciones muy generales. Para funciones de otro tipo se necesitan ideas nuevas.
Por ejemplo, en el caso anterior la integral sobre la semicircunferencia tendia
a 0 porque la funcién considerada tendia a 0 en oo (con rapidez suficiente).
En el proximo ejemplo esto ya no es cierto, pero a cambio contamos con la
periodicidad de la funcién exponencial:

Ejemplo 2 Calculemos

+oo 4T
/ dx, O0<a<l.

feo lH4e* ‘
L. . 21| v
Es facil comprobar que un arco como el del ejem- -
plo anterior no funciona en este caso porque la inte-
. . . . 73 ga!
gral sobre la semicircunferencia no tiende a 0. Con-
. . "
sideremos en cambio el arco de la figura. “E 0 i
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La idea es que el integrando tiende a 0 cuando z tiende a co (de lo contrario
la funcién no seria integrable), y esto nos permitird probar que las integrales de

la funcion
eaz

e =1

sobre los segmentos y; y 73 tienden a 0 con R.

La integral sobre «2 no se va a anular, pero debido a la periodicidad de la
funcién exponencial resulta que f(x + 27i) = €297 f(x) y la integral sobre v, es
un multiplo de la integral buscada, con lo que podremos despejarla igualmente.
Veamos los detalles.

Ante todo, la funcién 1 + e* tiene un cero simple en 7i (la derivada no se
anula), luego f(z) tiene un polo simple en 7i. Las singularidades restantes estdn
fuera del arco, luego no nos afectan. Podemos calcular el residuo mediante el
teorema 8.4 y queda: Res(f,mi) = —e™*. El teorema de los residuos nos da

dr — 2ami dx + f C dC+ f C dC — 97 ™
/ x—e / x [n ) © mie

7R1+€x 7R1+ex s

Por otra parte

2 R+zt) 27 6aR
¢)d idt| < ————d
[l =| [l < [ e

Claramente |1 4 el > |efitit| — 1 = eft — 1 > 0, luego

et 27el

2m
ro@|< [T e =

a—1)R

y es claro que la ultima expresiéon tiende a 0 con R.
Similarmente se demuestra que la integral sobre v3 también tiende a 0. Por
lo tanto concluimos que existe

oo 14 T = 1 — e2ami  p—ami _ cami  pami _ p—ami  gen qir

/+°° ear —97i e —9mi 27i T

El ejemplo que sigue emplea una combinacion de las dos ideas precedentes.

/ T Jogx d
———— dx.

o (2 41)?
Consideramos el arco indicado en la figura. Esta

vez hemos necesitado una nueva semicircunferencia

para evitar la singularidad en 0 debida al logaritmo.

Puesto que la funcién es integrable es razonable con- -~
jeturar que la integral sobre 7, tenderd a 0. Lo —-R ~ —r | r R

Ejemplo 3 Calculemos
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mismo le ocurrird a g, pero, a diferencia de lo que sucedia en el ejemplo 1,
aquf no nos interesa la integral sobre el segmento [—R, —r]. La solucién ser re-
ducir la integral sobre este segmento a la integral sobre [r, R], tal y como hemos
hecho en el ejemplo 2.

Obviamente la funcién a considerar es

log z

f(2)2m7

donde log z es la rama uniforme del logaritmo con partes imaginarias en el inter-
valo |—m/2,37/2[ (de modo que sobre nimeros reales coincide con el logaritmo
real y estd definida en un abierto que contiene a nuestro arco).

Sobre el eje negativo tenemos log(—z) = logx + i, con lo que

[T log(—x) [T logz (R da
/[—R,—r] f(Q)d¢ = /_R 7(:52 192 dr = /T 7@2 e dxr + m/r 7(1'2 1

Con esto hemos eliminado la integral sobre el eje negativo. La tltima integral
que nos aparece podria calcularse como en el ejemplo 1, pero veremos que no
serd necesario.

La funcién f tiene dos polos dobles en +i. El inico que nos interesa es 1,
cuyo residuo se calcula facilmente con el teorema 8.3 y queda

T+ 24

Res(f,i) = i

El teorema de los residuos nos da

" loga [ _de e T+ 2
Q/T md“m/T m+/mf(<)d<+/%f(g)d<_2m —

Para acotar las integrales sobre las circunferencias observamos que si |z| = r
es suficientemente pequeno se cumple

llogz| = |logr+iargz| =+/(logr)? + (arg2)2 < /(logr)? + 72

< 2(logr)? = V2log(1/r).

Por otra parte la funcién 1/(2% + 1)? es continua en un entorno de 0, luego
esta acotada, digamos por M. De aqui que

/7 0 dc‘ < wr MV log(1/r),

y es claro que la ultima expresion tiende a 0 cuando r tiende a 0.
Para la otra semicircunferencia usamos que si 2| = R es suficientemente
grande entonces |log z| < v/2log R, asi como que

1
(22+1)2

< 1
S
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Como consecuencia obtenemos

dC‘ 7TR\/_10gR7

que también tiende a 0. Con esto hemos probado que existe

R R 2

log dx T
m lm |2 [ —S——dr+mi | ——s =g+ i
Ri+wr50</r (% + 1) :HM/T (x2+1)2> 2 T

Igualando partes reales y partes imaginarias llegamos a que existen
T Jogx T teo dx ™
o= Y 2112 4
0 (x2+1) 4 0 (x2+1) 4

En este ejemplo hemos podido reducir la integral en el segmento negativo a
la integral en el segmento positivo gracias a que el denominador era par en x
(no se alteraba al cambiar z por —z). Ahora consideraremos una funcién muy
similar pero en la que esto ya no es cierto, lo que nos obligara a introducir una
idea nueva.

Ejemplo 4 Calculemos

teo log x
/0 m d.T, para a, b>0.

Si intentamos seguir la técnica del ejemplo anterior nos encontraremos con
que no podemos eliminar o reducir la integral sobre el intervalo [-R, —r]. La
solucién es no pasar por el eje negativo, recorriendo una circunferencia completa:

YR

Partimos de r, recorremos el segmento [r, R], luego damos una vuelta com-
pleta vg, recorremos el segmento [R, r] y por dltimo damos una vuelta en sentido
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negativo v,., con lo que volvemos al punto de partida y completamos el arco ce-
rrado. En la figura hemos separado los intervalos [r, R] y [R,r] para que se
vea mejor la trayectoria, pero es sélo un convenio de representacién. Hay que
entender que los tramos horizontales son el mismo segmento real recorrido dos
veces en sentidos opuestos, asi como que las circunferencias estdn completas.

El problema que presenta este arco es que no es posible definir una rama
uniforme del logaritmo en un abierto que lo contenga, pues tal abierto rodearia
al 0 sin contenerlo y no seria simplemente conexo. En la practica resolveremos
esto con un truco, pero conviene dar una interpretacion mas profunda que nos
permita comprender por qué funciona el truco.

La idea subyacente es que podemos definir la integral de una funcién multi-
forme sobre un arco sin necesidad de que exista una rama uniforme de la funcién
definida sobre todo el arco.

Pensemos en particular en la funcién log z y en nuestro arco. Por concretar
podemos suponer que tenemos 7 : [0,2]+47] — C, donde I = R—r y de modo
que en el intervalo [0, 1] el arco  recorre el segmento [r, R], en el intervalo [, 1+
27] recorre yg, en el intervalo [l 4 2w, 21 + 27| recorre [R, 7] y en [2]4 2, 2] +47]
recorre ;.

Segun el teorema 1.18 existe una determinacién continua del argumento de
7. Concretamente podemos tomar la funcién arg~ : [0, 2] + 47] — C dada por

la gréfica siguiente:

0 I l42r 2427 2+4n
Asf la funcién log~y : [0,2] + 47] — C dada por logvy(t) = log|y(¢¥)| +
targy(t) es un logaritmo continuo de v y tiene sentido

argy(t)
2w

2l+4m
/ log ¢ d¢ = / log y(t)Y'(t) dt.
¥ 0

Globalmente esta integral no puede considerarse como la integral de una
funcién holomorfa sobre un arco, pero lo importante es que localmente si es
asi. Por ejemplo, en el intervalo [0, 4+ 7] la funcién log~(t) es el logaritmo
de ~(t) con parte imaginaria en [0, 7], luego es la composicién de (t) con la
rama holomorfa de log_, /5 2 con argumentos en |- /2, 37/2[, mientras que en
el intervalo [l + , 2] + 37] podemos ver a log(t) como la composicién de ()
con la rama holomorfa log, ,, z (ver la figura siguiente).

En general, la integral en cualquier tramo no demasiado grande es una in-
tegral curvilinea en el sentido usual. De este modo, cuando integramos el loga-
ritmo en el segmento [r, R] estamos integrando el logaritmo real ordinario (por-
que argy(t) = 0 en el intervalo [0,1]), luego podemos considerar que integramos
la funcién holomorfa log_, mientras que al llegar al intervalo [R,r]| estamos
integrando el logaritmo con parte imaginaria 2w, luego estamos integrando una
funcién holomorfa distinta, por ejemplo el logaritmo log,.. No importa que no
podamos considerar definidas simultdneamente ambas funciones sobre el plano.
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Dominio de
IOg w/2

—R —r r R \

Dominio de
logfw/Q

El hecho de que localmente la integral sobre g sea una integral curvilinea
usual hace que se cumplan las propiedades ordinarias. Por ejemplo, la funcién

F(z) :/zlongC
v

es entera. Para probarlo basta descomponerla en suma de dos integrales, cada
una de las cuales sea la integral curvilinea de una funcién holomorfa, de modo
que podamos aplicar los teoremas del capitulo 2.

En resumen, tenemos definida la integral f,y log ( d¢ y, mas en general, la
integral sobre 7 de cualquier funcién que contenga a un logaritmo (observar que
el argumento que hemos empleado sirve igualmente para cualquier arco v que
no rodee al 0). Ahora pensamos, naturalmente, en integrar la funcién

log =z

IO=trorsw

Antes de ver cémo podemos aplicar el teorema de los residuos veamos si
hemos resuelto el problema de la cancelaciéon o reduccién de la integral sobre
[R,r]. Tenemos

R ogx + 2mi
0% G

con lo que al integrar sobre todo vy apareceran las integrales

/R log x d /R log z + 273 d /R 27 d
x — —_—adr = — = ax
- (x+a)?2+b2 » (x4+a)?2+b2 » (x4+a)?+b2
y desaparecera la integral que queremos calcular. Asi pues, atiin no tenemos el
problema debidamente planteado. Esto se resuelve considerando la funcién

(log 2)*

&= ooz e
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En efecto, ahora la suma de las integrales sobre los segmentos resulta ser

/R (log x)? da:—/R (log x + 27i)? i
A SRR

R R
. log z 2/ dx
=4 — 2" _dr+4 S —
m/T (x+a)?+ b2 vk A » (z+a)?+0b%

con lo que llegamos a una situacién similar a la del ejemplo anterior.

El paso siguiente es comprobar que podemos aplicar el teorema de los re-
siduos. Para ello emplearemos un truco con el que podriamos haber evitado
toda la discusién anterior. Se trata de considerar dos arcos cerrados tal y como
indica la figura siguiente:

\T S R

V2

Si integramos f(z) sobre 7, considerando log_ /2 2 Y sobre ¥, considerando
log, /, z entonces es claro que

/% s©ac | f(C)dCZLf(C)dC+/

[7R,7T‘]

(0 de + / Q) d,

[7T77R]

pero los logaritmos de las dos ultimas integrales tienen ambos parte imagina-
ria m, luego los integrandos son iguales y, como los sentidos son opuestos, las
integrales se cancelan:

fQac+ [

Y2

F(0) de = / £(0) dc.

71 y

A cada uno de estos arcos le podemos aplicar el teorema de los residuos, y
al sumar las dos igualdades que resultan llegamos a

/ f(Q)d¢ = QWi(Res(f, —a + bi) + Res(f, —a — bz’)),
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que formalmente es como si hubiésemos aplicado el teorema de los residuos
directamente a nuestro arco . Aplicando el teorema 8.4 se obtiene facilmente
que

log(—a + bi)?

log(—a — bi)?
2bi ’ ’

Res(f, —a + bi) = T

Res(f, —a + bi) = —

Sélo hemos de recordar que el residuo de —a + bi se ha de calcular conside-
rando que log(—a + bi) tiene parte imaginaria en |—m/2,37w/2[ y el residuo de
—a — bi se ha de calcular considerando que log(—a — bi) tiene parte imaginaria

n |7/2,5m/2[. Concretamente, si llamamos 6 = arctan(b/a) y p = va? + b?
tenemos

log(—a + bi) =logp + (7w — 0)1, log(—a — bi) = log p + (7 + 0)i.
En estos términos queda

2mi(Res(f, —a + bi) + Res(f, —a — bi))

= %(log(fa + bi) + log(—a — bi)) (log(—a + bi) — log(—a — b))

b b a b

La prueba de que las integrales sobre las circunferencias tienden a 0 es
andloga a la del ejemplo anterior. Omitimos los detalles. Separando como
alli la parte real y la parte imaginaria el resultado es

/+°° log x dp = log(a® + b?)
o (@4a)2+b2 " 20

1 1 2 4 12
= T (2log p+ 2mi) (—200) = 4n2% arctan & — 27 1280” £) (arctan g ) :

b
arctan —,
a

/+°°d—x = 1 arctané
o (z+a)2+b2 b a’

La idea basica que hay que destacar del ejemplo anterior es que cuando apa-
rece una funcién multiforme podemos integrar dos veces por el mismo segmento
pero con ramas uniformes distintas, con lo que las integrales no se cancelan.
Vamos a ver un ultimo ejemplo de esta situacién.

Ejemplo 5 Calculemos

/1 Vel — o) da:

1+x

Cada ndmero complejo no nulo tiene exactamente cuatro raices cuartas.
Concretamente, si z = |z|e’, una rafz cuarta de z es w = {/]z[ /4, y las
restantes son iw, —w, —iw, es decir, se obtienen aumentando el argumento en
multiplos de 7/2.
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Una expresion alternativa es /z = e(°82)/4 " que tiene la ventaja de que si
log z es una rama uniforme holomorfa del logaritmo en un abierto entonces /z
es una rama uniforme holomorfa de la raiz cuarta.

Sabemos que podemos obtener ramas uniformes de log z definidas en C me-
nos cualquier semirrecta de extremo en 0, por lo que podemos obtener una rama
uniforme de log(1 — 2z) en C menos cualquier semirrecta de extremo en 1. En el
abierto que resulta de eliminar dos semirrectas del plano con extremos en 0 y
en 1 tenemos definidas simultdneamente sendas ramas uniformes holomorfas de
log z y log(1 — z). Con ellas podemos construir una rama uniforme holomorfa
de log(z(1 — 2)3). Concretamente

log(z(1 — 2)?) = log z + 3log(1 — 2).

A su vez ésta nos da una rama uniforme holomorfa de {/z(1 — z)3. Vamos a
considerar el arco v dado por la figura siguiente:

(1IN
NP2

La idea es integrar una determinacién de {/z(1 — z)3 sobre este arco de
modo que en el segmento [r,1 — r] nos dé la raiz cuarta real, pero que al girar
en torno a 1 pase a otra rama distinta y que asf la integral sobre [1 — r,7] no
cancele a la integral sobre el segmento opuesto.

Mas precisamente, vamos a considerar los abiertos 21 y €5 indicados en la
figura:

Ql QZ

N\

4 N /] A
\2 o\ Y

Hemos visto que existen ramas uniformes holomorfas de {/z(1 — 2)3 en cada
uno de ellos. El abierto €27 N €2, tiene tres componentes conexas: el semiplano
Rez < 0, la banda 0 < Rez < 1 y el semiplano Rez > 1.

Vamos a ver que es posible definir ramas h; y ho sobre ; y 5 de modo
que cuando 0 < z < 1 entonces hi(z) = /z(1 —z)3 (la raiz real) y ademads
h1 y hs coincidirdn sobre los semiplanos Rez < 0 y Rez > 1. De este modo
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tendra sentido fw V/¢(1 = ¢)3 d¢, entendiendo que sobre ; estamos integrando
la rama hy y sobre €5 integramos hs.

Para fijar h; hemos de determinar el intervalo de partes imaginarias de los
logaritmos logz y log(l — z). Para que hj(x) sea real en ]0,1[ basta hacer
que logz y log(1 — x) sean ambos reales, o sea, que tengan parte imaginaria
nula. La tnica posibilidad es tomar log_, 52 y log_s, /5(1 — 2), es decir, los
logaritmos con partes imaginarias en los intervalos |—7 /2,37 /2[ y |—37/2,7/2|
respectivamente.

La figura siguiente indica las partes imaginarias de log z y log(1 — z) sobre
distintos puntos de y para las ramas que hemos elegido.

(m,0) / \_(O)i/\ (0, —m)
N L/

Asi, por ejemplo, el valor (0, —7) en 147 indica que el argumento de hq(147)
es (0—3m)/4 = —3r/4.

Para determinar hs conviene hacer una observacién general: si f y g son
ramas uniformes continuas de {/z(1 — z)3 sobre un abierto conexo Q (que no
contenga a 0, 1) entonces (f/g)* = 1, con lo que f/g sélo puede tomar los
valores +1, +i. Por conexién f/g ha de ser constante, es decir, g = +f o
g = £if. En particular si dos ramas uniformes continuas coinciden en un punto
de 2 entonces coinciden en todo 2.

Asi pues, si definimos hy de modo que ho(1+r) = hi(1+7) y ho(—r) =
hi(—7r) tendremos garantizado que las dos ramas coinciden en los semiplanos
Rez <0y Rez>1.

Para que ha(1 4 7) = h1(1 + 7) basta con que ha(1 + r) tenga argumento
—3n/4. Vamos a elegir las ramas de log z y log(1l — z) en Qs de modo que, al
igual que ocurria con las ramas en €21, log z tenga parte imaginaria nula en 147
y log(1l — z) tenga parte imaginaria —m. Esto nos obliga a tomar log_g./22y
log_5,/5(1 — z). Con esto tenemos garantizado ha(1+ 1) = hi(1+ 1) y, por lo
tanto, que las dos ramas coinciden en Rez > 1.

Ahora, el argumento de —r en |—37/2,7/2[ es —m y el argumento de 1—(—r)
en |—57/2, —m/2[ es —2m, luego el argumento de ho(—7) es (—m +3(—27))/4 =
—7r/4. El argumento de hi(—7) es (m+3-0)/4 = w/4. Como los dos valores
difieren en 27 concluimos que hi(—r) = hy(—r), luego las ramas coinciden en
todo el semiplano Rez < 0.

Respecto a la banda 0 < Rez < 1, si tomamos un z en ]0,1[ vemos
que hi(x) es real (tiene argumento 0), mientras que hz(x) tiene argumento
(0+ 3(—2m))/4 = —3m/2, luego ha(z)/hi(x) tiene argumento —37/2 y en con-
secuencia ha(x)/h1(xz) = i. Por conexién concluimos que ha(z) = ihi(z) para
todo z en la banda 0 < Rez < 1.
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Con esto estamos en condiciones de considerar la funcién multiforme

4 — )3
f(z) = M’
(14 2)3
de la que tenemos dos ramas uniformes holomorfas f; y fo definidas en ; y
Q5 (con un polo triple en —1) de modo que ambas coinciden a la izquierda
de 0 y a la derecha de 1, mientras que en la banda 0 < Rez < 1 se cumple
fa(2) = —ifi(2).

Segun lo que acabamos de ver, tiene sentido hablar de la integral de f sobre
el arco v, entendiendo que esta integral puede descomponerse en suma de dos,
por ejemplo como indica la figura siguiente, de modo que cada una de ellas es
una integral curvilinea usual respecto a una de las ramas uniformes.

/D
N \/

Para poder aplicar el teorema de los residuos hemos de cerrar las dos mitades
sin salirnos de los dominios de las respectivas ramas. La tinica forma de hacerlo
es como indica la figura siguiente:

[,
N

Observar que hemos de evitar el polo en —1. Podemos aplicar el teorema
de los residuos a ambos arcos, con h; sobre el arco superior y ho en el inferior.
Concretamente el teorema de los residuos nos da que ambas integrales valen
0. Ahora bien, tenemos que ambas ramas coinciden a la izquierda de 0 y a la
derecha de 1, luego coinciden en los segmentos reales que hemos anadido y las
integrales se cancelan. En definitiva tenemos que la integral sobre €l ciclo de la
figura siguiente es nula:

.
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YR

=1
/7\‘/

—Pr

e /C £(Q) d¢ + L Q) d¢ + /7 J©dc =0

La integral a lo largo de C' se calcula con el teorema de los residuos (notar
que I(-1,C) = —1):

/ f(¢)d¢ = —2mi Res(f, —1).
c

Despejando queda
[#@ac+ [ 6 e = 2miRes(s, -,
vy TR

que formalmente es como si hubiésemos aplicado el teorema de los residuos al
ciclo formado por v y yg. Ahora s6lo queda hacer los célculos.

La integral sobre vg tiende a0, pues si |z| es suficientemente grande como
para que |1 — z|/|z| <2y |z +1|/|z] > 1/2, entonces se cumple

Vgl =2

P&l =P 8|z|2’
con lo que
2tRV8 T8
<210 .
<) dC’ — 8R? 4R 0

Es inmediato que la funcién f estd acotada alrededor de 0 y de 1, por lo que
las integrales sobre las circunferencias que componen v tienden a 0 cuando 7
tiende a 0. Teniendo en cuenta que el valor de f cuando recorremos el intervalo
[1,0] es i veces el valor que toma al recorrer el intervalo [0, 1] concluimos que

1 4/ _
1—2/ (1-2) dm—QmRes(f -1).

1+$
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Si g(z) = V/2(1 — 2)3, el teorema 8.3 nos da que Res(f, —1) = (1/2)g"(—1).
Conviene expresar g(z) = z'/4(1—2)*/4. Si llamamos u(z) y v(z) a los factores,
se cumple que ¢”(z) = v (2)v(2) + 2u/(2)v'(2) + u(2)v"(2).

Un célculo rutinario nos da

1 -3 _ 3 _ B -3 B
Res(f,—1) = B (E(—l) T/493/4 _ g(_1) 3/49—1/4 T (_1)1/42 5/4) '

Ahora hay que tener presente que el logaritmo con el que calculamos (—1)*

tiene parte imaginaria m, mientras que el que usamos para calcular 2% tiene
parte imaginaria 0 (luego 2% es el valor usual).

1 /-3 o 3 . ) 3 .
. e —(7/N)7io3/4 2 —(3/4)miog—1/4 2 (1/4)wio—5/4
Res(f, —1) ( 16 ¢ 2 5¢ 2 16¢ 2 )

3 ) 1 . 1

- 2 2—1/4 /4w [~ —2mi 9 _e ™ _ — 91
16 ¢ 2¢ c 2
3 141 1 3V2

= oW (_141-2)= 1
16 V2 < + 4) 128 (1+3).

Por consiguiente:

/1 4’ 27m'3\4/§1+i 3\4/§7T
1+x

128 1—4 64

Es posible dar resultados generales de aplicacién del teorema de los resi-
duos, de manera que las integrales anteriores se pueden calcular sin mas que
comprobar que los integrandos cumplen los requisitos del teorema oportuno y
aplicando la férmula adecuada. Por ejemplo, la técnica que hemos empleado
en el ejemplo 1 se generaliza sin dificultad a integrales de funciones racionales
sin polos reales y cuyo denominador tenga grado al menos dos unidades mayor
que el del numerador; sin embargo nosotros hemos preferido ilustrar el teorema
con ejemplos concretos que muestren mas claramente las ideas involucradas, e
invitar al lector interesado a que consulte la extensa bibliografia existente sobre
el tema si desea profundizar en las posibilidades de este método.

Para terminar, daremos un método general de aplicacién del teorema de los
residuos para el calculo no de integrales, sino de series infinitas.

Teorema 8.5 Sea f una funcion holomorfa en todo el plano complejo excepto
en un numero finito de puntos ai,...,a, que no sean enteros. Supongamos
ademds que existe una constante M > 0 tal que para z suficientemente grande
se cumple |f(2)] < M/|z|?. Entonces:

ni;f(n) ZR (tanm j)
> ) = —ZR (Sem )
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DEMOSTRACION: Notar que la condicién | f(z)| < M/z? garantiza que ambas
series son absolutamente convergentes. Llamemos

™ f(2) mf(2)
9(2) = tanz ’ M=) = senmz

Es claro que ambas funciones son holomorfas en todo el plano complejo salvo
quizd en {a1, ..., a,} UZ, donde tienen singularidades aisladas.

Sine€Zy f(n)+# 0 entonces n es un polo simple de g y de h y el teorema
8.4 nos da inmediatamente que Res(g,n) = f(n), Res(h,n) = (=1)"f(n).

Si por el contrario f(n) = 0 entonces la singularidad es evitable y las igual-
dades anteriores son ciertas trivialmente.

En estos términos el teorema equivale a que la suma de todos los residuos
de las funciones g y h es igual a 0. Demostraremos esto usando el teorema de
los residuos.

Para cada ntimero natural k consideramos el arco
cerrado Cj descrito en la figura. Tomando k sufi-
cientemente grande podemos garantizar que C) con-
tiene a todas las singularidades ag,...,a,, (es decir,
que I(a;,Cy) = 1 para j = 1,...,m) y en particular
tenemos que el arco no pasa por ninguna de las singu-
laridades de g y h.

Podemos aplicar el teorema de los residuos, segtin el cual

Ck

k+1/2

211

m k
> Res(ga) + Y Reston) = 5 [ al0)de,
j=1 Cle

n=—=k

y andlogamente para la funcién h, luego sélo hay que probar que las integrales
de g y h sobre los arcos Cj, tienden a 0 cuando k tiende a infinito.

Esto serd muy sencillo en cuanto hayamos demostrado que las funciones
(tanmz)~1 y (senmz)~! estdn acotadas en el abierto que resulta de eliminar en
C los circulos de centro cada k € Z y radio r < 1/2. Admitiéndolo, si H es una
cota y F es cualquiera de las funciones g o h, teniendo en cuenta la hipdtesis
sobre la acotacién de f resulta que para z suficientemente grande se cumple
|F(2)| < THM/|z|?, y esto permite acotar la integral como de costumbre.

Ahora bien, si z = x + iy:

COS T2 B eifrz + e—iﬂ'Z |ei7rz| + |e—i7rz| B ey + e~ Y
’sen Tz ez — p—inz | — ||ei71'2| _ |e—i7rzH - ‘e‘ny _ efﬂy|’
e igualmente
1 2
senmwz| ~ |e™ — e~ TY|’

Asi pues, en el semiplano y > 1 se cumple

< 2e ™
T 1l—e 27

COSTZ < 1+ e 2my 1+4e 2
S| S 1o ST

sennmz sennz
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Similarmente, en el semiplano y < —1 tenemos

1
sen mz

< 2e7 T
—1—e2r

‘coswz‘ < 1+ 2™y 14e 27

senmzl — 1—e2my — 1 — 27’

Sélo queda acotar las funciones en la regién indicada en la figura:

OO0

Ahora bien, las funciones (tanmz)~! y (sen7z)~! tienen periodo 1, luego

basta probar que estan acotadas en el compacto indicado en la figura siguiente,
donde ciertamente lo estan por continuidad.

DO

Por ejemplo, si aplicamos el teorema anterior a la funcién 1/(2z + 1)
concluye sin dificultad que

de donde claramente

S e s
— =

— (2n+1) 8

Una simple manipulacién muestra que

= 3en 1
Z(2n+1 “ilw

con lo que obtenemos asi una cédlculo alternativo de esta tltima serie, que ya
calculamos en el capitulo IV. [
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8.3 El teorema de Rouché

Nos ocupamos ahora de varios resultados importantes sobre funciones holo-
morfas que se deducen del teorema de los residuos. Todas ellas se siguen del
resultado general que da titulo a esta seccién, que a su vez se sigue de una
consecuencia sencilla del teorema de los residuos conocida como principio del
argumento. Para probarlo introducimos el concepto de derivada logaritmica de
una funcién holomorfa.

Definicién 8.6 Sea ) un abierto en Cy f € H(Q2) no idénticamente nula en
ninguna componente conexa de 2. Definimos la derivada logaritmica de f como
la funcién f'/f, meromorfa en €.

Obviamente, si f tiene definido un logaritmo en € entonces f'/f es la deri-
vada de dicho logaritmo, pero la derivada logaritmica estd definida aunque no
exista tal logaritmo. El teorema siguiente conectara el teorema de los residuos
con el principio del argumento.

Teorema 8.7 Sea zy una singularidad aislada de orden k # 0 de una funcion
f. Entonces zy es un polo simple de f'/f y Res(f'/f,z0) = k.

DEMOSTRACION: Por definicién de orden de una singularidad
oo
f(z):Zan(z—zo)"+k, para 0 < |z — zo| <,
n=0

donde ag # 0. Derivando queda

o0

F(2) =) (n+ k)an(z — z0)"

n=0

en el mismo entorno reducido. Asi

fz) = (z=20)" ) an(z —20)" = (z = 20)*g(2),
n=0

Fl2) = (=201 ) (n+K)an(z = 20)" = (2 — 20)*'h(z),

n=0

donde las funciones ¢g(z) y h(z) son holomorfas y no nulas en zy. En concreto,
9(z0) = ag, h(z0) = kag. Por consiguiente

fz)_ 1 h(z)
f(z) z—20 9(2)

tiene un polo simple en zg y el residuo es

Res(f'/f,20) = ZliH;O(Z — 20)
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Teorema 8.8 (Principio del argumento) Sea Q0 un abierto en C y f una
funcion meromorfa en Q no idénticamente nula en ninguna componente conexa
de Q. Sea ¢ un ciclo tal que ¢* C  y no pase por ningun cero o polo de f.
Supongamos también que I($,z) =0 para todo z € C\ Q. Entonces

I(¢o £,0) =Y o(f,2)I(¢,2).

z€Q

DEMOSTRACION: Sea ¢ = Y. a;1;, donde a; € Z y cada v; es un arco
cerrado. Entonces

1
I<¢O f7 O) B 27” pof C 27” Z /Zof ¢
_ 7 f S (W)Y (1)
T 2mi Z / ) dt

_ Q.1 [
- 27T’LZ / 27ri s F(Q) de.

Si los arcos ; no fueran derivables sino derivables a trozos tendriamos que
descomponer las integrales intermedias en sumandos correspondientes a interva-
los en los que los arcos fueran derivables, pero el resultado final seria el mismo.
Ahora basta aplicar el teorema de los residuos y el teorema anterior. m

En el caso particular en que ¢ es un arco sencillo de los que solemos conside-
rar, como una circunferencia o un rectangulo, etc. recorrido en sentido positivo,
el miembro derecho de la férmula del principio del argumento es simplemente
la diferencia entre el nimero de ceros menos el numero de polos de f rodeados
por ¢, contado cada uno tantas veces como indica su multiplicidad. La hipétesis
sobre los indices se interpreta como que no podemos permitir que ¢ rodee a un
cero o polo de una prolongacién analitica de f a un punto exterior a 2 y que no
sea tenido en cuenta. El nombre del teorema se debe a que el miembro derecho
es la variacion del argumento de f a lo largo de ¢ dividida entre 2.

Cuando el principio del argumento se aplica a funciones sin polos nos da
cierta informacion sobre la existencia de ceros de una funcién en una region
dada del plano complejo (la rodeada por un cierto arco). No obstante, calcular
las variaciones del argumento de una funcién no es sencillo, por lo que el principio
del argumento no se presta a aplicaciones directas. Lo que vamos a ver es que
en ciertas circunstancias podemos asegurar que la variacién del argumento de
dos funciones sobre un mismo arco es la misma, con lo que el principio del
argumento nos relaciona los ceros de ambas funciones. Esto es el teorema de
Rouché. La prueba se basa en un teorema geométrico intuitivamente evidente
que podemos parafrasear como sigue:

Un hombre pasea con su perro de tal modo que su distancia a cierto
arbol es siempre mayor que la longitud de la correa del perro. Fn-
tonces el hombre y el perro dan el mismo nimero de vueltas al drbol.
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Teorema 8.9 Sean ¢, ¢ : [a,b] — C arcos cerrados y o un nimero complejo
de modo que |p(t) — Pp(t)] < |4(t) — a| para todo t € [a,b]. Entonces I(¢,a) =

I1(¢, ).

DEMOSTRACION: Observar que las hipétesis implican que |¢p(t) — o > 0
para todo t, luego a ¢ ¢*. Asi mismo, si a € ¢* tendriamos que ¥(t) = a para
cierto valor de ¢, con lo que serfa |(t) — ¥ (t)| = |p(t) — «f.

Esto prueba que los indices I(¢, a), I(1), ) estén bien definidos. Haciendo
una traslaciéon podemos suponer que a = 0. Entonces ¥ y ¥ no se anulan.

Claramente
¥(t) — o(t)
o(t)
Sean 6, ¢’ : [a,b] — R determinaciones continuas del argumento de ¢ y p
respectivamente, es decir,

o(t) = [o(t)|e®D,  p(t) = [p(t)]e” V).
La férmula anterior nos da que
W(t) = |o(t)] |p(t)]e O+ )

luego 0 + 0" es una determinacién continua del argumento para .
La definicién de indice nos da ahora que I(¢,0) = I(¢,0) + I(p,0). Basta
probar que el ultimo indice es 0. Ahora bien,

B(t) = (1) (1 T ) — o(t)p(t).

[(t) — o(t)]
p(t) =1 = —F———— <1
|6(1)]
por hipétesis, luego p* C D(1,1). Esto implica claramente que I(p,0) = 0 (por
ejemplo porque D(1,1) es simplemente conexo). "

Uniendo este teorema al principio del argumento obtenemos el hecho si-
guiente, cuya prueba es inmediata salvo por una pequena cuestién técnica.

Teorema 8.10 Sea 2 un abierto en C y f, g dos funciones meromorfas en €.
Sea ¢ un ciclo tal que ¢* C Q y no pase por ningun polo de f. Supongamos que
I(¢,z) = 0 para todo z € C\ Q y que |f(z) — g(2)| < |f(2)| para todo z € ¢*.

Entonces
Z 0(f7 Z)I<¢7 Z) = Z 0(97 Z)I(¢> Z)

z€Q z€Q

DEMOSTRACION: Ante todo hay que notar que la desigualdad estricta de la
hipdtesis implica inmediatamente que ¢* no contiene ceros de f o de g.
Por otra parte, si ¢ = Y a;1;, donde a; € Z y cada 1; es un arco cerrado,

esta misma hipdtesis nos da que |f(¢;(t)) — g(¥i(t))| < |f(3:(t))], para todo ¢
en el dominio de v;, y por el teorema anterior I(1; o f,0) = I(¢; o g,0).

Por la definicién de indice de un ciclo esto implica I(¢ o f,0) = I(¢ o g,0).
Ahora basta probar que podemos aplicar el principio del argumento.
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Llamemos A a la unién de las componentes conexas de {2 que cortan a ¢*.
Como las componentes conexas de los abiertos son abiertas, A es un abierto en
C. Ademss ¢* C A y toda componente conexa de A contiene algin punto de
¢*, donde f y g no se anulan, luego f y g no son idénticamente nulas en ninguna
componente conexa de A.

Sélo falta probar que I(¢,z) = 0 para todo z € C\ A. En principio sélo lo
sabemos para puntos de C\ . Sea, pues, z € Q\ A. Entonces z estd en una
componente conexa C' de 2 que no corta a ¢* y que por lo tanto es disjunta con
A. Asi,C Cc C\A C C\¢* y es conexo. El indice I(¢, z) es constante en C, luego
basta probar que es nulo en uno cualquiera de sus puntos, no necesariamente en
el z elegido. Como C es un abierto distinto de todo el plano complejo, existe un
punto w € C'\ C. Basta ver que w ¢ 2, pues entonces por hipétesis (¢, w) = 0.
Ahora bien, si D es cualquier otra componente conexa de Q (distinta de C),
entonces C' C C\ D, luego C' C C\ D, luego w ¢ D. Esto prueba que w no esté
en ninguna componente conexa de ). =

El teorema de Rouché es esencialmente el teorema anterior en el caso par-
ticular en que las funciones f y g no tienen polos. Sin embargo vamos a probar
una version ligeramente refinada que no involucra ciclos.

Teorema 8.11 (Teorema de Rouché) Sea (2 un abierto acotado en C y sean
f, g dos funciones continuas en ) y holomorfas en Q. Supongamos que se
cumple la desigualdad |f(2) — g(2)| < |f(2)| para todo punto z € OY. Entonces

S o(f,2) = 3 olg,2) < +oo.

z€Q z€Q

DEMOSTRACION: Sea K = {z € Q| |f(2) — g(2)| > |f(2)|}. Claramente K
es un cerrado en €, luego es compacto. Por hipétesis K no corta a la frontera
de Q, luego K C Q. Ahora aplicamos el teorema 5.5 a los cerrados K y C>\ Q.
Existe un ciclo v tal que

a) Y*NKU(C®\Q)) =2 (es decir, v* C 2\ K),
b) Para todo z € K se cumple I(v,z) =1,
¢) Para todo z € C\ §2 se cumple I(7, z) = 0.

Obviamente f, g,  y v estdn en las hipdtesis del teorema anterior, luego

Y olfsa)(v,2) =) olg.2) (7, 2).

z€Q z€Q

Por 1ltimo notamos que si z € Q\ K entonces |f(z) — g(z)| < |f(2)], de
donde se sigue que z no es un cero ni de f ni de g, y los sumandos asociados
en la igualdad anterior son nulos. Asi pues, los tnicos sumandos no nulos
corresponden a puntos de K, luego la igualdad se reduce a la indicada en el
enunciado. L]
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El teorema de Rouché afirma, pues, que si dos funciones f y g cumplen
la desigualdad indicada en la frontera de un abierto, entonces ambas tienen el
mismo numeros de ceros en dicho abierto, contando cada uno de ellos tantas
veces como indica su orden de multiplicidad.

Ejemplo Consideremos el polinomio g(z) = 2% — 425 + 22 — 1. Si llamamos
f(z) = —425, entonces observamos que en la frontera del disco unidad D(0, 1),
es decir, si [2] = 1, se cumple |f(2) —g(2)| = | — 28 =22+ 1| <3 <4 =] - 427,
luego el teorema de Rouché nos da que f y g tienen el mismo ntimero de ceros
en D(0,1), es decir, ambas tienen 5 ceros. "

Un argumento similar puede usarse para demostrar el teorema fundamental
del algebra: dado un polinomio P(z) de grado n > 0, si a es el coeficiente de 2™
es claro que (P(z) — az™)/az" tiende a 0 cuando z tiende a oo, luego existe un
M > 0 tal que si |z] = M entonces |P(z) — az"| < |az"|, con lo que el teorema
de Rouché nos da que P(z) tiene en D(0, M) tantos ceros como az™, o sea, n
ceros.

Por supuesto que el teorema fundamental del algebra se deduce ya del teo-
rema de Liouville, que es mas sencillo, pero vemos que el teorema de Rouché
nos proporciona medios para localizar las raices.

Veamos ahora una aplicacién méas importante.

Teorema 8.12 Sea f una funcion holomorfa en un punto zg, de modo que
o(f,20) = k > 0. Entonces existen €, § > 0 tales que cada punto de D'(0,¢)
tiene exactamente k antiimdgenes por f en D(zg,9).

DEMOSTRACION: Sea R > 0 tal que f sea holomorfa en D(zg, R). Aplicando
el principio de prolongacién analitica a f y f’ concluimos que existe un ¢ > 0
tal que 6 < Ry f, f' no se anulan en D(zg, ) \ {20} (en caso contrario o bien f
serfa nula en un entorno de zg, con lo que o(f, z9) = +00, 0 bien f’ serfa nula en
un entorno de zp, con lo que f serfa constante y en consecuencia nula también.)

Sea ¢ = min{|f(¢)| | |¢ — 20| = 6}. Veamos que €, § cumplen el teorema.
Tomemos un punto w € D'(0,€). Sea g(z) = f(z2) —w. De este modo, si
|z — 20| = 0 se cumple |f(z) — g(2)] = |w| < € < |f(2)]. Por el teorema de
Rouché f y ¢ tienen el mismo nimero de ceros en D(z,d), es decir, k ceros.
Por otra parte ¢’ = f’ no se anula en D’(z,¢), luego todos los ceros de g son
simples (notar que g(zg) # 0). Asi pues, g tiene k ceros distintos en D(zg, ), lo
que equivale a que w tiene k antiimagenes distintas por f en D(z,0).

En realidad en el teorema anterior importa poco que la funcién f valga 0 en
zo. Lo que importa es la cantidad de derivadas que se anulan, pues el valor de
Zo se puede cambiar mediante una traslacién sin alterar por ello las derivadas.
Desarrollamos esta idea en el teorema siguiente.

Teorema 8.13 Sea f una funcién holomorfa en un punto zg.

a) Si f'(z0) # 0 existe un entorno V de zg tal que fly es inyectiva.
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b) Si f'(z0) = 0 entonces fly no es inyectiva cualquiera que sea el entorno
de zg considerado.

DEMOSTRACION: a) Sea g(z) = f(2)— f(z0). Entonces g(z0) = 0, ¢’(20) # 0,
o sea, o(g,z09) = 1. Por el principio de prolongacién analitica existe un R > 0
tal que g no se anula en D’(zg, R). Aplicando el teorema anterior encontramos
€, 6 > 0 tales que cada punto de D’(0,€) tiene exactamente una antiimagen
por g en D(zp,9). Es claro que ¢ puede tomarse arbitrariamente pequeno, en
particular menor que R.

Sea V = D(zp,0) Ng~1[D(0,€)], entorno de 2. Si dos puntos de V tienen la
misma imagen por g, entonces un punto de D(0, €) tiene dos antiimdgenes por
g en D(z,6). La tunica posibilidad serfa que dicho punto fuera 0, pero como
D(zp,96) C D(z0, R), la tinica antiimagen de 0 en D(zp,d) es zg. Asi pues, g es
inyectiva en V', luego f también.

b) Sea g(z) = f(z) — f(z0). Entonces g(z0) = ¢'(z0) = 0, luego o(g, z9) > 2.
Si V' es un entorno de zp tomamos €, § > 0 segtn el teorema anterior y de modo
que D(zp,d) C V. Asf cada punto de D’(0,¢) tiene al menos dos antiimagenes
en V, luego cada punto de D’(f(29),¢€) tiene al menos dos antiimdgenes en V|
luego f|y no es inyectiva. =

Si una funcién f es inyectiva en un entorno de un punto zg se dice que es lo-
calmente inyectiva en zg. El teorema anterior afirma que una funcién holomorfa
es localmente inyectiva en un punto zg si y sélo si su derivada no se anula en zj.
Una funcién es localmente inyectiva si lo es en cada punto de su dominio. Es
obvio que toda funcién inyectiva es localmente inyectiva, pero el reciproco no es
cierto. Basta pensar en la funcién exponencial e*, que es localmente inyectiva
pero no inyectiva.

He aqui otra consecuencia notable del teorema 8.12:

Teorema 8.14 (Teorema de la aplicacién abierta) Sea Q un abierto en C
y [ € H(Q) no idénticamente nula en ninguna componente conexa de . En-
tonces' la imagen f[Q)] es abierta en C.

DEMOSTRACION: Sea zp € Q. Veamos que f[2] es un entorno de f(z).
Sea g(z) = f(2) — f(z0). Asi g(z9) =0y o(g,20) = k > 0 es finito, porque en
caso contrario f serfa constante en un entorno de zgp, en contra de la hipdtesis.
Sean €, 6 > 0 segin el teorema 8.12, de modo que cada punto de D’(0,¢€)
tiene k antiimégenes distintas en D(zp,d). En particular todos los puntos de
D(0, ¢) tienen antiimdgenes por g, luego todos los puntos de D(f(zp), €) tienen
antiimdgenes por f, es decir, D(f(20),€) C f[Q]. n

LEl teorema es valido para funciones meromorfas en abiertos de C*°. En efecto, conside-
ramos el homeomorfismo de C*° dado por h(z) = 1/z. Si zgp # oo es un polo de f, entonces
g(z) = h(f(2)) = 1/f(#) es holomorfa en zy y g(z0) = 0. Por el caso finito tenemos que
g[2] = R[f[]] es un entorno de 0 y, aplicando h de nuevo, concluimos que f[€2] es un entorno
de co = f(z0). Si zo = oo aplicamos la parte ya probada a g(z) = f(h(z)) = f(1/z), que es
meromorfa en h[QY], y asi g[h[Q]] = f[] es un entorno de g(0) = f(o0).
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En particular toda funciéon holomorfa no constante en un abierto conexo es
abierta. Observar que esto nos da una demostracién mas clara del principio del
modulo méaximo: si f es holomorfa y no constante en un abierto conexo que
contiene un disco D(z,r), entonces f[D(z,r)] es un abierto que contiene a f(z),
luego contiene también otros puntos de médulo mayor.

Ahora podemos combinar los dos ultimos teoremas para obtener una versién
mucho mas potente del teorema de la funcién inversa.

Teorema 8.15 (Teorema de la funcién inversa) Sea Q un abierto en C.
Sea f: Q — Q' C C biyectiva y holomorfa en Q. Entonces®* Q' es abierto en
C, la funcion =1 es holomorfa en ' y para cada z € §2, si f(z) = 2’, se cumple

(f)() =1/f(2).

En efecto, por el teorema anterior tenemos que f es abierta, luego f~' es
continua, y por el teorema 8.13 la derivada de f no se anula en ningin punto
de Q.

El teorema de la aplicacién abierta nos permite clasificar las funciones enteras
inyectivas.

Teorema 8.16 Si f € H(C) es inyectiva entonces existen a, b € C tales que
f(z) =az+b, para todo z € C.

o0
DEMOSTRACION: Sea f(z) = Y a,z™. Si hay infinitos coeficientes a,, no
n=0

nulos entonces la funcién g(z) = f(1/z) tiene una singularidad esencial en 0,

luego por el teorema de Casorati-Weierstrass f [(C \ D(0, 1)} = g[D’(0,1)] es
denso en C. Por otro lado, el teorema de la aplicacién abierta nos da que
f[D(0,1)] es abierto, luego f[D(0,1)] N f [(C \ D(0, 1)} #+ &, y esto contradice
la inyectividad de f.

Asi pues sélo un numero finito de los coeficientes a,, son no nulos, con lo
que f es un polinomio. Si el grado de f fuera mayor que 1 entonces f’ seria un
polinomio no constante, luego tendria una raiz zy en torno a la cual f no seria
inyectiva por el teorema 8.13. Asi pues, f es un polinomio de grado 1. L]

Notar que los polinomios de grado 1 no sélo son inyectivos, sino que de hecho
son biyectivos.
Para funciones inyectivas en C* tenemos lo siguiente:

Teorema 8.17 Si f € M(C™®) es inyectiva entonces f es una transformacion
de Mébius.

2De nuevo el teorema es vélido para biyecciones meromorfas entre abiertos de C®. La
relacion entre las derivadas se cumple si convenimos que la derivada de un polo es co y que
f(c0) = 0. En efecto, si zg # oo es un polo de f, hay que probar que f~! es holomorfa
en 0o, pero esto equivale a que f~1(1/z) sea holomorfa en 0, y la inversa de esta funcién es
1/f(2), que es claramente holomorfa en zg (tiene un cero), luego por el caso finito su inversa
es holomorfa en 0. El caso zg = oo se trata de forma similar.
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DEMOSTRACION: Sea f(o0) = z € C*. Por el teorema 1.12 existe una
transformacién de Mobius g tal que g(z) = co. Basta probar que h = fog es
una transformacién de Mobius. Claramente h es meromorfa en Coo, es inyectiva
y h(oc0) = co. Por la inyectividad h no tiene polos finitos, luego su restriccién a
C es una funcién entera e inyectiva. Por el teorema anterior h es un polinomio
de grado 1, luego es una transformacion de Mobius. m

En muchas ocasiones es necesario determinar si una funcién holomorfa tiene
0 no ceros en un abierto dado. La siguiente aplicaciéon del teorema de Rouché
puede ser de utilidad en tales casos:

Teorema 8.18 (Teorema de Hurwitz) Sea Q un abierto en C y sea {fn}
una sucesion de funciones holomorfas en 0 que converja a una funcion f. Si f
no es idénticamente nula en ninguna componente conexa de 2 y tiene al menos
N ceros en Q0 (contando multiplicidades) entonces existe un ng tal que para todo
n > ng la funcion f, tiene al menos N ceros en €.

DEMOSTRACION: Sean zi, ..., z; ceros distintos de f en € de modo que la
suma de sus érdenes sea mayor o igual que N (no tienen por qué ser todos los
ceros de f en 2, que pueden ser infinitos, sino sélo los necesarios para que los
6rdenes sumen al menos N).

Como el conjunto de los ceros de f en €2 no tiene acumulacién en €2, existe
un r > 0 tal que los discos D(z;,r) C Q son disjuntos dos a dos y no contienen
mas ceros de f que sus centros respectivos. Sea K la unién de las fronteras de
estos discos. Como es compacto existe un ¢ € K donde f alcanza su mddulo
minimo, que es |f(a)| > 0.

Como {f,} converge uniformemente a f sobre K, para n suficientemente
grande se cumplird que |f(z) — fn(2)| < |f(a)| < |f(2)| para todo z € K. El
teorema de Rouché implica que el nimero de ceros de f,, en cada disco D(z;, 1)
es el mismo que el de f, luego en total f, tiene al menos N ceros. m

Veamos una aplicacién sencilla que necesitaremos més adelante:

Teorema 8.19 Sea Q un abierto conexo en C y sea {fn} una sucesion de fun-
ciones holomorfas e inyectivas en  que converja a una funcion f. Entonces f
es constante o inyectiva.

DEMOSTRACION: Si f no es inyectiva existen a, b € Q tales que a # b
pero f(a) = f(b). Definimos la sucesién g, (z) = fn(2) — fn(a), que converge
a g(z) = f(z) — f(a). Ahora a y b son ceros de g. Tomemos un r > 0 tal que
los discos D(a,r) y D(b,r) estén contenidos en € y sean disjuntos. Si f no es
constante la funcién g tampoco lo es (en ninguno de los discos, pues € es conexo),
y como tiene un cero en cada uno de los discos, aplicandoles separadamente el
teorema de Hurwitz resulta que alguna funcién g, tiene un cero en cada uno de
los discos, luego g, no es inyectiva y f,, tampoco. m
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8.4 Sumas de Gauss cuadraticas

Para acabar mostraremos una aplicacién del teorema de los residuos a la
teorfa de nimeros. La ecuacién general de segundo grado axz? + bx +c = 0 se
resuelve con la conocida férmula

. —b 4+ Vb% — dac
o 2a '

Esta férmula no sélo es véalida para polinomios con coeficientes en C, sino
que en realidad se aplica a cualquier cuerpo K que cumpla la minima restricciéon
de que 1+ 1 # 0 (necesaria para que el 2 del denominador no sea igual a 0).
Un ejemplo importante de cuerpos con esta condicién son los cuerpos Z/pZ,
donde p es un primo impar. Estos anillos son ciertamente cuerpos, pues los
grupos U, que estudiamos en el capitulo anterior constan de todas las clases
de Z/pZ distintas de [0] (luego todos los elementos no nulos tienen un inverso).
Obviamente [2] # [0], pues p no divide a 2.

De este modo, la férmula anterior nos da que para decidir si una ecuacién
de segundo grado con coeficientes en un cuerpo Z/pZ tiene o no solucién sélo
hay que determinar si un cierto elemento de dicho cuerpo (b*> — 4ac) tiene o no
una raiz cuadrada en él.

Hay muchos contextos en la teoria de niimeros en los que aparece de forma
natural la necesidad de resolver ecuaciones de segundo grado en cuerpos Z/pZ.
Por ejemplo, en el capitulo anterior comentamos que el comportamiento de un
primo p en el anillo Z[\/é] depende de su clase médulo 24, de manera que si
p es congruente con 1, 5, 19 0 23 mddulo 24 (tipo I) entonces p se descompone
en producto de dos primos distintos de Z[\/g}, mientras que si p es congruente
con 7, 11, 13 o 17 médulo 24 (tipo II) entonces p sigue siendo primo en dicho
anillo. Los dnicos casos no contemplados son p = 2, 3, que factorizan como el
cuadrado de un primo.

Alli no dijimos nada de cémo se sabe de qué tipo es cada primo. No en-
traremos en detalles, pero el caso es que no es dificil probar que el niimero de
factores primos en que se descompone un primo p en el anillo Z[v/6] coincide
con el niimero de raices distintas del polinomio 2% — 6 en Z/pZ. Asi pues, como
[6] = [0] m6dulo 2 y médulo 3, resulta que el polinomio 2% — 6 = 22 tiene una
raiz doble médulo 2 y médulo 3, por lo que 2 y 3 son, como ya ha quedado
dicho, los cuadrados de sendos primos de Z[\/g ] Para cualquier otro primo p,
el polinomio 22 — 6 tendrd dos o ninguna raiz médulo p, segin si 6 tiene o no
raiz cuadrada médulo p.

Por ejemplo, como 6 = 1 = 12 (méd 5), vemos que 5 es de tipo I. Por otro
lado, los cuadrados médulo 7 son 1, 2 y 4, pero no 6, luego 7 es de tipo IIL
Conviene introducir los términos siguientes:

Sea p un ntmero primo y m un entero primo con p. Diremos que m es
un resto cuadrdtico médulo p si y sélo si la congruencia x?> = m (méd p)
tiene soluciéon. En caso contrario diremos que m es un resto no cuadrdtico
moédulo p. Observar que los miiltiplos de p no son ni restos cuadraticos ni restos
no cuadraticos por definicién.
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Asi, lo que hemos dicho es que un primo p # 2, 3 es de tipo I si y sélo si 6
es un resto cuadréatico médulo p y es de tipo II si 6 es un resto no cuadratico
modulo p. Este criterio es valido en general para otros anillos. Por ejemplo, en
el caso del anillo Z[i], el polinomio relevante es 2 + 1, de modo que un primo
impar p es de tipo I en Z[i] si y s6lo si —1 es un resto cuadrdtico médulo p.

No hemos probado estos hechos. Las pruebas son algebraicas y constituyen
la parte facil de la teoria. En el capitulo anterior enunciamos sin demostraciéon
muchos hechos mas que mostraban la existencia de una rica teoria subyacente,
con muchas consecuencias sobre los niimeros enteros, en la base de la cual estaba
el descubrimiento de Euler segtin el cual el tipo de un primo p en cada anillo
depende uinicamente de la clase de p médulo un cierto entero, el 24 en el caso
de Z[V6].

Es obvio que la condicién “6 es un resto cuadratico médulo p” sélo depende
de la clase de 6 médulo p, pero no es obvio en absoluto que dependa sélo de
la clase de p médulo 24, que es lo que estamos afirmando. Euler aislé una ley
sencilla sobre restos cuadraticos que lo justificaba, a la vez que implicaba todos
los resultados que comentamos en el capitulo anterior, pero no pudo probarla.
Legendre encontré una prueba admitiendo el teorema de Dirichlet sobre primos
en progresiones aritméticas, que no logré demostrar. La primera prueba com-
pleta se debe a Gauss. Para enunciar dicha ley conviene usar la notaciéon que
introdujo Legendre al estudiarla.

Definicién 8.20 Si p es un primo impar y m es un entero, definimos el simbolo
de Legendre de m y p como

—1 sim es un resto no cuadratico médulo p
0 sipdivide a m.

m 1 si m es un resto cuadratico modulo p
()

Obviamente (m/p) sélo depende de la clase de m médulo p. Con ayuda de
este simbolo podemos enunciar de forma sencilla algunos de los hechos bésicos
sobre restos cuadraticos. Por ejemplo:

Teorema 8.21 Sea p un primo impar. Entonces x(m) = (m/p) es un cardcter
mddulo p.

DEMOSTRACION: Sea U, el grupo definido en el capitulo anterior, que consta
de las clases modulo p de los enteros no divisibles entre p. Podemos considerar
a x definido sobre U, mediante x([m]) = x(m), pues el simbolo de Legendre
sélo depende de la clase de m. Asi x : U, — {£1} y hemos de probar que es
un homomorfismo de grupos.

Sea C), el subgrupo formado por los cuadrados de U,. La aplicacién f :
U, — C, dada por f(z) = 2% es un homomorfismo de grupos, obviamente
suprayectivo. Su niicleo N estd formado por las clases que cumplen 2 = 1, es
decir, por las raices en el cuerpo Z/pZ del polinomio 22 — 1. Claramente estas
raices son [1] y [—1], que son distintas porque p es impar. Asi pues, N tiene
dos elementos, y como U,/N = C,, concluimos que hay exactamente (p —1)/2
clases de cuadrados moédulo p.
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Consecuentemente el grupo U,/C, tiene dos elementos. Es obvio que to-
dos los grupos con dos elementos son isomorfos, luego existe un isomorfismo
U,/Cp = {£1}. Si componemos la proyeccién U, — U,/C,, con tal isomor-
fismo obtenemos un homomorfismo de grupos U, — {£1} que toma el valor 1
sobre los cuadrados y —1 sobre los no cuadrados, pero asi es precisamente como
actia y, luego x es un homomorfismo. L]

Notemos una ultima propiedad general de los restos cuadraticos. Si g es
un elemento de un grupo de orden n, entonces el orden de g es el ntimero de
elementos del subgrupo de genera, que divide al orden del grupo n, luego g™ = 1.
En particular cualquier clase  de U, cumple zP~! = 1. Pero si z es un cuadrado,
digamos = = y?, entonces x(P~1/2 = yP=1 = 1. Por tanto los cuadrados de U,
son rafces en Z/pZ del polinomio x(P~1)/2 — 1. Como hay un total de (p —1)/2
concluimos que son todas las raices de dicho polinomio.

Ahora enunciamos el que Gauss llamé teorema fundamental sobre restos
cuadraticos.

Ley de Reciprocidad cuadratica Sean p y g primos impares distintos. En-
tonces

a) Sip=1(méd 4) o g =1 (mdd 4) entonces (p/q) = (q/p).
b) Sip=—1(méd 4) y g = —1 (mdd 4) entonces (p/q) = —(q/p).
A esta ley hay que anadir las llamadas leyes suplementarias:

¢) (=1/p) =1 siy sélo sip=1(mbd 4).

d) (2/p) =1 siy sdlo si p==+1 (méd 8).

La ley de reciprocidad cuadratica permite calcular ficilmente cualquier sim-
bolo de Legendre, mientras que sin su ayuda los cdlculos necesarios son excesiva-
mente largos. Por ejemplo, para probar directamente que (29/43) = —1 habria

que calcular los 21 cuadrados mddulo 43 y comprobar que 29 no es ninguno de
ellos. Con la ley de reciprocidad en cambio basta operar como sigue:

5) -G E) -G -6 -G -
(Hemos usado que 43 = 1 (méd 3) y 43 = 4 (méd 1)3).

Por otra parte la ley de reciprocidad justifica también que (6/p) depende
sélo de la clase de p médulo 24. En efecto,

()= GG =) 6

donde el signo £+ depende sélo de la clase de p médulo 4, (2/p) depende de la
clase de p médulo 8 y (p/3) depende de la clase de p médulo 3. La expresién
completa depende so6lo de la clase de p médulo 24.
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Vemos asi que la ley de reciprocidad es a la vez una util herramienta de
calculo y un principio tedrico de gran valor para determinar el comportamiento
de los restos cuadraticos. Por ello supuso un reto para los matematicos del siglo
XVII. Euler logré probar la primera ley suplementaria y parte de la segunda.
La primera prueba que obtuvo Gauss era muy técnica y oscura. Poco después
encontré otra conceptualmente mas simple pero basada en su profunda teoria
de formas cuadraticas. Afios més tarde encontré una mas elemental basada en
una generalizacién del argumento de Euler sobre la segunda ley suplementaria.
Aqui veremos una variante de esta tercera prueba. Antes de entrar en materia
conviene observar que la ley de reciprocidad admite un enunciado mas conciso:

Si p y g son primos impares distintos entonces

(g) (%) _ (c1)r-Da-D/, <—?1) _(c1)e-vr2, G) _ (cn)ss

La prueba de la primera ley suplementaria es muy simple: basta observar
que (—1/p) = 1 si y sélo si [—1] es raiz del polinomio 2P~1/2 — 1 en Z/pZ, o
sea, si (—1)P~1/2 =1 (méd p), si y sélo si (—=1)P~1/2 =1, pues 1 y —1 no son
congruentes médulo p. Por lo tanto (—1/p) = (—1)®~1/2,

Euler también probé parcialmente que si p =1 (mdd 8) entonces (2/p) = 1.
Para ello se basé (sin probarlo, la primera prueba es de Gauss también) en que
si p =1 (mdd 8) hay una clase ¢ en U, tal que (¥ = 1 pero ¢* # 1. De aqui
dedujo que (¢ +¢71)? = [2].

La idea de Gauss para generalizar este argumento fue salir de Up,, donde en
general no existe tal elemento ¢ y trabajar con ¢ = e™/4 para el célculo de (2/p)
y con ¢ = e2™/P para probar la ley principal. Observar que en el primer caso
se sigue cumpliendo (¢ +¢71)2 =i —i+2 = 2. Para el caso ( = e2™/P Gauss
encontré una suma de potencias de ¢ que satisface una relacién similar:

Definicién 8.22 Sean a y b dos enteros no nulos primos entre si con b > 0.
Definimos las sumas de Gauss cuadrdtica como

Ga(b) _ Z e27ram2i/b7
x

donde z recorre un conjunto de representantes de las clases médulo b. Conve-
nimos en que G(b) = G1(b).

Notemos ante todo que la funcién e2™/? tiene periodo b, por lo que no
importa los representantes concretos de las clases médulo b sobre los que se
haga variar z.

Detengamonos ahora en el caso en que b = p es un primo impar. Si a es
un resto cuadratico médulo p, entonces, cuando x recorre las clases médulo p
la expresién az? recorre la clase 0 y dos veces los restos cuadraticos médulo p
(aqui usamos que los restos cuadraticos forman un subgrupo), luego la suma
Go(p) no depende de a. En particular G,(p) = G(p). Si por el contrario a es
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un resto no cuadréatico médulo p, entonces az? recorre la clase 0 y dos veces los

restos no cuadraticos médulo p, luego al sumar G,(p) + G(p) el indice recorre
dos veces cada clase médulo p, es decir

p—1
Ga(p) +G(p) =2 *™/7 =0,
=0

pues la tdltima suma es geométrica de razén e2™"/P # 1. En resumen, para todo
entero a primo con p se tiene la relacion

Galo) = (2) 60, (5.1)

p

Esta es una de las dos propiedades de las sumas G, (b) que usé Gauss para
probar la ley de reciprocidad. La otra es la siguiente igualdad, que es la analoga
para un primo impar p de la relacién (¢ 4+ ¢~1)% = 2, con ¢ = e™/4:

G(p)® = (~=1)r=D/%p. (8.2)

En el capitulo XI daremos una prueba elemental de (8.2). Aunque ya hemos
comentado que (8.1) y (8.2) bastaron a Gauss para probar la ley de reciprocidad,
lo cierto es que Gauss era extremadamente meticuloso y nunca se contentaba
con probar exactamente lo que necesitaba, sino que le gustaba atar todos los
cabos. En este caso se interesé por el valor exacto de las sumas G(p). Lo que
afirma (8.2) es que

[+ p sip=1(mdd 4)
G(p) = {ii\/ﬁ sip=—1(méd 4),

pero los céalculos concretos mostraban que en todos los casos el signo correcto
era el positivo. El problema resulté ser mucho mas complejo de lo que podia
parecer en un principio. Gauss consiguié determinar salvo signo todas las sumas
cuadréticas G, (b) sin excesiva dificultad, pero el problema del signo se le resistié
muchos anos. Finalmente logré probar que los signos negativos no pueden darse.
El resultado general es el siguiente:

(L+i)Vb sib=0(méd 4)
CRETREENCO RN S Sy cvrt
ivb sib=3 (méd 4)

No se conoce ninguna prueba elemental de esta férmula (por lo que al signo se
refiere). Dirichlet obtuvo una basada en el andlisis de Fourier, Shur encontré una
algebraica y aqui daremos otra basada en la variable compleja. Gauss observé
también que esta formula proporciona una prueba todavia més simple de la ley
de reciprocidad, que es la que vamos a ver. En efecto, la prueba a partir de (8.1)
y (8.2) involucra tomar congruencias en ciertos anillos de enteros algebraicos,
mientras que la prueba a partir de la férmula anterior es simplicisima. El lector
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debe tener presente que el resultado que realmente perseguimos es esta formula
y que la ley de reciprocidad la obtendremos de paso, pues para probar la ley de
reciprocidad hay demostraciones mucho mas sencillas.

No vamos a entrar en el problema de determinar las sumas G, (b) a partir de
las sumas G(b). La diferencia es un signo salvo en un caso, y la prueba es una
serie de comprobaciones més o menos rutinarias.® Probaremos sélo el resultado
siguiente, que necesitaremos después:

Teorema 8.23 Sean b y ¢ numeros naturales no nulos primos entre si y a un
entero mo nulo primo con bc. Entonces

Ga(be) = Gop(c)Gac(b).

DEMOSTRACION: Si g, z varfan en conjuntos de representantes de las clases
modulo ¢ y b respectivamente, entonces © = yb + zc recorre todas las clases
médulo ¢b, pues si

yb+ zc = y'b+ 2'c (méd be)

entonces be | (y —y' )b+ (2 — 2')e, luego b | (z — 2')c, ¢ | (y —y')b. Como by ¢
son primos entre si, b | (z —2') y ¢ | (y — '), luego z = 2/, y = y'. Asi pues, x
recorre be clases distintas médulo be, o sea, todas las clases. Ahora calculamos

Gab(C)Gac(b) — Z€2ﬂaby2i/562ﬂ'ac22i/b — Z eQﬂa((by)2+(cz)2)i/bc

Y,z

Y,z
=Y eratbuten’ifve _ G (he),
Y,z

donde hemos insertado los factores e2ma2byezi/be — 1. n
Para calcular las sumas de Gauss nos apoyaremos en las sumas siguientes

m—1

S(a,m) = Z ewar2z'/m

r=

Notar que S(2a,b) = G,(b) y S(b,2) = 1+ i®. Teniendo esto en cuenta,
la férmula de Gauss es consecuencia inmediata del teorema siguiente haciendo
a=2,m=hb.

Teorema 8.24 Si el producto ma es par se cumple

S(a,m) = \/? 1;i S(m,a).

3El resultado principal es que G4 (b) = (a/b)G(b), para b impar, donde (a,b) es el simbolo
de Jacobi. La prueba consiste en varias inducciones. El caso méas delicado se da cuando b es
potencia de 2. Entonces el factor es una potencia de i.
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m—1 )
DEMOSTRACION: Sea g(z) = Y. em@(:+1*/m  Claramente g es entera y
r=0
9(0) = S(a,m). Teniendo en cuenta que ma es par vemos que

g(z + 1) _ g(z) _ eﬂa(z+m)2i/m _ eﬂazzi/m _ eﬂ'az2i/m (627razi _ 1)

a—1

2 . ]

— eraz i/m (627rzz _ 1) § :627rnzz.
n=0

Definimos f(z) = g(2)/(e*™** — 1). Asi f es holomorfa en todo el plano
complejo excepto quizd en los numeros enteros, donde a lo sumo tiene polos
simples. Si en la ecuacién anterior dividimos entre e — 1 obtenemos que

fz+1) = f(2) + ¢(2),

donde ¢(z) = graz’i/m 3" e?™# es una funcién entera.
n=0
Aplicando el teorema 8.4 vemos que Res(f,0) = ¢(0)/27i (trivialmente si
¢(0) = 0 y no hay polo), luego el teorema de los residuos nos da que

S(am) =9(0) = [ FO.
v
donde v es cualquier arco cerrado que no ro-
dee a ningiin entero no nulo y respecto al cual
el 0 tenga indice 1. Tomamos el paralelo-
gramo de vértices A, A+ 1, B+ 1, B, donde /

1 : 1 .
- - wi/4 - _ = Ti/4 /
A 5 Re™/ %, B 5 + Re™ %,

Al calcular la integral sobre el segmento A+1,
B + 1 hacemos el cambio w = z 4+ 1 y resulta

/Bﬂf(w)dw=/ABf(erl)dz:ABf(z)dz+AB¢(z)dz,

A+1

A A+1

La primera integral de la derecha se cancela con la integral sobre el segmento
B, A, luego obtenemos que

S(a,m):AB¢(z)dz+AA+lf(z)dz—/BB+1f(z)dz.

Veamos que las dos tltimas integrales tienden a 0 cuando R tiende a +oo.
Como la longitud del arco es constante igual a 1, basta probar que el integrando
tiende a 0. Tenemos que |f(2)| = |g(2)|/]e>™** — 1|. Acotemos primero el
numerador. Por definicién de g

m—1
wa(z+r)%i/m
lg(2)] < Y femeztiimy,
r=0
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La parte real de los exponentes es —mwa2(z + r)y/m, donde z = x + iy. Si z
estd en el segmento B, B + 1 entonces z = t + Re™/* =t + R\/2/2 +iR\/2/2,
con |t| < 1/2, luego la parte real de los exponentes es en definitiva

—maRV2 (t+ RV2/2 + r)/m = —ﬂ'a(\/itR—F R* + \/§TR)/m.

Como e~marRV2/m < | podemos despreciar este factor y asi

|g(z)\ < meﬂa\/ﬁR/Qme—TraRWm.

Para el denominador de f tenemos
|€2ﬂ'zi o 1| > “627rzi| o 1| — |6727ry _ 1| _ |€77r\/§R _ 1| -1 efwx/iR.

En total queda
eﬂ'a\/i R/2m efﬂ'aRz/m

|<m 1— e TV2E

1£(2)

Es facil ver que esta expresion tiende a 0 con R. El mismo razonamiento vale
para el segmento A, A+ 1. Con esto tenemos que S(a,m) es la integral de ¢(z)
sobre la recta que pasa por —1/2 con pendiente de /4. Ahora desplazaremos
esta recta mediante el paralelogramo de vértices A, B, o, —«, donde a = Re™/*.

De nuevo las integrales sobre los segmentos ho- B
rizontales tienden a 0. En efecto, sobre el seg-
mento superior el factor e™@2”i/m o yno de los
que hemos acotado (r = 0) y los factores 27" /
cumplen |627rnzi| — 6727rny — efﬂ'n\/ﬁR'

«

Asi pues, ahora tenemos

S(a,m) = lim / 6(2) dz. A b/

Por la definicién de ¢ queda

a—1 a
S(a, m) REI:EOO Z / eﬂaz2i/m 627rnzi dz
n=0" "%
ol 2. « 2. 2. .
Z e~ Tmn i/a lim eTmn z/aefraz z/me27rnzz dz.
—o R—+oo J_,

Llamemos I(a,m,n,R) = [, e(mia/m)(z+mn/a)® 1> Vamos a probar que el
limite de esta integral no depende de n, con lo que tendremos

a—1
S(a,m) = Z e=mmn’i/a Rl—f»Tm I(a,m,n,R) = S(m,a) Rl—l,g-loo I(a,m,n, R).
n=0
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Para ello aplicamos el teorema de Cauchy sobre el paralelogramo de vértices
—a, a, « — mn/a, —a — mn/a. De nuevo no hay dificultad en probar que las
integrales sobre los segmentos horizontales tienden a 0 y en consecuencia queda

a—mn/a

lim I(a m,n, R) lim e(ﬂ'ia/m)(z—i—mn/a)? dz.

R—-+o00 R—+4o00 —a—mn/a

Hacemos el cambio w = \/a/m (z +mn/a). Asi

a/m
lim I(a,m,n,R) lim /— / emi’ dw,
R—+oc0 RH«H)O —a a/m

que no depende de n, tal y como querifamos. Mas atin, si hacemos el cambio
T = y/a/m R el limite se convierte en

Teﬂ'i/zl
Tiw? o m
lim e dw=4/—1,
RHJrOO _Temi/4 a

donde I es una constante que no depende de a ni de m.
En total hemos llegado a

S(a,m) = \/E 150ma).

Para calcular la constante evaluamos la igualdad en ¢ = 1y m = 2. Entonces
S(1,2) =1+, S(2,1) =1, con lo que I = (1+14)/v/2. Esto nos da la férmula
buscada. L]

Para acabar probaremos la ley de reciprocidad cuadratica. Necesitaremos
sélo la férmula de Gauss para las sumas cuadraticas con b impar. Notar que
ésta puede reescribirse como G(b) = i(®=D*/4/p,

Ahora tomamos dos primos impares distintos p y ¢. Usando (8.1) y el teo-

rema 8.23 tenemos
Gl = (2)o@=(2)i g

q
Gup) = (%) G(p) = (%) )
Gp(0)Gq(p) = Glpg) =i®1=V*/1 /pg.

Comparando estas igualdades llegamos a que

(1_)) (2) = §(Pa= /4= (=1 /4= (a=D*/4 e

q p

Teniendo en cuenta que ik=D*/4 yale 1 0 4 segun el resto de k médulo 4, el
término derecho de la igualdad anterior tiene las cuatro posibilidades siguientes:

p= 1(méd 4), ¢= 1 (méd 4) 1-1-1=1.
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p= 1(méd4), g=—1(méd4) i-1-(—i)=1.
p=-1(méd 4), ¢g= 1 (méd 4) (=i)-1-i=1.
p=-1(mdd 4), g= -1 (mdd 4) 1-(=1) - (=i)=-1

Esto es lo que afirma la ley de reciprocidad cuadratica. FEl teorema 8.24
permite probar también la segunda ley suplementaria. Para ello calculamos

1+i
V2

Galp) = S(4,p) = L 15 3).

Por definicién

-\ P
S(p,4) =1+ e ™P/* 4 P 4 TIP/4 — 9pimP/4 — 9 (1+Z> .
V2

Asi pues,

%@:@C£3”7

y por otro lado

Al igualar resulta

<1+z‘)p _ (2> 1—iP
V2 p) V2
o, equivalentemente, (conjugando)
<1+z‘)” _ (2> 14dP
V2 p) V2
Ambos miembros dependen sélo del resto de p médulo 8, y la ley suplemen-
taria es ahora inmediata. m







Capitulo IX

Funciones Harmonicas

La teoria de funciones holomorfas esta muy relacionada con el calculo diferen-
cial de funciones reales. Una pequena muestra de ello la vimos en el capitulo II,
donde redujimos a sus andlogos reales algunas de las propiedades basicas de
la derivacién compleja. Algunos de los resultados fundamentales de la teoria,
como el teorema de los residuos, pueden deducirse también a partir de teoremas
del andlisis real, esencialmente el teorema de Stokes y las formulas de Green. A
este nivel, el nexo entre las funciones holomorfas y las funciones diferenciables
reales lo constituyen las funciones harménicas que vamos a estudiar aqui.

En general, si ) es un abierto en R™, una funcién f : Q@ — R es harmdnica
si es de clase C? y satisface la ecuacién diferencial
_ o*f 0% f

ATt A )
83@%4— +8x%

Af
El operador diferencial A f, definido por la primera igualdad, se conoce como
laplaciano de la funcién f. Algunas propiedades de las funciones holomorfas,
como el principio del médulo maximo, pueden obtenerse como consecuencia de
propiedades similares de las funciones harmonicas, si bien aqui haremos lo con-
trario, es decir, usaremos la teoria que ya conocemos sobre funciones holomorfas
en C para estudiar las funciones harménicas de dos variables. Naturalmente,
muchos de los resultados que probaremos son validos para funciones harménicas
de cualquier nimero de variables, pero las pruebas quedan fuera de nuestro al-
cance y, por otra parte, en el estudio posterior de las funciones holomorfas sélo
necesitaremos el caso de dos variables.
Es interesante observar que una funciéon de una variable f es harmonica si y
sélo si es de clase C? y
d’f

dx ’
luego las funciones harmonicas de una variable son exactamente las de la forma
f(x) =ax+b, con a, b € R. Por ello las funciones harmonicas pueden conside-
rarse una generalizacién de las rectas y, en efecto, muchas de sus propiedades
son hechos que las rectas satisfacen trivialmente.

255
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9.1 Relacion con las funciones holomorfas

Para el caso de funciones de dos variables los conceptos de laplaciano y
funcién harmonica se reducen a los siguientes:

Definicién 9.1 Sea Q un abierto en C y f : 2 — R una funcién de clase C2.
Se define su laplaciano como la funcién

O f | O%f

La funcién f es harmdnica en Q si cumple Af(z) = 0, para todo z € .
Diremos que f es harmdnica en un punto z si es harmonica en un entorno de z.

Es inmediato que la suma de funciones harmonicas es una funciéon harménica,
asi como el producto de una funcién harmoénica por un nimero real, luego las
funciones harmonicas en un abierto forman un espacio vectorial real. La relacion
més elemental entre las funciones holomorfas y las funciones harmonicas es la
siguiente:

Teorema 9.2 Si f: ) — C es una funcion holomorfa en 2, entonces Re f e
Im f son funciones harmdnicas en €.

DEMOSTRACION: En efecto, si f es holomorfa entonces

_(“)Ref_i(“)Ref
Oz oy

f'(z)

también lo es, luego satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, de donde se
sigue inmediatamente ARe f = 0. Podemos razonar igualmente con Im f o
simplemente observamos que Im f = — Reif. n

Del mismo modo se comprueba que si f es harménica en ), entonces la

funcién definida por
af of .of

0z Oz ! dy
es holomorfa en 2, pues es de clase C! y satisface las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. En particular vemos que las funciones harmonicas son siempre de
clase C*°. Sin embargo esto no puede considerarse un reciproco del teorema
anterior. El reciproco propiamente dicho no es cierto en general, sino que cons-
tituye una caracterizacion mas de los abiertos simplemente conexos:

Teorema 9.3 Un abierto Q C C es simplemente conexo si y sélo si toda funcion
harmonica en Q es la parte real de una funcion holomorfa en Q.

DEMOSTRACION: Supongamos que {2 es simplemente conexo y sea f una
funcién harmoénica en Q. Por el teorema 5.7, existe una funcién F' € H(Q) tal

que
dF _OReF . OReF _9g 0df .O0f

dz Oz ‘ oy 0z Ox Z@y’
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con lo que
OReF —f) OReF —f)
= = 0
Ox oy
en Q, de donde se sigue que f(z) = ReF(z) + ¢, para todo z € Q y cierta

constante ¢ € R, es decir, f = Re(F + ¢).

Supongamos ahora que toda funcién harménica en €2 es la parte real de una
funcién holomorfa. Segun el teorema 5.7, para probar que {2 es simplemente
conexo basta ver que toda funcién f € H(Q) sin ceros en 2 tiene un logaritmo
holomorfo.

Ahora bien, la funcién log | f| es harménica en 2, pues f tiene un logaritmo
holomorfo en cualquier disco contenido en ) y su parte real es precisamente
log|f|. Por la hipétesis existe g € H(f2) tal que Reg = log|f|, con lo que
|e9¢)| = |f(2)| ¥, en consecuencia, e9(*)/f(z) es una funcién holomorfa en €
de médulo 1. Por el principio del médulo maximo es constante, con lo que
e9(?) = e°f(z), para todo z € Q. Esto implica que g(z) — ¢ es un logaritmo
holomorfo de f en Q. m

El dltimo razonamiento se adapta ficilmente para probar que log|z| no es
la parte real de ninguna funcién holomorfa en C\ {0}. No obstante es una
funciéon harmoénica, pues en un entorno de cada punto es la parte real de una
rama uniforme del logaritmo. El teorema siguiente prueba que esencialmente es
la tnica funcién harmoénica en C\ {0} que no es la parte real de una funcién
holomorfa. Lo probamos més en general para funciones sobre un anillo.

Teorema 9.4 Si f es una funcidn harmdnica en un anillo A(0,r, R), entonces
f(z) = clog|z| + Reg(2),
donde ¢ € R y g es una funcion holomorfa en el anillo.

DEMOSTRACION: Desarrollamos la derivada parcial de f en serie de Laurent:

0 _
8—£ = n;_:lanz" + %, para r < |z| < R.

La serie tiene integral nula sobre todo arco cerrado contenido en el anillo.
En efecto, como converge uniformemente en los compactos, la integral se puede
calcular término a término, pero todos los sumandos tienen primitiva en C\ {0},
luego por 2.20 las integrales son nulas. El teorema de Morera implica que la
serie tiene una primitiva g en el anillo. Asi pues,

0f _OReg a1
0z 0z z
En el abierto A = A(0,7, R) \ [0, 400[ la funcién 1/z tiene como primitiva
a la funciéon log z que a cada z le asigna su logaritmo con parte imaginaria en
10, 27[. Luego en A se cumple

0f _ OReg n ORe(a_1log 2)
dz 0Oz 0z
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Por lo tanto existe una constante k € R tal que
f(z) =Reg(z) + Re(a_1log z) + k = Reg(z) + clog |z| + darg z + k,

donde arg z es el argumento de z en ]0,27[. La funcién dargz + k tiene una
extensién continua a todo el anillo, concretamente f(z) —Re g(z) — clog |z|, pero
claramente esto sélo es posible si d = 0. Cambiando g por g + k tenemos la
expresion del enunciado (que por continuidad vale en todo el anillo). L]

Otros ejemplos de interés son los siguientes: la funcién f(z) = (Re z)? cumple
Af = 2, por lo que el producto de funciones harmonicas no es necesariamente
una funcién harménica.

Sea ahora f una funcién holomorfa en un abierto y

F(z) = |f(2)]> = (Re f(2))” + (Im f(2))".

Derivando obtenemos

O%F ORe f)> 9%Re f OIm £\? 9%Im f
or2 2( Ox ) +2Ref Ox? 2( Ox ) +2Imf ox2 ’

2 2 2 2 2
oF - _ 2(—3§;f> +2Ref 2 Ref+2<—almf> +omm p 2T

Oy Oy Oy Oy?

Sumamos teniendo en cuenta las ecuaciones de Cauchy-Riemann, asi como
que Re f, Im f son harménicas y por lo tanto tienen laplaciano nulo:

~[ORef\? dImf\>  |ORef . Olmf
AF—4< o ) +4<—8x > =4 o +1 o

2
= 4|7

Asf pues, si f es holomorfa, la funcién |f|? no es harménica salvo que f sea
constante (en cada componente conexa de su dominio). Més atin:

Si f es una funcion holomorfa no constante en un abierto conezxo ), entonces
|f] no es harmdnica.

En efecto, si f no es constante hay un disco abierto donde no se anula. En
dicho disco f tiene un logaritmo holomorfo log f, luego tiene una raiz cuadrada
holomorfa g(z) = e(1/2)1°8f  Segiin hemos visto, |f| = |g|?> no es harménica.

| |

Veamos ahora una aplicacién del teorema 9.4.

Teorema 9.5 Si una funcién harmdnica f : D'(0,R) — R estd acotada, en-
tonces se extiende a una funcidn harmdnica en D(0, R).

DEMOSTRACION: Por el teorema 9.4 sabemos que f se expresa en la forma
f(z) = clog|z|+Reg(z), donde ¢ € Ry g es una funcién holomorfa en D’(0, R).
Hemos de probar que ¢ = 0. Suponemos lo contrario y veremos que f no puede
estar acotada. Ciertamente no lo estd si g tiene una singularidad evitable en
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0. Si la singularidad es un polo entonces (definiendo g(0) = oo) el teorema de
la aplicacién abierta nos da que, si 0 < r < 1, » < R, entonces g[D(0,7)] es
un entorno de co. En particular contiene ntimeros reales tanto positivos como
negativos arbitrariamente grandes en mddulo, mientras que clog |z| tiene signo
constante en el disco, luego f no puede estar acotada.

Si g tiene una singularidad esencial en 0 razonamos de forma similar, usando
que g[D’(0,7)] es denso en C. Asf pues, ¢ = 0, y es claro que g ha de tener una
singularidad evitable en 0, por lo que Re g es la extensién buscada. m

Para terminar la seccién enunciamos una regla de la cadena mixta entre
funciones harmonicas y holomorfas. La demostracion es un simple célculo.

Teorema 9.6 Sea f : Q1 — Qs una funcion holomorfa y g : Q2 — R una
funcion harmdnica. Entonces f o g es una funcién harmdnica y

29(/(2) _ g, 1)
S = (1) ().

9.2 Propiedades de las funciones harmonicas

Las propiedades bésicas de las funciones harmonicas se deducen de propie-
dades similares de las funciones holomorfas. Por ejemplo, empezamos probando
un principio de prolongacién harménica, andlogo al principio de prolongacién
analitica, aunque la hipdtesis que se requiere es un poco mas fuerte.

Teorema 9.7 (Principio de prolongacién harmdénica) Si dos funciones
harmdnicas definidas sobre un abierto conexo coinciden en un abierto menor,
entonces son iguales.

DEMOSTRACION: Basta probar que si una funcién harménica f en un conexo
Q es nula en un abierto A C €2, entonces es nula en todo su dominio. Podemos
tomar como A la unién de todos los abiertos contenidos en 2 donde f es nula.
Hemos de probar que A = €. Si no es asi tomamos un punto z; € A y otro
z9 € 2\ A. Sea v un arco contenido en ) de extremos z; y 2z2. El menor punto
de v que no estd en A es un punto z € 9A N Q.

En un disco D C ) de centro z se cumple f = Re g, para una cierta funcién
holomorfa. Las derivadas de Re g respecto a x e y son nulas en AN D, y por las
ecuaciones de Cauchy-Riemann implican que lo mismo les sucede a las de Im g.
Asi pues, g es constante en D N A —nula, de hecho— luego por el principio
de prolongacién analitica g es nula en D y f también, pero esto implica que
z € D C A, lo cual es absurdo. n

Ahora traduciremos la férmula integral de Cauchy a una férmula para fun-
ciones harménicas:

Teorema 9.8 (Teorema del valor medio de Gauss) Sea f: Q — R una
funcion harmdnica, sea zg € Q yr > 0 tal que D(zp,7) C Q. Entonces

1 27

f(z0) = f(zo 4 re') db.

27 Jo
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DEMOSTRACION: Podemos tomar un disco abierto mayor contenido en €,
en el cual f = Reg, para una cierta funcién holomorfa g, a la que podemos
aplicarle la férmula de Cauchy:

1 9(¢) 1 / o i0
z) = — d¢ = — zo +re'?)db.
9 =g [ Fdc= g [ gt re?)
Tomando partes reales obtenemos la férmula del enunciado. L]

El teorema anterior expresa que el valor de una funcién harménica en un
punto es el promedio de los valores que toma en las circunferencias alrededor
del mismo. Como consecuencia obtenemos un andlogo al principio del médulo
maximo:

Teorema 9.9 (Principios del méximo y del minimo) Sea Q@ un abierto
conexo en C y f una funcion harmonica en ) no constante. Entonces

a) St D(zo,7) C Q existen z1, 29 € D(20,7) tales que f(z1) < f(z0) < f(22).

b) Para todo zg € Q se cumple inf f(z) < f(z0) < sup f(2).
ZEQ 2€Q
c) Si f es continua en la clausura de 2 en C*, entonces para todo zy € §2
se cumple

min f(z) < f(z0) < max f(z).
min f(2) < f(z0) < mix f(2)

DEMOSTRACION: Supongamos que f(zg) es el mdximo de f en el disco
D(zg,7). Si 0 <1’ < r, el teorema anterior nos da que

1 27 1 27 ) i
Py ; f(zo)de—f(zo)—% ; f(zo +1"€")ds,
luego

27
/ (£(20) — (20 + 1)) do = 0

0

y el integrando es una funcién continua no negativa, luego es nula. Asi hemos
obtenido que f(z9) = f(z0 + r'e’®) para todo 7’ < r y todo 6, con lo que f es
constante en D(zg, 7). Por el principio de prolongacién harménica f es constante
en (.

b) es inmediato a partir de a).

¢) se prueba con el mismo argumento que el apartado andlogo del principio
del médulo méximo (eliminando los médulos). "

Como consecuencia obtenemos un principio de unicidad méas importante que
el principio de prolongacién harménica:

Teorema 9.10 Sea Q un abierto conexo de C y f, g : Q@ — R dos funciones
continuas en la clausura de Q en C* y harmdnicas en Q. Si f y g coinciden
en 0N), entonces coinciden en €.
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DEMOSTRACION: Por el apartado c¢) del teorema anterior, la funcién f — g
es nula en €. m

Se llama problema de Dirichlet para un abierto 2 C C y una funcién continua
en 058 (la frontera de Q en C*) al problema de encontrar una extensién
continua de f a Q que sea harménica en Q. Tenemos que si un problema de
Dirichlet tiene solucion entonces ésta es tnica. El interés de todo esto se debe
a que hay una amplia familia de abiertos en los que el problema de Dirichlet
tiene solucién para cualquier funcién continua en su frontera. Un abierto conexo
con esta propiedad es un dominio de Dirichlet. Vamos a probar que los discos
abiertos son dominios de Dirichlet, de donde se seguirdn muchas consecuencias
de interés.

Supongamos que f es una funcién harmonica en un abierto que contiene al
disco unidad cerrado. Entonces el teorema del valor medio de Gauss nos da que
f(0) estd determinado por los valores que f toma en la circunferencia unidad.
Sia € D(0,1) podemos considerar la transformacién de Mdbius

() z+a
z) =
g 1+az’

que deja fijo al disco unidad y transforma 0 en a, pues si |z| = 1 entonces

1z+a
ZzZ+a

=1

l9(2)| =

Por consiguiente

fla) = f(g(0)) = % /:Wf (ez +“) do.

e'L
Mediante algunas manipulaciones, consistentes esencialmente en realizar un
cambio de variable, se puede llegar a que

27 6
fla) = i/ Re <6, * a) F(¢) db.
27 Jo e —a

No detallamos los calculos porque vamos a probar esta férmula a partir de
un teorema mas fuerte. Esta igualdad se conoce como formula de Poisson, y
muestra explicitamente la dependencia de los valores que una funcién harmonica
toma sobre el disco unidad respecto de los valores que toma en la circunferencia
unidad. En realidad veremos que no es necesario que f esté definida en un
abierto que contenga al disco cerrado, sino que basta con que f sea harménica
en el disco abierto y continua en su clausura. En otras palabras, la férmula de
Poisson nos permitira resolver el problema de Dirichlet sobre el disco unidad vy,
mediante una simple manipulacién, sobre un disco arbitrario.

Estudiemos el término que aparece junto a f en la férmula de Poisson. Ha-
ciendo a = re® toma la forma

ei19 Ta 1+ Tei(t—@) 1+ Tei(t—@) _ Te—i(t—@) —r2
Re | — el ———— ) =Re -
et _ g 1 — pi(t=0) |1 — pei(t=0) ‘2
1—r?
1—2rcos(t—6)+r2
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Definicion 9.11 Llamaremos ntcleo de Poisson a la funcién

1—|—re”> 1—172 1—r2

|1 —reit|2 1 —2rcost+r2’

1—rett

a@:m(

para 0 <r < 1.
Si f es una funcién real continua en la circunferencia unidad, definimos la
integral de Poisson de f como la funcién definida en D(0,1) mediante

Py(re't) = % /0% P.(t —6) (%) db.

En estos términos, nuestro objetivo es probar que la integral de Poisson de
una funcién f resuelve el problema de Dirichlet asociado a f. Para ello hemos de
estudiar el niicleo de Poisson. Ante todo, conviene pensar en P,(t), no como una
funcién de dos variables, sino como una familia de funciones de una variable ¢.
Claramente P,.(t) > 0 para todo ¢t € R, ademéds P, es continua en R y periédica
de periodo 27.

La figura muestra las funciones P.(t) para varios valores de r. Sir = 0
tenemos la funcién constante 1y, a medida que r crece, los nicleos de Poisson
se van acercando a 0 por el centro y a infinito por los extremos del intervalo
[0, 27].

N
g P N 0w g N

Veamos que admiten un desarrollo en serie de Fourier. Para ello usamos la
suma de la serie geométrica:

1+z
1—=2

o0
:1+22z”, para |z| < 1.
n=1

Sustituyendo z = re® queda

1+ rett = ;
12y e,
— roit
1—re —

1+ rett
1—reit

Pr(t>:Re( ) :1+QZT‘”COSTL?5=1+Zrn(eint+e_i"t)7
n=1 n=1
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con lo que otra forma para el nticleo de Poisson es

+oo
P.(t) = Z rinleint, para 0 <r < 1.

n=—oo

Como la serie geométrica de partida converge uniformemente en los compac-
tos del disco unidad, es facil ver que esta serie converge uniformemente en la
recta real (para r fijo). Esto nos permite integrarla término a término:

2T +o00 2m )
[ Rwa= 3 o [ e =,
0 0

n=—oo

2T eint 2m
/ et dt = { - ] =0.
0 m 0

Con esto podemos evaluar la integral de Poisson de la funcién constante 1:
1 27
= —/ P.(t —0)df
2T 0

Esto prueba que P; es la soluciéon del problema de Dirichlet en el disco
unidad determinado por la funcién constante 1. Ahora pasamos al caso general:

pues si n # 0 resulta

1 27

Pi(2) P.(0)do = 1.

:%O

Teorema 9.12 Toda funcion real continua f : 0D(0,1) — R se extiende a
una unica funcion continua Hy : D(0,1) — R harmdnica en D(0,1). En el
interior del disco la extension viene dada por la integral de Poisson Py.

DEMOSTRACION: En primer lugar vemos que la integral de Poisson es
harmonica:

2m
Pi(a) = Py(re) = %/0 P.(t —0)f(e")d

1 e +a i0 1 (e 4a
%Re(eio_a>f(€ )d@—R(%(g/O eie—ad0>.

Hemos de probar que la ultima integral es holomorfa como funcién de a, pero
esto es inmediato a partir del teorema 2.24 (tomando como arco la circunferencia
unidad).

Ahora basta probar que si 2o = e‘® € 9D(0,1) existe
lim Py(z) = f(20).

zZ—20

Teniendo en cuenta que P;(z) = 1 para todo z = rei* € D(0,1), se cumple

P = 1ol = 5| [ Ple= O - £ dp
< o [ R0~ f)do
0
1 to+m

= o[ B—0)I5) - f(e) ab.

to—m
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El 1ltimo cambio de variable es correcto porque el integrando es periédico
en 6 con periodo 2m. Fijemos una cota M de f y un nimero real € > 0. Puesto
que f es uniformemente continua existe un n > 0 tal que si |# — tg| < 1 entonces
|f(e??) — f(e)| < /2. Supongamos ademds que |t — to| < 1/2.

Descomponemos la integral en dos partes, una correspondiente a los puntos
0 tales que |0 — to| < 1 y otra con los puntos restantes, es decir, con los que
cumplen |0 — tg| > 7 y, por consiguiente, |t — 0] > n/2. Asi

€
1) — fleo)| < § + MP:(n/2)
Finalmente, de la definicién de P, se sigue inmediatamente que
h'r% P —r(n/2) =0,

con lo que tomando un § < n adecuado se cumple que si [t —tg| <dy |1—7| < I
entonces |Pr(z) — f(20)| < €/2 4 €/2 = €. Claramente esto prueba la existencia
del limite en zg. n

De aqui deducimos inmediatamente la formula de Poisson:

Teorema 9.13 Sea f una funcién continua en D(0,1) y harmdnica en D(0,1).
Entonces, si 0 <r <1 se cumple

27

fre™) 1 P.(t —6) (') db.

:27T 0

(Pues por la unicidad f ha de ser la extensién construida en el teorema
anterior de su restriccién a 0D(0,1).)

Hemos trabajado en el disco unidad tan sélo por comodidad, pero es facil
obtener una féormula andloga para discos arbitrarios. FEn el caso general, si f es
harmonica en el disco D(zp, R) y continua en su clausura, entonces la funcién
9(z) = f(z0+ Rz) estd en las hipétesis del teorema anterior, luego para un punto
2o +rett con 0 < r < R tenemos

. ro. 1 2m .
fleotre) = g (5 e) = _/ Pyr(t — 0)f(z0 + Re™®) do.
R 2T 0
Esta férmula nos da también la solucién explicita al problema de Dirichlet
en un disco arbitrario. Como aplicacion vamos a caracterizar las funciones
harménicas por la propiedad del valor medio.

Teorema 9.14 Sea f una funcion continua en un abierto Q tal que para todo
a € Q existe una sucesion {ry,} de nimeros reales positivos convergente a 0 de

modo que
1 2

f(a) f(a+r,e?)db.

Entonces f es harmdnica en Q.

:% .
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DEMOSTRACION: Tomemos a € ) y fijemos un R tal que D(a, R) C Q.
Existe una unica funcién g continua en este disco cerrado, harmoénica en su
interior y que coincide con f en su frontera. Sea h = f — g y sea m el supremo
de h en el disco cerrado. Supongamos que m > 0. Como h es nula en la frontera,
el conjunto

E ={z€ D(a,R) | h(z) =m}

es en realidad un subconjunto compacto de D(a, R). Sea zy € E donde |z — qa|
tome el valor maximo k. Asi, para todo 7 suficientemente pequeno, al menos la
mitad de la circunferencia de centro zy y radio r estd fuera del disco de centro
0 y radio k, luego fuera de E.

Tomando como r uno de los valores para los que por hipdtesis se cumple la
propiedad del valor medio, concluimos que

1 27

2m
m:h(zo):f(zo)fg(zo):%/o (ffg)(a+rnei9)d0<% ; mdf =m

Esta contradiccién muestra que m = 0, o sea, f < g en D(a, R). Razonando
igualmente con g — f concluimos que f = g, luego f es harménica en a. =

Una consecuencia inmediata de esta caracterizacién es que el limite casi uni-
forme de una sucesién de funciones harménicas es una funcién harménica, pues
la sucesién converge uniformemente en las circunferencias, lo que permite inter-
cambiar el limite con la integral que proporciona el teorema del valor medio para
cada término de la sucesién y concluir que el limite esta en las hipdtesis del teo-
rema anterior. En otras palabras, el espacio de todas las funciones harménicas
en un abierto 2 C C es cerrado en el espacio F(2) de todas las funciones de §2
en C. Como éste es completo (teorema 3.10), concluimos que aquél también lo
es, 0 sea:

Teorema 9.15 FEl espacio de las funciones harmdnicas en un abierto 2 C C,
provisto de la métrica de la convergencia casi uniforme, es completo.

Una funcién harmoénica f en un disco D(zg, R) es la parte real de una funcién
holomorfa. Si suponemos que f es continua en el disco cerrado la férmula de
Poisson nos da una expresién explicita de la misma. Si z = zo +re® € D(z, R)
se cumple

27
16) = 5= [ Pynlt=0) o+ Re)as
_ L (r/R)ei=" i
= % ; Re (W) f(ZO+R€ 9)d9
+

(
—(z==2) ¢

1
= Re /
(27TRZ [¢|=R

El teorema 2.24 prueba que la integral es una funcién holomorfa en D(zg, R).
Como aplicaciéon probaremos para funciones harmonicas el anédlogo al teorema

2~ ) (20+C)d<>.
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de Montel. La definicién de conjunto acotado de funciones harmodnicas es la
misma que en el caso de funciones holomorfas: Un conjunto F' de funciones
harménicas estd (casi uniformemente) acotado si para todo compacto K C §2
existe un nimero M > 0 tal que |f(z)| < M para todo f € F y todo z € K.
Todas las observaciones sobre acotaciéon de funciones holomorfas valen para
funciones harmonicas.

Teorema 9.16 Un conjunto de funciones harmonicas en un abierto  C C es
relativamente compacto si y solo si estd acotado.

DEMOSTRACION: La prueba de que todo conjunto relativamente compacto
estd acotado es andloga a la que dimos en el teorema de Montel. Si F' estd
acotado basta probar que si D(a, p) estd contenido en 2 entonces toda sucesién
{fn} C F tiene una subsucesién {f,,} tal que las restricciones {fn,|p(a,p}
convergen a una funcién harménica en D(a, ). El argumento concluye como en
el teorema de Montel.

Consideramos un radio R > p tal que D(a, R) C Q. Sea

_ 1/ (+(z—a) falat0)
2w Ri |C‘:RC—(Z—Q) C

dc.

hn(2)

De este modo, h,, es holomorfa en D(a, R) y f, = Reh,. Sea M una cota de
las funciones f,, en el compacto dD(a, R). Entonces, si z € D(a, p) se cumple

14+p
hn, <M-—.
(@) < M =2

De aqui se sigue que la sucesién estd acotada en el espacio de las funciones
holomorfas en D(a, p). Por el teorema de Montel tiene una subsucesién conver-
gente {hy, }, v es ficil ver que sus partes reales {f,,} también convergen casi
uniformemente en el disco. "

Veamos un ultimo resultado sobre convergencia que nos sera util después.
Diremos que una sucesién de funciones harmoénicas {f,} en un abierto Q C C
converge casi uniformemente a +00 si para todo compacto K C Qy todo M > 0
existe un natural ng tal que sin > ng y z € K se cumple |f(z)| > M.

Teorema 9.17 (Teorema de Harnack) Sea {f,} una sucesién mondtona
creciente de funciones harmdnicas en un abierto conexo Q. Entonces {fn} con-
verge casi uniformemente en  a una funcion harmdnica o bien a +oo.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que f; > 0, o en caso contrario razo-
namos con la sucesién {f, — fi}. Sea f(z) = sup fn(z). Consideremos los
n

conjuntos

A={z€ Q| f(z) = +o0}, B={ze Q| f(2) < +o0}.
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Vamos a probar que ambos son abiertos, con lo que por conexién uno de
ellos coincidird con Q. Tomemos zp € @y R > 0 tal que el disco |z — 29| < R
esté contenido en . Si |z — z9| = 7 < R entonces

1 [P _
fn(z) = 2_/ P, r(t—0)fn(z0 + Re') db),
™Jo
donde
R? —r? 0 it
PT/R(t*H):m, y R*’I’S‘RG —Tre |§I’%‘|”I”7
luego
R—r R+r
—— < P r(t—0)< .
R+r— /R( )_Rfr
Por consiguiente
Ror 1 Qﬁf (20 + Re™)db < f,(2) < Bir 1 2ﬂf (20 + Re') df
R+T 27T 0 ni<0 - _R_T 27T 0 n\<0 ’

y teniendo en cuenta la propiedad del valor medio queda

R—r R+r

R——i—?“f"(ZO) < falz) < fra—

fn(Zo)

Asf pues, si f,(z0) tiende a 400 o converge, lo mismo le sucede a f,(2)
para todo z en el disco D(zg, R), es decir, D(zg, R) estd contenido en el mismo
conjunto A o B al cual pertenece z.

Supongamos que = A, es decir, que { f,} converge a +00. Con la notacién
anterior tomamos 0 < r < 7/ < R. Entonces

R—1 < R—7r

M=——"0
R+ ~R+tr

)

con lo que M f,(z0) < fn(2) para todo z € D(zp,7’). De aqui se sigue que f,
converge uniformemente a +oo en el Ultimo disco, y es facil ver entonces que
converge casi uniformemente en 2.

Si Q = B llegamos de forma similar a que la sucesién {f,} esta acotada en
un disco D(zp,7’). Por el teorema anterior tiene una subsucesién convergente
en dicho disco, pero por la monotonia toda la sucesion converge. De aqui se
sigue la convergencia casi uniforme en . n

9.3 Funciones subharmodnicas

En la seccién primera hemos visto que el médulo de una funcién holomorfa
no es una funcién harmonica salvo casos triviales. Por lo tanto el principio
del médulo méximo para funciones holomorfas no puede verse como un caso
particular del principio del maximo para funciones harménicas. Sin embargo,
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sucede que ambos son casos particulares de un principio del maximo valido
para una familia de funciones reales mas amplia que la de las harmonicas. Para
que no resulte artificial conviene hacer algunas reflexiones sobre el concepto de
funcién harmonica. Pensemos en una funcién real continua de variable real f.
El andlogo en este caso al teorema del valor medio de Gauss seria la afirmacion

de que
PRECELES (2]

siempre que f esté definida en el intervalo [x —r,x + r].

Es facil ver que esta propiedad caracteriza a las rectas. Todas las propiedades
de las funciones harménicas se corresponden con propiedades elementales de las
rectas. Por ejemplo, la solucién del problema de Dirichlet equivale a que existe
una tnica recta definida sobre un intervalo [a, ] que en los extremos tome valores
prefijados arbitrarios. Los principios del maximo y del minimo afirman que el
maximo y el minimo de una recta se alcanzan en los extremos del intervalo
donde estd definida, etc.

Las funciones que queremos introducir ahora son el analogo a las funciones
concavas y convexas. Una funcién es convexa si en cualquier intervalo en el
que estd definida es menor que la recta que coincide con ella en los extremos.
Similarmente, una funcién es céncava si en cualquier intervalo en el que estd
definida se mantiene por encima de la recta que coincide con ella en los extremos.

Definicion 9.18 Sea () un abierto en C. Una funcién continua f : @ — R
es subharmdnica (superharmdnica) si para todo disco cerrado D C 2 se cumple
que flp < h (f|p > h), donde h es la solucién del problema de Dirichlet para
D que coincide con f en la frontera.

Es inmediato que una funcién es harmonica si y sélo si es subharménica y
superharménica al mismo tiempo. Asi mismo, una funcién f es subharmonica
si y sélo si —f es superharmoénica, y viceversa. Notemos que no exigimos que
las funciones subharmonicas y superharménicas sean derivables.

Del mismo modo que la concavidad y convexidad de las funciones de clase
C? puede caracterizarse en términos de la segunda derivada, las funciones sub-
harmoénicas y superharménicas de clase C? pueden caracterizarse por su lapla-
ciano:

Teorema 9.19 Si f es una funcion de clase C? en un abierto Q, entonces f
es subharmdnica (superharmdnica) en Q si y sdélo si Af >0 (Af <0).

DEMOSTRACION: Supongamos que Af > 0 y tomemos un disco cerrado D
de centro zg contenido en ). Sea h la funcién harménica en D que coincide con
f en OD. Hemos de probar que f < h o, equivalentemente, que f|p —h < 0.
Por continuidad y compacidad f|p — h ha de tomar un valor maximo en D. Si
éste es positivo lo tomard en un punto interior z; (pues en la frontera f coincide
con h). Tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno, la funcién

$(2) = cllz = z0l* + f(2) = h(2)
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cumple ¢(z1) > ¢(z) para todo z € 9D. En efecto, si z € 9D se cumple
#(2) = cr?, luego basta tomar ¢ > 0 de modo que cr? < f(z1) — h(z1).

De nuevo por continuidad y compacidad, ¢ tomara su valor maximo en un
punto de D, pero segiin lo dicho ha de ser en realidad un punto interior z5. La
funcién que resulta de fijar la parte imaginaria de ¢ tiene un maximo en Re 22,
luego

0%¢
Ox?

Lo mismo vale para la derivada respecto de y, y al sumar queda

(2’2) S O

0> A¢(22) = dc+ Af(z2) — Ah(z2) = dc+ Af(22),

luego Af(z2) < —4c < 0, en contra de lo supuesto. Por consiguiente el maximo
de fp — h es menor o igual que 0 y asi f es subharmoénica.

Reciprocamente, si f es subharménica en 2 pero Af < 0 en algin punto,
por continuidad existird un disco abierto D en el cual Af < 0, luego por la
parte ya probada —f serd subharmonica en D, luego f serd subharménica y
superharmonica en D, luego serd harménica y en realidad cumplird Af =0 en
D, con lo que tenemos una contradiccién.

Una funcién f de clase C2 es superharménica si y sélo si — f es subharménica,
siy sélosi —Af >0, siysélosi Af <0. n

Cada propiedad de las funciones subharmdnicas se corresponde con una
propiedad de las funciones superharménicas invirtiendo el sentido de las de-
sigualdades. El teorema anterior es un ejemplo. Por simplicidad en lo sucesivo
trataremos tinicamente con funciones subharménicas.

Las funciones subharménicas pueden caracterizarse también por sus medias
sobre circunferencias:

Teorema 9.20 Sea f una funcidn subharmdnica en un abierto 2, sea zy € €2

y sea r > 0 tal que D(zo,7) C Q. Entonces
1 27 .
flz0) < o f(zo 4 re') de.

™ Jo

Reciprocamente, si f es continua y cumple esta propiedad en cada punto zy para
una sucesion de valores de r convergente a 0 entonces f es subharmdnica.

DEMOSTRACION: Sea h la solucién del problema de Dirichlet para el disco
dado que coincide con f en la frontera. Entonces

1 2w

1 27 ) ‘
f(z0) < hlzo) = %/0 h(zo + Teze) do = Gy ) f(z0 + rew) de.

Para probar el reciproco basta seguir el argumento del teorema 9.14. =

Usando esta caracterizacién es facil probar:
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Teorema 9.21 Si f y g son funciones subharmdnicas en un abierto Q y «,
B >0, entonces af + Bg y max{f, g} son subharmdnicas.

Otra aplicacién del teorema 9.20 es la siguiente:

Teorema 9.22 Si f : Q@ — C es una funcidn holomorfa, entonces |f| es
subharmonica.

DEMOSTRACION: Tomemos un disco D(zp,r) C Q y apliquemos la férmula
integral de Cauchy:

|1(20)

1 f©) o i
/C dC|_‘% ; f(zo + 7€) db

211 7z0\:rC_ZO

1 2m )
< 5 | 1+,

luego el teorema anterior garantiza que |f| es subharmoénica. L]

Esto hace que el principio del médulo méaximo para funciones holomorfas
(al igual que el principio del méximo para funciones harmoénicas) sea un caso
particular del siguiente principio del méximo para funciones subharmonicas:

Teorema 9.23 (Principio del maximo) Sea Q un abierto conexo en C y sea
f:Q — R una funcion subharmdnica no constante. Entonces

a) Para todo zg € Q2 se cumple f(zo) < sup f(z).
z€Q

b) Si Q) estd acotado y f es continua en Q, entonces para todo zy € ) se
cumple

f(z0) < médx f(2).

2€00

DEMOSTRACION: Sea m = sup f(z) (quizd m = 400). Descomponemos 2
2€Q
como unién de los conjuntos

U ={z€Q| f(z)=m}, Q={ze€Q] f(z) <m}.

La continuidad de f implica que )5 es abierto. Si probamos que €2; también
lo es, por conexion uno de los dos serd vacio, pero como f no es constante tendré
que serlo Q; y a) quedard demostrado. Para probar que {21 es abierto podemos
suponer que es no vacio, lo que implica que m es finito.

Tomemos zy € ;. Al ser f subharmonica, para r suficientemente pequenio
se cumple

2m

1 0 1 27 10
0< = [ flao+re®)dd - f0) = / (f(z0 +r¢i®) — f(z0)) d

2m Jo 2m

Como f(zo +1e?) — f(z0) = f((20 + re'?) —m <0, la desigualdad anterior
es una igualdad, y f(z) = m para todo z tal que |z — z9| = r, para todo r
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suficientemente pequeno, es decir, hay un entorno de zy contenido en £2;. Esto
prueba a). El apartado b) se prueba igual que su andlogo en el principio del
moédulo maximo. -

Notar que las funciones superharménicas cumplen un principio del minimo
analogo. El teorema siguiente generaliza simultaneamente a los principios del
maximo y del minimo. Estos se obtienen como casos particulares haciendo
constante una de las dos funciones que intervienen:

Teorema 9.24 Sea Q2 un abierto conexo en C y f, g : Q@ — R dos funciones
tales que f es subharmonica y g superharmonica. Supongamos que para todo
punto a € 0xo) (la frontera de Q@ en C*) se cumple

lim f(2) < lim g(2).

zZ—a z—a
Entonces f = g es una funcién harmdnica o bien f(z) < g(z) para todo z € €.

DEMOSTRACION: Recordemos que el limite superior lim f (z) es el supremo
zZ—a

de los limites de las sucesiones convergentes { f(z,)} determinadas por sucesiones
{zn} C Q convergentes a a. Similarmente se define el limite inferior.

La funcién h = g — f es superharménica por el teorema 9.21 y cumple
lim h(z) > 0. Podemos tomar una sucesién {z,} en Q tal que {h(z,)} converja

z—a

al infimo de h. Tomando una subsucesién podemos suponer que {z,} converge
a un punto a de la clausura de 2 en C*°.

Si h es constante es claro que se cumple el teorema. En caso contrario,
el principio del minimo implica que A no toma un valor minimo en €2, luego
a € 05€). Entonces la definicién de limite inferior implica que el infimo de h ha
de ser mayor o igual que 0, luego h es estrictamente positiva en 2. m

Hemos enunciado este teorema con limites superiores e inferiores porque
después lo necesitaremos con este grado de generalidad, pero conviene recor-
dar un caso particular mucho mas simple y no menos util: Si una funcién
subharmoénica es menor o igual que una funcién superharménica en todos los
puntos de la frontera de un abierto conexo, entonces la desigualdad vale también
en los puntos del abierto.

Sin embargo, la versién general del teorema es mas potente. Por ejemplo,
de él se sigue que en la definicién de funcién subharmoénica podemos sustituir
los discos por abiertos cualesquiera:

Teorema 9.25 Si f : @ — R es subharmdnica, G_es un abierto conezxo tal
que G CQ yh:G— R es una funcion continua en G, harmdnica en G y que
coincide con f en OG, entonces f(z) < h(z) para todo z € G.

Terminamos con una propiedad de las funciones subharmonicas que necesi-
taremos en la seccién siguiente.
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Teorema 9.26 Sea Q2 un recinto y D un disco cerrado contenido en . Sea f
una funcidn subharmdnica en Q y sea f' la funcidn que coincide con f en Q\ D
y en D es la solucion del problema de Dirichlet que en la frontera coincide con
f. Entonces f' es subharmdnica en €.

DEMOSTRACION: Basta ver que f’ es subharménica en los puntos de la
frontera de D. Tomamos un disco E con centro en un punto de dicha frontera.
Sean h y h' las funciones harmonicas en el interior de E que coinciden con f y
f" en la frontera. Como f < f’, el teorema 9.24 nos da que f < h < h’ en E.
Por otra parte, f' < h’ en la frontera de D N E (ver la figura).

W f= g
D

Consecuentemente (y dado que f’ y A’ son harmoénicas en el interior de DN E)
concluimos que f > h’ en DN E, con lo que de hecho f/ < ' en E. "

9.4 El problema de Dirichlet

Vamos a dar una caracterizacion de los dominios de Dirichlet, es decir, de los
abiertos conexos 2 C C tales que toda funcién f continua en 9,9 (la frontera
de Q en C™) se extiende a una funcién continua en € y harménica en Q. Ya
sabemos que si una funcién f admite una extensién harmdnica, ésta es unica.
Ahora vamos a describir la tinica solucién posible del problema de Dirichlet para
una funcién dada, y el problema serd determinar en qué casos es realmente una
solucién. Necesitamos algunas definiciones:

Definicién 9.27 Sea {2 un abierto conexo en C y f : & — R una funcién
continua en 2. Si D es un disco abierto cuya clausura esté contenida en €, se
llama modificacion de Poisson de f en D a la funcién continua que coincide con
fen Q\ Dy es harménica en D.

El teorema 9.26 afirma que las modificaciones de Poisson de funciones sub-
harmoénicas son subharménicas.

Una familia de Perron en €2 es una familia P de funciones subharmoénicas en
Q) tales que

a) Si f, g € P, entonces max{f,g} € P.

b) Si f € Py D es un disco cuya clausura estd contenida en (2, entonces la
modificacién de Poisson de f estd en P.
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Se llama envolvente superior de P a la funcién M dada por

M(z) = sup{u(z) | u € P} € RU {+o0}.

Si Q es un abierto conexo y f : 5o — R es una funcién continua, una familia
de Perron en  es el conjunto P(f,(2) de todas las funciones u subharménicas
en © tales que lim u(z) < f(a) para todo punto a € 9.52.

z—a

Si el problema de Dirichlet para f tiene solucién h, toda u € P(f, Q) cumple
u < f por el teorema 9.24, luego la envolvente superior, que llamaremos My,
cumple My < h. Por otra parte es obvio que h € P(f, ), luego h = Mjy.

Asi pues, si el problema de Dirichlet tiene solucién, ésta es necesariamente
My. Ahora probamos que My es siempre harmonica en 2. Més en general,
tenemos:

Teorema 9.28 Si P es una familia de Perron y M es su envolvente, entonces
o bien M es constantemente igual a +00 o bien M : @ — R es una funcién
harmonica.

DEMOSTRACION: Tomemos un punto a € Q y sea D(a,r) un disco cuya
clausura esté contenida en . Claramente, existe una sucesién {u,} de fun-
ciones en P tales que M (a) = limu,(a) (tanto si M (a) es finito como infinito).

n

Sustituyendo u,, por el maximo de las funciones anteriores podemos suponer que
la sucesién {u, } es mondtona creciente. Sea vy, la modificacién de Poisson de u,
en el disco D(a,r). Las funciones v,, también estdn en P, luego u,, < v, < M.
En particular h’}ln vp(a) = M(a). Ademés la sucesién {v,} es también creciente
por el teorema 9.24.

Por el teorema de Harnack tenemos que {v,, } converge casi uniformemente en
el disco a una funcién v < M que o bien es harménica o bien es constantemente
igual a +00. Basta probar que v = M en todo D(a,r), pues entonces tendremos
que el conjunto de puntos donde M es finita es abierto, al igual que el conjunto
de puntos donde es +00. Por conexion uno de los dos sera vacio y si M es finita
tenemos también que es harmonica. Ciertamente, si v = 400, tenemos v = M,
luego podemos suponer que v es finita.

Ahora bien, si z € D(a,r) podemos construir como antes una sucesién cre-
ciente {w,} de funciones de P harménicas en D(a,r) tales que hr{n wp(z) =

M (z). Sustituyendo w,, por méx{w,,v,} podemos exigir que v, < w,. El teo-
rema de Harnack nos da que {w,} converge a una funcién w < M harménica
en D(a,r) (no puede ser infinita porque w(a) < M(a) < +00).

Por otra parte v < w < M, luego la funcién w — v es harménica en D(a,r)
y tiene un méximo en w(a) — v(a) = 0, lo que implica que es constante igual a
0, es decir, w = v, y en particular v(z) = M(z). =

Si f es una funcién continua en la frontera de un abierto (2, todas las fun-
ciones de P(f, ) estan acotadas por cualquier cota de f, luego la funcién My
es harmoénica en 2. El problema de Dirichlet tendra solucién si y sélo si My
extiende continuamente a f. En general no tiene por qué ser asi.
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Ejemplo Tomemos 2 = D(0,1) \ {0} y sea f la funcién que vale 0 sobre la
circunferencia unidad y f(0) = 1. Fijemos 0 < € < 1 y consideremos la funcién
uc(z) = (log|z|)/(loge). Claramente u,. es harménica en el anillo A(0,€,1) y
continua en su clausura, toma el valor 1 en la circunferencia |z| = ¢ y el valor 0
en la circunferencia |z| = 1.

Siv e P(f,Q), entonces |v| <1 por el principio del méximo, ya que |f| < 1.
Por lo tanto si |a| = € se cumple que Zhjn(llv(z) <1=uwuc(a)ysi|a| =1 tenemos
la misma desigualdad por definicién de P(f,Q). El teorema 9.24 implica que
v(2) < ue(z) = (log|z|)/(loge) para todo z € A(0,¢,1). Si fijamos z y hacemos
tender € a cero queda v(z) < 0, para toda funcién v en P(f,Q), con lo que
My < 0. Obviamente entonces My = 0 y por lo tanto no tiende a f en 0. Asi
pues, el problema de Dirichlet no tiene solucién en este caso. L]

Vamos a encontrar una condiciéon topolégica muy simple que garantice que
un abierto es un dominio de Dirichlet, pero primero hemos de caracterizar los
dominios de Dirichlet por una propiedad local sobre los puntos de su frontera.Sea
Q C C un abierto y a € 05£2. Supongamos de momento que a es finito. En tal
caso la funcién f(z) = |z —a|/(1 + |z — a|), extendida a co mediante f(oco0) =1,
es continua en C*°, en particular en 0,.{2, toma valores en [0, 1] y sélo se anula
en a. Usando una transformacién de Mobius podemos obtener una funcién con
estas mismas caracteristicas incluso si a = co.

Si € es un dominio de Dirichlet existe una funciéon v harmoénica en €2, conti-
nua en € (la clausura entendida en C*>) y que coincide con f en d,,Q. Clara-
mente u : Q@ — [0,1] y sélo se anula en el punto a.

La existencia de una funcién u con estas propiedades para cada punto a
caracteriza a los dominios de Dirichlet, pero hemos dicho que buscamos una
propiedad local, es decir, que dependa sélo de un entorno de cada punto a. Por
ello, vamos a debilitar la condicién todavia mas.

Definimos el abierto

[ QnD(a,r) si a # oo
2r(a) = {QQA(O,T,Jroo) sia= o0

Sea también

_J{ze|z—a|l=1} sia#ox
aQT(G)_{{zeQM:r} si a =00

Notemos que 9€2,.(a) no es toda la frontera de Q,(a) sino una parte de ella.
Sea ¢, = inf{u(z) | z € 9Q-(a)} > 0y ¥,(2) = min{u(z)/c,,1}. Es claro que
estas funciones cumplen la definicién siguiente:

Definicion 9.29 Sea 2 un abierto en C y a € 9,2 Una barrera para a en
Q2 es una familia de funciones {1, }, definidas para todo r > 0 suficientemente
pequeno si a # oo y para todo r suficientemente grande si a = 400, tales que

a) ¥p : Q(a) — [0, 1] es superharmoénica,
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b) lim 'll)r(z) =0,

z—a

¢) Para todo w € 9Q,.(a) existe lim ¥,.(z) = 1.
zZ—w

Las funciones 1,- que hemos construido son continuas, de hecho, en toda la
clausura de 9€2,.(a), pero en la definicién recogemos las condiciones imprescin-
dibles para caracterizar los dominios de Dirichlet, pues después probaremos la
existencia de barreras en un contexto muy general y entonces agradeceremos
que la definicién sea lo mas débil posible.

Teorema 9.30 Un abierto conexo 2 C C es un dominio de Dirichlet si y sdlo
si todo punto de 05,82 tiene una barrera en Q.

DEMOSTRACION: Ya hemos visto que la condicién es necesaria. Considere-
mos ahora una funcién f continua en 0,.€2. Hemos de probar que para todo
a € 0582 existe

lim My (2) = f(a).

zZ—a

Vamos a suponer que a # oo. El caso de oo se trata de forma andloga,
sustituyendo las aproximaciones a a de la forma |z — a| < § por aproximaciones
a oo de la forma |z| > R.

Fijemos una barrera {¢,} para a. Tomemos ¢ > 0 y sea § > 0 tal que
siw € 00y |w — a] < 26 entonces |f(w) — f(a)] < e. Podemos tomar &
suficientemente pequeiio como para que esté definida 1)g.

Definimos 1) :  — [0, 1] mediante

Ys(z) siz e Qs(a)
Y(z) = { i size Qé\ Q5(a)

Es claro que v es continua en 2. Veamos que es superharmonica. Los tinicos
puntos en los que esto no es evidente son los de 9,Q(a). Si zg es uno de ellos,
tomamos un disco D(zp,t) C Q y una funcién harménica h que coincida con
en su frontera. Hemos de probar que h < 4. Ahora bien, es claro que h < 1,
luego h < 15 en la frontera de Q5(a)ND(zo,t), de donde h < 15 en este conjunto
y, en definitiva, h < 1.

Sea R una cota de f. Entonces —2Rt) + f(a) — € es subharmoénica en Q.
Vamos a probar que estd en P(f, Q). Si w € 0,02 y |w — a| > J, entonces

lim (—2Ry(2) + f(a) — €) = —2R + f(a) — e < f(w).

Si |lw — a| < § entonces @}(—2}31#(2) + fla) —e€) < f(a) —e < f(w).

Asipues, —2Ri+f(a)—e € P(f, Q) y por consiguiente —2Ry)+ f(a)—e < M.
Un razonamiento andlogo prueba que si w € 0,€) entonces

lim (2Ry(2) + f(a) +¢€) > f(w).

Z—w
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Por lo tanto, si u € P(f,Q) se cumple

Iim u(z) < lim (2Ry(2) + f(a) + ¢),

Z—w z—w

y el teorema 9.24 implica entonces que u < 2Ry + f(a) + €, luego
—2RyY + f(a) —e < My < 2Ry + f(a) +e.

Por consiguiente,

—e < lm (M(2) — f(a)) < T (M (2) - f(a)) < e

r—a z—a

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que existe lim My (z) = f(a). "

zZ—a

Con esto estamos en condiciones de probar el teorema siguiente, que nos
permite reconocer fiacilmente una gran cantidad de dominios de Dirichlet:

Teorema 9.31 Sea Q un abierto conexo y a € 05 tal que la componente
conexa de a en C®\ Q2 no se reduzca a {a}. Entonces a tiene una barrera en

Q.

DEMOSTRACION: Sea S la componente conexa de C*> \ © que contiene a
a. Por hipétesis existe b € S tal que b # a. Sea M una transformacién de
Mébius tal que M(a) = 0y M(b) = co. Entonces 0 € 0o M[Q] y estd en
la misma componente conexa que oo en C*> \ M[Q]. Si 0 tiene una barrera
{} en M[Q], entonces las funciones {M o 1),.} son una barrera para a en €.
Notemos que de la propia definiciéon de funcidon superharmonica se sigue sin
dificultad que la composiciéon de una transformacion de Mébius M con una
funcién superharménica en un abierto M[2] C C es superharménica en Q C C.

Teniendo esto en cuenta, podemos suponer que a = 0 y que co € S. Sea
Qo la componente conexa de C* \ S que contiene a . Veamos que Qg es
simplemente conexo. Cualquier otra componente conexa A de C> \ S es un
abierto cuya frontera estd contenida en S, luego su clausura es conexa, corta a
S y es disjunta de Qg. Asi pues, AU S es conexo y disjunto de €2y. Claramente
C>=\ Qg es la unién de todos los conjuntos A U S, y la unién de conexos con
interseccién comun es conexa.

Como 0 ¢ Qg existe una rama uniforme del logaritmo L en €. Para cada
r>0yz € Q,.(0) definimos L, (z) = L(z)—logr. Como 0 estd en la componente
no acotada de C*°\ 2, ninguna circunferencia de centro 0 puede estar contenida
en 2, luego

0rQ0)={z€Q||z| =7}

es la unioén de a lo sumo una cantidad numerable de arcos abiertos disjuntos ~y.
Entonces, —L,[yx] = {it | aox <t < B} v, en consecuencia,

— L, [0,2(0)] = i ]k, Bil,
k
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donde los intervalos son disjuntos y la suma de sus longitudes es menor o igual
que 27.
Ahora, si log es el logaritmo con parte imaginaria entre —7 y m, la funcién
— iozk
2 — 10k
es harménica en el semiplano Rez > 0 (notar que la funcién de dentro del
logaritmo es una transformacién de Mébius que deja fijo al semiplano Re z > 0).

hi(z )—Imlog

Es facil ver que los argumentos de z —iay y 2 — 10k estdn entre i3
—m/2y w/2y el primero es mayor que el segundo (ver la figura).
De aqui se sigue que hg(z) = Im(log(z —iay)) — Im(log(z — i0k))
y, en particular, 0 < hx(z) < m. Esto nos da la expresién integral

B Bk
hi(z) = Im <Z/a Zd<i<> = Re (/@ zd<i§> .

B

x — -

:/ ﬁdt:arctany k *arCtany ﬁk,
on TEH(y—1) r v

donde z = x + iy. Geométricamente esto se interpreta como que hi(2) es el
angulo de vértice z en la figura.
Por consiguiente

+o0 T

k<n -

Como las funciones hj son positivas el teorema de Harnack implica que la

funcién
=D u(2)
k

es harmoénica en el semiplano Re z > 0. La funcién holomorfa — L, toma valores
en este semiplano, luego podemos definir ¢, (z) = h(—L,(2))/m, que es una
funcién harménica en ,.(0).

Vamos a probar que las funciones {¢,} forman una barrera para 0. Puesto
que Re L,.(z) tiende a —oo cuando z tiende a 0, hemos de probar que h tiende
a 0 cuando Re z tiende a +o00. Ahora bien,

h(z + iy) = thx—i—zy Z/ g 1 Zﬁk S%-

Sélo queda demostrar que si w €  y |w| = r, entonces

lim ¢, (z) = 1.

Z—w
Si, concretamente, w estd en el arco 7, entonces —L,. transforma cualquier
sucesion que tienda a w en una sucesion que tiende a ic, con oy < ¢ < G, luego
basta probar que
lim h(z) =, para ai < ¢ < (.

z—ic
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Sea |a;, 0;[ un intervalo tal que By < «;. Entonces a; — 0§ es mayor o
igual que la suma s; de las longitudes de los intervalos contenidos en [Bj, o]
Definimos a; = B + $; vy b; = a; + §; — «;. De este modo el intervalo Ja;, b;|
tiene la misma longitud que Jay;, 5;[ pero a; < «;. Es fécil ver que los intervalos
lai, b;[ son disjuntos dos a dos y por construccién la unién de todos ellos estd
contenida en |3;, 5; + 27|

Sea g; la funcién definida como h; pero con ]a;, b;[ en lugar de Jay, 5;[. La
expresion integral muestra que h; < g; v la suma de todas las funciones h; con
Bk < «; es menor o igual que

Br+2m x
v(x,y) = / ——dt.
(@9) Bi 2 4 (y —t)?

Similarmente se razona con los intervalos |«;, G;[ tales que §; < oy, de modo
que la suma de todas las funciones h; correspondientes a estos intervalos estd

mayorada por
ag
T
u(z,y) = - dt.
( y) /(1k—27r 12 + (y - t)2

Por lo tanto 0 < h(z) —hy(z) < u(z)+v(z). Calculando las primitivas (arcos
tangentes) se ve inmediatamente que lim (h(z) — hg(2)) = 0.

Por otra parte:

lim hi(z) = lim (arctan Y~ % _ arctan y_—ﬁk> =7
T T

z—ic z—ic

Como consecuencia tenemos:

Teorema 9.32 5i Q) es un abierto conexo tal que ninguna de las componentes
conezas de C> \ Q consta de un dnico punto, entonces Q0 es un dominio de
Dirichlet.

Puede probarse que la condiciéon no es necesaria, pero abarca todos los casos
de interés. Observemos que en particular todo abierto conexo simplemente
conexo 2 C C es un dominio de Dirichlet. En efecto, C* \ Q tiene una tnica
componente conexa. Si ésta fuera un punto, habria de ser oo, luego 2 = C, pero
C es obviamente un dominio de Dirichlet (las funciones constantes resuelven el
problema de Dirichlet para cualquier condicién en 0o).



Capitulo X

Funciones enteras

Las funciones enteras figuran entre las funciones holomorfas mas sencillas,
después de los polinomios, y poseen propiedades que no comparten con las
funciones definidas en abiertos contenidos estrictamente en el plano complejo.
Ademds, los resultados sobre funciones enteras pueden aprovecharse en el estu-
dio de funciones meromorfas cancelando los polos adecuadamente. Ya conoce-
mos los hechos bésicos sobre las funciones enteras. En el capitulo III probamos
que toda funcién entera f admite un desarrollo en serie de potencias:

o0

0 .,

f(z)fz R para todo z € C
n=0

y, por otra parte, en el capitulo IV vimos que f admite también una descompo-

sicién en producto infinito

o0
f(z) = e9?) 2F [1 By, (z/an),
n=0
donde g(z) es una funcién entera, k = 0(0, f), a,, es la sucesién de los ceros no
nulos de f (repetidos tantas veces como su orden), {p,} es cualquier sucesién
de nimeros naturales tal que la serie

i(ﬁ>pn+l

n=0

converja para todo numero real » > 0 y E,,(z) son los factores primarios de
Weierstrass dados por

S 2% /k
En(z) = (1 - z)er=

En este capitulo obtendremos resultados concernientes a la determinacion de
la sucesién {p,} y de la funcién g(z) en las factorizaciones de Weierstrass. Por
ejemplo, vimos en el capitulo IV que siempre podemos tomar p, = n, pero que
en muchos casos sirven sucesiones més simples, como p,, = 1 para la funcién

279
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seno. Respecto a la funcién g(z) no tenemos ningin resultado general, y en
los casos concretos que hemos estudiado (funciones seno, coseno, la inversa de
la funcién factorial) la hemos determinado mediante razonamientos especificos.
Aqui obtendremos varios resultados generales de interés sobre estas cuestiones.

10.1 Orden de crecimiento

Sucede que las caracteristicas de la factorizacién de Weierstrass de una
funcién entera estdn relacionadas con su comportamiento asintético, es decir,
con la velocidad con la que crece el médulo cuando z tiende a infinito. Por ello
introducimos el concepto siguiente:

Definicién 10.1 Sea f una funcién entera. Para cada r > 0 definimos

My(r) =max|f(2).

|z|=r

El principio del médulo méximo implica que si f no es constante entonces
My (r) es una funcién estrictamente creciente. Por el teorema de Liouville se
cumple también que
lim M = .
i #(r) =400
Vamos a ver que mediante estimaciones de la velocidad de crecimiento de
una funcién f a través de la funcién My (r) podemos obtener mucha informacién
atil sobre f.

Diremos que una funcién entera f es de orden finito si existen un ¢ > 0 y un
ro > 0 tales que My (r) < e para todo r > ro. En tal caso se llama orden de
crecimiento de f al infimo p de los nimeros ¢ que cumplen la condicién anterior.
Si f no es de orden finito diremos que es de orden infinito, y convendremos en
que su orden de crecimiento es p = +00.

Es importante notar que el orden de crecimiento p de una funcién de orden
finito no tiene por qué ser uno de los niimeros ¢ que cumplen la definicién. En
principio, que el orden de f sea p < 400 significa que para todo € > 0 existe un
ro > 0 tal que para todo r > rg se cumple My (r) < e”P+‘, asi como una sucesién

e

{r,} de niimeros positivos convergente a +oco de modo que My(r,) > e™ .
Tomando logaritmos estas desigualdades equivalen a

log log M () < pte
log r ’

log log My (ry,) > e
log 7y, - '

Por consiguiente
—— loglog M
p= lim 08 08 FsT) f(r).
r—-+00 logr

Es facil ver que esta igualdad vale también si f es de orden infinito.
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Ejemplos El lector puede comprobar facilmente que todo polinomio tiene
orden de crecimiento nulo. Para la funcién exponencial se cumple M (r) = e”,
por lo que su orden es 1. Consideremos ahora la funcién seno. Si z = x + iy es
claro que

Y _ o=y y -y
€ 26 <|senz| < % ,
de donde ) .
e’l‘ _ er +
<M <
p SM) s ——

y de aqui se sigue claramente que su orden es 1 también. Un argumento similar
se aplica a la funcién coseno.

Ahora probamos que si P(z) es un polinomio de grado n, entonces la funcién
f(2) = e® tiene orden n.

En efecto, digamos que P(z) = ag + a1z + -+ - + a,2", con a, # 0. Sea
ap = ope' y 2 = re'?. Entonces

n n
E oprleilartko) Z orr? cos(ak+k0)
ek:U — ek:O

If(2)] =

El exponente puede expresarse en la forma

(10.1)

n—1
onr" (cos(an +nf) + Z M) )
k=0

o, Tk

La dltima suma tiende a 0 uniformemente en 6 cuando r tiende a 400, por lo
que, dado € > 0, la expresion anterior estd finalmente mayorada por o,,r™(1+¢).
Por otra parte, si § = —a,,/n tenemos que cos(a, +nf) =1y (10.1) es mayor
que o,7"(1 — €). Esto prueba que

eanr"’(lfe) < Mf(T‘) < eo'nr"(lJre).

Tomando logaritmos dos veces concluimos que el orden de f es igual a n.

. z . L4 . .
Finalmente, es claro que €€ es un ejemplo de funcién entera de orden infinito.
)
[ |

El teorema siguiente es de gran utilidad para calcular 6rdenes de crecimiento:

Teorema 10.2 El la suma y el producto de dos funciones enteras de orden
menor o igual que p tiene orden menor o igual que p.

DEMOSTRACION: Sean f y ¢ funciones enteras de orden menor o igual que p.
rpte/2
9

Dado € > 0 existe un 79 > 0 tal que si r > 7 entonces M;(r) < e
My(r) < e Tuego

Mf+g(r) < Mf(T) + Mg(r) < 2e , Mfg(r) < Mf(T)Mg(T) < engJre/z-
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Si k> 0, se cumple

11'111 (rPte — krp+6/2) = h’rf rp+€/2(7“”+6/2 —k)) = +o0,
luego
ek,,,/’+‘/2
lim —— =0.

r—+too erfte
Por consiguiente existe un r; > 0 tal que si r > r; entonces

pte

Myyq(r) <e” Myy(r) <e

TP+6

Esto prueba que f 4+ g y fg tienen orden menor o igual que p. ]

En otras palabras, las funciones enteras de orden menor o igual que p forman
una subdlgebra de H(C). Notemos también que si f y ¢ tienen érdenes p; < po,
entonces el orden de f + g es exactamente ps, ya que si fuera menor, por el
teorema anterior el orden de g seria menor o igual que el de (f + g) — f, menor
que pa.

Ahora probaremos un par de resultados técnicos que nos permitirdn obtener
las primeras propiedades de las funciones enteras de orden finito.

Teorema 10.3 Sea f una funcion holomorfa en el disco |z| < R y sea M el
mdzimo de Re f(z) en la circunferencia |z| = R. Supongamos que f(0) = 0.
Entonces, si 0 < |z| < R se cumple

2|z|M
R— |z

If(2)] <
DEMOSTRACION: Consideremos la funcién

72)
P& = @ )

holomorfa en el disco |z| < R. Claramente si |z| = R se cumple
20 — Re f(2)| > M > Re f(2),

luego si f(z) # 0 tenemos

\z|\/(2M - Ref(z))2 + (Imf(z))2
B /2 Y
- R

21y (Re £(2)) + (Im £(2))°

Si f(z) = 0 la desigualdad se cumple trivialmente.
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Por el principio del médulo méximo, |F(z)] < 1/R para todo z tal que
|z] < R. Ahora expresamos f en funcién de F:

_ 2MzF(z)

Si tomamos mdédulos y tenemos en cuenta que |z| < R obtenemos la desi-
gualdad del enunciado. m

Teorema 10.4 Sea f una funcion entera y o > 0 un numero real. Supongamos
que exziste un ro > 0 tal que Re f(z) < |z|* para |z| > ro. Entonces f(z) es un
polinomio de grado menor o igual que E(«) (la parte entera de «).

DEMOSTRACION: Consideremos la funcién g(z) = f(z) — f(0). As{ tenemos
9(0) = 0, como exige el teorema anterior. Si r > rg, la parte real de g sobre
la circunferencia |z| = r estd acotada por M, = r® — Re f(0), luego el teorema
anterior nos da que si |z| = r/2 entonces |g(z)] < 2(r® — Re £(0)).

Si a,, es el coeficiente m-simo de la serie de Taylor de g alrededor de 0, las
desigualdades de Cauchy nos dan que

m| < 2m+1—ra — Ref(o).

la
/rm

Pero r puede tomarse arbitrariamente grande, y si m > « esta tltima ex-
presién tiende a 0. Asi pues, a,, = 0 para m > « y, en consecuencia, g es un
polinomio de grado menor o igual que F(«). Es claro que f también lo es. =

Como aplicacién tenemos:

Teorema 10.5 Sea f una funcion entera de orden finito p. St f no toma nunca
un cierto valor A, entonces p es un nimero natural y f es de la forma

f(z) = A+,
donde P es un polinomio de grado p.

DEMOSTRACION: La funcién f(z) — A no se anula, luego tiene un logaritmo
entero P(z), es decir, f es de la forma indicada para una funcién holomorfa P,
que hemos de probar que es un polinomio.

La funcién e?’(®) tiene orden p, luego, dado € > 0 existe un R > 0 tal que si
|z| = 7 > R entonces [eP®)| < """ luego Re P(z) < |2|°T y podemos aplicar
el teorema anterior. Por lo tanto P es un polinomio. Antes hemos demostrado
que el orden de una funcién del tipo e”(*) es el grado de P(z), luego éste es
igual a p. L]

En particular vemos que, salvo las funciones A 4+ eF(*), todas las funciones
enteras de orden finito toman todos los valores complejos. Ahora veremos que,
también salvo un caso particular, las funciones de orden finito toman infinitas
veces cada valor complejo.
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Teorema 10.6 (Teorema de Picard) Sea f una funcién entera no polind-
mica de orden finito p. Entonces f toma infinitas veces cada valor complejo
salvo quizd un unico valor A. Si f toma sélo un numero finito de veces el
valor A entonces es de la forma f(z) = A+ P(2)e?®), donde P(z) y Q(z) son
polinomios. Ademds en tal caso p es un mimero natural no nulo que coincide
con el grado de Q(z).

DEMOSTRACION: Supongamos que f toma sélo un nimero finito de veces el
valor A. Entonces la funcién f(z)— A tiene un nimero finito de ceros. Podemos
construir un polinomio P(z) con los mismos ceros que esta funcién y con los
mismos 6rdenes. Entonces (f(z) — A)/P(z) es una funcién entera que no se
anula, luego tiene un logaritmo Q(z), es decir, f tiene la forma indicada en el
enunciado. Queda por demostrar que Q(z) es un polinomio de grado p y que f
toma infinitas veces cualquier valor complejo distinto de A.

Claramente [e2)| < (|f(2) + A))/|P(2)| < |f(2) + A| para |z| = r sufi-
cientemente grande y, como f(z) + A tiene orden p, fijado ¢ > 0, se cumple
lf(z) + 4] < e Esto prueba que el orden de e?(®) es menor o igual que 0.
Maés atin, si |z| es suficientemente grande, Re Q(z) < |z|°t¢. El teorema 10.4
prueba que @ es un polinomio de grado menor o igual que p. Por otra parte, el
teorema 10.2 nos da que el orden de f es menor o igual que el de e?*), luego el
grado de Q(z) es exactamente p.

Por 1tltimo veamos que una funcién del tipo f(z) = A + P(2)e?®*) toma
infinitas veces cualquier valor complejo distinto de A. En caso contrario, si f
tampoco tomara infinitas veces un valor B, por la parte ya probada tendriamos
que

A+ P(2)e%®) = B+ R(2)e5*), (10.2)

para todo z € C, donde P, @, R y S son polinomios, ¢ y S del mismo grado
no nulo. Esto equivale a que

P(2)6QE) _ R(2)e5E) = ¢ £ 0,
Derivando queda
(P'(2) + P(2)Q'(2))e?® — (R'(2) + R(2)S'(2))e5*) = 0.
Si fuera P'(z) + P(2)Q'(z) = 0 para todo z, entonces Q'(z) = —P'(z)/P(z)

tendrfa polos en los ceros de P, lo cual es imposible, luego P/(2) + P(2)Q’(z) es
un polinomio no nulo y podemos despejar

Q-5 _ B(2) + R(2)S5'(2)
P'(z) + P(2)Q'(z)

e

El segundo miembro es una funcién racional que no tiene ceros ni polos
finitos, luego es constante. De aqui que e9(*) = Ke%(®) para todo z. Asi (10.2)
se convierte en

KP(z) — R(z) = Ce %),
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y ahora el primer miembro es un polinomio sin ceros, luego es constante, lo que
implica que S(z) es constante también , en contradiccién con la hipétesis de que
f no es un polinomio. ]

Para el caso de funciones de orden finito, este teorema generaliza a 5.24. En
efecto, el teorema de Picard nos dice que la imagen de una funcién entera de
orden finito no sélo es un conjunto denso en C, sino que es todo C o bien C
menos un punto (en el caso de polinomios es obvio). Mds adelante probaremos
que esta version fuerte del teorema de Picard es véalida para funciones enteras
cualesquiera.

Ya sabemos como son las funciones enteras de orden finito con un nimero
finito de ceros. Ahora investigaremos las funciones con infinitos ceros. El primer
resultado que probaremos es que en las factorizaciones de Weierstrass es posible
tomar factores primarios E,(z/ay,) con p constante. Conviene introducir una
definicién.

Definicién 10.7 Sea {a,} una sucesién de nimeros complejos no decreciente
en médulo y que converja a +o0o. Llamaremos exponente de convergencia de la
sucesién al infimo 7 de todos los nimeros A > 0 tales que

S |
< 4-00.
2 TP

Si la serie diverge para todo valor de A el exponente de convergencia es
T = +00.

Llamaremos orden de la sucesiéon k al mayor ntimero natural A tal que la
serie anterior diverge. Obviamente k es finito si y sélo si lo es 7. En tal caso
r<1t<kK+1.

El teorema 4.18 asegura que el producto
I:IOER(Z /ap)

converge absolutamente a una funcién entera. Por lo tanto, si {a, } es la sucesién
de los ceros no nulos de una funcién entera f ordenados de modo que la sucesion
de los médulos sea no decreciente y repetidos tantas veces como indica su orden,
y si ademads su exponente de convergencia es finito entonces

f(z)= e9(2) Lk E[OEH(z/an).

(Ver el teorema 4.20).

Vamos a probar que la sucesién de los ceros de una funcién entera de orden
finito tiene exponente de convergencia finito. La clave de la demostracién nos
la da la llamada férmula de Jensen.
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Teorema 10.8 (Férmula de Jensen) Sea f una funcidn holomorfa en un a-
bierto que contiene al disco |z| < R. Supongamos que f no tiene ceros en la
circunferencia |z| = R asi como que f(0) #0. Sean ay,...,a, los ceros de f en
el disco |z| < R repetidos segin sus multiplicidades. Entonces

1
™

n R 27 ;
log (0] + ) log 7 = 3 | oslsre?) o
i=1 v

DEMOSTRACION: Consideremos la funcién

s R2 — ;2
) f(Z)z'l;Il R(z —a;)

El producto de los numeradores no tiene ceros en el disco |z| < R, mientras
que el producto de los denominadores tiene los mismos ceros que f en orden y
posicion, luego F' es holomorfa y no nula en un abierto que contiene al disco
|z| < R. Consecuentemente F' tiene un logaritmo holomorfo log F. Su parte
real es la funcién harménica log |F'(2)|, a la que podemos aplicar el teorema del
valor medio de Gauss:

1 27 .
log |F(0)| = 5 [ 1og | F(Re)| ab.

Sobre la circunferencia |z| = R se cumple que |F(z)| = |f(2)|, pues todos los
factores
R? — a;z
R(z — a;)

tienen médulo 1 (al multiplicarlos por Z/R el numerador se convierte en el
conjugado del denominador). Teniendo esto en cuenta, la férmula de Jensen es
inmediata. n

Teorema 10.9 Sea f una funcion entera de orden finito p y sea {a,} la su-
cesion de sus ceros no nulos ordenados de modo que sus modulos sean no de-
crecientes. Entonces el exponente de convergencia de esta sucesion es finito y
cumple T < p.

DEMOSTRACION: Basta ver que para cualquier A > p la serie
oo
1
— (10.3)
2P
es convergente.
Si tomamos p < a < A la definicién de orden nos da que log|f(z)] < |2|*
siempre que |z| sea suficientemente grande.
Aplicamos la férmula de Jensen al disco |z| < R = 2|a,| + €, donde n se
toma de modo que R satisfaga la desigualdad anterior y € de modo que no haya
ningun cero a,, tal que 2|a,| < |am| < 2|a,| + €. El resultado es

2 n
S tog 29T < (910, 4 0~ log |£(0).

|G | <2|an|+e€ |am|
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La eleccién de € nos permite hacerlo tender a 0, con lo que desaparece de
la formula. Eliminamos también todos los sumandos correspondientes a indices
m > n. Los restantes cumplen log(2|a,|/|am|) > log2, luego en total queda
nlog2 < 2%|a,|* — log|f(0)|. Por consiguiente

2« o log|f(0
oo 2O

log 2

<
"= log 2

Tomamos ahora a < 3 < . La funcién 7 tiende a 0 cuando z tiende a
infinito. Como consecuencia, si dividimos el miembro derecho de la desigualdad
anterior entre |an|5 obtenemos una sucesiéon que tiende a 0 con n, luego para
n suficientemente grande se cumple n < |a,|?, luego |a,| > n'/?. Finalmente,
lan|* > n*B luego (10.3) estd mayorada por ¢(A/3). "

Aunque aqui no nos va a hacer falta, es interesante notar que el argumento
que acabamos de emplear nos da una estimacién del nimero de ceros de una
funcién entera de orden finito en un disco dado. En efecto, si aplicamos la
férmula de Jensen a un disco de radio 2R + €, llegamos igualmente a la desi-
gualdad

o2 e loglf(0)
~ log2 log 2

)

donde ahora n es el nimero de ceros de f en el disco |z| < R (contados segun sus
érdenes). Vemos, pues, que n/R? tiende a 0. Esto prueba el teorema siguiente:

Teorema 10.10 Sea f una funcion entera de orden finito p y sea € > 0. Enton-
ces el numero de ceros de f de mddulo menor o igual que R (contando drdenes)
es del orden de RPT€ (en el sentido de que el cociente permanece acotado).

Continuamos nuestro estudio de la factorizaciéon de funciones enteras.

Teorema 10.11 (Teorema de Hadamard) Sea f una funcidn entera de or-
den finito p. Sea {an} la sucesion de sus ceros no nulos (repetidos segin su
multiplicidad y ordenados de modo que la sucesion de los modulos es no decre-
ciente). Entonces

oo

f(z) = el I Ex(z/an).

n=0
donde, P(z) es un polinomio de grado menor o igual que p, k es el orden de 0
en f y k es el orden de la sucesion {ay}.

(En principio suponemos que f tiene infinitos ceros, aunque el teorema es
trivialmente cierto en caso contrario, con los convenios obvios).

DEMOSTRACION: Sélo hay que probar que P(z) es un polinomio de grado
menor o igual que p. Llamemos

i

z
un(z) = Z iab’
n

i=1
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de modo que E,(z/a,) = (1 — z/a,)e**). Tomemos R > 1. Entonces

n(R)

) P(2)+ ) un(2) oo 2\ o)
fz)=2"T] (1——]e n=0 11 en\®)

n=n(R)+1

donde n(R) es el mayor nimero natural n tal que |a,| < R. Llamaremos ggr(z)
a los ultimos factores, de modo que

n

f(2) = 1(_? (1 - f) or(2).

Si |z| = 2R se cumple

n®) (9R — R
M) 2 1) = R TT (22 ) r(a) = oo

Asi pues, My, (2R) < M¢(2R). Por el principio del médulo maximo, si
|z] < R se cumple también |gr(z)| < M;(2R). La funcién gg no se anula en
el disco |z| < R, luego tiene un logaritmo hgr(z). Mds precisamente, segun 4.3
dicho logaritmo es

hr(z) = P(2) + gun(z) + i) <10g‘ (1 - i) + un(z)) . (10.4)
n= n=n(R)+1

De |gr(2)| < M{(2R) se sigue que Rehr(z) < log M¢(2R), para |z| < R.
Sea ¢, el coeficiente n-simo de la serie de Taylor de hgr(z) alrededor de 0. Sea
ap la parte real de ¢g. Se cumple que Re(hr(z) — co) < log M;(2R) —ap v
podemos aplicar el teorema 10.3, que nos da, para |z| = R/2,

|hR(Z) — Co| < 2(10g Mf(?R) — Ozo).
Las desigualdades de Cauchy implican que para k > 1 se cumple

2k (log My (2R) — )
Rk

Llamemos dj, a los coeficientes de la serie de Taylor de P(z) alrededor de 0.
Hemos de probar que dj, = 0 para k > p. En la (10.4) podemos desarrollar cada
sumando en serie de Taylor alrededor de 0. Como la convergencia es absoluta
podemos reordenar los sumandos y concluir que ¢ es la suma de los coeficientes
k-ésimos de cada una de las series. Si k > p los polinomios uy,(z) no contribuyen
y queda

lex] <

o0

CkZd;g— Z ﬁ

n=n(R)+1

Consecuentemente,

2k+1 (1o M;(2R) — > 1
(log f( ) ao)+ Z

|di| < T
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Ahora basta probar que el segundo miembro tiende a 0 cuando R tiende a
infinito y k queda fijo. El segundo sumando tiende a 0 porque es la cola de una
serie convergente (k es mayor que p, que a su vez es mayor que el exponente de
convergencia de {a,}). Respecto al primero, por definicién de orden tenemos
que log M(2R) < (2R)P*¢, para un € > 0 prefijado y todo R suficientemente
grande. Tomando p + € < k es claro que el limite es 0. n

Ejemplo Como aplicacién del teorema de Hadamard vamos a dar una prueba
muy sencilla de la factorizacién de la funcién seno (teorema 4.9). Como el orden
de crecimiento del seno es 1 tenemos la factorizacién del teorema anterior con
k =1y P(z) = az+b (y k = 1). Sélo hay que probar que a = b = 0. Ahora bien,
es inmediato que la funcién f(z) = e%**? ha de ser par, es decir f(z) = f(—2),
luego €2?* = 1 para todo z, luego a = 0. Evaluando en 0 la funcién (senz)/z
y el producto infinito queda que e’ = 1, con lo que obtenemos la factorizacién
buscada. m

Ahora probamos el reciproco del teorema de Hadamard:

Teorema 10.12 (Teorema de Borel) Sea f una funcion entera que admita
una factorizacion

() = PO TT Bi(2/an),
n=0

donde P(z) es un polinomio de grado m y k es el orden de convergencia de la
sucesion {a,} de los ceros de [ (que suponemos finito). Sea T el exponente de
convergencia. Entonces f tiene orden finito p = méx{m,7}.

DEMOSTRACION: Si |z| < 1/2 se cumple

K K

IR RIS SE D DI

|Ef€(z)| (1 - Z)ei:l = ‘e i=1

Y el Y el T
< e i=0 e i=0 < o2l < el#™
(En los tltimos pasos hemos usado que |z| < 1/2).

Si |z| > 1/2 hacemos

r—1 r—1 )
|Z|N 1 |z|n 2t

Bu@) < (+lehe 7 < (@rpae T < el HontHD,

Tomemos un A tal que K <7 < A < k+ 1y que haga convergente a la serie

> o
n=0 |an‘)\'

Es facil ver que log(1 + z)/z* tiende a 0 cuando = tiende a +oo, luego

las dos desigualdades que hemos probado se retinen en que |E(2)| < ec‘z‘k,
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para una cierta constante C' y todo z € C. Cambiando z por z/a, queda
|Eq(z/an)| < eCl#/anl*  Es claro entonces que existe una constante K tal que

A Ate
< 6K|z| < e‘z|

1 Bu(z/an)
n=0

para cualquier € > 0 prefijado y todo z suficientemente grande. Esto prueba
que el orden del producto infinito es menor o igual que A, pero A puede tomarse
arbitrariamente cerca de 7, por lo que el orden del producto es a lo sumo 7.

Por otra parte el orden de e”’(*)2% es m, luego , segiin 10.2, el orden de f es
p < méax{m,7}. La desigualdad opuesta la da el teorema de Hadamard. m

Como aplicacién tenemos que la inversa de la funcién factorial tiene orden
de crecimiento 1. Basta observar su desarrollo en producto infinito. A su vez
esto implica que toma todos los valores complejos. En efecto, de no ser asi el
teorema 10.5 implicarfa que 1/TI(z) = A + Be®?, para ciertas constantes A, B,
C, pero usando que I1(0) = TI(1) se concluye que ¢ = 1, con lo que la funcién
A+ Be®? es constante sobre los niimeros enteros, luego no es 1/I1. De aqui se
concluye que la funcién factorial toma todos los valores complejos excepto 0.

Vamos a ver ahora un ejemplo de funcién entera con orden fraccionario. La
factorizacién de la funcién coseno es

[e’e) 422
= 1—-— .
COS 2 n];[l ( = 1)27r2)
Definimos

Jz S 1 4z
cosvz = nl;ll ( = 1)27r2> .

Se trata de una funcién entera cuyas sucesién de ceros es (2n — 1)%(r/2)?,
cuyo exponente de convergencia es 1/2. El teorema de Borel nos da que el orden
de la funcién es también 1/2. Como consecuencia obtenemos que la funcién
cos y/z toma infinitas veces todos los valores complejos.

Ejercicio: Probar que la ecuacién sen z = Az tiene infinitas soluciones para cualquier
nimero complejo A.

10.2 El teorema pequeno de Picard

Ya conocemos dos versiones parciales del teorema de Picard. Una es el
teorema 5.24, segun el cual la imagen de una funcién entera es densa en C, y la
otra es el teorema 10.6, con una hipétesis mds restrictiva (orden finito) y una
tesis méas fuerte (la imagen de C salvo a lo sumo un punto). En esta seccién
probaremos que la tltima conclusién es valida para funciones enteras arbitrarias.
La prueba que veremos aqui se basa en una propiedad sorprendente de las
funciones holomorfas en un disco. Veamos antes varios resultados auxiliares, el
primero de los cuales es una sencilla aplicacion del principio del médulo méximo.
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Teorema 10.13 (Lema de Schwarz) Sea f una funcidn holomorfa en el dis-
co unitario D = D(0,1) tal que | f(z)| < 1 para todo z € D y que cumpla ademds
f(0) = 0. Entonces se cumple |f'(0)] < 1 y |f(2)| < |z| para todo z € D.
Ademas, si |f'(0)] = 1 o bien |f(2)| = |z| para algin z # 0 en D, entonces
existe una constante ¢ tal que |c| =1 y f(z) = ¢z para todo z € D.

DEMOSTRACION: La funcién g(z) = f(z)/z es holomorfa en D. Por el
principio del médulo méximo, si 0 < r < 1 se cumple |g(z)| < 1/r para todo z
tal que |z| < r. Fijando z y haciendo tender r a 1 queda que |g(z)| < 1, o sea,
|f()] < =]y [£(0)] = |g(0)] < 1.

Si se da una de las igualdades entonces ¢ alcanza su maximo dentro del disco,
luego es constante igual a c. Esto nos da que f(z) = cz y, usando de nuevo la
igualdad que suponemos, queda |c| = 1. n

Por el teorema de la aplicacion abierta, si una funcién holomorfa en el disco
unitario cumple f(0) = 0, su imagen contiene un disco de centro 0. Ahora
probamos que el radio de este disco puede calcularse en funcién de f/(0) y de
una cota de f:

Teorema 10.14 Sea f una funcién holomorfa en el disco unitario D = D(0,1).
Supongamos que f(0) =0, f'(0) =1y |f(2)] < M para todo z € D. FEntonces
M > 1y f[D] contiene al disco D(0,1/6M).

DEMOSTRACION: Los primeros coeficientes de la serie de Taylor de f en 0
son ag = 0, a; = 1. Las desigualdades de Cauchy nos dan que |a,| < M, luego
en particular para n = 1 queda M > 1. Si |z| = 1/4M se cumple

- JR L\" 1 1
> [2] — D> ST M) = (M -4 >
2 =D | 2 g~ 30 (7)== gy

Sea |w| < 1/6M. Queremos probar que la funcién ¢g(z) = f(z) — w tiene un
cero. Para ello notamos que si |z| = 1/4M entonces

[£(2) = 9(2)| = [w] < 1/6M < [f(2)],

luego podemos aplicar el teorema de Rouché y concluir que f y g tienen el
mismo nimero de ceros en el disco D(0,1/4M), pero f(0) = 0, luego g también
tiene un cero. L]

Este teorema se generaliza facilmente a funciones definidas sobre un disco
de radio arbitrario:

Teorema 10.15 Sea g una funcion holomorfa en D(0, R) que cumpla g(0) = 0,
' (0)] =p >0 ylg(z)] <M para todo z € D(0, R). Entonces la imagen de g
contiene al disco D(0, R?1u?/6M).

DEMOSTRACION: Consideramos f(z) = g(Rz)/(Rg’(0)), definida en D(0,1).
Asi f es holomorfa en el disco unitario, f(0) =0, f/(0) =1y |f(2)] < M/uR.
El teorema anterior nos da que la imagen de f contiene al disco D(0, uR/6M).
De aqui se sigue claramente el teorema. m

El dltimo resultado que necesitamos es elemental:
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Teorema 10.16 Sea [ una funcién holomorfa en un disco D(a,r) con la pro-
piedad de que | f'(z) — f'(a)| < |f'(a)| para todo z # a en dicho disco. Entonces
f es inyectiva.

DEMOSTRACION: Tomemos dos puntos 21 # 25 en el disco D(a, r). Entonces

/ 7'(a) dc‘ -

1
> |f' (@)l 21 = 22| = |21 — Zzl/O [/t + (1 = t)z2) — f(a)| dt

£ (21) = f(z2)] =

/ 1) dc‘ >

/ SO - @) de

1
— 1=zl [ (F@] = 17t + (L= 020) = £(@)]) de > 0
0
pues una integral de una funcién continua positiva es positiva. [

Dada una funcién f holomorfa en un disco, hemos calculado el radio de un
disco abierto contenido en su imagen en funcién de una cota de f en el disco y
de su derivada en el centro. Lo sorprendente del teorema que probamos ahora
es que podemos prescindir de la cota de f:

Teorema 10.17 (Teorema de Bloch) Sea f una funcién holomorfa en un
abierto que contenga al disco cerrado D(0,R) y tal que f'(0) # 0. Entonces
existe un disco abierto contenido en D(0,R) en el que f es inyectiva y cuya
imagen contiene un disco de radio R|f'(0)|/72.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que R =1, f(0) =0y f/(0) = 1, pues
en el caso general consideramos la funcién g(z) = (f(Rz) — f(0))/Rf(0).

Sea M(r) = méx{|f'(2)| | |z| = r} y sea h(r) = (1 — r)M(r). Usando la
continuidad uniforme de f es ficil ver que h es continua en [0,1]. Claramente
h(0) =1y h(1) =0. Searg = max{r | h(r) =1}. Asi h(rg) =1, 170 <1y
h(r) <1sir>ro.

Tomemos un punto a tal que |a| =19 y f'(a) = M(ro) = 1/(1 —rp). Sea
po = (1—79)/2. Si|z —a| < po, entonces |z| < (1 +19)/2y

1+’I“0 1+TQ 2 1
! <7‘[
‘f<Z)|_ ( 2 ) h( 2 >1T0<p07

pues (1+17)/2 > rp. Consecuentemente

’ ’ ’ , 1 1 _ 3
|f'(2) = fl(a)] < () +|f (a)‘<%+2_po_2_po' (10.5)

Asi, la funcién

ooy = Pt p02) = @)

2p0
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estd en las hipétesis del lema de Schwarz, del que deducimos que

3|z — al
20

If'(z) — f(a)] < , para todo z € D(a, po)-

(El lema de Schwarz implica que la desigualdad es estricta, ya que si no la
desigualdad (10.5) serfa una igualdad).

En particular si z € D(a, po/3) entonces |f'(z) — f'(a)] < 1/2po = |f'(a)].
El teorema anterior implica que f es inyectiva en este disco. Veamos que su
imagen contiene un disco de radio 1/72.

Sea g(z) = f(z + a) — f(a), definida en D(0, pg/3) (notar que en este disco
|z 4+ a| < 1). Entonces g(0) = 0, |¢'(0)] = |f'(a)] = 1/2po. Si z € D(0,po/3)
entonces el segmento [a, z + a] estd contenido en D(a, po/3) C D(a, py), donde
tenemos probada la desigualdad |f'(z)| < 1/po. Por lo tanto

z+a
o =| [ r@a < E <

Po

El teorema 10.15 nos da que g[D(0, po/3)] contiene el disco abierto de centro

0 y radio
(2)? (L)Q
3 2p0 1
A
61 72
Por lo tanto f[D(a, po/3)] contiene el disco D(f(a),1/72). "

Tal y como hemos anunciado, de aqui podemos deducir el teorema de Picard.
Aislamos algunos célculos que nos seran ttiles més tarde.

Teorema 10.18 Sea Q0 un abierto simplemente conexo y f € H(Q) que no
tome los valores 0, 1. Entonces existe una funcion g € H(Q) tal que

f(Z) — _¢im cosh(2g(z))

Ademds g[Q] no contiene discos de radio 1.

DEMOSTRACION: Los cdlculos que siguen son meramente heuristicos: Se ha
de cumplir

f(Z) _ _6i7rcosh(2g(z)) — ei7r cosh(2g(z))+1’
luego f(z) = e*™F() con
29(2) —2g(z) g(2) —g(2)\2
2F(z) = cosh(2g(2)) + 1 = % L1= %

Si llamamos H(z) = e9*) se ha de cumplir (H(z) + 1/H(z))? = 4F. Des-
pejando se llega a

H*(2) = =14 2F(2) + 2{/F(2)\/F(2) =1 = (\/F(2) — \/F(2) — 1)°.




294 Capitulo 10. Funciones enteras

Ahora veamos que realmente es posible construir todas estas funciones.
Como f no se anula y € es simplemente conexo7 existe una rama holomorfa
del logaritmo de f en €, es decir, f(z) = e"®) para una cierta h € H(Q).

Llamemos F(z) = h(z)/2mi. Asi f(z) = 2”F . Como f no toma el valor
1, la funcién F' no puede tomar ningtin valor entero.

En particular las funciones F(z) y F(z) — 1 no se anulan, luego también
tienen ramas holomorfas del logaritmo, con las que a su vez podemos definir
ramas holomorfas de la ral'z cuadrada, o sea, funciones holomorfas \/F(z) y
VF . Definimos H(z) = \/F(z)—+/F(z) — 1. Es claro que H no se anula,
luego tamblen tiene una rama holomorfa del logaritmo, es decir, H(z) = e9(2),
Ahora los cdlculos anteriores justifican que f(z) y g(z) satisfacen la relacién
indicada.

El resto del teorema es la parte mas delicada. Sean n y m nimeros enteros,
con n > 0. Supongamos que existe un punto a € € tal que g(a) es de la forma

+log(v/n+vn —1) Jrimg. (10.6)

Entonces

2cosh(2¢g(a)) = e29(@) 4 ¢—29(a)
ezmw(\/_+\/nT)i2+e—zmw(\/_+\/nT)
(=1)™(Vn+Vn =1+ (vVn—vn—1)?%)

= (-D)"(2@n-1),
luego cosh(2g(a)) = (—1)™(2n — 1), pero esto implica f(a) = 1. Concluimos

que g(a) no toma valores de la forma (10.6). Estos puntos forman los vértices
de una red de rectangulos que cubren el plano. La altura de los rectangulos es

|(m + Dr/2 —mm /2| = 7/2 < V3.
La anchura (variable) es
log(vVn+ 1+ v/n) —log(v/n+ vn —1).

Es facil ver que esta funcién de n es decreciente (la derivada de la funcién
log(vx + 1+ \/z) es decreciente, luego la derivada de la funcién completa es
negativa). Por lo tanto la anchura de cualquiera de los rectdngulos es menor
que la del primero (n = 1), y ésta es log(1 ++/2) < loge = 1. En consecuencia,
la diagonal de cualquiera de los rectdngulos es menor que 2.

Ahora es claro que cualquier punto del plano complejo dista menos de una
unidad de uno de los puntos considerados, y como ninguno de ellos esta en la
imagen de g, concluimos que ésta no puede contener discos de radio 1. L]

Teorema 10.19 (Teorema pequeno de Picard) Toda funcidn entera no
constante toma cualquier valor complejo con a lo sumo una excepcion.
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DEMOSTRACION: Si una funcién entera u no toma los valores a y b, entonces

la funcién entera
u(z) —a

1) =52

no toma los valores 0, 1. Segin el teorema anterior existe una funcién entera g
(no constante) cuya imagen no contiene ningin disco de radio 1.

Como no es constante existe un punto zq tal que ¢’(z9) # 0. Asi, la funcién
entera h(z) = g(z + z¢) cumple h'(0) # 0 y su imagen tampoco contiene discos
de radio 1.

Sin embargo el teorema de Bloch nos da que dicha imagen contiene discos de
radio R|h/(0)|/72 para cualquier R > 0, con lo que tenemos una contradiccion.

n

10.3 El teorema grande de Picard

Los razonamientos de la seccién anterior pueden refinarse para obtener un
resultado mucho mas general. Una funcién entera no polindmica tiene una
singularidad esencial en el infinito y sucede que el teorema de Picard vale para
funciones holomorfas arbitrarias, no necesariamente enteras, alrededor de una
singularidad esencial. M&s atn, probaremos que, alrededor de una singularidad
esencial, una funcién holomorfa toma infinitas veces cada valor complejo, con a
lo sumo una excepcién.

Teorema 10.20 (Teorema de Schottky) Para cada par de nimeros reales
a, B que cumplan 0 < a < 400, 0 < B < 1, existe una constante C(a, 3) de
modo que si f es una funcién holomorfa en un abierto que contenga un disco

cerrado D(a, R), que no tome los valores 0, 1 y tal que |f(a)| < a, entonces
|7 (2)] < C(a, B) siempre que |z —a| < BR.

DEMOSTRACION: Cambiando f por f(a + Rz) podemos suponer que a = 0
y R = 1. También es claro que podemos suponer o« > 2 y que el dominio de
f es un disco abierto de centro 0. Entonces f se encuentra en las hipotesis del
teorema 10.18. Consideremos las funciones h, F'; H y g que aparecen en la
demostracion. Recordemos que h es cualquier rama uniforme del logaritmo de
f, luego podemos suponer 0 < Im h(0) < 27. Igualmente, g es cualquier rama
del logaritmo de H, luego podemos suponer 0 < Img(0) < 27. Distinguimos
dos casos:

Caso 1: |f(0)] > 1/2. Entonces

% h(O)’ = % |log | £(0)] 4+ Im A(0)] <

log «v

|F(0)] = 41

Sea Cp(a) = (1/27) |log e + 2. También se cumple

|V/F(0) £ /F(0) — 1] < [F(0)["/2 + |F(0) — 1|'/? < 2Cp(a) /2.
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Llamemos C () = 2Co(a)'/2. Asi, si |H(0)| > 1 entonces
19(0)| = |log |H(0)| + iIm g(0)| < log |[H(0)| + 27 < log C1(a) + 2,

y lo mismo es vélido si |H(0)| < 1:
1
l9(0)] < —log|H(0)| + 27 = log ——— + 27
[H(0)]
log|\/F(0) + v/F(0) — 1| + 27 < log C1 (at) + 27.

Sea, pues, Ca(a) = logCy(«) + 2m. Para cada a < 1, el teorema de Bloch
aplicado a una traslacién de g implica que g[D(a, 1- |a|)] contiene un disco
abierto de radio (1 — |a|)¢’(a)/72. Por otro lado el teorema 10.18 afirma que
g[D(O, 1)] no contiene discos de radio 1, luego deducimos que

72
1—lal’

l9'(a)] <

para todo a € D(0,1). As{ pues,
9(0)] < 9000 + 19 90| < oty + | 9/ (0) | < ot + {2
0 1—|al

Definimos C': 3(a, 8) = Ca(a) +728/(1 — 8). Hemos probado que si |z] <
entonces |g(z)| < C3(3). Por consiguiente, si |z| < § se cumple también

2|g(2)] 2C3(«,B)

|f(2)] = |em oshCozD)] < gmleosho(2))] < gme < e™¢

Llamamos Cy(a, 8) a esta ultima constante.

CAso 2: Supongamos que 0 < |f(0)| < 1/2. Entonces la funcién 1— f estd en
las condiciones del caso 1, pues no toma los valores 0y 1y 1/2 < |1 — f(0)] < 2.
Por lo tanto
[1— f(2)| < Cu(2,8) siempre que |z| < S.

Esto implica que |f(2)] < 1+ C4(2,0) y el teorema se cumple con
C(OZ, ﬂ) = méx{C4(a, ﬂ)a 1+ 04(27 ﬂ)}
|

De aqui deducimos el resultado clave para probar el teorema grande de
Picard:

Teorema 10.21 (Teorema de Montel-Caratheodory) Sea F la familia de
todas las funciones holomorfas en un abierto conexo £} que no tomen los valores
0, 1. Entonces toda sucesion de funciones de F tiene una subsucesion conver-

gente en H(Q) o bien una subsucesion que converge casi uniformemente a oo
1
en €.

1 Andlogamente a la definicién que dimos para funciones harménicas, una sucesién de fun-
ciones holomorfas en 2 converge casi uniformemente a oo si para todo compacto K C Q y
todo M > 0 existe un natural ng tal que sin > ng y z € K se cumple |f(z)| > M. En realidad
el teorema afirma que F es relativamente compacto en el espacio de las funciones continuas
de © en C*°, pero no hemos definido la topologia de la convergencia casi uniforme en este
espacio.
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DEMOSTRACION: Fijemos un punto zg € 0 y descompongamos F en la unién
de dos subconjuntos:

A={feF||f(20) <1} y B={feF||f(z)] =1}

Toda sucesion en f tiene una subsucesion en A o en B, luego basta probar
que ambos conjuntos cumplen el teorema. Para el caso de A es suficiente probar
que A es relativamente compacto en H(Q) y por el teorema de Montel basta
probar que A esté casi uniformemente acotado, es decir, que todo punto posee un
entorno donde las funciones de A estan uniformemente acotadas. Para probarlo
consideremos el conjunto G de los puntos z € () tales que las funciones de A
estan uniformemente acotadas en un entorno de z. Por definiciéon G es abierto.
Dado que 2 es conexo, basta probar que es también cerrado en €. Si w € € es
un punto de su clausura, es claro que existe un a € G tal que w € D(a, R) C Q
para cierto radio R > 0. Puesto que a € G existe un a > 0 tal que |f(a)] < «
para toda funciéon f € A. El teorema anterior nos da que las funciones de
A estdn uniformemente acotadas en D(a, R), luego w € G. Observar que el
teorema anterior, juntamente con la definicién de A implica que G # @.

Ahora consideremos el conjunto B. Si f € B entonces 1/ f es holomorfa en €,
porque f no se anula. As{ mismo 1/f no toma los valores 0, 1y [(1/f)(z0)| < 1,
luego 1/f € A. Por lo tanto, si {f,} es una sucesién de funciones en B, la
sucesién {1/f,} estd contenida en A, luego tiene una subsucesién convergente
a una funcién f € H(2). El teorema 8.18 implica que f es idénticamente nula
o bien no tiene ceros en 2. En el primer caso es ficil ver que la subsucesién
converge casi uniformemente a oo, en el segundo caso la subsucesion converge a
la funcién holomorfa 1/f. "

Teorema 10.22 (Teorema grande de Picard) Sea f una funcién holomor-
fa con una singularidad esencial en un punto zg. FEntonces f toma infinitas
veces cada valor complejo en cualquier entorno reducido de zy, con a lo sumo
UNGQ eTCePCLon.

DEMOSTRACION: Es claro que no perdemos generalidad si suponemos que
zo = 0. Asi mismo, si suponemos que f no toma dos valores complejos en un
entorno reducido Q = D’(0,r), podemos suponer que estos valores son 0, 1 (ver
la prueba del teorema 10.19).

Sea f, la funcién definida en  mediante f,(z) = f(z/n). Asi cada f,
es holomorfa y no toma los valores 0, 1. Por el teorema anterior existe una
subsucesién f,, que converge uniformemente en la circunferencia |z| = r/2, ya
sea a una funciéon g holomorfa en 2, ya sea a co.

En el primer caso sea M el maximo de g en la circunferencia. Tenemos que

|f(z/m)| < [fni(2) = g(2)| + [9(2)| < 2M,

para todo ny suficientemente grande, luego |f(z)| < 2M si |z| = r/2ny. Por
el principio del médulo méximo concluimos que f estd acotada por 2M en los
anillos A(r/2ng41,7/2nt), para k suficientemente grande, pero esto implica que
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|f(2)] < 2M en un cierto entorno reducido D’(0,7/2nx). A su vez de aqui se
sigue que f es holomorfa en 0.

En el segundo caso se razona de forma similar que 1/f tiende a 0 en 0, con
lo que f tiene un polo en 0.

Con esta doble contradiccién hemos probado que f toma cualquier valor
complejo con a lo sumo una excepcioén en cualquier entorno reducido de 0. Si f
toma un valor sélo una cantidad finita de veces en un entorno reducido, tomando
un entorno mas pequeno obtenemos que f no toma dicho valor, luego eso sélo
puede ocurrir en el caso excepcional. [

De aqui se sigue la version fuerte del teorema pequeno de Picard:

Teorema 10.23 Una funcion entera no polindmica toma infinitas veces cada
valor complejo con a lo sumo una excepcion.

DEMOSTRACION: Dada f, basta considerar la funcién f(1/z), que tiene una
singularidad esencial en 0. ]

El teorema de Picard tiene una consecuencia similar para funciones mero-
morfas:

Teorema 10.24 Una funcion meromorfa toma todos los valores complejos con
a lo sumo dos excepciones.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es una funcién meromorfa (en C) que
no toma los valores a, b, ¢. Entonces la funcién 1/(f(z) — ¢) es una funcién
meromorfa sin polos, es decir, entera, y no toma los valores 1/(a—c¢) y 1/(b—c¢),
lo cual es imposible. L]

Observar que 1/(1 — e*) es una funcién meromorfa que no toma los valores
0 y 1. El lector puede refinar el argumento anterior y probar que las funciones
meromorfas no racionales toman infinitas veces cada valor complejo con a lo
sumo dos excepciones.



Capitulo XI

La funcion dseta de
Hurwitz

En este capitulo estudiaremos sistematicamente la funcién dseta de Riemann
de modo similar a como en el capitulo VI estudiamos la funcién factorial. Vere-
mos que la funcién dseta estd muy relacionada con una funcién entera que nos
permitird aplicar los resultados que obtuvimos en el tema anterior. En realidad
no trabajaremos con la funcién dseta de Riemann, sino con una generalizacion
debida a Hurwitz, gracias a la cual nuestros resultados se aplicaran sin mayor
esfuerzo a las funciones L de Dirichlet que introdujimos en el capitulo VII junto
a la funcion dseta.

11.1 Definicion y prolongacion analitica

Recordemos la notaciéon que ya empleamos en el capitulo VII, segtin la cual
representaremos la variable compleja por s = ¢ + i7 en lugar de z = x + iy.
La funcién dseta de Hurwitz no es exactamente una serie de Dirichlet, pero la
diferencia es muy pequena:

Definiciéon 11.1 Para cada nimero real 0 < a < 1 definimos la funcion dseta
de Hurwitz como

> 1
((s,a) =) —.
2 wra

Siéd>0,n>1yo>1+4§ se cumple claramente

1
(n+a)

1 1 1
~ (n+a)® — no — pltd’

El teorema de mayoracién de Weierstrass implica que la serie ((s, a) converge
uniformemente en cada semiplano o > 149, luego define una funcién holomorfa
en el semiplano o > 1.

299
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La funcién dseta de Riemann es el caso particular ((s) = ((s,1). Como ya
hemos dicho, también podemos obtener las funciones L de Dirichlet. En efecto,
si x es un caracter moédulo m entonces

> n i r 1 > T\ S
o) = LS A LY > (a4 )

La funcién dseta y las funciones L tienen varias propiedades comunes no
triviales. El tratamiento conjunto de ambas funciones mediante la funciéon de
Hurwitz nos evitara repetir los argumentos para uno y otro caso. Por ejemplo, si
probamos que la funcién de Hurwitz admite una prolongacién analitica a todo
el plano complejo, las igualdades anteriores probardan que lo mismo es valido
para la funcién de Riemann y para las funciones L.

Para conseguir dicha prolongacién partiremos de una expresion integral para
la funcién dseta. El argumento es una generalizacién simple del trabajo de
Riemann.

Teorema 11.2 FEn el semiplano o > 1 se cumple
+oo .s—1_,—ax
II(s — 1)¢(s,a) = / L °

0 l—e?

DEMOSTRACION: Veamos primero la igualdad cuando s es real. Entonces,
haciendo = (n + a)t en la expresién integral de la funcién factorial tenemos

+oo +oo
H(s — 1) = / e T L dp — (n + a)s/ e~ (nta)ts—1 dt,
0 0

luego

H(S — 1) _ /+O<> e—nte—atts—l dt
(n+a)* 0

y, sumando en n, queda

) +00
I(s —1){(s,a) = Z/ e et 1 gt
n=0"0

Como los integrandos son positivos, el teorema de convergencia monétona
nos permite intercambiar la suma con la integral. Observar que la serie de los
integrandos es geométrica y suma

& —atys—1
Z “nt —atss— e "t

e nte atté 1 — —.
1—e-
n=0

Al hacer el cambio queda la férmula buscada. Para probar la igualdad
cuando s no es real basta probar que la integral es una funcién holomorfa de s.
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Para ello basta mayorar el integrando por una funcién integrable independiente
de s. Podemos hacerlo separadamente para z en ]0,1[ y en |1, 4+o00[. En general

tenemos

sflefam’ crflefaz

T
l—e*

x
1—e %~

Si0 < x <1 entonces z° ! < x‘s, luego

—1_—azx 6, (1—a)x
7 e ze —a §—
< elmagd-l,
1—e® e —1

(Primero hemos multiplicado numerador y denominador por e* y luego hemos
usado que ¥ — 1 > z.) La tltima expresién es ciertamente integrable en ]0, 1[.
Si 1< x entonces z° ! < xc_l, luego

:L.Uflefa:c mcflefaz

l—e® = 1l—e®’
y el iltimo término es integrable en ]0, +00] (la integral es II(c—1)¢(c,a)). =

La funcién factorial tiene una prolongacién analitica (meromorfa) a todo el
plano complejo. Ahora probaremos que a la integral le ocurre lo mismo, de
donde obtendremos la prolongacién analitica de la funcion dseta.

Teorema 11.3 Sea 0 < ¢ < 27 y sea C la union de las curvas Ci, Csy, Cs
dadas por

Co
i Cs
C, = z=re ™, reEle+oo[, <
Cy, = z=ce?, 0¢l-mnl, >
Cs = z=re™, 7rEle+o0f. 4
Sea 0 < a < 1. Entonces la funcion
1 s, az
I(s,a):—,/ C 4
2mi Jo 1 — e
es entera y en el semiplano o > 1 se cumple
C(s,a) =TI(—s)I(s —1,a).
Hay que entender que z° = e°!98% ge calcula con el logaritmo de parte

imaginaria — sobre C, con parte imaginaria en |—m, 7| sobre Cs y con parte
imaginaria 7 sobre Cj.

DEMOSTRACION: La integral sobre Cs es claramente entera. Para las otras
dos hay que probar que los limites son uniformes cuando |s| < M. Sobre C1, es
decir, z = re” ™", tenemos

‘Zsl — |€s logzl _ ‘es(loglzl—iw)l _ ‘es logrl |e—z’7r(a+i7—)| — ST < TM€7TM.
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Sobre C3 se cumple |25 = r*|e™ (07| = pse=7™ < pMe™  Ep cualquier
caso, sir > 1 (y z = —r) queda
25 0% pMemM —ar TMeﬂMe(lfa)r
1—e* l1—e" e"—1

Ahora usamos que ¢" — 1 > ¢€"/2 si r > log2, lo que nos permite acotar
la, expresién anterior por Ar™e~?", donde A es una constante que depende de
M, pero no de r, y la funcién 7Me~9" es integrable en [c, +-0o[ (con el cambio
2 = ar se acota por el integrando de IT). Esto prueba la convergencia uniforme.

Veamos la igualdad del enunciado. Llamamos g(z) = e**/(1 — e*). Asi
tenemos que

2ril(s — 1,a) = / 271g(2) dz.
c
Sobre C; y C5 tenemos que g(z) = g(—r). Sobre C; ademads

s—1

P — e(s—l) log =

(s—1)(log r—im) s—le—(s—l)iﬂ — s—1,_ —mis

=e =r —r° e

1

Anslogamente, sobre C3 queda z°~! = —r®~1e™s. Uniendo todo esto obte-

nemos

2ril(s—1,a) = / —rSTleT Mg () (=1) dr

— 00

+ ’L/ cs—le(s—l)i&cew‘g(cei&)de

—Tr

“+o0
+ / —rS e g(—pr)(=1) dr
‘ ) ) +o0 ™ ) )
— (_677!‘15 + 6%15)/ Tsflg(_r) dr + Z-Cs/ eszeg(ceze) do

—T
T

“+oo
= 2i(5enﬂ-5)/ rs_lg(—r)dr+ics/ e*?g(ce) db.

—T
Dividimos entre 2i y resulta una expresion de la forma
wI(s—1,a) = (senmws)Ii(s,c) + Iz(s,c).

Ahora observamos que, segun el teorema anterior,

+oo
ll’_r% Ii(s,¢) = /0 s lg(=r)dr = (s — 1)¢(s, a).

Veamos que lin% I5(s,¢) = 0. Para ello notamos que la funcién g(z) es
c—
holomorfa en el disco |z| < 27 salvo en z = 0, donde tiene un polo simple. En
consecuencia la funcién zg(z) es holomorfa en dicho disco y en particular estd
acotada. Sea A una constante tal que |g(z)| < A/|z| para 0 < |z] < 27. En
particular si |z| = ¢ tenemos

[I2(s,¢)| < %/ e ™(A)e)d < AmemITleo L

—T

luego ciertamente tiende a 0 con c.
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De este modo llegamos a que 7I(s — 1,a) = (senws)II(s — 1){(s,a). Por
ultimo usamos el teorema 6.8 para obtener ((s,a) =II(—s)I(s —1,a). "

Definicién 11.4 En lo sucesivo llamaremos funcion dseta de Hurwitz a la pro-
longacién analitica de la funcién definida en 11.1 determinada por la ecuacion

C(s,a) =TI(—s)I(s —1,a), para todo s € C.

Como la funcién I(s,a) es entera, concluimos que ((s,a) es una funcién
meromorfa con polos a lo sumo en los puntos donde TI(—s) tiene polos, es decir,
en los niimeros naturales no nulos. Por otra parte la representacién en serie dada
en la definicién 11.1 muestra que ((s,a) es holomorfa en el semiplano o > 1,
luego a lo sumo tiene un polo en el punto s = 1. Incidentalmente esto prueba
que I(n,a) =0 paran=1,2,3,...

En particular llamaremos funcién dseta de Riemann a la funcién ((s) =
¢(s,1), que extiende a la que definimos en el capitulo VII. El teorema 7.10 nos
permite afirmar que en este caso ((s) es holomorfa en todo el plano complejo
excepto en s = 1, donde tiene un polo simple con residuo 1. Este es su aspecto
sobre el eje real:

-6 -3

Estas graficas contienen mucha informacion que todavia no sabemos demos-
trar. En primer lugar suponen que la funcién dseta es real sobre el eje real.
Maés concretamente, la segunda grifica permite conjeturar que ¢(0) = —1/2.
Respecto al comportamiento a partir de —2 las figuras ya no tienen la precisiéon
suficiente para concluir nada. En la pagina siguiente vemos una ampliaciéon
de esa zona, en la que podemos observar que la funcién dseta se anula en los
numeros pares negativos. Probaremos estos hechos a partir de algunos resulta-
dos generales sobre la funcién de Hurwitz.

El valor de la funcién dseta sobre cada nimero entero n puede determinarse
con facilidad observando que, en la integral que define la funcién I, el nimero
z" no depende de la rama del logaritmo con que se calcule la potencia, pues
siempre es el valor algebraico usual. Esto hace que la integral sobre C; sea
exactamente la misma que sobre Cj salvo que tienen sentidos opuestos, luego
ambas se cancelan y queda
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0.01

0.0075
0. 005
/\ 0.0025

o 8 - z -
-0.0025

-0.005

-0.0075

-0.01

1 ZTL eaz Zn eaz
I(n,a) = — dz =Res [ ——,0].
(n. ) mmﬁhg—w : %(sz>

Si ahora tenemos en cuenta la definicién 4.23 de los polinomios de Bernoulli
es claro que

o~ —Bi(a)
I(n,a) = Res (Z Tk!a Zhn-l O)
k=0
De aqui obtenemos de nuevo que I(n,a) = 0 si n > 1, pues es en tal caso
la funcién que aparece es holomorfa en 0, y asi mismo es claro que si n > 0
entonces

By (a)
I(—n,a) = — py
Teniendo en cuenta que By(z) = 1 obtenemos en particular que I(0,a) = —1.

Esto nos permite calcular el residuo en 1 de la funcién de Hurwitz. En efecto,
Res(¢(s,a),1) = lLH%(S —1)¢(s,a) = ;Lni —(=s+ 1DI(-s)I(s—1,a)

= 11_)1’1% —II(—s+1)I(s—1,a) = —11(0)1(0,a) = 1.
También hemos probado que
\Bngi(a) _ Bn+1(a).

“n+1)! n+1

Resumimos todos estos hechos en un teorema:

((~n,a) =T(n)I(~n —1,0) = —n

Teorema 11.5 Para todo numero real 0 < a < 1, la funcion dseta de Hurwitz
((s,a) es holomorfa en todo el plano complejo excepto en s = 1, donde tiene
un polo simple con residuo 1. Ademds para todo niumero natural n se cumple
¢(—n,a) = =Bpy1(a)/(n+1), donde B,11(x) es el polinomio de Bernoulli.

En particular, teniendo en cuenta 4.26, obtenemos

_ Bani(l) _ Ban
C(=n) = n+1 ~ n+1’

lo que prueba por fin que ((—2n) = 0 paran =1, 2, ..., ya que Ba, 11 = 0.
También deducimos que ((0) = —B;(1) = —1/2, como mostraban las gréficas.
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11.2 La ecuacion funcional

En esta secciéon probaremos la férmula de Hurwitz, de la que deduciremos
una ecuacién funcional para la funcién dseta, de la cual a su vez obtendremos
toda la informacién que contienen las graficas que hemos visto y mucha mads.
Comenzamos con un resultado técnico auxiliar.

Teorema 11.6 Sea Q(r) el abierto que resulta de eliminar del plano complejo
los circulos de centro cada punto 2nmi, para n € Z y radio v < w. Sea a un
nimero real tal que 0 < a < 1. Entonces la funcidn g(z) = e** /(1 — ) estd
acotada en Q(r).

DEMOSTRACION: Designemos por z = x + iy las partes real e imaginaria
de z. Sea
Qr):{zé@“aﬂgl, ly| <, \z|2r}.

(
Claramente Q(r) es un compacto en el que g(z) es continua, luego estd
acotada. Como |g(z)| = |g(z + 27i)|, tenemos que g estd acotada en toda la
banda agujereada

{zeC| x| <1, |z—2nmi| > r paran € Z}.

En consecuencia basta probar que la funcién g estd acotada fuera de esta
banda, es decir, si |z| > 1. En general tenemos

az axr ax

e
1—e¢?

R e
Sl —er| T 1 —er|

961 = |

Siz > 1 entonces |1 —e®| =¥ — 1y e* < e*, luego

e’ 1 1 e

< = < = .
|g(z)|_ew_1 l—e® " 1—e1 e-1

Si < —1 entonces |1 —e®| =1 — €%, luego

e 1 e

< < = .
‘g(z)l_lfez_lfefl e—1

Asi pues, si || > 1 se cumple |g(2)] < e/(e —1). "

En la férmula de Hurwitz aparece la siguiente serie de Dirichlet:

Definicion 11.7 Para cada x € R definimos

2minx

F(x,s):iens .
n=1

Por el teorema 7.9 la serie F'(x,s) converge absolutamente en el semiplano
o>1
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Claramente F'(z,s) es periédica en z, de periodo 1. Si = es entero entonces

F(x,s) = ((s), mientras que si x no es entero entonces la sucesién e*™" es

geométrica y sus sumas parciales estan acotadas:

e27rin:r -1 2
< |627ri;17 _ 1| ’

ezﬂil' -1

luego el teorema 7.9 nos da también que F(z,s) converge condicionalmente en
el semiplano s > 0.

Teorema 11.8 (Férmula de Hurwitz) Si0<a <1 yo > 1, entonces

IM(s—1)

—mis/2 wis/2 )
(2 (e F(a,s)+e F( a7s)).

C(l - Sva) =

Sia # 1 la formula es vdlida en el semiplano o > 0.

DEMOSTRACION: Para cada nimero natural N consideramos el arco C(NV)
descrito en la figura:

R=(2N+1)m

~
/

c<m

Definimos

1 s ,az
In(s,a) / = ° dz,

:% C(N)lfez

entendiendo que el logaritmo que define a z° toma parte imaginaria 7 sobre el
tramo horizontal superior, pasa de ™ a —7 por la circunferencia exterior, vale —m
en el tramo horizontal inferior y pasa de —m a 7 por la circunferencia interior.

Veamos que cuando o < —1 la integral sobre la circunferencia exterior tiende
a 0 con N. En efecto, sobre ella tenemos z = Re’, con —7 < 6 < w. Entonces

|Zs‘ _ Rae—‘rO < Raeﬂ'\ﬂ.

La circunferencia exterior, para cualquier N, estd contenida en un conjunto
Q(r) de los considerados en el teorema 11.6, para cualquier r fijo, con lo que
podemos acotar el integrando: |z°g(z)| < AR%e™" y la integral estd acotada
por 2r AR ™™l que tiende a 0 con N si o0 < —1.

Asi pues, teniendo en cuenta la definicién de (s, a) concluimos que

I(s,a)zh’l{[nIN(s,a), para o < —1.
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Equivalentemente:

I(—s,a) = h;{]nIN(fs,a), para o > 1.

Ahora calcularemos Iy (—s,a) mediante el teorema de los residuos. La jus-
tificacién de que el teorema es aplicable es la misma que la del ejemplo 4 de la
pagina 224. Los polos del integrando se encuentran en los puntos 2nwi, para

n=—N,...,N excepto n = 0. El teorema 8.4 nos permite calcular
»—8p0% 62n7ria
Res | —,2n7i | = ———+—,
1—e? (2nmi)s
con lo que

e2n7rza e—2n7rza >

N
In(—s,a) = ~— + -
n( ) ;::1 ((27171'1)5 (—2nmi)s
Ahora hay que prestar atencién a las exponenciales:
TS = 6771'1'5/2 (72‘)75 _ 67ris/2.

Asi

2nmia

I ( ) _ 1 —mis/2 i € + Tis/2 i e—Qnﬂ'ia
N(—S,a) = (271_)5 e 2 o e 2 o s

y al tomar limites resulta

I(—s,a) = (e7™/2F(a,s) + e™*/2F(~a,s)).

(2m)°

Para concluir el teorema basta aplicar la definicién de la funcién dseta (ex-
tendida):
(1 =s,a)=1I(s — 1)I(—s,a).

De la féormula de Hurwitz deducimos el resultado fundamental sobre la
funcién dseta de Riemann:

Teorema 11.9 (Ecuacién funcional de la funcién dseta de Riemann)
Para todo numero complejo s se cumple

C(s) = 201(—s)(27)* sen(mws/2)C(1 — s).
DEMOSTRACION: Al hacer a = 1 en la férmula de Hurwitz queda

M(s—-1), __, ; II(s—1)
1— e S Tis/2 wis/2 —9\ = )
C( S) (27.(.)3 (6 C(S) +e C(S)) (27_[_)3
En principio tenemos esta igualdad en el semiplano ¢ > 1, pero por prolon-
gacion analitica es valida en todo el plano. Al cambiar 1 — s por s queda la
ecuacion funcional. n

cos(ms/2)((s).
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De la ecuacién funcional se deducen muchas propiedades de la funcién dseta.
Por ejemplo, si hacemos s = —(2k — 1) y aplicamos el teorema 11.5 queda

—Boy/2k = 2(2k — 1)!(2m) "2 (=1)*¢(2k),

lo cual nos proporciona una demostraciéon alternativa de la férmula que ya ob-
tuvimos en el capitulo VII:

(_1)k+122k—1ﬂ.2kB2k

= 1
¢(2k) = ; n2k = (2k)!

También podemos obtener mucha informacion sobre los ceros de la funcién
dseta, aunque en lugar de verlo ahora vamos a obtener una ecuacién equivalente
mucho més simple. En primer lugar sustituimos II(—s) por la expresién que nos
da la férmula de Legendre 6.10, en la forma equivalente

N30 :251'1(%)1'[(8;1). (11.1)

El resultado es

Vadls) =227(-3) H<—8+ !

) (2m)* ! sen (g) ¢(1—s).

Seguidamente sustituimos sen(ws/2) mediante la férmula 6.8:

n(3)(5) =
Obtenemos

S s+1

N0 H(E) — 292711 (—

1 TS
) en -,
o equivalentemente

Reordenando los términos llegamos a

/2 EH(§> C(s) = n—(1=9)/2 1—:9H<1 ; s 1> C(1=s).

Esta ecuacion tiene la particularidad de que su miembro derecho se obtiene
del izquierdo cambiando s por 1 — s. En otras palabras, si definimos

S

a(s) = 11(3) ¢(s)

la ecuacién funcional se convierte en ®(s) = ®(1 — s).
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Riemann considerd que la ecuacién simétrica ®(s) = ®(1 — s) es la forma
més natural de la ecuacién funcional.! Como primera consecuencia observamos
que ®(s) es claramente holomorfa en el semiplano o > 0 salvo un polo simple
en s = 1, luego la ecuacién funcional nos da que también es holomorfa en el
semiplano ¢ < 1 salvo un polo simple en s = 0. Asi pues, ® es una funcién
meromorfa con dos polos. Este es su aspecto sobre el eje real:

-2
i
La ecuacién funcional se refleja en el hecho de que la grafica es simétrica
respecto de la recta o = 1/2.
Riemann todavia mejoré la ecuacién funcional eliminando los polos de la
funcién ®. Para ello observamos que la expresion s(s—1) no se altera al cambiar

s por 1 — s, luego al multiplicar los dos términos de la ecuacién por este factor
obtenemos £(s) = £(1 — s), donde £(s) es la funcién entera dada por

§(s) = s(s = )@(s) = 7 */11( 3 ) (s = 1)¢(s).

La gréafica de la funcién £ sobre el eje real es la siguiente:

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

11Y no sabfa cudnta razén tenfal Sabemos que la funcién dseta admite un desarrollo en
producto infinito con un factor (1 — 1/p)~! para cada primo p. El lector familiarizado con
la teorfa algebraica de nimeros debe pensar en w~5/2(1/s)II(s/2) como un factor anadido a
dicho producto infinito en correspondencia con el Gnico primo arquimediano de Z. En general,
si K es un cuerpo numeérico con u primos arquimedianos reales y v complejos, su funcién dseta
se extiende también a todo el plano complejo y verifica una ecuaciéon funcional de la forma
Pr(s) = Pr(1—s), donde

®rc(s) = /A (v=*/2(1/)10(s/2)) " ((2m) > (1/8)T1(5/2)) " Cxe (5),

donde A es el discriminante de K. Ver, por ejemplo, [6].
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11.3 Los ceros de la funcion dseta

Ahora es facil obtener los resultados anunciados sobre los ceros de la funcién
dseta. Es claro que £(s) no tiene ceros en el semiplano o > 1, luego la ecuacién
funcional nos da que tampoco se anula en el semiplano ¢ < 0. Sin embargo
la funcién TI(s/2) tiene polos simples en los puntos —2, —4, —6, ...luego ((s)
ha de tener ceros simples en los enteros pares negativos. Ya habiamos visto
que efectivamente ((s) se anula en dichos puntos, pero la ecuacién funcional
proporciona una prueba alternativa que no depende de los ntiimeros de Bernoulli
y ademads nos dice que los ceros son simples. Estos ceros se conocen como ceros
triviales de la funcién dseta. Como la funcién factorial no tiene mas polos con
o < 0, la funcién dseta no puede tener més ceros en este semiplano, es decir,
cualquier cero no trivial ha de estar en la banda 0 < s < 1.

Los ceros no triviales de ((s) coinciden en posicién y orden con los ceros de
£(s). En efecto, en primer lugar es claro que £(0) = £(1) = n~Y/211(1/2) = 1/2,
de donde podemos deducir, como ya sabfamos, que ¢(0) = —1/2, luego 0, 1 no
son ceros de ninguna de las dos funciones. Si s es cualquier otro punto en la
banda 0 < o < 1, vemos que la funcién 7=5/2TI(s/2)(s — 1) no tiene un cero ni
un polo en s, luego el orden de s para £ y ( es el mismo.

Respecto a la situacién de estos ceros no triviales, lo primero que podemos
demostrar es que no hay ninguno sobre el eje real. Para ello basta recordar de
la prueba del teorema 7.10 que en el semiplano o > 0 se cumple

()

(1=2"7)(s) =) ~——

ns

Si 0 < s < 1 la serie es positiva (agrupando los sumandos de dos en dos, son
todos positivos), luego ((s) < 0. As{ pues, no hay ceros no triviales reales.

M4s ain, acabamos de probar que ((s) es real cuando s es un ntmero real
positivo, lo que implica este mismo hecho para las funciones ® y £. La ecuacion
funcional nos da entonces que ambas son reales sobre todo el eje real, luego lo
mismo vale para (.

Es facil ver que £(s) = £(5) (basta considerar la serie de Taylor de £ en
0, cuyos coeficientes son reales) con lo que un nimero complejo es un cero no
trivial de ¢ si y sélo si lo es su conjugado. Esto implica que los ceros de la
funcién dseta estan distribuidos simétricamente respecto al eje real.

Por otra parte la ecuacién funcional muestra que s es un cero no trivial si y
sélo si lo es 1 — s. Combinando esto con la observacion precedente vemos que
si s es un cero no trivial de la funcién dseta también lo es su simétrico respecto
al eje real 5 y su simétrico respecto a la recta o = 1/2, que es 1 — s.

Recordemos ahora que en el teorema 7.43 hemos probado que ¢ no se anula
en la recta o = 1, luego por simetria tampoco en o = 0. Esto reduce las posibles
situaciones de los ceros no triviales a la banda 0 < o < 1.

Como ya comentamos en el capitulo VII, uno de los problemas abiertos mas
famosos de la teoria de funciones de variable compleja es decidir si es correcta
la Hipétesis de Riemann, segiin la cual todos los ceros no triviales de la funcién
¢ estén sobre la recta o = 1/2.
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Dedicaremos el resto de la secciéon a mostrar la existencia de infinitos ceros
no triviales. Para empezar, sabemos que la funcién entera f(s) = £(1/2+ s) es
real sobre los niimeros reales, luego los coeficientes de su serie de Taylor en 0 son
numeros reales. Més ain, la ecuacién funcional implica que f(s) = f(—s), de
donde se sigue inmediatamente que f es una funcién par, luego sus coeficientes
de Taylor en 0 de orden impar son nulos y, por lo tanto

=S (-2)"

Como consecuencia llegamos a que la funcién

E(t)=¢ G +z’t) =Y aga(it)* =) (=1)"ag,t™"
n=0 n=0

es real sobre los nimeros reales. La figura siguiente es la grafica de la funcién
= en el semieje real positivo (en el semieje negativo es claramente simétrica).
En ella podemos apreciar que se anula entre 12 y 14, lo que se traduce en que
efectivamente la funcién dseta tiene ceros no triviales.

0 2 4 6 8 10 12 14

He aqui una ampliacién de la gréfica en un entorno del cero:

0. 0025
0. 002
0. 0015
0.001

0. 0005

13.5 14 14.5 15

-0. 0005

Puede probarse que el primer cero no trivial de la funcién { es aproximada-
mente
0,5+ 14,134725141734693790457251983562470 ¢,

entendiendo que no hay otros ceros con menor parte imaginaria.
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Para probar que existen infinitos ceros no triviales conviene considerar una
de las demostraciones originales de Riemann de la ecuacién funcional (Riemann
dio dos demostraciones distintas). Esta prueba tiene interés porque en ella
aparece la funcién ¢ de forma natural, y ademads es el punto de partida para un
estudio mas profundo de esta funcién.

Riemann se basé para esta segunda prueba en la ecuacién funcional de la
llamada funcién zeta de Jacobi, que definimos seguidamente:

Definiciéon 11.10 La funcidn zeta de Jacobi es la dada por

—+oo o0
0(z) = Z e =142 Z e~z
n=1

definida en el semiplano Re z > 0.

La funcién 6 converge a una funcién holomorfa en el semiplano Rez > 0.
Para comprobarlo basta ver que converge uniformemente en los semiplanos
Rez > 4. En efecto, si z = x + iy,

_ 2 _ 2 _ 2 _
wnz‘ze wnxge 7rn5§e Ton

le

7

—mén —md

y la serie determinada por e es geométrica de razon e < 1, luego el
criterio de mayoracién de Weierstrass nos asegura que la serie converge unifor-
memente en el semiplano Re z > 4. n

La funcién zeta verifica la siguiente ecuacién funcional:
0(1/z) = Vz0(2),

donde /z = e(1/2)1922 ¢g 1a tinica rama holomorfa de la raiz cuadrada en el
semiplano Rez > 0 que restringida a los nimeros reales es la raiz cuadrada
usual (el logaritmo que la define es el que toma partes imaginarias en |—, 7).

La prueba de la ecuacion funcional la tenemos préacticamente hecha. Basta
recordar la funcién

+oo
F.(z) = Z e () a>0,

n=-—oo

que estudiamos en el ejemplo de la pagina 136. Alli calculamos su serie de
Fourier:

1 =
Fa(Z):a E e=mn’/a® g2minz
n=—oo

Si observamos que F,(0) = 6(a?) y hacemos z = 0 en la igualdad anterior
obtenemos

2 1 < —n(n/a)? 1 2
0(a*) = - E e =—-0(1/a”).
a a

n=—oo



11.3. Los ceros de la funcion dseta 313

Ahora hacemos a = /z y la ecuacién toma la forma 6(1/z) = \/z 6(z). Por
el principio de prolongacién analitica la igualdad es véalida en todo el semiplano
Rez > 0. m

Siguiendo a Riemann, llamemos ¢ (x) = e‘”"%, para x > 0, de modo

i

que la ecuacién funcional se convierte en
1+ 29(1/2) = Vo (14 2¢(z)). (11.2)

Ahora consideramos la expresion integral para la funcién factorial:

s +oeo dz
Z_1) = -z p8/2 77
I (2 1) /0 e 2t — (s>1).

El cambio de variable z = n27z’ la convierte en

+oo
i 71.75/2 H(f _ 1) — / efn27r:rl,s/2 d_$
ns 2 0 x

Al sumar sobre n queda
+oo

)¢ = ()2 2.

0 X

2_7rs
20(s) = =*/2 11
(El teorema de convergencia mondtona justifica el cambio de la integral con la
suma.) Descomponemos la integral en dos partes, hacemos el cambio z = 1/’
en la segunda y aplicamos la ecuacién funcional de la funcién :

de dl’ 1 d"L'
s/2 v s/2 b ,(/) 1 —s/2 2
Xr)x = xX)x xXr)x
0 ( ) x . ( ) T ( / ) x

+oo

1

Hoe de 1 [+ d
_ : (x)(x8/2+x(1*5>/2)f+5/1 (337(571)/27:875/2)_55'

Para calcular la segunda integral notamos que en general se cumple
+
[t
1 r a

+oo
—s/2mp (2 _ s/2 (1—s)/2 d_x 1
7r H(2 1) ()= | @ e et

con lo que llegamos a
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Finalmente multiplicamos por s(s — 1)/2 y asf resulta

1 s(1—s) oo 5/2 (1-s5)/2 da
€0 =5- 252 [ v +at= S
El miembro derecho permanece inalterado si cambiamos s por 1 — s, luego
esto prueba que £(s) = £(1 — s) (en principio para s > 1, pero por el principio
de prolongacién analitica vale para todo s € C). Es fécil probar que el miembro
derecho de la igualdad que hemos obtenido define una funcién holomorfa en
todo el plano complejo, por lo que la igualdad es vélida para todo s, aunque no
vamos a necesitar este hecho.

Con ayuda de esta formula vamos a calcular la serie de Taylor de la funcién
xi. Las manipulaciones siguientes no tienen ninguna dificultad. Suponemos
0 < s < 1 para garantizar la convergencia de las integraciones por partes:
1 os(l—s) [T dx

s/2 (1-s)/2
- U [ v 20

S 1os(1-s) 2 2 s(l—s) [T, xs/2 p(1=9)/2
-5+ (G o [ v (S5 + o)

+oo
=57 P(1) +/ 232 (2) (1 — 8)2 ™ D/271 4gp=s/27 1) dy
1

dx

Derivando la ecuacién funcional (11.2) obtenemos

1 / e d 3/2.,.1 s—1)/2 —s/2
=5+ o)+ 4y (1)+/ — (232 (2)) (—2057D/2 — 227%/2) da.
1

% + (1) +49'(1) = 0.

Con esto llegamos a

&(s) = 4/1+°° 5_(;53/21!)/(@)30*1/4 cosh (% (s — %) log x> dz,

T

donde cosh(z) = (e® + e *)/2 = cos(iz). La serie de Taylor del coseno hi-
perbdlico es

0 r2n
cosh(z) = go 20

Podemos intercambiar la suma con la integral, y asi resulta

e} 1 2n
() =Y am(s-3) -
n=0

donde

o d 9 1 1/2)log )"
agn:4/1 %(m?’/ w(x))m / %dm.
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En principio hemos supuesto 0 < s < 1, pero, dado que hemos llegado a
una serie de potencias, lo que hemos obtenido es la serie de Taylor de la funcién
xi alrededor de 1/2, y por consiguiente la igualdad es vélida en todo el plano
complejo.

El interés de esta serie reside en que es facil probar que as, > 0 para todo
n. En efecto,

;l_x(xS/Qw/(I)) _ < ZIS/QTL%TB n wz)
= Z (n T°r — n27r) gl/2e—n’me > 0.

Asi es claro que el integrando es positivo y por lo tanto ag, también. En
particular vemos que la funcién xi no es un polinomio. Més aun, ahora la serie
de Taylor justifica el aspecto de la grafica de xi sobre el eje real que hemos
mostrado antes: xi es siempre positiva y tiene un minimo en 1/2. Por otra
parte:

65 +1/2)| =

E agns

n=0

<Zazn| " = &(|s| + 1/2).

Esto significa que el méximo de € en la circunferencia |s—1/2| = R se alcanza
exactamente en 1/2 + R (o también en 1/2 — R). De aqui podemos calcular el
orden de crecimiento de la funcién xi.

Teorema 11.11 Si R es suficientemente grande, para todo nimero complejo s
tal que |s—1/2| < R se cumple |£(s)| < RE. Por lo tanto el orden de crecimiento
de la funcion £(s + 1/2) es menor o igual que 1.

DEMOSTRACION: Acabamos de ver que el mdximo de £ en la circunferencia
de centro 1/2 y radio R es £(1/2 4+ R). Tomemos un nimero natural N tal que
1/2+ R <2N < 1/2+ R + 2. Entonces

£(1/2+ R) < £(2N) = TI(N)x~ V(2N — 1)((2N) < NI(2N)((2)
< NV(@2N)((2) = 20(2) NV < 2((2)(R/2+2)*/*H? < RF
si R es suficientemente grande. Consecuentemente tenemos que

loglog M (R) <1 loglog R
log R - logR ’

luego al calcular los limites superiores llegamos a que el orden de crecimiento es
p <1 n

Es fécil ver que el orden de crecimiento de £ es también menor o igual que 1,
pero la ecuacién funcional hace conveniente trabajar con (s + 1/2).
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Ahora podemos aplicar el teorema de Hadamard a la funcién £(s+1/2), con
lo que obtenemos la factorizacién

1 S
Z ) = Ke©s 1o 7 ) es/e—1/2)
(o) e I (1= =) /™

p

donde p varia en los ceros de la funcién xi.

Hay que entender que esta igualdad no excluye los casos triviales, como
que xi no tenga ceros o sélo tenga un numero finito de ellos. A este respecto
hay que notar que en el teorema de Hadamard podemos sustituir el orden de
convergencia x de la sucesiéon de ceros por cualquier otro natural mayor.

La ecuacién funcional implica que si p es un cero de xi también lo es 1 — p
y, si agrupamos los factores correspondientes a cada par,

<1 _ ;) o5/ (0-1/2) <1 L8 ) ey S
p—1/2 p—1/2 (p—1/2)?

obtenemos . )
_ Cs _ S
5(‘”5)‘“ 11 (1 <p—1/2>2>‘

Im p>0

Asi es claro que el producto infinito es una funcién par de s, y el miembro

izquierdo también lo es por la ecuacién funcional. Por lo tanto se ha de cumplir

que €% = e7C% o sea, €295 = 1 para todo s, lo que s6lo es posible si C' =0y,

evaluando la ecuacién en s = 0, obtenemos que K = £(1/2). En total tenemos

(2 <) L0 )

Im p>0

Esta ecuaciéon ya implica que la funcién xi tiene infinitos ceros, pues en
caso contrario seria un polinomio, pero todavia podemos simplificarla un poco.
Volvemos a la factorizacién con los ceros separados:

)= (3) [T (1- 23 ) v,
P
Para s = 0 queda
£0) = ¢ (%) 11 (1 _ p‘152> 1/2)/(0-1/2)
P

Y al dividir miembro a miembro las dos tltimas igualdades queda

p

Recordando que £(0) = 1/2 llegamos finalmente a la factorizacién de ¢&:
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Teorema 11.12 (Férmula del producto) Para todo s € C se cumple

- L 0-3) (i)

P Im p>0

donde p recorre los (infinitos) ceros de la funcion &.

Esta férmula fue probada por Riemann basindose en una estimacién de la
densidad de ceros de la funcién xi que no justificé. La primera prueba completa
es de Hadamard. En particular la factorizaciéon demuestra que la funcién dseta
tiene infinitos ceros no triviales.

El teorema 10.10 nos da una estimacién del niimero de ceros no triviales en
un disco dado |s — 1/2| < R. Concretamente nos dice que es del orden de R'*€,
para cualquier € > 0. El argumento puede mejorarse ligeramente. Si en lugar
de acotar

log |£(2)] < ||,

donde f(z) = £(1/2 4+ z), usamos el teorema 11.11 y hacemos
log | f(2)| < |2|log =],

el razonamiento del capitulo anterior nos lleva a que el nimero de ceros N(R)
de € en el disco |s — 1/2] < R cumple

2Rlog2R  log|f(0)]
< _
N(R) < log 2 log 2

i

y para R suficientemente grande tenemos la cota N(R) < 2Rlog R. (Podemos
quitar el 2 si nos limitamos a contar los ceros en el semiplano superior).

Puede probarse que el nimero de ceros en el semiplano superior con parte
imaginaria menor que T es asintGticamente igual a (T/27)log(T/27) — T /2,
pero no vamos a entrar en ello.

11.4 Funciones L

Vamos a aplicar los resultados generales que hemos obtenido sobre la funciéon
de Hurwitz al caso de las funciones L. En primer lugar, recordemos que si x es
un caracter médulo m entonces

1 m
L(s:) = —= S X0, /m) (113
r=1

En principio esta férmula vale en el semiplano o > 1, pero dado que el miem-
bro derecho esté definido de hecho sobre todo el plano complejo (salvo quizd en
s = 1) deducimos que las funciones L admiten una prolongacién analitica a todo
el plano complejo con a lo sumo un polo en s = 1. Sin embargo, el teorema 7.33
nos asegura que la singularidad es evitable si y sélo si el caracter es no principal



318 Capitulo 11. La funcion dseta de Hurwitz

(y es un polo simple en caso contrario). De la férmula (7.4) se sigue de hecho
que el residuo de L(s, 1) es concretamente

1))

P m

Podemos dar pruebas alternativas de estos hechos a partir del teorema 11.5.
En efecto, si x es un cardcter médulo m es claro que el residuo de L(s, x) en 1

vale
1 «— 1 «
lim (s — 1)— - -
s = 1)52 S n(ICGsr/m) = 3 )
y por las relaciones de ortogonalidad esta expresién es 0 si x # 1 (luego L(s, x)
es entera) y ¢(m)/m si x = 1.

Para probar una ecuacién funcional para funciones L necesitamos algunos
resultados adicionales sobre caracteres modulares.

Definicién 11.13 Sea x un cardcter mdédulo m y sea m | m’. Entonces x
induce un caracter médulo m’ dado por

[ x(z) si(z,m)=1
w(x)—{ 0 si (x,m') #1

donde (x,m’) representa el maximo comun divisor de z y m’. Un cardcter y
modulo m es primitivo si no estd inducido por ningun caracter médulo un divisor
estricto de m. Obviamente todo caracter no principal médulo un primo p es
primitivo (el cardcter principal estd inducido por el cardcter principal médulo 1).

Por razones que ahora seria complicado explicar, no perdemos generalidad
si nos limitamos a estudiar caracteres primitivos. Por ejemplo, una funcién L
respecto a un cardcter no primitivo se diferencia tan sélo en un ntmero finito
de factores de la asociada al caracter que la induce.

La definicién de cardcter primitivo es negativa. Vamos a dar una equivalencia
técnica que tiene la ventaja de ser positiva.

Teorema 11.14 Un cardcter x mddulo m es primitivo si y sélo si para todo
divisor propio d de m existe un nimero x tal que x =1 (méd d), (z,m) =1y

x(@) # 1.

DEMOSTRACION: Si x no es primitivo, es decir, si estd inducido por un
cardcter y médulo d | m, entonces todo = tal que x = 1 (méd d), (z,m) =1
cumple que x(z) = ¥(z) =¥(1) = 1.

Reciprocamente, supongamos que existe un divisor propio d de m tal que
para todo entero z que cumpla z = 1 (méd d), (z,m) = 1, se cumple también

x(x) = 1.
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Sea a un entero cualquiera tal que (a,d) = 1. Sea k el producto de todos los
primos que dividen a m pero no a d. Entonces (d, k) = 1 y el teorema chino del
resto nos asegura que el sistema de congruencias

a = a(mdd d),

a 1 (méd k)

tiene solucién.? En particular (a’,m) = 1 (si un primo p cumple p | @’ y p | m,
no puede ser p | d, porque entonces p | a y (a,d) = 1, ni tampoco p | k, porque
entonces p | 1).

En resumen, para todo entero a tal que (a,d) = 1 existe un entero a’ de
manera que (a’,m) =1, @’ = a (mdéd d). Definimos ¢(a) = x(a’). Veamos que
si @’ cumple también (¢, m) =1, a” = a (mdd d), entonces x(a’) = x(a”), con
lo que 9 (a) estard bien definido.

En efecto, tenemos que [a/] y [a”] son elementos del grupo U, (ver el capitulo

VII), luego existe un [z] tal que [a'][z] = [a”], es decir, a” = @’z (méd m). Por
otro lado también a” = a’x (mdd d) y, como los tres enteros son primos con d,
al tomar clases en Uy y despejar queda [a'] = [a”] = [a'][z], luego [z] = [1], es

decir, z =1 (mdd d).

Al aplicar la hipdtesis llegamos a que x(a”) = x(a')x(z) = x(a’). Comple-
tamos la definicién de ¢ estableciendo que ¥ (a) = 0 si (a,d) # 1. Es claro que
1) es un caracter modulo d que induce a Y. m

Como tultimo requisito necesitamos la definicion y las propiedades bésicas de
una generalizacién de las sumas de Gauss que usamos en el capitulo 8.

Definicién 11.15 Sea y un cardcter médulo m y a un niimero entero. Se define
la suma de Gauss de x respecto de a como

Ga(X) _ Z X(I)eQﬂazi/m,

donde x recorre un conjunto de representantes de las clases de congruencia
médulo m (notar que como €27 = 1 la expresién e>™**/™ sélo depende del
resto de x médulo m). Escribiremos G(x) en lugar de Gy ().

Nota Aunque no nos va a hacer falta, observemos que las sumas cuadraticas
G.(p) del capitulo VIII son un caso particular de las que acabamos de definir,
concretamente las asociadas al caracter modular inducido por el simbolo de
Legendre x(z) = (z/p). En efecto,

Go(x) = Z (E) e2raxi/p _ Z e2maxi/p _ E:e%ram'/p7
T n

- \P

donde r recorre los restos cuadraticos modulo p y n los restos no cuadraticos.

2El homomorfismo de anillos Z/dkZ — Z/dZ x 7,/kZ dado por [z] — ([:):}, [:r}) es clara-
mente inyectivo y, como ambos anillos tienen dk elementos, también es suprayectivo, luego
una antiimagen de ([a}, [1]) es una solucién del sistema de congruencias.



320 Capitulo 11. La funcion dseta de Hurwitz

Es claro que

p—1
2mazxi/p 2mazxi/p __ 2mazxi/p _
Ee /—l—ge /—ge P _1=—1,
T n =0
pues la dltima serie es geométrica de razén e>™@/P £ 1 y suma 0. As{ pues,

Ga(X) — ZZeQwami/p +1= 2627”13721'/;0 — Ga(p),

donde en la tdltima suma x recorre un sistema de representantes de las cla-
ses médulo p, con lo que 22 recorre el 0 més dos veces cada resto cuadrético
médulo p. L]

Las propiedades que necesitamos de las sumas de Gauss son las siguientes:

Teorema 11.16 Sea x un cardcter primitivo modulo m y a un entero. Enton-
ces

a) Ga(x) = x(a)G(x).
b) |G(x)| = vm.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que (a, m) = 1. Entonces [a] € U,,,
luego existe un entero b tal que ba = 1 (mdéd m). Asi, si ax = ay (mdéd m),
multiplicando por b obtenemos que z = y (méd m), luego si z recorre un con-
junto de representantes de las clases médulo m lo mismo le sucede a ax. En
consecuencia

M@Gal0) = 37 xla)e? /™ = 37 (@)™ = G(x).

Como |x(a)| =1, el inverso de x(a) es x(a) y se obtiene a).

Supongamos ahora que (a,m) = r # 1. Entonces x(a) = 0 y hemos de
probar que G,(x) = 0. Sea m = rd. Como m/d = r | a, tenemos que m | da.

Por el teorema 11.14 existe un y tal que (y,m) =1, y = 1 +¢d, x(y) # 1.
Cuando z recorre un conjunto de representantes de las clases médulo m lo mismo
le sucede a zy, luego

Galx) = Zx(yx)e2”“y“/m = x(y) Zx(x)e%aym/m

X(y) Z X(:L,)eZTra(l+td)xi/m — X(y) Z X(l,)eZ‘n'aaci/me%rtdaxi/m

X)) x(@)e*™ ™ = x(y)Ga(x).

Como x(y) # 1 ha de ser G,(x) = 0.
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b) Claramente

|G(X)|2 G( )G— = Z X 727ra:i/m _ Z GI(X)6727Twi/m

_ Z Zx(y)ewra:yi/mef%rzi/m _ Zx(y) Ze2mr(y71)i/m _ mX(1> =m,
z Yy Yy T

pues la iltima suma en x es geométrica y es nula salvo si y = 1. m

Nota El teorema anterior contiene como caso particular la relacién (8.1) que
probamos en el capitulo VIII, y permite deducir ficilmente la relacién (8.2).
Como dijimos, estas igualdades bastan para probar la ley de reciprocidad cua-
drética, con un argumento algo mas complicado que el que hemos visto pero
mucho mas elemental. En efecto:

G = e il = Gy (p) = (71) () = (-1 D2G(p).

xr
En consecuencia, si (—1)~1/2 = 1 entonces G(p) es real, y como tiene
moédulo /p, ha de ser G(p)?> = p, mientras que si (—1)®P~1/2 = —1 entonces

G(p) es imaginario puro, luego G(p)? = —p. -

Ahora podemos probar la ecuacién funcional de las funciones L.

Teorema 11.17 (Ecuacién funcional para funciones L) Sea x un cardc-
ter primitivo modulo m. Definimos

e(y) = XEDEW) a:{o six(=1) = 1
vmo 1 siy(-1) = -1

Sea

™ s+ a

%,;@:(T)S/2 ! H<5;“> L(s,x).

Entonces, para todo s € C se cumple ®(s,x) = e(x)P(1 — s,X).

DEMOSTRACION: Para aplicar la férmula de Hurwitz observamos en primer
lugar la relacién siguiente entre las funciones L y la funcién F'(a, s). Aplicamos
la definicién de F'y el teorema anterior (en el semiplano o > 1):

Z Flr/m, s :ZZY( Zﬂiz Q2minr/m

r=1n=1

27rznr/m

> M) - crLis v. (11.4)

oo
- e

n=1 n=1
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Por otra parte hacemos a = r/m en la férmula de Hurwitz, multiplicamos
por x(r) y sumamos:

- r
ZX(T)€ (1 -5, _>
m
r=1
_ H(S — 1) —mis/2 - r Tis/2 - r
= W (e ;X(T)F (%’8) +e ;X(T)F (—%,S> .
Usando que F'(a, s) es periddica en a con periodo 1, vemos que

ix(r)F (f% s) = x(-1) iX(T)F (,% 5>

=x(-1) ix(m —r)F (mm T,s) =x(-1) Zx(r)F (%,s) .
r=1

Con esto la formula precedente se convierte en

S (1- 5. 5)

_ % (e_ﬂis/Q Ti}x(r)F (%, s) + x(=1)e™/? éx(r)F (%, s)) .
Aplicamos (11.4):

ZX(T)C (1 -8, %) = %(e—m‘sﬂ + X(_l)eﬂs/Q)G(X)L(&Y).

Multiplicamos por m*~! y aplicamos (11.3):

m* (s — 1)

By (XD GO LLs, ).

L(]' 753X) =

Esto ya es una forma de la ecuacién funcional de las funciones L. En principio
estabamos trabajando en el semiplano o > 1, pero por prolongacién analitica
la ecuacién vale en todo el plano complejo. Ahora la transformaremos de modo
similar a como hemos hecho con la ecuacién de la funcién dseta. En primer
lugar aplicamos la férmula de Legendre (11.1), pero cambiando s por s — 1. As{
queda

1 s—1 s
_ _ s—1_—s—1/2 = °
L(l—-s,x) = m* '« 21'[( 5 )H(2 1)

(€72 4 x(=1)e™*/%)G(x) L(5,%)-
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Multiplicamos y dividimos por m'/2 para que aparezca la constante e(x):

L(l-s,x) = ms_1/27r_s_1/2%1'[ (%) I (% - 1)
(€72 4 x(=1)e™ ) x (—1)e(x) L(s, X)-
Si x(—1) = 1 entonces
e ™2 4 x(=1)e™/2 = 2cos(ms/2) = 2sen(n(1 — 5)/2).
Si por el contrario x(—1) = —1 entonces

e/ (1) = 2sen(—15/2).

Al aplicar la ecuacién funcional

Tz

M(2)(-z) =

senmz’

nuestra ecuacion se transforma, segtn el valor de x(—1), en

1-s _ _s—1/2 7s+1/22 s —
7 (152) s = met (3 - 1) eL(s )

o bien

()00 = e ()
b (% - 1) e(x)L(s, %)

En el primer caso multiplicamos y dividimos por s/2 el segundo miembro,
con lo que resulta

() o (152) 0 a0 =0 () L (3) ro )

T 1—s ™ S

En el segundo caso multiplicamos y dividimos por 1 —s/2 el primer miembro
y por (s+ 1)/2 el segundo:

() g (U e

@) () e

Observar que si 1 es el cardcter principal médulo 1 entonces ®(s,1) es la
funcién ® construida a partir de la funcién dseta de Riemann. En cualquier otro
caso es claro que ®(s, x) es una funcién entera (es holomorfa en el semiplano
o > 0y por la ecuacién funcional también lo es en el semiplano o < 1). Ademds
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no se anula en el semiplano ¢ > 1 y por lo tanto tampoco en el semiplano o < 0,
es decir, sus ceros estdn en la banda critica. Si x(—1) = 1 entonces el factor

II(s/2)/s tiene polos simples en los puntos 0, —2, —4, ..., luego L(s, x) tiene
ceros simples en dichos puntos. Si x(—1) = —1 entonces los ceros triviales estan
en —1, -3, —5,...

Concluimos la seccién con un comentario para el lector familiarizado con la teoria
algebraica de numeros, en especial con la teoria de cuerpos de clases. A partir de la
ecuacion funcional de las funciones L se deduce la ecuacion funcional para la funcién
dseta de cualquier extensién abeliana K de Q (ver nota 1). Para ello hay que tener
en cuenta que K estd contenido en un cuerpo ciclotémico L y que la funcién (x(2)
se descompone como producto de las funciones L(s,x), donde x recorre todos los
caracteres del grupo de Galois de K, identificados con caracteres modulares primitivos
a través del isomorfismo G(L/Q) = Us. Los factores m*/? dan lugar a \/W ¢ por
el teorema del conductor-discriminante. Como el automorfismo de L identificado con
[—1] es la conjugacién compleja, el cuerpo K es real si y sélo si todos los caracteres
de G(K/Q) fijan a —1. Si K es complejo, al agrupar los caracteres de K en pares de
conjugados obtenemos tantos factores H(s/2)H((s +1)/2)/(s(s + 1)) = C27°I(s)/s
(por la férmula de Legendre) como divisores infinitos tiene K.

Con esto llegamos a una ecuacién de la forma Pk (s) = DPx (1 — s), donde D es
una constante y ®x es la funcién descrita en la nota 1. Evaluando en la recta o = 1/2
se concluye que D = 1.

De todos modos, ya queda dicho que la ecuacién funcional es valida para cuer-
pos numéricos arbitrarios, si bien la prueba requiere mas ideas que las vistas en este
capitulo.



Capitulo XII

Transformaciones conformes

Las aplicaciones conformes son el equivalente en la teoria de funciones de
variable compleja a los homeomorfismos en topologia. La definicién es la obvia:

Definiciéon 12.1 Sean 21, 25 abiertos en C*°. Una aplicacion f : Q1 — Qg es
una transformacion conforme si es holomorfa y biyectiva (admitiendo que tenga
un polo si co € Q).

El teorema de la funcién inversa (en su versién general 8.15, incluida la
nota a pie de pégina) nos da que la inversa de una transformacién conforme
es también conforme, con lo que en particular las transformaciones conformes
son homeomorfismos. También es claro que la composicién de transformaciones
conformes es una transformacién conforme.

Si entre dos abiertos €21, 25 existe una transformacién conforme los espacios
H(Qq) y H(Q2) son isomorfos como dlgebras, isométricos como espacios métricos
y en particular homeomorfos, es decir, son indistinguibles a todos los efectos.
Esta es una de las causas del interés de las transformaciones conformes.

Ejemplos El teorema 8.16 afirma esencialmente que las tinicas transformacio-
nes conformes de C en s{ mismo son los polinomios no nulos de grado 1 y, segiin
el teorema 8.17, las transformaciones conformes de C° sobre si mismo son las
transformaciones de Mobius. m

Puede parecer sorprendente que hayamos podido desarrollar la teoria hasta
donde lo hemos hecho sin haber necesitado nunca las transformaciones con-
formes (pensemos, como contraste, lo que serfa hacer topologfa sin hablar de
homeomorfismos). Lo que sucede es que hasta ahora nos ha bastado tratar con
transformaciones de Mobius, pero la teoria general que aqui presentamos nos
mostrara las funciones holomorfas bajo una nueva perspectiva, mas geométrica-
topoldgica, més general y mas profunda. Nos ocuparemos de ello en los capitulos
siguientes.

Ahora conviene que nos detengamos en algo que hemos ido posponiendo: la
interpretacién geométrica de la derivada. En el capitulo I ya vimos que el médu-
lo de la derivada de una funcién holomorfa f es su determinante jacobiano, vista
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como funcién de dos variables reales. La teoria de la medida justifica entonces
que |f'(z)| es aproximadamente la proporcién entre el drea de cada conjunto
medible no nulo en un entorno de z y el area de su imagen por f, de modo que
la aproximacion es tanto mejor cuanto menor sea el entorno donde se consideran
los conjuntos, es decir, el médulo de la derivada indica la dilatacién de las areas
que produce f alrededor de cada punto.

Sin embargo, no es la interpretacién del médulo de la derivada lo que nos
va a interesar, sino la de su argumento. Para ello hemos de recordar algunos
conceptos geométricos.

Sea ¢ una curva que pase por un punto zq, es decir, ¢(t) = zg para un cierto
valor de t. Entonces la recta zg + A¢'(t) (A € R) es la tangente a ¢ en zq.
Aunque el médulo de ¢’ (t) varfa al cambiar ¢ por un arco equivalente (indica la
“velocidad” con la que se recorre el arco), no ocurre lo mismo con el argumento,
que indica la inclinacién de la tangente. A lo sumo, si cambiamos el sentido
del arco este argumento varfa en 7 radianes. (El lector puede probar facilmente
estos hechos al margen de su interpretacién geométrica).

Definiciéon 12.2 Sean ¢ y 1 dos arcos que pasan por un mismo nimero com-
plejo ¢(s) = 1(t) = zp. Definimos el dngulo que forman ¢ y ¥ en zy como
arg(¢/'(s)) — arg(¢’(s)) + km, donde k € Z se escoge de modo que el resultado
esté en [0, 7[. Es claro que el dngulo queda asi univocamente determinado.
Diremos que ¢ y ¥ son ortogonales en zg si el dngulo que forman es /2.

Si f: Q1 — Qs es una transformacién conforme y ¢ es un arco que pasa por
un punto ¢(t) = zg € 1, entonces ¢o f es un arco que pasa por (¢of)(t) = f(zo).
Por la regla de la cadena (suponiendo que f(zg) es finito)

(@0 f)(t) = f'(20)¢' (1)

En consecuencia arg(¢ o f)/(t) = arg f'(z0) + arg ¢’ (¢).

Esto significa que al aplicarles la transformacién conforme f, cada arco que
pasa por zp sufre un giro de dngulo arg f’(z0), (esta es la interpretacién del
argumento de la derivada) luego el dngulo entre dos arcos que pasen por zp
permanece inalterado.

Puede probarse que la proyecciéon estereogréafica entre una esfera y el plano
complejo también conserva los dngulos, por lo que es una aplicaciéon conforme
en un sentido de la palabra méas amplio que el que aqui le hemos dado. Por
ello podriamos definir el angulo de dos curvas que pasan por el infinito como el
angulo que forman las curvas correspondientes en el “polo norte” de la esfera.
Sin embargo, podemos prescindir de estos hechos y definir el dngulo entre dos
curvas que pasan por oo como el dngulo en 0 de las curvas que resultan al
componerlas con 1/z, o con cualquier otra transformacién conforme que lleve
o0 a un numero finito, pues por la parte ya probada este angulo serd el mismo
independientemente de la transformacién aplicada. Con este convenio queda
completada la prueba del teorema siguiente:

Teorema 12.3 Las transformaciones conformes conservan los dngulos que for-
man los pares de curvas.
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En la seccién siguiente aplicaremos este hecho a un estudio mas detallado
de las transformaciones de Mdobius.

12.1 Transformaciones de Mobius

Conviene llamar circunferencias en C*> tanto a las circunferencias usuales
en C como a las rectas (completadas con el punto co). Asf las rectas son simple-
mente las circunferencias de C*° que pasan por co y, en estos términos, vimos
en el capitulo I que dadas dos circunferencias en C* existe una transformacién
de Mobius que convierte una en la otra. Si C es una circunferencia en C*
es claro que C* \ C tiene dos componentes conexas (dos semiplanos o el in-
terior y el exterior de la circunferencia) y es claro que una transformacién de
Mobius que convierta una circunferencia en otra ha de hacer corresponder las
dos componentes conexas determinadas por la primera con las determinadas por
la segunda.

Si C es la circunferencia de centro 0 y radio 1 tenemos que la transformacién
1/z biyecta sus dos componentes conexas. Dada una circunferencia C' arbitraria
podemos encontrar una transformacion de Mobius M que la convierta en la
circunferencia de centro 0 y radio 1, aplicar luego 1/z y luego la inversa de
M, con lo que obtenemos una transformacién de Mobius que deja invariante a
C pero intercambia las componentes conexas asociadas. De aqui se desprende
que siempre es posible encontrar una transformacién de Mobius que transforme
un determinado disco abierto o semiplano en otro disco abierto o semiplano
cualquiera.

Si C' es una recta, cada punto z € C* tiene asociado un tnico simétrico
z* respecto a C, de modo que z = z* si y sélo si z € C (lo que presupone el
convenio de que co* = 00). Concretamente, z* es el punto situado sobre la recta
perpendicular a C' que pasa por z y se encuentra a la misma distancia de C' que
z. Por ejemplo, la simetria respecto al eje real es la conjugacion.

El lector puede determinar una expresién analitica para estas transforma-
ciones de simetria, aunque no nos va a hacer falta. Nos bastard tener en cuenta
la siguiente observacién geométrica que el lector puede justificar facilmente: si
C' es una circunferencia que pasa por dos puntos z y z* y R es una recta per-
pendicular a la cuerda que los une, entonces C'y R son ortogonales si y sélo si
R pasa por el punto medio de la cuerda.

De aqui se sigue inmediatamente la caracterizacion siguiente del simétrico
de un punto respecto a una recta:

Dos niumeros z y z* que no estén sobre una recta C' son simétricos
respecto a C' si y sélo si toda circunferencia en C*° que pasa por z
y z* corta ortogonalmente a C.

De este hecho se deduce que si C' es una circunferencia cualquiera en C* y
z € C* no esta sobre C existe un unico punto z* € C* fuera de C tal que toda
circunferencia en C* que pasa por z y z* corta ortogonalmente a C. En efecto,
basta considerar una transformaciéon de Mobius M que convierta a C' en una
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recta R y considerar como z* la antiimagen del simétrico de M (z) respecto a
R. Si dos puntos cumplieran esta propiedad sus imagenes por M serian ambas
iguales al simétrico de M (z) respecto a R, luego habrian de coincidir. Recogemos
este hecho en la definicién siguiente:

Definiciéon 12.4 Sea C' una circunferencia en C* y sea z € C* un punto
que no esté en C. Llamaremos simétrico de z respecto de C al tinico punto
z* € C* fuera de C tal que toda circunferencia en C*> que pasa por z y z*
corta ortogonalmente a C'. Convenimos también en que el simétrico de un punto
de C' es él mismo.

Claramente se cumple:

Teorema 12.5 Sea una transformacion de Mdébius que convierta una circun-
ferencia C' en una circunferencia C'. Entonces la imagen del punto simétrico
respecto a C' de un punto z es el punto simétrico respecto a C' de la imagen
de z.

Dada una circunferencia arbitraria C, existe una transformacién de Mobius
M que la convierte en el eje real, y el teorema anterior nos da que M (2*) = M (z)
o, equivalentemente, que z* = M~ (M(z)).

De aqui se sigue inmediatamente que z** = z, que la simetria es continua
y que biyecta las dos componentes conexas de C* \ C. Vamos a describir con
mds detalle la simetria respecto a una circunferencia (usual).

Sea C' la circunferencia de centro a y radio R y sean z y z* dos puntos
simétricos respecto a C. Para estudiar la relacién entre ambos consideramos
una transformacién de Mobius que transforme C en el eje real (cuya simetria
tiene la expresién mds sencilla posible). Sirve por ejemplo

Es claro que M(—1) = a — iR, M(0) = a+ Ry M(1) = a + iR, que son
puntos de C, con lo que la imagen por M del eje real es una circunferencia con
tres puntos en comun con C, luego es C.

Sean z = M (t) y z* = M(t*). Entonces ¢ y t* han de ser simétricos respecto
al eje real, es decir, t* = t. Si ¢t = +i entonces {z,2*} = {a,00}, luego el
simétrico de a es co. Supongamos que t # +i. Entonces tenemos:

1+t 1+t
z—a:RLl,, Z¥—a=R +l,_.
1—it 1—1it

Conjugamos la primera ecuacion y la multiplicamos por la segunda. El
resultado es

RQ

zZ—a

(z—a)(z* —a) = R?, o también, 2* =a+

Tomando argumentos vemos que arg(z — a) = arg(z* — a), es decir, que z y
z* se encuentran sobre la misma semirrecta de extremo en a. Al tomar médulos
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concluimos ademés que |z — a||z* — a| = R?. Estas condiciones determinan
completamente la simetria respecto a C'. En otras palabras, el simétrico un
punto z tal que |z — a| =7 < R es el punto situado sobre la semirrecta que une
a con z y a una distancia de a igual a R(R/r) > R, y viceversa.

Ahora veremos un ejemplo de la utilidad de la conservacién de la simetria a
la hora de trabajar con transformaciones de Mdbius. Vamos a encontrar todas
las transformaciones de Mobius que convierten un disco dado en otro.

Si una transformaciéon de Mobius M convierte el disco |z — a] < R en el
disco |z — b| < S entonces M(a + z) — b es una transformacién de Mébius que
convierte el disco |z| < R en el disco |z| < Sy, reciprocamente, si N transforma
el disco |z| < R en el disco |z| < S entonces N(z — a) + b biyecta los dos discos
originales. Por ello podemos limitarnos a buscar las transformaciones de Mobius
entre |z| < Ry |z| < S.

Sea |a| < R. Vamos a ver que existe una transformacién M entre los discos
considerados tal que M (a)) = 0, y vamos a encontrar de hecho todas las posibles.

En primer lugar, una tal transformacion M, si existe, ha de llevar la circun-
ferencia |z| = R en la circunferencia |z| = S (porque es un homeomorfismo de
C*). Ademsds ha de transformar el simétrico de a respecto a |z| = R, que es
R?/@, en el simétrico de 0 respecto a |z| = S, que es co. Es decir, M ha de
tener su cero en oy su polo en R?/a. Esto obliga a que M sea de la forma

Z— Z—

M =\ =
(2) z—a* MRQfaz’

(12.1)

donde 1 # 0 es un nimero complejo arbitrario.

Ahora probamos que esta transformacién convierte el disco |z] < R en el
disco |z| < |u|/R. Teniendo en cuenta que M(«) = 0 basta probar que trans-
forma la circunferencia |z| = R en |z| = |u|/R. En efecto, si |z|] = R entonces
2Z = R?, luego

z— Hz— o

ME) =L e =

con lo que |M(z)| = |u|/R.

Asi pues, las transformaciones de Mobius que hacen corresponder el disco
|z < R con el disco |z| < S y cumplen M(«) = 0 son exactamente las de
la forma (12.1) exigiendo |u| = RS. Vemos, pues, que hay infinitas de ellas.
Podemos conseguir una unicidad si observamos que

I

M(a)= —H
W
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luego arg M’ () = arg . Esto significa que M estd univocamente determinada
si no sélo le exigimos que M («) = 0 sino también que el argumento de M’(«)
sea un valor arbitrario prefijado. Si tenemos en cuenta que el caso general
se diferencia de éste en dos traslaciones, cuyas derivadas valen 1, en realidad
tenemos casi probado el teorema siguiente:

Teorema 12.6 Dados dos discos abiertos, existe una unica transformacion de
Moébius M que convierte uno en otro, hace corresponder un punto o del primero
en un punto dado del seqgundo y el argumento de M'(«) toma un valor prefijado.

DEMOSTRACION: El teorema estd probado en el caso en que la imagen
asignada a « en el segundo disco sea su centro. Para obtener una imagen
arbitraria basta componer una transformacién que envie « al centro del segundo
disco con otra que envie dicho centro a un punto arbitrario y cuya derivada tenga
argumento 0. Si hubiera dos distintas, componiendo con la inversa de esta
dltima transformacion obtendriamos dos transformaciones distintas que harian
corresponder « con el centro del segundo disco y cuyas derivadas en « tendrian
el mismo argumento. "

Maés adelante necesitaremos el hecho siguiente, cuya prueba hemos visto en
el transcurso del razonamiento anterior: la aplicacién

Z—

M(z) = B pr

(12.2)

es una transformacién conforme del disco |z| < R sobre s{ mismo y cumple
M(a) = 0.

Ahora probamos que las transformaciones de Mobius que estamos conside-
rando son las tinicas que transforman discos en discos:

Teorema 12.7 Toda transformacion conforme entre dos discos es la restriccion
de una transformacion de Mébius.

DEMOSTRACION: Consideremos una transformacién conforme T entre dos
discos. Fijemos un punto « en el primer disco. Fijemos una transformacién de
Mobius que convierta dicho disco en D(0,1) de modo que lleve o a 0. Fijemos
otra transformacién de Mébius que convierta el segundo disco en D(0,1) y envie
T(«) a 0. Al componer T con estas dos obtenemos una transformacién conforme
de D(0,1) en sf mismo que deja fijo al 0. Si probamos que es una transformacién
de Mobius también lo sera la de partida.

Sea, pues, T : D(0,1) — D(0,1) una transformacién conforme tal que
T(0) = 0. Sea r un ntimero real 0 < r < 1. La antiimagen por T' del disco
cerrado |z| < r es un subconjunto cerrado de D(0, 1), donde el médulo toma un
valor méximo R < 1. Por lo tanto si R < |z| < 1 entonces r < |T'(z)| < 1.

Sea k el orden de T en 0. Entonces la funcién f(z) = T/(z)/2"* es holomorfa
en el disco D(0,1) y no se anula. Si |z| = R se cumple rR~* < |f(2)| < R™*.
Aplicando el principio del médulo maximo a las funciones f y 1/f obtenemos
que estas desigualdades son vélidas en todo el disco |z| < R.
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Si fijamos z y hacemos tender r a 1 (con lo que R tiende también a 1)
concluimos que |f(z)| = 1 para todo z en el disco unidad. Ahora el principio
del médulo méximo implica que f es constante, digamos f(z) = a, con |a|] = 1.
Entonces T'(z) = az* y, como T es inyectiva, ha de ser k = 1, luego T(z) = az
es una transformacion de Mobius. L]

Las transformaciones de Mobius también son las dnicas transformaciones
conformes entre anillos:

Teorema 12.8 Consideremos dos anillos A = A(z1,71, R1) y B = A(z2,72, R2)
con 0 < r; < R; < 400. Entonces existe una transformacion conforme entre
ellos si y sélo si R1/r1 = Ra/ra, y en tal caso cualquier transformacion conforme
entre ellos es una transformacion de Mébius.

DEMOSTRACION: Considerando traslaciones podemos restringirnos al caso
en que z; = z2 = 0, y aplicando las transformaciones z/r; podemos suponer
también que r; = ro = 1.

Asi el teorema se reduce a probar que existe una transformacién conforme
entre Ay B siy sélosi Ri = Ry y, en tal caso, cualquiera de ellas es una
transformacién de Mdébius. Supongamos, pues, que f : A — B es una trans-
formacién conforme. Sea K la circunferencia de centro 0 y radio r = /Ry. En-
tonces f~1[K] es un subconjunto compacto de A, luego existe un € > 0 tal que
A(0,1,1+e)Nf K] = A(0, R1 —¢, R1)NK = . Entonces V = f[A(0,1,1+¢€)]
es un subconjunto conexo de B que no corta a la circunferencia K, luego
V C A(0,1,r) o bien V C A(0,r, Rs).

En el segundo caso podemos sustituir a f por su composiciéon con la trans-
formacién Ry/z (que deja invariante a B) y asi se cumple V' C A(0,1,7) (y si
esta nueva f es una transformacién de Mébius la original también lo serd).

Entonces, W = f[A(0, R1—¢, Ry)] C A(0,r, Rs), pues si fuera W C A(0,1,7)
entonces una sucesién en B que convergiera a Ry se corresponderia con una
sucesién en A(1+ ¢, Ry — ¢€), por lo que deberia tener puntos de acumulacién en
A y esto es imposible.

Asi pues, si {2z, } es una sucesién contenida en 4, 1 < |z,| < 14+e€ey|z,| — 1
entonces la sucesion {f(z,)} estd contenida en V' y no tiene puntos de acu-
mulaciéon en B, luego sus puntos de acumulacion estdan en la frontera de B,
pero como estd contenida en A(0,1,r), concretamente ha de ser |f(z,)] — 1.
Similarmente, si |z,| — Ry entonces |f(zn)| — Ra.

Sea o = log Ry/log Ry y definamos u(z) = log|f(z)] — alog|z|. Las consi-
deraciones anteriores prueban que u tiende a 0 en la frontera de A. Ahora bien,
u es claramente harmonica, luego es idénticamente nula. Asi pues, log|f(z)| =
alog |z| para todo z € A o, equivalentemente, |f(2)| = |z|*.

Podemos expresar A como unién de dos abiertos simplemente conexos, en
cada uno de los cuales existe una rama uniforme de logaritmo y, por lo tanto,
est4 definida la funcién holomorfa 2% = e*!°¢* que cumple || = e*Relos= —
e@1o8l2l = |z|@. Asf pues, la funcién holomorfa f(z)/2* tiene médulo constante
igual a 1. Por el principio del médulo maximo ha de ser constante, es decir
f(2) = cz®. Derivando obtenemos f'(z) = cz*(a/z) y de aqui f'(2)/f(z) = a/z
(esto es vélido para cada abierto por separado, luego también en todo A).
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Sea ¢ cualquier circunferencia de centro 0 contenida en A. Entonces

L[ 11
57 /¢ 7O d¢ =« ori J, Cd( al(¢,0) =«
y por otra parte en la prueba del principio del argumento vimos que esta integral
es I(¢o f,0), luego en particular « es un nimero entero (positivo por definicién).
Ahora podemos afirmar que f(z) = cz® para todo z € A (como « es un nimero
natural la funcién z% estd definida en todo A). La inyectividad de f implica
que o = 1 y por lo tanto f es una transformacién de Mobius y Ry = Ry. =

12.2 Dominios simplemente conexos

Obviamente, para que un abierto pueda ser transformado conformemente en
otro es necesario que ambos sean homeomorfos, pero el ultimo teorema de la
seccién anterior muestra que la condicién no es suficiente. De hecho la existen-
cia de transformaciones conformes entre dos abiertos dados no es un problema
trivial. En esta seccién nos ocuparemos del problema en el caso de los abiertos
conexos simplemente conexos. Por brevedad conviene llamar dominios a los
abiertos conexos de C*.

No es cierto que dos dominios simplemente conexos sean siempre conformes.
Por ejemplo, no existen transformaciones conformes f : C — D(0,1). Esto es
una consecuencia inmediata del teorema de Liouville. Sin embargo, el teorema
siguiente muestra que ésta es esencialmente la 1inica excepcién.

Teorema 12.9 (Teorema de Riemann) Entre dos dominios simplemente
conexos cuyas fronteras contengan mas de un punto existe siempre una trans-
formacion conforme.

DEMOSTRACION: Basta probar que todo dominio simplemente conexo
cuya frontera contenga mas de un punto se puede transformar conformemente
en el disco D(0,1).

Primero probaremos que existe una transformacién conforme acotada sobre
Q). En primer lugar aplicamos a {2 una transformacién de Md&bius para obtener
un dominio simplemente conexo A que tenga a oo en su frontera. Por hipdtesis
la frontera de A tendra otro punto a. Fijemos un punto zy € A. La funcién
(z—a)/(z0—a) es holomorfa en A y no se anula. Como A es simplemente conexo

existe la funcién
z—a

w = log ,
zZo —a
holomorfa en A. Ademds es inyectiva, pues su inversa es z = a + (z9 — a)e™.
La imagen de A por esta aplicacién es un nuevo dominio B que contiene
a 0 (es la imagen de zp). Tomemos un r > 0 tal que el disco D(0,r) esté
contenido en dicha imagen. Entonces el disco D(2mi,r) estd contenido en el
complementario de B, pues si un punto 2mi + w, con |w| < r, estuviera en B,
entonces la aplicaciéon a + (zg — a)e® asignarfa la misma imagen a los puntos w
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y 2mi + w, cuando por otra parte tenemos que esta aplicacion es biyectiva sobre
B. Por ultimo, la aplicacién 1/(z — 27i) estd acotada sobre By es conforme. Al
componer todas las aplicaciones que hemos construido obtenemos una aplicaciéon
conforme y acotada sobre (2.

Si f es una de estas funciones y zg es un punto arbitrario de 2, entonces la

funcién
_ J(z) = f(z0)
F(z) = 7]”(20)

es también conforme y acotada en © y cumple ademds F'(z9) =0, F'(z) = 1.

Sea F el conjunto de todas las transformaciones conformes y acotadas F
sobre Q que cumplan F(zp) =0, F'(z9) = 1. Ya hemos visto que se trata de un
conjunto no vacio.

Para cada funcién F' € JF llamamos M (F) > 0 al supremo del médulo de
F sobre Q. Vamos a probar que existe una funcién F' € F en la que M(F)
toma un valor minimo. En efecto, si M = inf{M(F) | F € F}, existe una
sucesién {F,} de funciones de F tal que la sucesién M (F,,) converge a M. En
particular la sucesién M (F;,) estd acotada, luego la sucesion {F,} estd acotada
en el sentido de 3.27. Por el teorema de Montel tiene una subsucesién que
converge a una funcién F' holomorfa en . Claramente F' cumple también
F(z9) =0, F'(29) = 1. Esta tltima condicién implica que F no es constante.
Por el teorema 8.19 concluimos que F' es inyectiva, o sea, conforme, y por
consiguiente pertenece a F. Si z € Q se cumple

[F(2)] < [Fa(2)| + [F(2) = Fu(z)| < M(Fp) + |F(2) = Fa(2)]-

Tomando n suficientemente grande y correspondiente a la subsucesiéon que
converge a F', el miembro derecho de la desigualdad se hace menor que M + ¢
para cualquier € prefijado. Por lo tanto M(F) < M vy, por el cardcter minimo
de M, ha de ser M(F) = M.

Ahora probaremos que F[Q] = D(0,M). Ciertamente F[Q] C D(0, M). Si
no se da la igualdad existe un punto w perteneciente a la frontera de F[Q] tal
que |w| < M. Si componemos F con la transformacién de Mobius

g Z—W
Pz) =M M? —wz’

que es de tipo (12.2), obtenemos una transformacién conforme F; de manera
que F1[Q] € D(0, M) y la frontera de F1[Q?] contiene al 0. Claramente Fi[()]
es simplemente conexo y, como no contiene al 0, existe una rama uniforme
del logaritmo sobre F;[€)], a partir de la cual se construye una rama uniforme
de la funcién f(z) = v/ Mz, que es biyectiva. Al componer Fy con esta funcién
obtenemos una nueva transformacién conforme F» que cumple F5[Q] C D(0, M)
y 0 estd en su frontera. Componemos ahora con

z — FQ(Z())

_ 2
Q(Z) =M M? — FQ(ZQ)Z

7
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también de tipo (12.2), y asi obtenemos una transformacién conforme F3 que
cumple F3[Q] € D(0,M) y F5(zp) = 0. Ahora observemos que

Q' (V=Mw) f'(=w)P'(0)F' ()
M? VM M?—|w]? M+ |l )
M2 — Mw| 2¢/—w M2 2 —Mw> ’

F3(20)

pues la tltima desigualdad equivale a (M + |w|)? > 4M|w| y ésta a su vez a
(M — |w])? > 0.

Por dltimo, la funcién dada por Fy(z) = F3(z)/F4(2o) es conforme y cumple
Fy(z0) = 0, Fj(z0) = 1, luego Fy € F, pero M(Fy) < M/|F5(z0)| < M, lo cual
es imposible.

Acabamos de probar que F : Q — D(0, M) es una transformacién con-
forme. La transformacién F'(z)/M tiene imagen D(0, 1). n

Notar que la aplicacién F' :  — D(0, 1) que hemos obtenido en el teorema
anterior estd sujeta a las condiciones F'(zg) = 0y F'(zp) > 0. Vamos a probar
que estas condiciones determinan completamente a F'.

Teorema 12.10 Entre dos dominios simplemente conexos cuyas fronteras con-
tengan mds de un punto eriste una unica transformacion conforme F tal que
para un punto arbitrario zg del primero de los abiertos, F(zp) y arg F(20) toman
valores prefijados.

DEMOSTRACION: Existen transformaciones conformes de los dos dominios
sobre D(0,1) que envien a 0 un punto arbitrario de cada dominio sobre los
que las funciones tengan derivada con argumento 0. Componemos la primera
transformacién con una transformaciéon de Mobius del disco unidad que fije al
0 y cuya derivada en 0 tenga argumento prefijado, y después componemos la
aplicacién resultante con la inversa de la otra transformacién conforme. El
resultado es una transformacion conforme en las condiciones del enunciado.

Si tuviéramos dos, la composicién de una con la inversa de la otra es una
transformacién conforme F' de un dominio simplemente conexo sobre si mismo
que deja fijo a un punto zg y cumple F'(zp) > 0. Basta probar que una aplicacién
en estas condiciones es la identidad. Consideramos una transformacién conforme
G del abierto considerado sobre D(0,1) que envie zy al 0. Componemos la
inversa de G con F'y con G de nuevo, con lo que obtenemos una transformacion
conforme H del disco D(0,1) sobre si mismo tal que H(0) = 0y H'(0) > 0.
Por los teoremas 12.6 y 12.7 concluimos que H es la identidad, con lo que F'
también lo es. n

Seguidamente vamos a estudiar en qué casos una transformacién conforme
entre dominios simplemente conexos se puede extender continuamente a las fron-
teras. Es facil comprender que no siempre es asi. Por ejemplo, si consideramos
un disco abierto al que le hemos eliminado uno de sus radios, la figura siguiente
muestra cémo se realiza una transformacién conforme en el disco unidad, de
modo que los puntos del radio eliminado se “desdoblan”.
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OO

Si consideramos una sucesién en el disco cortado que converja al punto
senalado en el radio de modo que sus términos estén alternativamente arriba y
abajo del limite, al aplicar la transformacién conforme sobre el disco la sucesion
se desdobla en dos subsucesiones convergentes a dos puntos distintos. Nues-
tra intencién es dar condiciones para que esto no ocurra, y la sucesién imagen
converja a un solo punto de la frontera. De momento probamos que los limites
(sean uno o varios) estdn siempre en la frontera.

Teorema 12.11 Sea f : 1 — Qo una transformacion conforme entre dos
abiertos de C*. Si los todos puntos de acumulacion de una sucesion {x,} C
estan sobre la frontera de Q1 entonces todos los puntos de acumulacion de la
sucesion {f(x,)} estin en la frontera de Q.

DEMOSTRACION: Los puntos de acumulacién de {f(z,)} estdn en la clau-
sura de 25. Basta probar que ninguno de ellos esta en )5, pero si una subsu-
cesion {f(x,,)} converge a un punto z € (s entonces, por la continuidad de
la inversa de f sobre o, tenemos que {z,, } converge a la antiimagen de z, en
contradiccién con la hipétesis. m

El ejemplo anterior muestra que si hubiéramos exigido que la sucesién de
partida fuera convergente, no por ello habriamos podido asegurar lo mismo de
la sucesién imagen. Para ir més lejos necesitaremos trabajar con algo méas que
con sucesiones:

Definicién 12.12 Sea €2 un dominio. Una curva semiabierta en € es una apli-
cacién continua ¢ : [a,b] — . Llamaremos conjunto limite de ¢ al conjunto
de los limites de todas las sucesiones convergentes de la forma {f(z,)}, donde
{z,} es una sucesién estrictamente creciente en [a, b[ convergente a b.

Obviamente el conjunto limite de una curva semia-
bierta es no vacio. So6lo nos van a interesar las curvas
semiabiertas cuyos conjuntos limite estén contenidos en
la frontera del dominio considerado.
La figura muestra dos curvas semiabiertas en una re-
gién con sus conjuntos limite contenidos en la frontera.
En un caso el conjunto limite tiene un solo punto, mientras que en el segundo
tiene infinitos.
Un ejemplo explicito de curva con infinitos puntos limite es la dada por

o(t) = —t +isen(1/t).
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El conjunto limite lo forman los puntos ir, con —1 < r < 1.

Si el conjunto limite de una curva semiabierta ¢ contiene un Unico punto,
entonces ¢ puede extenderse a una aplicacién continua sobre [a, b] asignando a
b dicho valor limite. Este es el caso que méas nos va a interesar.

El teorema 12.11 se traduce facilmente a términos de curvas semiabiertas:

Teorema 12.13 Sea f : Q1 — Qo una transformacion conforme entre dos
abiertos de C>*. Sea ¢ : [a,b]— Q1 una curva semiabierta cuyo conjunto
limite esté contenido en la frontera de Q. Entonces f[¢p] = ¢ o f es una curva
semiabierta en Qo cuyo conjunto limite estd contenido en la frontera de Qs.

Sin embargo, al contrario que el teorema 12.11, este teorema si puede mejo-
rarse. Pensemos de nuevo en el caso del circulo cortado. La interseccién con el
dominio de un entorno suficientemente pequeno de un punto z del corte tiene
dos componentes conexas que la transformacién conforme separa. Mientras una
sucesion puede saltar libremente de una a otra, una curva semiabierta con limite
z es un conexo que ha de estar en una componente fija, por lo que cabe esperar
que el conjunto limite de su imagen tenga un tnico punto. No es facil justificar
con rigor este hecho. Nos basaremos en el ingenioso razonamiento que sigue.

Teorema 12.14 Sea ¢ : [u,v[— D(0,1) una curva semiabierta cuyo conjunto
limite esté contenido en la frontera del disco unidad y contenga mds de un punto.
Sea f una funcién holomorfa y acotada en D(0,1). Si existe lim f(o(t)) =c
entonces f = c. o

DEMOSTRACION: Supongamos que la funcién f(z) — ¢ no es idénticamente
nula en el disco D(0,1). Sea k el orden de 0 en f(z) — ¢, de modo que la funcién

f(z) —c
z) = —"——
9(2) po
es holomorfa en el disco y g(0) = a # 0. Es claro que g estéd acotada (en el disco
|z| <1/2 1o estd porque es continua, y en la corona restante lo estd porque es el

producto de dos funciones acotadas). Por hipdtesis tenemos ademds que existe
lim g(6(1)) = 0.

Sean a y b dos puntos distintos del conjunto limite de f. Por hipdtesis
la| = |b] = 1. Sean {al} y {b),} sucesiones sobre la curva convergentes a a y b
respectivamente, es decir, a,, = ¢(x,,), bl, = ¢(y.) para ciertas sucesiones {x,, },
{yn} estrictamente crecientes en el intervalo [u,v[. Tomando subsucesiones po-
demos suponer que xop < Yo < T1 <Yy < To < Yo < - -+
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Llamemos o7, a la restriccién de ¢ al intervalo [z,,y,], que es un arco conti-
nuo con extremos a,, y b),. El hecho de que g(¢(t)) tiende a 0 se traduce en que
el maximo del médulo de g sobre cada arco o) tiende a 0 con n. Sea 0 < r < 1.
Existe un natural N(r) tal que si n > N(r) entonces o, estd contenido en el
anillo r < |z| < 1. En caso contrario ¢ tendrfa un punto limite en el disco
|z| <.

Sea ¢’ uno de los arcos de circunfe-
rencia con extremos a y b. Tomemos m
suficientemente grande de manera que o’
contenga un arco de extremos A y B
(distintos de a y b) de amplitud 7/m.
Consideremos los puntos descritos en la
figura. Sea G el abierto limitado por A,
C, Cy, Ay y sea H el abierto limitado
por B, D, Dy, B;. Es claro que si n es
suficientemente grande a,, € Gy b, € H
y el arco o], permancce fuera del disco
lz| <.

La distancia de o7, (t) a G es una fun-
cién continua de t y vale 0 para t sufi-
cientemente pequeno. Existe un maximo valor x, < ty < y, tal que dicha
distancia es 0. Entonces, el punto a, = o), (tg) estd en la clausura de G, pero
todos los puntos o/,(t) con tg < t < y, estdn fuera de dicha clausura. Por lo
tanto a, estd en la frontera de G. Més concretamente, en el segmento A, A; o
bien en el segmento Cy, C.

Ahora consideramos la restriccién de o7, al intervalo [tg, y,]. La distancia de
ol (t) a H es una funcién continua de ¢t que finalmente es nula, luego hay un
minimo valor del pardmetro ¢ty < t; < y, donde es igual a 0. Asi b, = o/,(t1)
estd en la frontera de H y los puntos o), (t) con tg < t < ¢; estén fuera de G y de
H. Concretamente b, ha de estar en el segmento B, B; o bien en el segmento
Dy, D.

Llamemos o, a la restriccién de o/, al intervalo [tg,t1]. Asi o, es un arco
continuo de extremos a, y b, y continuando los razonamientos anteriores se ve
facilmente que esta contenido en el cerrado A, Ay, By, B o bien en C, D, Dy,
Ch.

Todo esto puede hacerse para todo n suficientemente grande. Tiene que ha-
ber infinitos nimeros ny, tales que o}, estd contenido en uno de los dos cerrados
en concreto. Supongamos que se trata de A, Ay, By, B (el caso contrario es
idéntico a éste). Consideremos el giro z — Bz que lleva a uno de los puntos A
o B al 1 y deja al otro en el semiplano Imz > 0. Llamemos s; a la compo-
sicién con este giro del arco oy, y h(z) = g(z/3). Obviamente la funcién h es
holomorfa y acotada en el disco D(0,1), h(0) = « # 0 y, si llamamos

h(O);

[ = MAax
CEsy

se cumple que h’IICn pr = 0.
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Sea h* la funcién definida por la serie de potencias centrada en 0 que re-
sulta de sustituir cada coeficiente de la serie de Taylor de h por su conjugado.
Obviamente el radio de convergencia de esta serie es el mismo que el de la serie
de h, luego h* es holomorfa en D(0,1) y cumple h*(z) = h(Z). Por lo tanto el
médulo de h* también estd acotado en D(0,1). Sea M una cota para h'y h*.

Llamemos §; al arco simétrico de s respecto al eje real. Claramente

. = mix [h(Q)] = max[R(C)].

CEsy, (€S

Los arcos si y §j tienen un extremo en comun, luego podemos considerar su
union Sk, que es un arco continuo simétrico respecto al eje real.

Sea j(z) = h(z)h*(z). La funcién j es holomorfa en D(0,1) y cumple:

BRI M j0) =lal* #£0,  méx|i(O] < Mux — 0.
k

El arco Sy estd contenido en el dngulo de amplitud 27/m. Sus extremos
estan sobre los lados del dngulo y a la misma distancia de 0. Aplicando m giros
a este angulo obtenemos m arcos con extremos comunes, que podemos sumar
hasta formar un arco cerrado, llamémoslo S.

Sea J(z) = j(2)j(e2™/™z)j(er™i/mz) ... j(e2m=mi/my)  Obviamente J es
una funcién holomorfa y acotada en el disco D(0,1). Ademés J(0) = |a|?*™ # 0.
Si ¢ € S*, uno de los puntos e2“7/™¢ estd en S, luego |J(¢)| < M2"=1) M yy,.

Consideremos una determinacion continua del argumento de S. En cada uno
de los m tramos que componen S la variacién del argumento es 27w /m, luego la
variacion total es 27 y, en consecuencia, 1(S,0) = 1.

Por consiguiente, si €2 es la componente conexa de C\ S* a la que pertenece
0, tenemos que 2 no es la componente no acotada, luego 2 es una dominio
acotado y su frontera estd contenida en S*. La funcién J es holomorfa en €2 y
continua en su clausura, por lo que el principio del médulo méximo nos permite
concluir que [J(0)| < M2(™=Y M. Si hacemos tender k a infinito llegamos a
la contradiccién J(0) = 0. "

Para aplicar este teorema necesitamos asegurar que los puntos de la frontera
del dominio que consideremos satisfagan ciertas condiciones que excluyan casos
como el del circulo cortado.
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Definicién 12.15 Sea ) un dominio simplemente conexo y acotado en C. Dire-
mos que un punto z € 9N es simple si para toda sucesién {a, } C € convergente
a z existe un arco ¢ : [0,1] — C tal que ¢[[0,1[] C €, ¢(1) = z y para una
cierta sucesién {t,,} C [0, 1] estrictamente creciente se cumple ¢(t,) = a,.

Es decir, z es simple si toda sucesién que converge a z desde 2 puede unirse
para formar un arco continuo con extremo z sin salir de 2. Un ejemplo de punto
frontera no simple es cualquiera de los puntos del corte en el disco cortado. Una
sucesion que converja a él alternativamente desde arriba y desde abajo puede
prolongarse a una curva semiabierta, pero tendra en su limite a todo el tramo de
corte desde z hasta el centro y, por lo tanto, no podra prolongarse continuamente
hasta tener extremo z.

Teorema 12.16 Sea f : Q@ — D(0,1) una transformacion conforme de un
dominio acotado simplemente conexo 2 en el disco unidad.

a) Siz es un punto frontera simple de Q entonces f se extiende a una funcion
continua sobre QU {z} y se cumple |f(z)] = 1.

b) La aplicacion f se extiende continuamente a la unién de 2 con todos sus
puntos frontera simples.

¢) Si todos los puntos frontera de Q son simples entonces f : Q@ — D(0,1)
es continua y suprayectiva.

DEMOSTRACION: a) Tomemos cualquier sucesién {a,} C Q convergente
a z y con ella formemos un arco 7 segin la definicién de punto simple. La
composicién de v (restringido a [0,1]) con f es una curva semiabierta ¢ en el
disco unidad y por el teorema 12.13 su conjunto limite estd contenido en la
circunferencia unidad. Obviamente existe }gr% (o) = }gr% ~v(t) = z. Siel
conjunto limite de ¢ tuviera més de un punto el teorema 12.14 implicaria que
f~1 es constante, lo cual es absurdo, luego dicho conjunto limite consta de un
tnico punto w tal que |w| = 1. En particular tenemos que la sucesién {f(an)}
converge a w. Veamos que w es independiente de la sucesion de partida. Si
partimos de dos sucesiones {a,} y {b,} que converjan a z, podemos formar
una tercera {c,} que las contenga como subsucesiones y también converja a z.
A partir de ellas obtenemos tres valores wy, ws y ws, pero como {f(an)} v
{f(bn)} son subsucesiones de {f(c,)}, concluimos que los tres limites coinciden.
Si definimos f(2) = w resulta que toda sucesién que converge a z desde €
cumple que su imagen por f converge a f(z), luego f es continua en 2.

b) Sea C' la unién de € y el conjunto de sus puntos frontera simples. Por el
apartado a) podemos extender f a C' de modo que es continua en cada conjunto
W U{z}. Si z es un punto frontera simple y {a,} es una sucesién en C' con-
vergente a z, por la continuidad de f en cada conjunto QU {a,,} existen puntos
by, € Q tales que |a, —b,| < 1/ny |f(ay)— f(bn)] < 1/n. Entonces es claro que
{b,} converge a z, luego por a) resulta que {f(b,)} converge a f(z), y es obvio
que {f(a,)} tiene el mismo limite.
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c¢) Por el apartado b) tenemos que f se extiende continuamente a 2. Como
este conjunto es compacto, su imagen ha de ser un compacto contenido en

D(0,1) y que contiene a D(0,1). Asi pues, f[Q] = D(0,1). n

En realidad la extensién a la frontera no sélo es suprayectiva, sino también
inyectiva. Lo probaremos a partir del teorema siguiente.

Teorema 12.17 (Teorema de Lindel6f) Sea v : [0,1] — D(0,1) un arco
(continuo) todos cuyos puntos estén en D(0,1) excepto el extremo (1) = 1.
Sea g una funcion holomorfa y acotada en D(0,1). Si existe thn% g(v(t)) = L,
entonces existe %m% g(t) = L (donde, en el sequndo limite, t varia también en el
intervalo [0,1]).

0.

€

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos |g| <1y L =
Dado € > 0 existe un ¢y < 1 tal que si tg < ¢t < 1 entonces |g(v(t))| <
y Reg(t) > 1/2. Sea Reg(ty) < r < 1. Definimos una funcién h en 2
D(0,1) N D(2r,1) mediante

h(z) = g(2) 9(z) g(2r — 2) g(2r — Z).

Notar que la funcién g(z) es holomorfa en D(0,1), pues se obtiene de g
conjugando los coeficientes de su serie de Taylor en 0. Similarmente se concluye
que 2r — Z es holomorfa en D(2r,1). Por consiguiente h es holomorfa y |h| < 1.
Notamos que h(r) = |g(r)|*. Si probamos que |h| < € el teorema estard probado.

Sea Ey = 7[t1, 1], donde t; es el mayor ¢ para el que
Rev(t) =, sea Ey el conjugado de E; y sea E la unién
de E7 U Es con su simétrico respecto a la recta x = r.
Teniendo en cuenta que |h| es simétrica respecto a la
recta © = ry el eje real, es claro que |h(z)| < € para todo
z€QNE.

Tomamos ¢ > 0 y definimos

ol

he(z) = h(2)(1 — 2)¢(2r — 1 — 2)°,

para z € . Sea K la unién de E y las componentes
conexas acotadas del complementario de F. Entonces
K es compacto y, si definimos h.(1) = h.(2r — 1) = 0,
entonces h. es continua en K, holomorfa en su interior y |h.| < € en la frontera.
El principio del médulo méximo implica que |h.| < € en K y, en particular,
|he(r)| < e. Haciendo tender ¢ a 0 queda |h(r)] < e. n

Teorema 12.18 (Osgood-Taylor-Carathéodory) Sea f : Q1 — Qo una
transformacion conforme entre dominios simplemente conexos acotados cuyas
fronteras sean puntos simples. Entonces [ se extiende a un homeomorfismo
f : ﬁl — ﬁz.
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DEMOSTRACION: La acotacién obliga a que las fronteras de los dominios
tengan més de un punto. Podemos suponer que Qo = D(0,1), pues en el caso
general construimos dos transformaciones conformes u y v de los dominios en
D(0,1) y las componemos con f para obtener una transformacién de D(0,1) en
si mismo. Si extendemos a las fronteras las tres transformaciones indicadas, su
composicion serd una extensiéon de f.

Por el teorema 12.16 sabemos que f admite una extensién continua de €
en el disco unidad cerrado. Basta ver que si z; y z2 son puntos frontera dis-
tintos, entonces sus imagenes por la extensién son distintas. En caso contrario,
multiplicando f por una constante adecuada de médulo 1 podemos suponer que
f(z1) = f(22) = 1. Existen arcos (continuos) v; y v2 con un extremo igual
a z1, 2z respectivamente y el resto contenido en 2. Sus imédgenes por f estdn
en las hipétesis del teorema anterior aplicado a g = f~', luego concluimos que
tl:n% g(t) = 71 = 2. L

En combinacion con el teorema de Riemann obtenemos el enunciado si-
guiente:

Teorema 12.19 Sean 0y y Qs dos dominios acotados simplemente conexos
cuyas fronteras sean puntos simples. Sean {a,b, c} tres puntos distintos de 9 y
{p, q, 7} tres puntos distintos de 9. Entonces existe una inica transformacion
conforme f : Q1 — Qo cuya extension continua a las fronteras cumple f(a) = p

y {f(0), f(c)} ={q,r} (no podemos prefijar el orden).

DEMOSTRACION: Por el mismo argumento del teorema anterior, las trans-
formaciones conformes entre {27 y ()5 se corresponden con las transformaciones
conformes del disco unidad en si mismo. Es facil ver que el teorema se reduce
a probar que dados {a,b,c} y {p,q,7} en la circunferencia unidad existe una
Unica transformacion de Mobius que deja invariante al disco unidad cerrado y
cumple lo que se le pide a f en el enunciado.

Ahora bien, existe una tunica transformaciéon de Mobius M que transforma
(a,b,¢) en (1,i,—1i) (en este orden). Puede ocurrir que M transforme el disco
unidad abierto en si mismo o bien en su simétrico respecto a la circunferencia
unidad. En el segundo caso la transformacién M (1/z) deja fijo al disco unidad
y transforma (a,b,c) en (1,—i,7). Asi pues, existe una dnica transformacién
M que deja fijo al disco unidad y ademds cumple M(a) = 1, {M(b), M(c)} =
{i, —i}. Razonando igualmente con (p,q,r) obtenemos una transformacién N
que cumple N(p) = 1, {N(q),N(r)} = {i,—i}. Entonces MN~! cumple lo
pedido. Si hubiera otra L # M N ™!, entonces LN # M y cumpliria las mismas
condiciones que M. m

El teorema anterior es véalido igualmente para dominios no acotados siempre
y cuando sus complementarios en C*> tengan interior no vacio, pues entonces
una transformacién de Mobius los transforma en dominios acotadas, y al ser
homeomorfismos de C* conservan todas las hipdtesis.

La condicién de que los puntos de la frontera sean simples es natural en vista
de las técnicas empleadas, pero no es muy cémoda de comprobar en la practica
y no es evidente que sea necesaria.
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Una condicién sencilla para que un punto z € 92 sea simple es que para
todo € > 0 suficientemente pequeno, D(z,€) N {2 sea conexo, pues entonces las
sucesiones se pueden enlazar con arcos continuos contenidos en discos cada vez
menores, lo que garantiza que la curva semiabierta que se forma tiene a z como
tnico punto limite. No detallamos el argumento porque en la seccion siguiente
veremos una condicion mejor.

12.3 El teorema de Jordan

Para acabar de perfilar los resultados que acabamos de ver necesitamos un
interesante resultado topoldgico. Su enunciado es muy simple, aunque su de-
mostracién no lo es en absoluto. Una curva de Jordan es un arco cerrado
¢ : [a,b] — C con la propiedad de que su restriccién a [a,b[ es inyectiva.
Aqui, como en el resto de la seccién, consideramos arcos continuos, no necesa-
riamente diferenciables. Una curva de Jordan es, pues, un arco continuo cerrado
que no pasa dos veces por un mismo punto, quitado el hecho de que termina
donde empieza. En la figura siguiente vemos un ejemplo de curva de Jordan y
un ejemplo de arco cerrado que no es de Jordan.

Vemos que el arco de la izquierda divide al plano complejo en dos compo-
nentes conexas, mientras que el arco de la derecha determina cinco. Nuestro
objetivo serd demostrar la afirmacion siguiente:

Teorema 12.20 (Teorema de Jordan) Si ¢ es una curva de Jordan enton-
ces C® \ ¢* tiene exactamente dos componentes conexas y ¢* es la frontera de
ambas.

Pese a la sencillez de su enunciado, este teorema no es facil de probar for-
malmente. El propio Jordan reconocié que su prueba original (de 1887) era
incompleta. En 1903 Osgood construyé una curva de Jordan con area positiva,
hecho contrario a toda intuicién que hizo dudar de si el teorema seria cierto
en toda su generalidad. Hoy se conocen diversas pruebas, muchas de ellas muy
técnicas. Entre las més antiguas estan la de Borel y Rosenthal (1924). La que
veremos aqui es una variante de la prueba de Cech (1969).

Conviene observar que no vamos a necesitar ningin resultado sobre deri-
vacién de funciones complejas. Tan sélo usaremos los hechos elementales que
probamos en el capitulo I.

Homotopias En primer lugar anadiremos algunos resultados sobre indices a
los que ya vimos en el capitulo I. Allf vimos que la funcién I(¢, z) es continua
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en z y ahora probaremos que, en cierto sentido, también es continua en ¢, en el
sentido de que, dado un punto z, si dos arcos son suficientemente parecidos sus
indices respecto a z son iguales. En efecto:

Teorema 12.21 Sea ¢ : [a,b] — C un arco cerrado y z € C\ ¢*. FEntonces
existe un 6 > 0 de manera que si 9 : [a,b] — C es un arco cerrado y cumple

[(t) — @(t)] < 0 en [a,b] entonces I(¢,z) = I(1, 2).

DEMOSTRACION: Tomamos § = l'[nfb] [p(t) — 2] > 0. Si |[Pp(t) —o(t)] < &
tela,

en [a,b] entonces ¥ (t) no puede tomar el valor z, luego I(1),z) estd definido.
Consideremos el arco cerrado

oY) -
=50 -
Claramente
1)

luego x[a,b] € D(1,1) y por consiguiente I(x,0) = 0. Por otra parte es facil
ver que I(x,0) = I(v, 2) — I(¢, z) (a partir de la caracterizacién del indice en
términos de logaritmos), luego I(¢, z) = I(¢, 2). =

Este teorema puede mejorarse de modo que sea aplicable a arcos cerrados
mas alejados entre si. Para ello introducimos el concepto de homotopia.

Definicién 12.22 Sean ¢g, ¢; : [a,b] — A C C* dos arcos cerrados. Diremos
que son homotdpicos en A si existe una funcién continua h : [0, 1] X [a,b] — A
que cumpla:

a) h(z,a) = h(x,b) para todo x € [0, 1],
b) h(0,t) = ¢o(t), h(1,t) = ¢1(t), para todo t € [a, b].
Diremos que h es una homotopia entre ¢g y ¢1.

En la practica escribiremos ¢, (t) = h(z,t), de modo que cada ¢, es un arco
cerrado. La continuidad de h significa que para valores cercanos de z los arcos
¢, son parecidos. Por ejemplo, la figura siguiente muestra como un cuadrado es
homot6pico a un segmento (recorrido dos veces en sentidos opuestos). El lector
puede escribir explicitamente la homotopia.
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El conjunto en el que se realiza la homotopia es importante. Por ejemplo,
si A es C menos un punto interior del cuadrado, entonces el cuadrado no es
homotépico en A a un segmento, pues en la deformaciéon el punto eliminado
habria de cruzar alguno de los arcos intermedios, produciendo una discontinui-
dad (todavia no estamos en condiciones de probar esto formalmente, pero la
idea geométrica es clara).

Es facil justificar que la homotopia es una relacién de equivalencia entre los
arcos con un mismo dominio [a,b]. Por ejemplo, para probar la transitividad,
si tenemos dos homotopias ¢, y 1, de modo que ¢1 = g, basta definir

| P2 sio<z<1/2
Xo = U a1y sil/2<ae <1

y comprobar que X, es una homotopia entre ¢g y 1.
Veamos ahora la generalizaciéon anunciada del teorema 12.21.

Teorema 12.23 Si ¢o, ¢1 : [a,b] — A C C son dos arcos cerrados ho-
motdpicos en A, entonces I(¢o, z) = I(¢1,2) para todo z € C\ A.

DEMOSTRACION: Fijemos un z € C\ A. Sea h una homotopia entre ambos
arcos. La imagen por h del compacto [0, 1] X [a, b] es un compacto contenido en
A, luego no contiene a z. Sea § > 0 la distancia de z a este compacto. Entonces
d < |¢x(t) — 2| para todo (z,t) € [0,1] X [a,b], luego & cumple la conclusién del
teorema 12.21 simultdneamente para todos los arcos ¢, (ver la definicién de §
en la prueba).

Como h es uniformemente continua existe un € > 0 tal que si |z — 2’| < € en
[0, 1], entonces |h(z,t)—h(2’,t)| < d paratodot € [a,b], luego |@x (t)—pu ()] < §
y por el teorema 12.21 tenemos I(¢py, z) = (¢, 2).

Ahora basta tomar una sucesion finita 0 = g < 1 < -+ < 2, = 1 de modo
que |x;41 — ;| < €y, al aplicar las igualdades de indices que hemos obtenido,
concluimos que (¢, 2) = I(¢1, 2). .

Definicién 12.24 Un arco cerrado ¢ : [a,b] — A C C™ es homotdpico a un
punto en A si es homotdpico en A a un arco constante.

Es obvio que un arco constantemente igual a zy tiene indice 0 respecto a
cualquier punto z # zg, luego el teorema anterior nos permite concluir que si ¢
es homotoépico a un punto en A C C, entonces (¢, z) = 0 para todo z € C\ A.

Aunque no nos va a hacer falta luego, ahora podemos caracterizar los abiertos
simplemente conexos en términos puramente topolégicos:

Teorema 12.25 Un abierto Q C C*° es simplemente conexo si y sélo si todo
arco cerrado contenido en € es homotdopico a un punto en Q.

DEMOSTRACION: Llamemos abiertos homotdpicamente conexos a los que
cumplen esta propiedad. Es claro que ambos conceptos se conservan al aplicar
una transformacién de Mobius, por lo que podemos considerar un abierto 2 C C.
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Si Q es homotdpicamente conexo, entonces todo arco cerrado contenido en 2
tiene indice nulo respecto a los puntos de C \ Q, luego es simplemente conexo.
Reciprocamente, si () es simplemente conexo el teorema de Riemann implica
que © = C o bien  es homeomorfo a D(0,1). Es claro que la propiedad de ser
homotdpicamente conexo es topoldgica, luego basta ver que C y D(0,1) lo son.
Veamos en general que todo abierto convexo A es homotdpicamente conexo.
Fijemos un punto zg € A. Si ¢ : [a,b] — A es un arco cerrado entonces
h(z,t) = (1—1t)f(t) +tzo es una aplicacién continua en [0, 1] X [a, b] cuya imagen
estd contenida en A. Claramente es una homotopia entre ¢ y zg. L]

Como ya hemos dicho, no vamos a usar el teorema anterior en la prueba del
teorema de Jordan. Tan sdlo nos hara falta el hecho obvio de que todo arco
cerrado en C es homotépico a un punto.

Logaritmos continuos I Ahora probaremos algunos hechos sobre existencia
de logaritmos continuos de funciones definidas sobre ciertos compactos. La
definicién de logaritmo continuo es la obvia:

Definicién 12.26 Sea f : A — C una aplicacién continua. Un logaritmo
continuo de f es una funcién continua g : A — C tal que f(z) = e9**) para
todo z € A.

Una raiz n-sima continua de f es una funcién continua h : A — C de
manera que f(z) = h(z)" para todo z € A.

Claramente, una condicién necesaria para que una funcién tenga un loga-
ritmo continuo es que no se anule. Pronto veremos que esta condicién no siempre
es suficiente. También es inmediato que si f tiene un logaritmo continuo enton-
ces tiene una raiz n-sima continua para todo natural n.

El teorema siguiente es el resultado bésico sobre existencia de logaritmos
continuos.

Teorema 12.27 Sea 0 un abierto en C y f : Q@ — C\ {0} una funcion
continua. Entonces f tiene un logaritmo continuo si y sdlo si I(¢p o f,0) =0
para todo arco cerrado ¢ contenido en Q.

DEMOSTRACION: Si f tiene un logaritmo continuo log f, entonces log f(gb(t))
es una determinacién continua del logaritmo de ¢o f, para cualquier arco cerrado
¢ en Q vy, si calculamos con él el indice de 0, obtenemos 0.

Supongamos ahora la condicién sobre los arcos y veamos que f tiene un
logaritmo. Podemos definir el logaritmo de f independientemente en cada com-
ponente conexa de (2, y cada una de ellas cumple también la hipdtesis sobre los
arcos, luego podemos suponer que {2 es conexo.

Fijemos un punto zy € Q y para cada z € {2 tomemos un arco ¢, : [0,1] — Q
que una zg con z. Ahora tomamos un logaritmo continuo L, de ¢, o f. Podemos
fijar un logaritmo wq de f(zq) y exigir que L,(0) = wyq.

Definimos log f(z) = L.(1). Asi, para todo z € Q se cumple

o8 f(2) = L) = f(p,(1)) = f(2).
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Basta probar que la funcién log f(z) es conti- 3
nua. Fijemos un punto z; € Q. Sea r > 0 tal que =

Der,r) €y f [Di,n)] € D(f().If(z0)))-
Sea L un logaritmo continuo en este ultimo disco. ¢
Podemos exigir que L(f(z1)) = log f(z1). “

Sea z € D(z1,7). Sea ¢ el segmento [z1,2] y consideremos el arco cerrado
b==¢,Ud Uo.

Una determinacién continua de logaritmo de ¢po f es =L, UL,, U(¢o foL).
En efecto, sélo hay que notar que

(_Lz)(l) = LZ(O) =L, (0) =Wy Yy Lz1(1) = L(f(gb(O)))

Por lo tanto I (o f,0) = (L(f(¢(1))—L,(1))/2mi, y por hipétesis el indice es
0, es decir, log f(z) = L(f(z)) para todo z € D(z,r). Esto prueba que log f(z)
es continua en z1, y 21 es arbitrario. =

En realidad sélo nos va a hacer falta el siguiente caso particular:

Teorema 12.28 Toda funcidn continua f : C — C\ {0} tiene un logaritmo
continuo.

DEMOSTRACION: Si ¢ es un arco cerrado en C entonces ¢ es homotépico
a un punto en C. Sea h una homotopia. Entonces h o f es una homotopia
entre ¢ o f y un punto en C\ {0}, luego segin el teorema 12.23 tenemos que
I(¢o f,0) = 0. Ahora aplicamos el teorema anterior. n

Extension de funciones continuas Demostraremos ahora un par de resul-
tados topolégicos sobre extension de funciones continuas. El primero es valido
en espacios normales cualesquiera y para funciones no necesariamente acotadas,
pero para comodidad del lector damos aqui una prueba elemental del caso que
vamos a usar.

Teorema 12.29 (Teorema de Tietze) Si M es un espacio métrico, C C M
es cerrado y f : C — R es una funcion continua y acotada entonces f se
extiende a una funcion continua en M.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos f : C — [0, 1].
Veamos que

if (f(e) + Xz 1) sice M\C
F(SL’) _ ceC ( d(z,0) ) .
f(x) sizeC

es una extension continua de f.
para cada ¢ € C'y cada x € M \ C llamemos

d(x,c)

pe(e) = 00+ 5
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Notemos que para cada € M \ C'y cada € > 0 siempre podemos encontrar

un punto ¢ € C' que haga
d(z,c)
d(z,C)

por lo que F : M — [0,1]. Para probar que F es continua en M \ C basta
ver que lo es en cada bola abierta B cuya clausura no corte a C. Fijada B, sea

no = d(C,B) >0y sean =supd(z,C) < +o0.
rzeB
Tomemos z, y € By ¢ € C con d(z,c) < 3ng. Entonces

@) - = |Goe - e
d(,0) ld(y, C) — d(, O)| + d(a, ) e, ) — dl(y, )
- d(z,C)d(y,C)

310 +
0

—1<eg,

IA

Dado z € B, paratodo 0 < € < 1 existe un ¢ € C tal que |F(z)—p.(z)| < €/2.
Ha de ser d(z,¢) < 3ng, pues en caso contrario p.(z) > (3n9)/no — 1 > 2.

Fijemos § = ¢/2K. Asisi d(z,y) < § se cumple |p.(z) — pc(y)| < €/2, luego
|F(z) — pe(y)| < € y por consiguiente F(y) < p.(y) < F(z) +e.

Tomemos ahora ¢’ € C tal que |F(y)—pe (y)| < €/2. Como antes concluimos
que d(y, ¢) < 3no, luego |po (z) — per(y)| < €/2 v asi F(z) < F(y) +e.

En resumen, si d(z,y) < d entonces |F(x) — F(y)| < e. Esto prueba que F'
es continua en z.

Veamos ahora que F' es continua en todo punto ¢y € C. Dado ¢ > 0 sea
d > 0 tal que si ¢ € C cumple d(c, ¢p) < 48 entonces | f(c) — f(co)| < €/2. Basta
probar que si z € M \ C cumple d(z, cg) < ¢ entonces |F(x) — f(co)| < e.
Tomemos c € C tal que

d(z,c) <d(z,c0) < y |d(z,c)—d(z,C)| < (¢/2)d(z,C).

Asi
d
(@) _ 1< <.
d(z,C) 2
Como d(c, ) < 2§ tenemos F(z) < p.(x) < f(co) + €. Por otro lado, para

todo ¢ € C, si d(x,c) > 26 entonces

y si d(z,¢) < 26 entonces d(c, cg) < 46, luego p.(x) > f(c) > f(co) — €.
Por consiguiente F'(z) > f(co) — € y en total |F(z) — f(co)| < e. "

A partir de aqui probaremos un resultado sobre extensién de funciones de
variable compleja. Necesitamos el concepto de homotopia de funciones:
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Definiciéon 12.30 Dos funciones continuas fy, f1 : A — B C C son ho-
motdpicas en B si existe una funcién continua h : [0,1] x A — B tal que
ho(2) = fo(2) y h1(z) = f1(2) para todo z € A.

Como en el caso de arcos, es facil ver que la homotopia en B de aplicaciones
continuas de A en B es una relacién de equivalencia.

Teorema 12.31 (Borsuk) Sean A C B subconjuntos cerrados de C de modo
que A sea compacto. Sean f : A — C\ {0}, g : B — C\ {0} funciones
continuas acotadas' tales que f es homotopica en C\ {0} a gla. Entonces f
admite una extension continua F : B — C\ {0}.

DEMOSTRACION: Sea C' = ([0,1] x A) U ({1} x B). Sea h una homotopia
entre f y gla en C\ {0} y extenddmosla a C' mediante h(1, z) = g(z). Es claro
que h sigue siendo continua y acotada.

Aplicamos el teorema de Tietze a las funciones Reh e Imh y obtenemos
asi una funcién continua H : [0,1] x C — C que extiende a h. Entonces
H~1[C\ {0}] es un abierto que contiene a C.

Sea Ay, = {z € C|d(z,A) <1/k}. Claramente estos conjuntos forman una
sucesion decreciente de compactos y

ﬁ([o, 1] xAy)=Ax[0,1]cCc HC\{0}.
k=1

Por la compacidad existe un k tal que [0,1] x A, C H~[C\ {0}]. En caso
contrario tomarfamos una sucesién de puntos zj € [0,1] x A, \ H~[C \ {0}].
Como estd contenida en A; tendria una subsucesiéon convergente a un punto
x € [0,1] x Ay, pero la subsucesién estd finalmente en cada cerrado Ay x [0, 1],
luego en realidad z € [0, 1] x A. Por otro lado la subsucesién estd en el cerrado
C\ H7MC\ {0}], luego z € ([0,1] x A) \ H~'[C\ {0}], contradiccién.

Para cada z € B es claro que
(min{1, kd(z, A)},z) € ([0,1] x Ay) U ({1} x B) ¢ H~'[C\ {0}],

luego F(z) = H(min{1, kd(z, A)}, z) es la extensién buscada de f. n

Logaritmos continuos IT El teorema 12.27 caracteriza las funciones conti-
nuas en un abierto que tienen un logaritmo continuo. Ahora caracterizamos las
funciones continuas en un compacto con esta misma propiedad.

Teorema 12.32 (Borsuk) Sea C C C compacto y f : C — C\ {0} una
aplicacion continua. Las condiciones siguientes son equivalentes:

a) f es homotdpica a una constante en C\ {0}.

1 Admitiendo el teorema de Tietze para funciones no acotadas podemos suprimir la hipétesis
de que g esté acotada.
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b) f admite una extension continua F : C — C\ {0}.

¢) f tiene un logaritmo continuo.

DEMOSTRACION: a) — b) se sigue del teorema anterior, tomando como g
una funcién constante en C.

b) — ¢) F tiene un logaritmo continuo por el teorema 12.28, luego f también.

c) — a) Si log f es un logaritmo continuo de f en C, entonces h(z) =
et108 f(2) es una homotopfa en C \ {0} entre f y la funcién constante 1. =

Como consecuencia inmediata tenemos:

Teorema 12.33 Sea C' un subconjunto compacto de C y fo, f1: C — C\ {0}
dos funciones continuas homotdpicas en C\{0}. Entonces fy tiene un logaritmo
continuo si y solo si lo tiene f1.

DEMOSTRACION: fg es homotépica a una constante en C \ {0} si y sélo si
lo es fi. m

Veamos otro criterio que usaremos después:

Teorema 12.34 Sea C' un subconjunto compacto de C y f : C — C\ {0} una
funcion continua. Si 0 estd en la componente conexa no acotada de C\ f[C]
entonces [ tiene un logaritmo continuo.

DEMOSTRACION: Tomemos 7 tal que f[C] € D(0,r). Entonces r estd en
la componente conexa no acotada de f[C], al igual que 0, luego existe un arco
¢ :]0,1] — C con extremos 0 y r contenido en C\ f[C]. Entonces h;(z) =
f(2) — é(t) es una homotopia en C\ {0} de f con la funcién g = f —r, y se
cumple que g[C] C D(—r,r).

Por lo tanto, hj(z) = (1 —1t)(g(z) +r) —r es una homotopia en C\ {0} entre
g v la funcién constante —r, luego f es homotdpica en C\ {0} a una constante,
y por el teorema 12.32 tiene un logaritmo continuo. m

Funciones sobre la circunferencia Ahora vamos a estudiar con més detalle
el caso concreto en que C es la circunferencia unidad |z| = 1. Para construir
aplicaciones continuas sobre la circunferencia usaremos este sencillo resultado,
cuya prueba dejamos al lector.

Teorema 12.35 Sea f : [0,1] — C* wuna funcién continua que satisfaga
f(0) = f(1) y sea C la circunferencia unidad |z| = 1. Entonces la funcion
g: C — C definida por g(e*™*) = f(z) para x € [0,1] es continua sobre C.

En particular, si ¢ es una curva de Jordan entonces ¢* es homeomorfo a
la circunferencia unidad (no es restriccién suponer que el dominio de ¢ es el
intervalo [0, 1]).
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Teorema 12.36 Sea C' la circunferencia unidad. Entonces toda funcion conti-
nua f : C — C\{0} se expresa de forma unica como f(z) = 2"e93) | para cierta
funcidn continua g : C — C y un n € Z (entendiendo que g estd determinada
salvo un maltiplo entero de 2mi).

DEMOSTRACION: Sea ¢(t) = f(e2™), para t € [0,1]. Sea 27wit)(t) una
determinacién continua del logaritmo de ¢, de modo que ¢(t) = e2™i(t) - Sea
n=1(¢4,0) =¢(1) —1(0). Entonces

e 2mint f(2mity — 2mW(M =) hara todo t € [0,1]. (12.3)

La funcién 27i (1(t) — nt) toma el mismo valor en 0 y en 1, luego por el
teorema anterior la funcién g(e*™*) = 2mi(1)(t) — nt) es continua sobre C. Asf
(12.3) se convierte en

e 2mint f(2mity — 9™ para todo t € [0,1],

es decir, f(z) = 2"e9(3), para todo z € C.

Si tenemos dos expresiones f(z) = 2med9(2) = ;meh(2)  hasta probar que
n = m, pues entonces e9(*) = e"(*) luego g(z)—h(z) toma sélo valores miltiplos
de 27i y por conexién g(z) — h(z) = 2kwi, para un k € Z fijo. Ahora bien,
2= = ¢M(2)=9(2) lyego basta probar que el tnico entero n tal que la funcién
z™ que tiene un logaritmo continuo es n = 0.

Supongamos que z" = e9*) con n # 0. Sea h(z) = g(z)/n. Entonces
2" = (M#))" Tuego (z/eM*))" = 1, luego z/e"(*) = e2k™/" para un cierto
k=0,...,n—1. Asf pues, todo z € C es de la forma z = e"(*)e2k7i/" para un
tinico k. Sea Cy = {z € C' | z = "B e2km/n) | =0,...,n— 1.

Acabamos de probar que los conjuntos C}, son disjuntos y su unién es todo
C. Pero es inmediato comprobar que son cerrados, lo que contradice la conexién
de C. "

Lo que este teorema significa es que las Unicas funciones continuas en la
circunferencia unidad que no tienen un logaritmo continuo son las potencias
no nulas de z, en el sentido de que cualquier otra funcién asi se diferencia de
una potencia de z en una funcién que si tiene un logaritmo. Para expresar
adecuadamente este hecho hemos de usar el lenguaje de la teoria de grupos:

Definicién 12.37 Sea K un subconjunto compacto de C. Llamaremos G(K)
al grupo de las funciones continuas de K en C que no se anulan (es un grupo
con el producto definido puntualmente).

Llamaremos F(K) al conjunto de las funciones continuas en K que admiten
un logaritmo continuo (o sea, a las funciones exponenciales). Obviamente E(K)
es un subgrupo de G(K).

En estos términos, el teorema anterior afirma que, para el caso de la circun-
ferencia unidad C, todo elemento del grupo cociente G(C)/E(C) se expresa de
forma tnica como [z]™ para un cierto entero n, es decir, que el grupo cociente
es un grupo ciclico infinito generado por [z].

Nuestra prueba del teorema de Jordan se basara en generalizar este resultado
a compactos cualesquiera. Por lo pronto lo traducimos a cuadrados:
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Teorema 12.38 Sea K (la frontera de) un cuadrado de centro p. FEntonces
toda funcion f € G(K) se expresa en la forma f(z) = (z — p)"e93), para una
cierta funcion continua g sobre K y un cierto entero n.

DEMOSTRACION: Es claro que la aplicacién z — z —p es un homeomorfismo
de K en un cuadrado de centro 0, y la aplicacién z — z/|z| es un homeomorfismo
de este cuadrado sobre la circunferencia unidad C, es decir, que la aplicaciéon
¢ : K — C dada por ¢(z) = (# — p)/|z — p| es un homeomorfismo.

La aplicacién ¢! o f es continua en C' y no se anula, luego el teorema 12.36
nos da que es de la forma f(¢~'(2)) = 2"¢"*). Por lo tanto, para todo z € K
se cumple

f(z) = ¢(Z)neh(¢(2)) =(z—p)"z— p|—neh(¢(2)) =(z— p)neh(¢(Z))—nlog lz—p|
u

Podriamos probar la unicidad, pero no nos va a hacer falta.

Funciones sobre compactos arbitrarios El teorema siguiente es el primer
paso para determinar la estructura de los grupos G(K)/E(K) en el caso general.

Teorema 12.39 Sea K un subconjunto compacto de C y f : K — C\ {0} una
funcidon continua. Entonces existe un nimero finito de puntos p1,...,pny € C\K
y enteros ny,...,ny tales que la funcion

tiene un logaritmo continuo en K.

DEMOSTRACION: Transformando K con una funcién z — az + b podemos
suponer que K C ]0,1[x]0, 1[. El teorema de Tietze nos da una funcién continua
fo:10,1] x [0,1] — C que extiende a f.

Sea L = f;[0], que es un compacto disjunto de
K. Sear =d(K,L) > 0. Sea m un nimero natural
mayor que v/2/r y dividamos el cuadrado unidad en
m X m cuadrados de lado 1/m. Llamémoslos Cij vy

sea p;; el centro de Cyj, para ¢, j =1,...,m. E_\L
La elecciéon de r y de m hace que un mismo cua- Q‘

drado no pueda cortar simultaneamente a K y a L

luego, si llamamos K7 a la unién de todos los cuadra-

dos que cortan a K, obtenemos un compacto disjunto 0 1

con L. Sea f; la restriccién de fy a K;. Asi fi es una

funcién continua que no se anula y extiende a f. Extendemos f; a los vértices

de todos los cuadrados sobre los que no esté ya definida asignandoles el valor 1.
De este modo, para cada lado de cada uno de los cuadrados, o bien f; esta

definida sobre todo él o bien sé6lo estd definida sobre sus extremos. En el iltimo
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caso es claro que podemos extender f1 a todo el lado de modo que f; siga siendo
continua y no nula (se trata de construir un arco con dos extremos dados no
nulos y que no pase por 0).

Llamemos K5 a la unién de K; con las fronteras * K
de todos los cuadrados. Segun acabamos de observar,
podemos extender f; a una funcién continua fo sobre
K5 que no se anule. Tenemos que para cada i, j, la
funcién f estd definida sobre todo Cj; o sélo sobre
su frontera. Sea J el conjunto de los pares (4, j) para
los que se da este tltimo caso.

Para cada (i,7) € J el teorema 12.38 nos da que
existe un entero n;; tal que la funcién (z—p; ;)™ f2(2)
(restringida a la frontera de C;) tiene un logaritmo
continuo, luego por el teorema 12.32 admite una extensién continua a C (y en
particular a C;;) que no se anula. Llamémosla Fj;.

Ahora podemos definir F sobre [0,1] x [0, 1] mediante

0 1

fQ(Z) H (Z 7pij)nij siz S K2
F(Z) _ (i,5)€J
Fu(z) II (z—pij)™i size Cup, (u,v) €J
(i,5)€J
(4,5)#(u,v)

La funcién F' es continua en [0, 1] x [0, 1], no se anula y extiende a la funcién

f(z) I (z=piz)".

(i,5)€J

Pero h(z,t) = F((1 — t)z) es una homotopia en C\ {0} entre F' y una
constante, luego por el teorema 12.32 tiene un logaritmo continuo. L]

En términos de grupos, el teorema anterior equivale a que toda clase del
grupo cociente G(K)/E(K) se expresa como producto de un nimero finito de
clases [z — p|, para ciertos puntos p € C\ K. El paso siguiente es demostrar que
los puntos p se pueden tomar en un conjunto mucho mas pequeno.

Teorema 12.40 Sea K un subconjunto compacto de C. Para cada componente
coneza acotada C de C\ K escojamos un punto pc € C. FEntonces, cada ele-
mento del grupo cociente G(K)/E(K) se expresa como un producto finito de
clases [z — pc] (entendiendo que si no hay componentes conexas no acotadas
entonces G(K)/E(K) =1).

DEMOSTRACION: Basta probar que toda clase [z — p] con p € C\ K es
igual a [1] 0 a una de las clases [z — pc]. Si p estd en la componente conexa no
acotada de C\ K entonces el teorema 12.34 implica que z —p tiene un logaritmo
continuo, luego [z — p| = [1].

Si p estd en la componente acotada C' entonces basta probar que la funcién
f(z) = (# = p)/(z — pc) tiene un logaritmo continuo. Tomamos un arco ¢
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contenido en C'y que una p con pc. Entonces Hy(z) = (z — ¢(t))/(z — pc) es
una homotopfa en C\ {0} entre f y la funcién constante 1, luego f tiene un
logaritmo continuo. L]

Nos falta probar que el producto dado por el teorema anterior es tinico. Lo
obtendremos como consecuencia del teorema siguiente.

Teorema 12.41 Sea K un subconjunto compacto de C, sea C' una componente
conezxa acotada de C\ K, sea p € C y n un entero no nulo. Entonces la funcion
definida en K mediante f(z) = (z—p)™ no tiene una extension continua a KUC
que no se anule.

DEMOSTRACION: Haciendo una traslacién podemos suponer que p = 0.
Supongamos que f tiene una extensién continua F : KUC — C\{0}. Entonces
F(z) = 2™ para todo z € K. Sea r tal que C esté contenido en D(0,r).
Definamos g : D(0,7) — C mediante

_Jam size D(0,r)\C
9(2) = {F(z) sizeC.

La definicién es consistente y g es continua. Para verlo basta tener en cuenta
que

Cn(D0,r)\C)=C\CCK,

pues C es abierto y cerrado en C\ K.

Como 0 € C, tenemos que la funcién g no se anula. Es obvio que g es ho-
motdpica a una constante en C\ {0} (tomando hi(z) = g((1—1t)z)). Por lo tanto
g tiene un logaritmo continuo y también lo tiene z™ en la circunferencia |z| = r.
Es facil pasar del teorema 12.36 a un resultado andlogo para circunferencias de
radio arbitrario, con lo que tenemos una contradiccién. [

Con esto llegamos al teorema general:
Teorema 12.42 Sea K un subconjunto compacto de C. Para cada componente

conezxa acotada C de C\ K escojamos un punto pc € C. Entonces cada elemento
del grupo cociente G(K)/E(K) se expresa de forma tinica como

z

[Z _pCi]niv

?

I
—

para ciertas componentes (distintas) C; y ciertos enteros no nulos n;.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que todo elemento del cociente se expresa de
esta forma. Si un mismo elemento admitiera dos expresiones distintas, despe-
jando en la igualdad encontrariamos una expresiéon de la forma
N
[Z _pCi]nl = [1}7
it

K2



354 Capitulo 12. Transformaciones conformes

donde N # 0 y ninguno de los exponentes es nulo. Esto significa que

N
[1(:—po)™ =/,
i=1

para una cierta funcién f continua en K. Despejando uno de los factores obte-

nemos
ol (2)

N e
Hizz(z —pc, )"

Ahora bien, la funcién ef(®) se extiende a una funcién en C que no se anula
(por el teorema 12.32) y las funciones z — p¢, se extienden de forma natural
a funciones continuas que no se anulan en K U C7, luego tenemos una funcién
continua que no se anula en K UC] y que extiende a (z—p¢, )™ . Esto contradice
al teorema anterior. "

(Z — Pc,y )n1 =

Equivalentemente, el teorema anterior afirma que cada [f] € G(K)/E(K) se

expresa como

[1[z = pe]™,

c
donde C recorre las componentes conexas acotadas de C\ K y los enteros ng son
todos nulos salvo quiza un nimero finito y estan univocamente determinados
por [f].

En términos algebraicos esto significa que el grupo G(K)/E(K) es un grupo
abeliano libre de rango igual al nimero de componentes conexas acotadas de
C\ K. Si el lector no estd familiarizado con este lenguaje podemos decir equi-
valentemente que el grupo G(K)/E(K) es isomorfo a la suma directa de tantas
copias de Z como componentes conexas acotadas tiene C\ K, y el isomorfismo
es el dado por [f] — {nc}c.

Esto es crucial, pues el rango de un grupo abeliano libre es un invariante
algebraico o, en otros términos, si n # m los grupos Z" y Z™ no son isomorfos.?
Tgualmente, Z™ no es isomorfo a una suma directa infinita de copias de Z.

Asi pues, ahora podemos afirmar que si K y K’ son dos subconjuntos com-
pactos de C entonces los grupos G(K)/E(K) y G(K')/E(K') son isomorfos si y
s6lo si C\ K y C\ K’ tienen el mismo nimero de componentes conexas. Esto o,
—si se prefiere— el teorema siguiente, es un resultado més fuerte que el teorema
de Jordan.

Teorema 12.43 Si K y K’ son compactos homeomorfos en C>® entonces los
abiertos C* \ K y C>® \ K’ tienen el mismo nimero de componentes conezas.

2Una prueba rapida de este hecho es la siguiente: Tenemos que Z™ C Q™. Si f es un
isomorfismo de grupos entre Z™ y Z" la restriccién de f a la base canénica de Q" determina
una aplicacién lineal de Q™ a Q™. Es facil ver que esta aplicacién extiende a f. Igualmente
extendemos la inversa de f y vemos que la composicién de las extensiones deja invariante a la
base candnica del espacio correspondiente, luego las extensiones son isomorfismos. Igualando
las dimensiones concluimos que n = m.
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DEMOSTRACION: Vamos a suponer que K # C*® # K’, que es el tnico
caso que vamos a necesitar. El caso restante serd inmediato tras 12.48. Apli-
cando transformaciones de Mobius podemos suponer que estan contenidos en C.
Notemos que C*\ K y C\ K tienen el mismo nimero de componentes conexas.

Si h: K — K’ es un homeomorfismo, la aplicacién ¢ : G(K') — G(K)
dada por ¢(f) = ho f es claramente un isomorfismo de grupos. Ademds f tiene
un logaritmo continuo si y sélo si lo tiene ¢(f), luego ¢[E(K')] = E(K) vy, en
consecuencia, ¢ induce un isomorfismo entre G(K')/E(K') y G(K)/E(K). El
teorema se sigue ahora de las observaciones precedentes. m

Demostracion del teorema de Jordan Si ¢ es una curva de Jordan enton-
ces ¢* es homeomorfo a la circunferencia unidad (por el teorema 12.35), luego el
numero de componentes conexas de C*> \ ¢* es igual al niimero de componentes
conexas del complementario de la circunferencia, o sea, dos.

Sea C' una de componente conexa de C*® \ ¢*. Como C' es abierto y cerrado
en C* \ ¢* se cumple dC' C ¢*. Por otra parte C C C UJC C C U ¢*, luego
C>\ C # @ (pues el complementario de C'U ¢* contiene a la otra componente
conexa de C* \ ¢*).

Obviamente C* \ 9C = C U (C*® \ C), lo que prueba que C*® \ 9C es
disconexo. Si fuera dC # ¢* entonces JC seria homeomorfo a un subconjunto
compacto propio K de la circunferencia unidad, pero es obvio que C>* — K es
conexo, luego por el teorema anterior tendriamos que C* —JdC también lo seria.
Esto prueba que 0C' = ¢*. n

Consecuencias Ahora podemos probar facilmente varios hechos sobre curvas
de Jordan, muchos de ellos intuitivamente evidentes. Por lo pronto podemos
definir el interior y el exterior de una curva de Jordan en C:

Definicién 12.44 Si ¢ es una curva de Jordan en C, llamaremos interior de ¢
a la componente conexa acotada de C\ ¢*, y lo representaremos por I(¢). A la
componente conexa no acotada la llamaremos exterior de ¢, y la representaremos

por E(¢).

Tenemos probado que I(¢) y E(¢) son abiertos conexos disjuntos de modo
que

C\o¢* =1(9) UE(d), I(¢)=1(p)U¢", E(¢)=E(9)Us".

Teorema 12.45 Si ¢ es una curva de Jordan en C entonces I(¢,z) = +1 para
todo punto z € I1(¢).

DEMOSTRACION: Podemos suponer que el dominio de ¢ es el intervalo [0, 1].
Sea C' la circunferencia unidad y f : C — ¢* el homeomorfismo dado por el
teorema 12.35, f(e*™) = ¢(t).

Sea g : ¢* — C el homeomorfismo inverso. Sea p € I(¢). Entonces el
teorema 12.42 nos da que g(z) = (z — p)"e?), para cierto entero n y cierta
funcién continua h.
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Por lo tanto z = (f(z) — p)"e"/(*)) para todo z en la circunferencia unidad
0, equivalentemente, e2™* = (¢(t) — p)"e"/®) para todo t € [0,1]. Si L es una
determinacién continua del logaritmo de ¢(t) — p tenemos que nL(t) + h(o(t))
es una determinacién continua del logaritmo de e?™*. De aqui se sigue que

1= I(SZW”, 0) - n[(¢ap)7

con lo que ha de ser I(¢,p) = £1. "

Claramente, si ¢ es una curva de Jordan, —¢ también lo es, y con el mismo
rango, luego I(¢) = I(—¢). Ademds I(¢,z) = —I(—¢,z). Esto significa que
cambiando ¢ por —¢ podemos exigir que el indice de los puntos interiores de
¢ sea igual a 1. En tal caso diremos que la curva esta orientada positivamente,
y en caso contrario que lo estd mnegativamente. Con los convenios usuales de
representacién grafica, la orientacion positiva significa que ¢ deja los puntos
interiores a la izquierda segun el sentido de avance.

Para las aplicaciones siguientes necesitamos un resultado técnico. Diremos
que un compacto K C C separa dos puntos a, b € C\ K si a y b estdn en
componentes conexas distintas de C \ K.

Teorema 12.46 Se cumple

a) Un subconjunto compacto K de C separa dos puntos a y b si y sdlo si la
funcion f(z) = (z —a)/(z — b) no tiene un logaritmo continuo en K.

b) Si K1 y Ky son subconjuntos compactos de C que no separan dos puntos
a, by K1 N Ky es conexo, entonces K1 U Ky tampoco separa a y b.

DEMOSTRACION: a) Siay b estdn en la misma componente conexa de C\ K
entonces f tiene un logaritmo continuo. El argumento ya lo hemos empleado
en la prueba del teorema 12.40. Si f tiene un logaritmo continuo entonces
f se extiende a una funciéon F' sobre continua en C y sin ceros. Si a y b no
estuvieran en la misma componente conexa de C\ K entonces uno de los dos,
digamos a, esta en una componente acotada C' que no contiene a b. La funcién
z—a = f(z)(z—0b) se extiende a una funcién sin ceros en K UC en contradiccién
con el teorema 12.41.

b) Por el apartado anterior la funcién f tiene un logaritmo continuo en K3
y otro en K5. Por conexion ambos logaritmos se diferencian en una constante
en K1 N K, luego modificando uno de ellos podemos exigir que coincidan en
K7 U K>, con lo que podemos formar un logaritmo continuo de f en K7 U Ks.
De nuevo por el apartado anterior tenemos que K7 U K5 no separaay b. =

Teorema 12.47 Sea ¢ una curva de Jordan en C. Sean a y b dos puntos
distintos en ¢ y sea ¥ un arco inyectivo que una a y b de modo que, salvo por
sus extremos, esté contenido en el interior de ¢. Entonces existen dos arcos Yy
y ¥y de extremos a y b cuya union es ¢. Los arcos ¢1 = 11 Uy y ¢dpg = Yo U7y
son curvas de Jordan, sus interiores son disjuntos y I(¢) —~* = I(¢1) U I(¢p2).
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DEMOSTRACION: Las primeras afirmaciones son faciles de ! b
probar. El conjunto F' = ¢7 \ {a, b} estd contenido en ¢*, que
a su vez estd en la clausura de E(¢). Por lo tanto F'U E(¢)
es conexo, no acotado y disjunto de ¢3. Consecuentemente @ Vo

I(¢2)  C\ (F U E(6)) = 1(9) \ F.

Como I(¢s) es disjunto de ¢ = (¢* — F)U~*, en realidad I(¢2) C I(¢)\v*.
Igualmente llegamos a que I(¢1) C I(¢) \ 7v*, luego I(¢1) U (o) C I(d) \ v*.

Para probar la otra inclusién tomemos un punto z € I(¢) \ v* y un punto
w € E(¢). Siz no estuviera ni en I(¢1) ni en I(¢2), entonces —puesto que
tampoco estd en las fronteras— habria de ser z € E(¢1)NE(¢2), pero la inclusién
ya probada implica que también w € E(¢1) N E(¢2), luego ni ¢F ni ¢ separan
a z y w. Como su interseccion es el conexo v*, el teorema anterior nos da que
@1 U @5 tampoco separa a z y w, y mucho menos lo hara el subconjunto ¢*, pero
lo cierto es que si lo hace.

Veamos finalmente que I(¢1) y I(¢2) son disjuntos. Si tuvieran un punto
en comin, como I(¢s) C C\ ¢f, la unién serfa un subconjunto conexo de
este conjunto, del cual I(¢71) es una componente conexa, luego I(¢2) C I(¢1).
Similarmente tendriamos la otra inclusién y asi I(¢1) = I(¢2), pero esto es
absurdo, pues sus fronteras no son iguales. m

Recordemos que en la prueba del teorema 12.43 no hemos contemplado el
caso en que uno de los compactos fuera C*. Puesto que una curva de Jordan
no es homeomorfa a C*, como es facil probar, los razonamientos posteriores
no han necesitado este caso. No obstante vamos a ver que también es cierto.
Para ello basta probar que C* no es homeomorfo a ningin subconjunto de C.
Nos apoyaremos en un hecho técnico mas:

Teorema 12.48 Sea C la circunferencia unidad, y f : C — C\ {0} una
funcion continua tal que f(—z) = —f(z) para todo z. Entonces f no tiene una
raiz cuadrada continua, luego tampoco tiene un logaritmo continuo.

DEMOSTRACION: Si g fuera una raiz cuadrada continua de f entonces h(z) =
g(—2)/g(z) serfa continua y cumplirfa h(z)? = —1 para todo z € C, luego por
conexion seria constante igual a £i. Pero entonces

—1=(&i)? = h(2)h(—2) = 1.

Teorema 12.49 (Borsuk) Sea F = {(z,y,2) € R® | 22 +y> + 22 = 1} y
f + E — C una aplicacion continua. Entonces existe un punto p tal que

f(p) = f(-p).

DEMOSTRACION: Sea h la funcién en D(0,1) dada por

h(z,y) :f(x,y,\/lfony) —f(fz,fy,f\/l—zQ—yQ).

3Por ejemplo porque dos puntos desconectan a una circunferencia pero no a C>.
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Si no existe ningin punto p tal que f(p) = f(—p) entonces h no se anula.
Como el complementario del disco unidad es conexo h tiene un logaritmo con-
tinuo (segun el teorema 12.42 el grupo G(K)/E(K) es trivial). En particular
también lo tiene la restriccién de h a la circunferencia unidad C, pero por otro
lado h|c(—2) = —h|c(2), v el teorema anterior implica que dicho logaritmo no
existe. n

Teniendo en cuenta que C*> es homeomorfo a la esfera F, hemos probado
que no existen funciones inyectivas y continuas de C>* en C, como queriamos
probar.

Relacion con las transformaciones conformes Recordemos el teorema
12.18, segtn el cual una condicién suficiente para que una transformacién con-
forme entre dos dominios simplemente conexos se pueda extender a las clausuras
es que todos sus puntos sean simples. Cuando un dominio simplemente conexo
Q) tiene todos sus puntos frontera simples tenemos que una transformacién con-
forme f : Q — D(0,1) se extiende a un homeomorfismo de Q en D(0, 1), luego
en particular 02 es homeomorfa a la circunferencia unidad, es decir, es el rango
de una curva de Jordan ¢ y  es entonces una de las componentes conexas de
C=\ ¢

Asi pues, si llamamos dominios de Jordan a las componentes conexas en que
una curva de Jordan divide a C*°, hemos probado que una condicién necesaria
para que un dominio simplemente conexo tenga todos sus puntos frontera sim-

ples es que sea un dominio de Jordan. Vamos a probar que la condicién también
es suficiente. Nos basaremos en el teorema siguiente:

Teorema 12.50 Sea ¢ una curva de Jordan en C y Q = I(¢), sea z € ¢*.
Entonces para todo € > 0 existe un § > 0 tal que todo par de puntos en QUD(z, §)
pueden unirse por una poligonal contenida en QN D(z,€).

DEMOSTRACION: Por simplicidad podemos suponer que ¢(0) = z y que 0
no es uno de los extremos del dominio de ¢. Sea t; suficientemente pequeno
como para que A = f[—tg,to] C D(z,€).

Sea B el arco cerrado complementario de A en ¢* (o

sea, el complementario de A més sus extremos). Enton- B
ces z no pertenece a B, luego existe un § > 0 (podemos ”;
tomar ¢ < €) de modo que D(z,0) sea disjunto con B. @9
Veamos que este § cumple lo pedido. Llamemos C a la —

frontera de D(z,¢€).

Sip, g € QN D(2,d) tenemos que p y ¢ no estdn
separados por C U B, pues este conjunto estd en el
complementario de D(z,d). Tampoco estdn separados por ¢*, pues ambos estan
en ). Vamos a ver que la interseccién es conexa, y asi el teorema 12.46 nos dard
que p y q tampoco estan separados por C'U B U ¢* = C N ¢*.

Por construccién tenemos que A es disjunto de C'y ¢* = A U B, luego
C'N¢* C B. En consecuencia, (CUB)N¢* = (CN¢*)U(BN@*) = B, conexo.
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Asi pues, p y g estdn en la misma componente conexa U de
C\(Cug®) = (C\C)N(C\¢7).

Por lo tanto U estd contenido en la componente conexa de C\ C' que contiene
apygq,osea, UC D(z,¢) y también en la componente conexa de C\ ¢* que
contiene a p 'y ¢, o sea, U C Q. Asi pues, U C QN D(z,€) y por lo tanto p y ¢
pueden conectarse con una poligonal contenida en QN D(z,€). L]

Teorema 12.51 Sea Q un dominio acotado simplemente conexo. Entonces to-
dos los puntos de su frontera son simples si y solo si §2 es un dominio de Jordan.

DEMOSTRACION: Ya hemos visto una implicacién. Sea z un punto frontera
de un dominio de Jordan €. Por el teorema anterior, para cada n > 0 existe
un §, > 0 tal que todo par de puntos en D(z,d,) N se pueden unir por una
poligonal contenida en D(z,1/n) N Q.

Podemos suponer que la sucesién {d,, } es decreciente y, desde luego, converge
a 0. Sea {ax} una sucesién contenida en € y convergente a z. Para cada n sea
kn el minimo natural tal que a; € D(z,d,) N2 para todo k > k,,. La sucesién
{k,} es creciente.

Como €2 es conexo podemos formar un arco contenido en {2 que una los
puntos ay, hasta el ay,. A partir de aqui, si k > ky consideramos el maximo n tal
que ky, < k y unimos ay, con a1 mediante un arco contenido en D(z,1/n)NEQ.
Al unir todos estos arcos obtenemos una curva semiabierta que pasa por todos
los puntos de la sucesién y finalmente estd contenida en cada disco D(z,1/n),
con lo que su conjunto limite ha de estar formado dnicamente por z. Esto
prueba que z es un punto simple. [

Combinando este teorema con los teoremas 12.9 y 12.18, concluimos que si {2
es un dominio de Jordan, entonces existe un homeomorfismo entre €2 y el disco
cerrado D(0,1) que transforma la frontera en la frontera. Con esto podemos
probar una versién fuerte del teorema de Jordan:

Teorema 12.52 (Teorema de Jordan) Si C' es la cinrcunferencia unidad,
todo homeomorfismo en la imagen ¢ : C' — C> se extiende a un homeomor-
fismo ¢ : C*° — C*°. Lo mismo es vdlido si cambiamos C* por C.

DEMOSTRACION: Es claro que ¢[C] es la imagen de una curva de Jordan
en C*. Sea ; uno de los dos dominios de Jordan que determina. Por las
observaciones anteriores existe un homeomorfismo v : D(0,1) — Q; que hace
corresponder C' con ¢[C] (aunque su restriccién a C' no es necesariamente ¢).
Sea h = ¢poyp~!: C — C. Observemos que h se extiende a un homeomorfismo
f:D(0,1) — D(0,1). Basta definir

) = { R/ sz 20,

Ast, ¢1 = fop: D(0,1) — Q; es un homeomorfismo que extiende a ¢.
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Similarmente, si {2 es el otro dominio de Jordan determinado por ¢, cons-
truimos un homeomorfismo ¢ : D(0,1) — Qs que extienda a ¢. Por tltimo,
es facil construir un homeomorfismo g : C* \ D(0,1) — D(0, 1) que deje fijos
los puntos de C. Es claro que ¢ y g o ¢2 se extienden a un homeomorfismo
¢ : C® — C* que extiende a ¢.

Si ¢ : C — C, entonces podemos retocar ¢ : C*° — C> para que se
cumpla ¢(00) = oo, con lo que se restringe a un homeomorfismo de C en C.

u

Equivalentemente, dada una curva de Jordan en C* (resp. en C), existe
un homeomorfismo de C* (resp. C) en si mismo que la transforma en una
circunferencia.



Capitulo XIII

Funciones multiformes

Al estudiar las funciones de variable compleja aparecen de forma natural
las funciones multiformes. El ejemplo m&s importante es sin duda la funcién
logaritmo, que a cada numero complejo z le asigna el conjunto Log z de to-
dos sus logaritmos. Otras muy relacionadas con ésta son las funciones raiz
cuadrada, raiz cibica, etc. y muchas més que no hemos considerado desde el
capitulo I, como las funciones arco seno, arco coseno y arco tangente. Hasta
aqui hemos eludido el estudio de las funciones multiformes trabajando siempre
con ramas uniformes adecuadamente elegidas segtn las necesidades de cada mo-
mento. Ahora ha llegado el momento de investigar las funciones multiformes en
general y tratar de comprender su comportamiento. Para empezar desarrolla-
mos la teoria que permite relacionar las distintas ramas uniformes de una misma
funcién multiforme.

13.1 Prolongacién analitica

Consideremos la rama uniforme (holomorfa) del logaritmo definida sobre
el primer cuadrante, como indica la figura de la izquierda, y que toma partes
imaginarias en el intervalo |0, 7/2[. Podemos prolongarla analiticamente hasta
el semiplano superior (tomando partes imaginarias en |0, 7[) y también hasta
los tres cuadrantes e incluso hasta C\ [0, +oo[, tomando partes imaginarias en
el intervalo 10, 27].

Sin embargo ahora ya no podemos continuar. Para prolongar analiticamente
la funcién sobre un ntimero real positivo la continuidad “por arriba” exigiria
asociarle el logaritmo de parte imaginaria 0 y la continuidad “por abajo” exigiria
parte imaginaria 27. SIn embargo, serfa erréneo concluir que los niimeros reales

361
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positivos presentan algtin tipo de obstdculo a la prolongacién del logaritmo.
Esto se ve maés claro si en lugar de prolongar en sentido estricto las funciones,
hacemos avanzar sus dominios en el sentido siguiente: Una vez tenemos la rama
del logaritmo en el semiplano superior (partes imaginarias en ]0, 7[) pasamos a
la rama en el semiplano izquierdo (con partes imaginarias en |7 /2,37/2[. Esto
no es exactamente una prolongacion de la funcién, pues hemos perdido parte
del dominio que ya tenfamos, pero ciertamente la nueva funcién “continda” de
forma natural a la anterior.

Tgualmente podemos pasar a una rama del logaritmo en el semiplano inferior
que prolonga a la dltima y de ésta a su vez a una rama en el semiplano derecho,
ahora con partes imaginarias en |37/2, 57 /2[. Es decir, si vamos “olvidando la
retaguardia”, no encontramos ningin obstdculo al avance (con tal de que no
intentemos pasar sobre el 0, naturalmente). Lo dnico que sucede es que, al
volver a pasar por el primer cuadrante, lo hacemos con una funcién que no es
la que tenfamos al principio.

Este fendmeno estd en la base de la comprensién de las funciones multi-
formes, y nos lleva a considerar prolongaciones analiticas en un sentido local,
es decir, no en el de obtener funciones con un dominio mayor, sino en el de
funciones que “continian” a una funcién dada en una direccién, aunque la con-
tradigan en otra. La forma mas comoda de hacerlo es introducir el concepto de
funcién holomorfa (o meromorfa) sobre un arco que marque el “camino” de la
prolongacion.

Recordemos que una funcién f es holomorfa (o meromorfa) en oo si la funcién
f(1/z) es holomorfa (o meromorfa) en 0. En particular esto exige que f esté

definida (con valores en C*°) en un disco de la forma D(oo,r) = C*\ D(0,r).

Definicién 13.1 Consideremos un arco v : [a,b] — C*. Diremos que una
funcién f : [a,b] — C*= es holomorfa (o meromorfa) sobre v si para todo
t € [a, b] existen nimeros reales 74, ¢, > 0 y una funcién holomorfa (meromorfa)
gt : D(y(t), ) — C* de modo que para todo t’ € [a,b] tal que |t — t'| < ¢ se
cumple ¥(t') € D(y(t),r) y f(t') = g:(+(t')).

En otras palabras, si f es localmente la composiciéon de v con una funcién
holomorfa (o meromorfa). En particular esto implica que f es continua.

Con maés detalle, si f es una funcién meromorfa sobre un arco -y, tenemos
una familia de funciones meromorfas g; cuyos dominios van avanzando con v y
determinan a f. Es facil ver que cada g; debe coincidir en su dominio comin
con las funciones g/, para pardmetros t’ cercanos a t, por lo que cada una puede
considerarse una “continuacion” de las anteriores, pero si v pasa dos veces por el
mismo punto, las funciones g; correspondientes a distintos valores del pardmetro
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pueden ser completamente distintas, de modo que las funciones meromorfas en
este sentido “olvidan” los valores que han tomado tiempo atrds, por lo que
una contradiccién con valores “antiguos” no impide el avance y no delata falsos
puntos singulares.

Por ejemplo, es ficil ver que toda determinacién continua del logaritmo
sobre un arco es una funcién holomorfa en el sentido que acabamos de definir.
Sabemos que todo arco que no pase por 0 admite una determinacién continua
del logaritmo que parta de cualquier valor predeterminado. Esto se traducira
en que 0 es la Unica singularidad de la funcién logaritmo, en el sentido de que
es el tinico obstaculo real para prolongar un logaritmo.

Para precisar estas ideas necesitamos la siguiente versién del principio de
prolongacion analitica para funciones definidas sobre arcos:

Teorema 13.2 Sea v : [a,b] — C* un arco y sean f, g dos funciones mero-
morfas sobre vy que coincidan en un intervalo [a,a + 8[. Entonces f y g coinciden
en [a,b].

DEMOSTRACION: Sea s el supremo del conjunto de los nimeros x € [a, b
tales que f y g coinciden en el intervalo [a,z[. Por hipdtesis s > a. Vamos a
probar que s = b. Por continuidad f y g coinciden en [a, s].

Por la definicién anterior existen nimeros r y € y funciones holomorfas h
y h* sobre el disco D(vy(s),r) tales que si t € [a,b] v |s — t| < € entonces
Y(t) € D(v(s),r) y f(t) = h(v(1)), g(t) = h*(7(2)).

En particular esto implica que h y h* coinciden en el conjunto fy[]s — €, sH,
luego por el principio de prolongacién analitica han de coincidir! en todo el disco
D(~(s),r). De aqui se sigue que si t € [a,b] y |s — t| < € entonces f(t) = g(t).

Por la definicién de s esto sélo puede ocurrir si s = b (o de lo contrario f
y g coincidirfan en un intervalo mayor que [a, s]). Asi pues f y g coinciden en
todo el intervalo [a, b]. "

Ejercicio: Probar que en las condiciones del teorema anterior basta con que f y g
coincidan en un conjunto con acumulacién en [a, b].

Definicién 13.3 Sea f una funcién meromorfa en un dominio 2 y consideremos
un arco v[a,b] — C* tal que y(a) € . Una prolongacidn analitica de f a lo
largo de v es una funcién g meromorfa sobre «y tal que g(t) = f(v(t)) para todo
t en un intervalo [a,a + J[.

El teorema anterior implica que si f admite una prolongacién analitica a
lo largo de v entonces tal prolongacién es tnica. Si v* C () entonces f ad-
mite claramente prolongacion analitica a lo largo de +: ésta viene dada por
g(t) = f(y(t)). Esta nocién de prolongacién lo largo de arcos nos lleva a una
generalizacién de la prolongacion analitica de funciones.

INotar que no importa que h y h* puedan tener polos, pues en cualquier caso el conjunto
de polos es discreto, por lo que ambas coinciden en un conjunto con acumulacién donde
son holomorfas, sus restricciones al conjunto donde toman valores finitos son iguales y por
continuidad lo son en todo el disco.
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Sean f y g funciones meromorfas en los dominios
0 y Qs respectivamente y sea ~y[a, b] — C> un arco P .
con extremos vy(a) € Q1 y v(b) € Q. Diremos que
g es una prolongacion analitica de f lo largo de ~y si %
existe una funcién h meromorfa sobre «y tal que h(t) = .
f(y(t)) en un intervalo [a,a+ 6] y h(t) = g(v(t)) en
un intervalo |b — 4, b].

Es claro que entonces g estd determinada por f y por -+, pues la funcién h es
una prolongacién analitica de f a lo largo de «y (luego es dnica) y dos funciones
meromorfas en 25 que prolonguen a f por v han de coincidir en un entorno de
zo sobre 7y, luego han de ser la misma funcién.

La prolongacién analitica asi definida es transitiva, pues si un arco 7y prolonga
una funcién f definida en un dominio §2; hasta una funcién g definida en un
dominio 25 y un arco ¢ prolonga a g hasta una funcién h definida en un dominio
3, entonces existe un arco ¥ contenido en {2y que une el extremo final de
con el extremo inicial de ¢, y es obvio que g se prolonga a si misma a lo largo
de 1. Entonces v U1 U ¢ prolonga f hasta h.

Puede ocurrir que una prolongacién analitica de una funcién f tenga una
parte de (o incluso todo) su dominio en comtin con f y que, sin embargo, no
coincida con f. Por ejemplo, la funcién h(t) = it para t € [0, 27] es holomorfa
sobre la circunferencia y(t) = e’ y prolonga analiticamente la rama uniforme del
logaritmo en D(1,1) que cumple log 1 = 0 hasta la rama uniforme en el mismo
disco que cumple log 0 = 27i. Cambiando los dominios a [0, 47| obtenemos otra
rama distinta, y es facil ver que de este modo (e invirtiendo el sentido del arco)
podemos obtener cualquier rama del logaritmo en el disco por prolongacién de
la primera.

De este modo, una funcién meromorfa en un dominio puede prolongarse
analiticamente hasta varias funciones meromorfas distintas en otro dominio.
Conviene saber que a lo sumo podemos obtener una cantidad numerable. Para
ello conviene probar antes la caracterizacién siguiente de la prolongacién anali-
tica por arcos:

Teorema 13.4 Sean [ y g dos funciones meromorfas definidas sobre discos.
Entonces g es prolongacion analitica de f a lo largo de un arco v si y sélo si
existe una sucesion de funciones f; : D; — C*°, para i =1,...,n, meromorfas
en discos y de modo que fi = f, fn = g y cada f; coincide con fi1+1 en su
dominio comin (que es no vacio). Ademds en tal caso f puede prolongarse
hasta g a lo largo de una poligonal cuyos vértices son numeros complejos con
parte real e imaginaria racionales.

DEMOSTRACION: Supongamos que f se prolonga hasta g a lo largo de un
arco v : [a,b] — C* y sea h : [a,b] — C* la prolongacién a lo largo de 7.

Por definicién de funcién meromorfa sobre un arco, para cada ¢ € [a, b] existe
un intervalo [us, v¢] cuyo interior en [a, b] contiene a t y de modo que para todo
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s € [ug, ve] se cumple h(s) = g:(7(s)), donde g; es una funcién meromorfa en un
disco D(7y(t), 7).

Por compacidad, [a, b] puede cubrirse por los interiores de un nimero finito
de intervalos [u;,v;]. Fijemos un cubrimiento finito y tomemos uno de sus
miembros que contenga a a. Serd de la forma [a,vy]. El punto v;, ha de
pertenecer al interior de otro de los intervalos, que serd de la forma [ug,,vy,],
con a < vy, < vg,. Continuando de este modo, puesto que sélo hay un niimero
finito de intervalos, llegamos a una sucesién de intervalos

[CL, Utl]a [utzvvb}’ LR [utn7 b],

de modo que cada uno corta al siguiente en un intervalo.

Esto hace que f(y(t)) = h(y(t)) = gi, (7(t)) para puntos préximos a a (con lo
que f coincide con g;, en su dominio comin), g, (y(t)) = h(v(t)) = gt,., (V(t))
para puntos préximos a vy, (con lo que g, coincide con g;,,, en su dominio
comun), y g+, (v(t)) = h(y(t)) = g(v(t)) para puntos cercanos a b (luego g,
coincide con ¢ en su dominio comin). Aqui usamos que la interseccién de dos
discos es conexa. Esto prueba una implicacion.

Supongamos ahora que tenemos las funciones f; : D; — C*°. Tomemos
puntos z; € D; N D;41 con coordenadas racionales y sea P : [1,n — 1] — C la
poligonal que los une, de modo que P(i) = z;. Notemos que [z;, z;+1]* C Dj41.

Para i <t < i+ 1, definimos h(t) = fi+1(P(t)). Es claro que la funcién h
asi definida es meromorfa y prolonga f = f1 hasta g = f,. m

De este modo, si una funcién meromorfa puede prolongarse hasta otra, puede
prolongarse a lo largo de una poligonal con vértices racionales. Puesto que la
cantidad de tales poligonales es numerable, el nimero de prolongaciones hasta
un dominio fijo es a lo sumo numerable. Es decir. Se cumple el teorema si-
guiente:

Teorema 13.5 (Poincaré-Volterra) El conjunto de funciones meromorfas
en un dominio dado que pueden obtenerse por prolongacion analitica a partir
de una funcion dada es a lo sumo numerable.

13.2 Funciones multiformes meromorfas

Ahora estamos en condiciones de definir la holomorfia de funciones multifor-
mes. Si F': 0 — C es una funcién multiforme, llamaremos rama uniforme
de F' a cualquier funcién uniforme meromorfa f definida en un subconjunto
V de Q con la propiedad de que f(z) € F(z) para todo z € V. Una funcién
analitica h sobre un arco 7 : [a,b] — C* es una determinacion de F si cumple

h(t) € F(vy(t)) para todo t € [a, b].

Definicién 13.6 Sea {2 un dominio en C* y F':  — C*° una funcién mul-
tiforme. Diremos que F' es meromorfa en € si cumple

a) Para cada z € () existe una rama uniforme f de F' definida en un entorno
de z y tal que f(z) = w.
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b) Cualquier rama uniforme de F' definida en un dominio contenido en € se
prolonga analiticamente a cualquier otra a lo largo de una determinacién
meromorfa de F' contenida en 2.

Si F' no toma nunca el valor oo se dice que es holomorfa.

La segunda condicién excluye casos como el de la funcién F' que a cada
nimero complejo z # 0 le asigna todas sus raices cuadradas y cibicas. Es més
natural considerar que en F' hay dos funciones holomorfas distintas y no una.
Asi, mientras /z es una funcién holomorfa multiforme en C\ {0} (pronto lo
justificaremos), no lo es en el disco D(1,1), pues en él las dos ramas unifor-
mes constituyen dos funciones holomorfas independientes (diremos que en este
abierto las dos ramas se separan). Conviene observar que la determinacién de F'
que conecta dos ramas uniformes segin la propiedad b) puede tomarse siempre
holomorfa, pues si pasa por un polo siempre podemos “sortearlo” modificando
el arco.

Diremos que una funcién multiforme meromorfa F' : Q@ — C* es completa
si cuando una funcién f : A — C* meromorfa en un dominio A C € puede
obtenerse como prolongacién analitica de una rama uniforme de F', entonces f
es una rama uniforme de F.

Ejercicio: Probar que una funcién multiforme meromorfa F': ) — C*° es completa
si y sélo si toda prolongacién meromorfa de una rama uniforme de F' a lo largo de un
arco contenido en (2 es una determinacién meromorfa de F'.

Toda funcién multiforme meromorfa F' :  — C™ se “extiende” a una
funcién completa del modo siguiente: Para cada z € 2 llamamos F(z) al con-
junto de todos los valores que toman en z las funciones meromorfas definidas
en un entorno de z y que se obtienen por prolongaciéon analitica a partir de las
ramas uniformes de F a lo largo de arcos contenidos en 2. Es facil ver que F es
una funcién multiforme meromorfa en €2 y completa, con la propiedad de que
todas las ramas uniformes de F' lo son también de F. Ademds F es la tinica
funcién en estas condiciones. La llamaremos complecion de F. La posibilidad
de completar las funciones hace que no perdamos generalidad si trabajamos
Unicamente con funciones completas.

Las definiciones que acabamos de dar hacen que no sea evidente que funciones
multiformes tales como el logaritmo sean holomorfas. Falta comprobar que
satisfacen la condicién b) de la definicién. Lo probaremos en un contexto mucho
més general.

Teorema 13.7 Sea Q2 C C*° un dominio y f : @ — C* wuna funcion mero-
morfa localmente inyectiva.? Entonces f~! es una funcion meromorfa multi-
forme en el dominio G = f[Q].

2Por el teorema 8.13, si 2 C C y f no tiene polos, la hipétesis equivale a exigir que la
derivada no se anule. Es ficil ver que una funcién meromorfa es inyectiva alrededor de un
polo (finito) si y sélo si éste es simple.
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DEMOSTRACION: Tomemos z € f[Q] y w € f~1(2), es decir, f(w) = 2. Por
hipétesis existe un entorno V de w donde f es inyectiva. El teorema (8.15)
implica que g = (f|y)~! es una rama uniforme de f~! tal que g(z) = w. Més
aun, vamos a ver que dos ramas uniformes g; y go que asignen a z el mismo valor
w coinciden en un entorno de z. En efecto, podemos suponer que estan definidas
en un mismo entorno de z conexo D. Entonces V' = ¢1[D]Ngs2[D] es un entorno
de w y f[V] es un entorno de z donde g; y g2 coinciden, pues si z* € f[V],
entonces z* = f(v), para un v € V, que a su vez es v = g1(u1) = g2(uz), con
uy, ug € D. Por lo tanto z* = f(v) = u1 = u2 y g1(2*) = g2(2*) = v.

Ahora hemos de probar toda rama uniforme de f ' puede prolongarse hasta
cualquier otra. Sean, pues, ¢; : A; — Q dos ramas uniformes de f~! definidas
sobre dos dominios A;, para ¢ = 1,2. Tomemos puntos z; € A; y sean w; =
gi(z;) € Q. Existe un arco v : [a,b] — € tal que y(a) = wy, y(b) = wa.

Definimos ¢ = f[y] = v o f. Vamos a probar que g; se prolonga hasta g, a
lo largo de ¢. La funcién sobre ¢ que las conecta es h(t) = v(t). Veamos que h
es meromorfa sobre ¢. Para ello tomamos ¢ € [a, b], con lo que h(t) = y(t) € Q,
luego existe un disco D; de centro (¢) donde f es inyectiva. Sea U; un disco
de centro ¢(t) = f(v(t)) tal que Uy C f[D;]. Sobre U; estd definida la funcién
meromorfa g; = (f|p,) *|v,. Si probamos que extiende a h en un entorno de
t tendremos que h es meromorfa sobre ¢. (Mds adn, serd una determinacién
meromorfa de f~1, como exige la definicién de funcién multiforme meromorfa.)

Ahora bien, tenemos que ¢(t) = f(y(t)) € Uy, luego y(t) € f~1[Uy], luego
si t' estd en un cierto entorno de t se cumple v(t') € f~U;] € Dy y ¢(t') =
F(y(t)) € U;. Asi, por definicién de g; resulta h(t') = y(t') = g:(6(t')), como
queriamos probar.

Ahora falta ver que h coincide con las dos ramas dadas en un entorno de cada
extremo. Si nos fijamos —por ejemplo— en el extremo inicial, basta ver que
ga coincide con g; en un entorno de z1, pero gi(z1) = w1 = y(a) = go(é(a)) =
ga(21), y hemos visto que si dos ramas uniformes coinciden en z; coinciden en
un entorno. [

Ahora ya tenemos probado que la funcién logaritmo y las funciones {/z son
holomorfas en C \ {0}, el arco seno y el arco coseno son funciones holomorfas
en C\ {£1}, y el arco tangente es una funcién meromorfa en C*> \ {£i}.

En general no es cierto que la inversa de una funcién holomorfa localmente
inyectiva sea completa. Por ejemplo, la restriccién de la funcién exponencial
a la banda 0 < Imz < 47 es localmente inyectiva y su inversa es la funcién
definida en C \ {0} que a cada nitimero complejo le asigna sus logaritmos en
la banda indicada. Es facil ver que dicha funcién no es completa. De hecho,
su complecion es la funcién logaritmo. Para probarlo basta ver que ésta es
completa. Vamos a probar mas que eso.

Definicién 13.8 Una funcién meromorfa (holomorfa) F' : Q@ — C* es arbitra-
riamente prolongable (por funciones holomorfas) en Q si cualquiera de sus ramas
uniformes se prolonga analiticamente a lo largo de cualquier arco contenido en
Q que parta de su dominio (y la prolongacién es holomorfa).
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Teorema 13.9 Las funciones logaritmo, {/z, arco seno, arco coseno y arco
tangente son completas y arbitrariamente prolongables.

DEMOSTRACION: Veamos el caso del logaritmo. Consideremos un arco arbi-
trario 7 : [a,b] — C\ {0} y una rama uniforme del logaritmo en un entorno de
v(a). Sea tq el supremo de los puntos ¢ € [a, b] tales que dicha rama admita una
prolongacién analitica holomorfa a lo largo de la restriccién de v a [a, t] que sea
una determinacién holomorfa del logaritmo. Basta probar que to = b y que la
rama se prolonga hasta b mediante una determinacién holomorfa del logaritmo.

Por la unicidad de las prolongaciones analiticas, tenemos definida una tnica
determinacién holomorfa del logaritmo b : [a, tg] — C que prolonga a la rama
dada. Ahora observamos que en un entorno de (ty) existe una rama uniforme
del logaritmo L. Sea ¢ > 0 tal que y(to —¢) esté en su dominio. Por definicién de
prolongacién a lo largo de un arco existe un entorno de este punto (contenido en
el dominio de L) donde hay definida una funcién holomorfa g cuya restriccién
a v es h. Modificando L en una constante podemos suponer que extiende a g.
Es claro que L permite ahora extender la determinacién del logaritmo h hasta
un intervalo [a,tg + €, lo cual es absurdo, a no ser que to = b y, en tal caso,
tenemos una determinacién holomorfa del logaritmo en [a, b].

Para las funciones restantes se puede razonar andlogamente o bien reducirlas
al caso anterior mediante sus definiciones en términos de logaritmos. L]

13.3 Singularidades aisladas

Al igual que ocurre con las funciones uniformes, tiene interés estudiar el
comportamiento de las funciones multiformes alrededor de las singularidades
aisladas. Ahora nos encontramos con nuevos tipos de singularidades que no tie-
nen un andlogo en el caso uniforme. Por ejemplo, de acuerdo con la definiciéon
que daremos a continuacién, el 0 es una singularidad aislada de la funcién lo-
garitmo, pero no lo es de ninguna de sus ramas uniformes (en el sentido que
conocemos) puesto que no existen ramas uniformes del logaritmo definidas en
un entorno reducido de 0. Por otra parte hemos de tener en cuenta nuevos
fenémenos. Tomemos por caso la funcién

F(z) = et/ (VE),

definida en C\ {0}. Cada ntmero complejo no nulo tiene dos imdgenes, excepto
el 1, que sélo tiene la imagen e'/2. A partir de una rama uniforme de la raiz
cuadrada en D(1,1) que cumpla V1 = 1 obtenemos una rama uniforme de F
respecto a la cual 1 es un punto regular, pero a partir de la rama que cumple
V1 = —1 obtenemos una rama uniforme de F en D’(1,1) respecto a la cual 1
es una singularidad esencial.

Asi pues, un mismo punto puede ser regular o singular para distintas ramas
uniformes de una misma funcién.
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Empezaremos por dar una definicién de singularidad aislada que generalice
al concepto que ya conocemos y recoja los nuevos casos que pueden presentarse
en funciones multiformes.

Definicién 13.10 Sea F' : @ — C* una funcién multiforme meromorfa y
completa en un dominio 2. Un punto zg € € es regular si existe un disco
D = D(zp,r) tal que todas las ramas uniformes de F' con dominio contenido
en D son holomorfas y arbitrariamente prolongables en D con prolongaciones
holomorfas.

Un punto zy es una singularidad aislada de F' si tiene un entorno reducido
D' (zp,r) C 2 formado por puntos regulares.

Obviamente, si F' es holomorfa y arbitrariamente prolongable en © (lo cual
ocurre, por ejemplo, cuando F' es uniforme y holomorfa) entonces todos los
puntos de €2 son regulares para F' y un punto zg es una singularidad aislada si
y s6lo si tiene un entorno reducido D'(zp,7) C .

En particular vemos que las singularidades aisladas de las funciones unifor-
mes holomorfas en el sentido que acabamos de definir coinciden con las que ya
tenfamos definidas. Sin embargo esta definicién incluye a 0 e co como singula-
ridades aisladas de las funciones logaritmo y {/z, asi{ como a +1 e co para el
arco semno y arco coseno y +i para el arco tangente.

A la hora de estudiar una singularidad aislada zy de una funcién multiforme
F meromorfa y completa hemos de tener presente la siguiente posibilidad: Sea
D’(zg,7) un entorno reducido de zy que satisfaga la definicién de singularidad
aislada y sea G la restriccion de F' a dicho entorno. Entonces G no cumple
necesariamente la definicién de funcién multiforme meromorfa, pues dadas dos
ramas uniformes de GG, aunque son ramas de F' y por lo tanto una se prolonga
hasta la otra a lo largo de un arco adecuado, no es necesario que puedan pro-
longarse a lo largo de un arco contenido en D’(zg, 7). Es el caso de zp = 1 para
la funcién e/ (VZ+1)  que ponfamos antes como ejemplo. En D’(1,1) tiene dos
ramas uniformes que no pueden prolongarse mutuamente en dicho abierto pues,
al estar definidas en todo él, cada rama se prolonga a si misma a lo largo de
cualquier arco.

Volviendo a la funcién G en el caso general, podemos establecer una relacion
de equivalencia entre sus ramas uniformes holomorfas (observar que la definicién
de singularidad aislada implica que sus ramas no tienen polos), de modo que
dos ramas estan relacionadas si una se prolonga hasta la otra a lo largo de un
arco contenido en D’(zp,7). Si C' es una clase de equivalencia, la funcién G¢
que a cada z € D'(zp,r) le asigna los valores que en z toman las ramas de G que
pertenecen a C' es una funcién multiforme holomorfa completa y arbitrariamente
prolongable en D’(zg,r) (notar que como las ramas de G son arbitrariamente
prolongables en D’(zg,r) el dominio de G¢ es todo el entorno reducido).

Definicién 13.11 Sea F': 2 — C*° una funcién multiforme meromorfa en un
dominio Q y sea A C Q un dominio menor. Una rama de F' en A es una funcién
multiforme meromorfa G : A — C> tal que toda rama uniforme de G lo es
también de F'.
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Notemos que una rama de F' —en este sentido— que ademés sea uniforme,
es precisamente lo que venimos llamando una rama uniforme de F. Acabamos
de probar que cada funcién multiforme meromorfa completa se descompone en
una o varias ramas holomorfas completas arbitrariamente prolongables en un
entorno reducido de cada singularidad aislada. Cada una de estas ramas puede
presentar un comportamiento distinto alrededor de la singularidad.

Ejemplos Vamos a estudiar la singularidad zo = 0 de la funcién logaritmo.

Tomemos cualquier entorno reducido D’(0,r) y vamos a ver que el logaritmo
tiene en él una tnica rama. En efecto, si tomamos una rama uniforme del
logaritmo f : A — C en un dominio A C D’(0,r), sabemos que el logaritmo
tiene infinitas ramas mas en el conjunto A, exactamente las de la forma f+2kni,
para cada k € Z.

Sea v : [a,b] — C un arco cerrado contenido en D’(0,r) que parta de un
punto de A y sea h la prolongacién analitica de f a lo largo de . Entonces h
es una determinacion continua del logaritmo de v, luego

h(y(b)) = h(v(a)) + 273 I(v,0).

Por consiguiente, la rama uniforme del logaritmo en A a la que llegamos por
prolongacién analitica de f alo largo de v es f+2mi I(y,0). Puesto que podemos
tomar arcos con indice arbitrario alrededor de 0 (por ejemplo circunferencias
recorridas varias veces) vemos que cualquier rama del logaritmo en D’(0,7) se
prolonga hasta cualquier otra.

El mismo argumento se aplica a la singularidad zy = oo, es decir, el logaritmo
tiene una unica rama en cualquier entorno reducido D’(co, ), pues para pasar
de una rama a otra basta tomar arcos de indice adecuado respecto al 0.

La situacién es similar para el caso de ¢/z. Si f : A — C es una rama uni-
forme en un dominio A C D’(0,7), entonces f es de la forma f(z) = e(1/ML(2)
donde L es una rama uniforme del logaritmo, y las demds ramas uniformes en

A son de la forma
fk(Z) — e(l/n)(L(z)+2k7ri)’

para cada k € Z, de modo que f = fi/ siy s6lo si k = k' (m6d n). Teniendo
en cuenta el caso anterior, es claro que si prolongamos f = fy a lo largo de un
arco cerrado v llegaremos a la rama fj, donde k = I(v,0), luego también en
este caso la funcién tiene una unica rama uniforme en D’(0,r). Lo mismo vale
para zp = oQ. "

Estos ejemplos son representativos de la situacién general. Para verlo de-
mostraremos primero algunos resultados.

Teorema 13.12 (Principio de monodromia) Sea 2 un dominio simplemen-
te conexo y f una funcidn meromorfa (holomorfa) uniforme en un dominio con-
tenido en 2. Si f se prolonga analiticamente (mediante funciones holomorfas)
a lo largo de todo arco contenido en 2, entonces [ se extiende a una funcion
uniforme meromorfa (holomorfa) en Q.
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DEMOSTRACION: Distingamos tres casos, segtin si Q es todo C®, es C*®
menos un punto o bien es de cualquier otro tipo. Tomando una transformacién
de Mobius en los dos primeros casos o aplicando el teorema de Riemann en el
tercero, podemos encontrar una transformacién conforme u de €2 en uno de los
abiertos C*, C o D(0,1) a la que podemos pedir ademds que u~1(0) esté en el
dominio de f. Es claro que u traslada las hipétesis del teorema, luego podemos
restringirnos a los casos en que 2 = C>®, Q =Cy Q = D(0, 1) y admitir ademds
que 0 estd en el dominio de f.

Sea r el supremo de los nimeros p > 0 tales que f admite una prolongacién
meromorfa (holomorfa) a D(0, p). Es claro entonces que f admite una prolon-
gacién meromorfa (holomorfa) a D(0,7). Vamos a probar que r = oo en los dos
primeros casos y r = 1 en el tercero. De lo contrario, r serfa finito y D(0,r) C Q.
Por la compacidad de la circunferencia de radio r, debe haber un punto z en ella
tal que f no admita prolongacién analitica meromorfa (holomorfa) a ninguno
de sus entornos. Pero entonces v = [0, z] es un arco contenido en € a lo largo
del cual f no admite prolongacién analitica, en contra de la hipdtesis.

Con esto tenemos probado el teorema excepto en el caso en que = C*.
Para ¢l tenemos una extensién de f hasta C (que seguiremos llamando f) y
nos falta probar que se extiende a C*, pero basta aplicar el segundo caso a la
restriccién de f a C\ {0}, tomando Q = C> \ {0}. "

El nombre de “principio de monodromia” se debe a que si v : [a,b] —
es un arco que une un punto del dominio de f con otro punto z y h es una
prolongaciéon analitica de f a lo largo de «y, entonces por la unicidad ha de ser
h = vog, donde g es la extensién de f. En particular h(b) = g(z), lo que
significa que el valor que se obtiene en z al prolongar f a través de un arco es
independiente del camino escogido.

Teorema 13.13 Sea F : Q) — C* una funcion multiforme, meromorfa, com-
pleta y arbitrariamente prolongable. Supongamos que F tiene exactamente n
ramas uniformes en un disco D C §). Entonces F tiene exactamente n ramas
uniformes en cada disco D C €.

DEMOSTRACION: Observemos en general que si D C D* C €2 son dos discos
no necesariamente del mismo centro, entonces F' tiene el mismo ntmero de
ramas uniformes en ambos. En efecto, por el principio de prolongacién analitica
las ramas uniformes de F' en D* se restringen a ramas distintas en D y por el
principio de monodromia toda rama uniforme de F' en D se extiende a una rama
uniforme de F' en D* (la extensién es una rama de F' porque F' es completa).

Sea 2 el conjunto de los puntos z € 2 tales que F tiene exactamente n
ramas uniformes en un disco D(z,7) C Q. Segun lo que acabamos de ver, basta
probar que Q = g. Por hipédtesis Qy # &, con lo que basta probar que £ es
abierto y cerrado en €.

La observacion con que hemos empezado la prueba implica claramente que
Q) es abierto. Sea zp € Q9 NQ y sea D(zg,7) C Q un disco donde F tenga una
rama uniforme. Sea w € Qg N D(zg,r). Por definicién de g existe un disco D
de centro w donde F tiene exactamente n ramas uniformes. Segin hemos visto,
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podemos exigir que esté contenido en D(zg,r), y a su vez esto implica que F'
tiene exactamente n ramas uniformes en D(zg, 7). Por consiguiente zy € g y
Qo es cerrado en ). n

En las condiciones del teorema anterior diremos que F' tiene multiplicidad n
en {2 o que es n-forme. Ahora podemos definir:

Definicién 13.14 Sea F' : D'(zp,7) — C una funcién multiforme holomorfa
completa y arbitrariamente prolongable. Diremos que zy es un punto de ra-
mificacién de orden n si F tiene multiplicidad n + 1 en D’(zg,7). Si F tiene
multiplicidad infinita diremos que zy es un punto de ramificacion de orden infi-
nito o un punto logaritmico.

Observemos que el hecho de que F sea holomorfa presupone que todas sus
ramas uniformes estan conectadas entre si. Por ejemplo, 0 e co son puntos de
ramificacién logaritmicos para la funcién logaritmo y puntos de ramificacion
de orden n — 1 para la funcién {/z, las funciones uniformes tienen puntos de
ramificacién de orden 0 en sus singularidades aisladas y la funcién e!/(vVz+1)
tiene puntos de ramificacién simple en 0 e co y se descompone en dos ramas
uniformes (no ramificadas a su vez) alrededor de 1.

Ejemplo Consideremos la funcién arco coseno
1
Arccosw = ~ Log (w + Vw? — 1).
i

Sabemos que tiene tres singularidades aisladas en los puntos +1 e co. Vamos
a estudiarlas. Ante todo, sabemos que todo punto regular tiene un entorno D
(podemos suponer que es un disco) en el que las ramas uniformes del arco coseno
tienen la forma

flw) = %log(wqL w? —1),

donde la raiz cuadrada representa una rama uniforme de la misma en la imagen
de D por la funcién w? — 1 y el logaritmo es una rama uniforme del mismo en
la imagen de D por w + vw? — 1.

Fijemos ahora un entorno reducido D’(1,7), con 0 < r < 1, de modo que si
lw— 1| < r entonces [w? — 1| < 1/4, con lo que |v/w? — 1| < 1/2, sea cual sea la
raiz elegida. Por consiguiente w + vw? —1 € D(1,1). Esto significa que para
calcular una rama f del arco coseno en un entorno D de un punto de D’(1,r)
podemos usar una rama del logaritmo definida en D(1,1).

Asi, si 4 es un arco cerrado contenido en D’(1,7) y que parta de un punto
de D, entonces 72 — 1 es un arco cerrado en C\ {0}, a lo largo del cual podemos
prolongar la rama uniforme de la raiz cuadrada que define a f. El resultado
serd la misma rama o su opuesta segin si I(7% — 1,0) es par o impar. Es facil
ver que

I(v* = 1,0) =I(y+1,0) + I(y — 1,0) = I(y,1).
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Una prolongacién analitica de la raiz cuadrada a lo largo de 72 — 1 es una
prolongacién analitica de vw? — 1 alo largo de y, que acaba en la rama uniforme
+vw? — 1, donde el signo depende tnicamente de I(y,1). De ésta obtenemos
una prolongacién de w++vw? — 1 que toma imédgenes en D(1,1), luego podemos
componerla con la rama del logaritmo que hemos fijado en D(1,1) y obtener
una prolongacién analitica de f que acaba en

g(z) = %log(wi w? — 1),

donde el signo es positivo si I(7, 1) es par y negativo en caso contrario.

Asi pues, desde una de las infinitas ramas del arco coseno en D s6lo podemos
pasar a otra concreta mediante arcos contenidos en D’(1,7), la que se obtiene
al cambiar de raiz cuadrada pero no de logaritmo. Esto significa que el arco
coseno tiene infinitas ramas en D’(1,r), todas ellas biformes (el 1 es un punto
de ramificacién simple para cada una de ellas). Lo mismo vale para el —1.

La situacién en oo es distinta. Tomemos r > 2 y consideremos un disco
D C D'(o0,r). Sea v un arco cerrado que parta de un punto de D. Es fcil ver
que I(y?—1,0) = I(y,1) +I(vy,—1) = 21(v,0), donde usamos que 0y +1 estan
en la misma componente conexa de C\ v*.

Esto implica que al prolongar a lo largo de v2 — 1 una rama uniforme de la
raiz cuadrada llegamos a la misma rama de partida (porque el indice respecto
a 0 es par). Equivalentemente, al prolongar a lo largo de v una rama uniforme
de vw? — 1 llegamos a la misma rama. En particular la prolongacién es un
arco cerrado en C \ {0} y se comprueba sin dificultad que (/2 —1,0) =
(1/2)1(+* — 1,0) = I(7,0).

Tomando r suficientemente grande podemos garantizar que se cumple la
desigualdad |y(t)| < |v(t) + /7(t)> — 1], de donde el teorema 8.9 nos permite

concluir que I(y + /v2 —1,0) = I(/7% — 1,0) = I(~,0). Esto implica que si
L es una determinacién continua del logaritmo de v + /72 — 1, el valor final
de L es el inicial més 27i I(7,0), luego la prolongacién analitica de una rama
uniforme f del arco coseno en D acaba en la rama f + 27 I(7,0).

Por consiguiente, los arcos contenidos en D’(oo,r) conectan las ramas del
arco coseno que se diferencian en la eleccién del logaritmo, pero no en la raiz
cuadrada, lo que se traduce en que el arco coseno tiene dos ramas multiformes
en D’(o00,r), cada una de las cuales tiene un punto de ramificacién logaritmico
en oo.

Estos hechos tienen una interpretaciéon geométrica muy simple. Si D es un
disco contenido en C\ {#1} y suponemos por simplicidad que no corta al eje
real, entonces las ramas uniformes del arco coseno sobre D toman valores en
cada una de las semibandas sombreadas igualmente en la figura de la pagina
siguiente (ver pdg. 15).

Las ramas que se obtienen cambiando de rama del logaritmo se diferencian
en un multiplo de 2w, luego se corresponden con el cambio de una banda por
otra paralela. Por el contrario, cambiar de rama de la raiz cuadrada significa
cambiar de semiplano. Con mas detalle, si partimos de una rama del arco coseno
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que toma imégenes en la semibanda m < Rez < 27, Im 2z > 0 y la prolongamos
a lo largo de un arco  que rodea al 1 (en sentido positivo), la prolongacién
analitica es un arco que parte de dicha semibanda, pasa a la adyacente por la
derecha en el momento en que «y cruza el intervalo |1, 400 y pasa al semiplano
inferior cuando v cruza el intervalo |—1,1[. Si diéramos otra vuelta pasarfamos
a la semibanda contigua por la izquierda y luego a la semibanda superior, es
decir, volveriamos a la rama de partida.

<

Y

SV

.

Arccos

—

Al girar alrededor del —1 desde el mismo punto se pasa a semibanda banda
inferior izquierda en lugar de a la derecha.

Por el contrario, si partimos de una rama y giramos alrededor de infinito
(equivalentemente, alrededor de 1 y —1 a la vez) pasamos dos semibandas hacia
la derecha al cruzar los intervalos |—oco, —1[ y |1, +00]. n

Volviendo a la situacién general, vamos a ver que toda funcién alrededor de
un punto de ramificacién puede expresarse en términos de logaritmos y, si el
punto tiene orden de ramificacion finito, en términos de radicales.

Teorema 13.15 Sea F : D'(z9,r) — C una funcién multiforme holomorfa,
completa y arbitrariamente prolongable. Entonces existe una funcion uniforme
h definida en el semiplano Re z < logr tal que

F(z) = h(Log (z — 20)).
Si zg = 00 es F(z) = h(Log (1/%)).

DEMOSTRACION: Sea f : D — C una rama uniforme de f en un disco
D. Tomemos una rama uniforme del logaritmo log(z — z9) en D. (Si zp =
oo tomamos log(1/z). Dejamos al lector las restantes modificaciones obvias
para este caso.) El logaritmo transforma D en un dominio C' contenido en el
semiplano Rez < logr. Sobre C podemos definir la funcién holomorfa h(z) =
f(z0 + €*). Esta funcién es arbitrariamente prolongable en el semiplano, pues
dado un arco (t) que parta de C, el arco z + ¢*®) esta contenido en D'(zg, 1)
y parte de D, y una prolongacion analitica de f a lo largo de él es también una
prolongacion analitica de h a lo largo de ~.

Por el principio de monodromia h se extiende a una funcién holomorfa en
todo el semiplano, a la que seguiremos llamando h. La rama uniforme de
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h(Log (z — z0)) que se obtiene sobre D al tomar como rama uniforme del lo-
garitmo la funcién con que hemos definido h es precisamente f, y es claro que
dos funciones multiformes completas con una rama uniforme en comun son de
hecho la misma funcion. n

Observemos que las distintas ramas uniformes de la funcién F' del teorema
anterior en un disco D se obtienen tomando distintas ramas uniformes de la
funcién Log(z — zp) en D. Supongamos que dos ramas uniformes distintas
entre si de la funcién Log (z — zp) dieran lugar a la misma rama uniforme de
F sobre un disco D. Pongamos que una de ellas transforma D en el recinto
C. Entonces la otra lo transforma en el recinto C' + 2k7i, para un cierto entero
no nulo k, con lo que h(z) = h(z + 2kni) para todo k € C, de donde se sigue
que h tiene periodo 2kmi. Si n es el minimo natural no nulo k tal que h tiene
periodo 2kmi, entonces zy es un punto de ramificacién de orden n — 1. Por
consiguiente, si la singularidad zy es logaritmica, la funcién h no puede tener
periodo 2k7i para ningin natural no nulo k, y entonces las ramas uniformes de
F en cada disco D se corresponden biunivocamente con las ramas uniformes de
la funcién Log (z — 2p). Més atin, ahora es claro que cuando prolongamos una
rama uniforme de F' a lo largo de un arco cerrado, la rama de llegada depende
unicamente del indice del arco alrededor de zg.

Veamos ahora que si la singularidad tiene orden de ramificacién finito pode-
mos expresarla en términos de radicales:

Teorema 13.16 Sea F : D'(zy,r) — C una funcién multiforme holomorfa,
completa y arbitrariamente prolongable de modo que zg sea un punto de ra-
mificacion de orden n — 1. Entonces existe una funcion uniforme holomorfa
g:D'(0, /r) — C tal que

Si zg =00 es F(z) = g(1//z).

DEMOSTRACION: Sea F(z) = h(Log (z—2¢)), segtn el teorema anterior. Las
observaciones que acabamos de hacer muestran que h tiene periodo 2nmi. Pode-
mos definir entonces g(z) = h(nLog z), donde no importa la rama del logaritmo
que escojamos para calcularla, pues el resultado serd el mismo. Claramente g
es una funcién uniforme holomorfa en D’(0, /r) y

9(V/z=20) = g(en"# 7)) = h(Log (z — 20)) = F(2).

Los cambios para zg = oo son claros. m

Nota Esobvio que en las condiciones del teorema anterior las ramas uniformes
de F se corresponden biunivocamente con las de {/z — zg (y por lo tanto la
prolongacién analitica de una rama uniforme a lo largo de un arco cerrado
depende tnicamente de su indice alrededor de zp), pero en general no es cierto
que toda funcién de la forma g({/z — zp) tenga un punto de ramificacién de
orden n — 1 en 2. Basta pensar en la funcién cos /2, que es entera. m
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13.4 Superficies de Riemann

Vamos a ver que una funcién multiforme meromorfa puede convertirse en
una funcién uniforme anadiendo puntos a su dominio o, méds exactamente, mul-
tiplicando los puntos de su dominio. Veamos un ejemplo de lo que pretendemos
conseguir. Tomemos una de las funciones multiformes mas sencillas: la raiz
cuadrada. El problema que presenta es que a cada punto de C \ {0} tenemos
que asignarle dos imégenes, y no podemos elegir una sin perder la continui-
dad en algin sitio. Para resolver el problema tomamos dos copias de C\ {0},
llamémoslas C y Cy. Asignemos a cada punto z = re?® (con 0 < 0 < 27) de
la primera copia su raiz cuadrada /7 €*/? y a cada punto del segundo su otra
rafz cuadrada /7 e'(®/2+7) Entonces ambas funciones son discontinuas en el
eje real. Por ejemplo, si z tiende a 1 desde el semiplano inferior de C; entonces
V/z tiende a —1, que es precisamente la imagen del 1 de Cs. Arreglamos esto
“cortando” ambas copias por el semieje real positivo y “pegando” el semiplano
superior de C7 con el semiplano inferior de Cs y viceversa.

/
£

Topoldgicamente esto significa considerar como entornos bésicos de cada
nimero z > 0 en Cy a los “discos” formados por un semicirculo del semiplano
superior de C (que contenga a los ntimeros reales) y el semicirculo del semiplano
inferior de C con el mismo radio pero sin los nimeros reales, y similarmente
para los puntos de Cy. Asi, cuando z tiende a 1 desde el semiplano inferior de
(1 ya no tiende al punto 1 de C, sino al de Cs, y el limite —1 de 1/z coincide
con la imagen del limite 1.

Concretaremos estas ideas en la seccién siguiente. De momento nos ocu-
pamos de definir y estudiar el concepto de funcién holomorfa sobre espacios
topoldgicos distintos de los abiertos en C*>. Esto serd posible sobre aquellos
espacios en los que cada punto tenga un entorno homeomorfo a un disco abierto
de C. También serd necesaria una condicién adicional de compatibilidad entre
los entornos de puntos distintos.

Definicién 13.17 Una estructura analitica sobre un conjunto S es una familia
A de pares (X, f), llamados cartas, donde X es un subconjunto no vacio de S'y
f es una aplicacién biyectiva entre X y un subconjunto abierto de C, de modo
que se cumplan las propiedades siguientes:

a) Para todo z € S existe una carta (X, f) € A tal que z € X.

b) Sl (Xl, fl), (XQ, fQ) S A y Xl ﬂXg 7é & entonces fl [Xl ﬂXg] y fQ[Xl ﬂXQ]
son abiertos en C y la aplicacién ffl o fa: f1[X1 N Xa] — fo[ X1 N X
es holomorfa.
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Notar que la aplicacién descrita en b) es biyectiva, luego es una transfor-
macién conforme y en particular un homeomorfismo.

Si A es una estructura analitica en un conjunto S, entonces hay una tnica
topologia en S respecto a la cual los dominios de las cartas son abiertos y las
cartas son homeomorfismos. En efecto, una base para dicha topologia la forman
los conjuntos de la forma f~1[U], donde (X, f) € Ay U es un abierto en C.
Hay que comprobar que si un punto = pertenece a dos abiertos bésicos f; ! [Uy]
y fy [Us] entonces pertenece a un tercero contenido en ambos. Ahora bien,
W = f1[X1 N £ U] = (fy o f2) Us] es un entorno de fi(z), al igual que
Uy, y f~1[U; N W] es un abierto basico que cumple lo pedido.

Si tenemos una topologia en S para la cual los dominios de las cartas son
abiertos y las cartas son homeomorfismos entonces una base para dicha topologia
son los abiertos contenidos en los dominios de las cartas, luego ha de ser la base
que acabamos de considerar.

Una superficie de Riemann es un par (S, A), donde S es un conjunto, A es
una estructura analitica sobre S y S es un espacio de Hausdorff conexo con la
topologia que A le induce.

Como los dominios de las cartas son homeomorfos a abiertos de C es claro
que son localmente arcoconexos, luego las superficies de Riemann son espacios
conexos localmente arcoconexos, y esto implica que de hecho son arcoconexos,
al igual que todos sus abiertos conexos.

Ejemplos En lo sucesivo consideraremos a C*> como superficie de Riemann
con la estructura analitica dada por dos cartas: la identidad en C y la aplicacién
1/z en C* \ {0}. Es inmediato comprobar que, efectivamente, estas cartas
determinan una estructura analitica en C*°, que induce la topologia usual.

Todo dominio V' de una superficie de Riemann S adquiere estructura de
superficie de Riemann tomando como cartas las de la forma (X NV, f|xav),
donde (X, f) es una carta de S tal que X NV # &. La topologia que esta
estructura induce en V es la inducida por la topologia de S.

En particular todo dominio de C* es una superficie de Riemann con la
estructura que le induce C*°. De nuevo su topologia es la usual. [

Definicién 13.18 Sea f : S — T una aplicacién entre dos superficies de
Riemann. Diremos que f es holomorfa en un punto z € S si existen cartas
(X,p) en S tal que z € X e (Y,q) en T con f(z) € Y de manera que la
aplicaciéon p~! o f o ¢ (definida sobre el abierto p[f~![Y] N X]) es holomorfa en
p(z) en el sentido usual. Diremos que f es holomorfa en un abierto de S si lo
es en cada uno de sus puntos.

La condicién b) en la definicién de estructura analitica implica que la eleccién
de las cartas es irrelevante, en el sentido de que si la definicién anterior se cumple
para un par de cartas en particular entonces se cumple para todas las cartas, con
tal de que z € X y f(z) € Y. Otro hecho obvio es que las funciones holomorfas
en este sentido son continuas.
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Si Q es un dominio en C*, entonces las aplicaciones f : 2 — C holomorfas
segun la definicién anterior coinciden con las holomorfas en sentido usual. En
efecto, la holomorfia en los puntos finitos segin la definicién anterior equivale
a que f compuesta con la identidad (a la vez por la izquierda y por la derecha)
sea holomorfa en el sentido usual, y la holomorfia en co equivale a que f(1/z2)
sea holomorfa en 0.

Las funciones f : 2 — C* holomorfas en el sentido de la definicién anterior
son las funciones meromorfas en €2 en el sentido usual més la funcién constante
igual a oco.

Asi pues, la definicién de funcién holomorfa entre superficies de Riemann
generaliza todos los casos que hasta ahora manejabamos. Es facil ver que la
composicién de aplicaciones holomorfas entre variedades de Riemann es una
aplicacion holomorfa.

Extendemos el concepto de transformacion conforme para referirnos a cual-
quier aplicacién holomorfa y biyectiva entre superficies de Riemann. Es inme-
diato comprobar que las transformaciones conformes son homeomorfismos, y
que sus inversas son también conformes (basta componer con cartas y aplicar
este mismo hecho en el caso usual).

Las cartas de una superficie son transformaciones conformes. En lo sucesivo
llamaremos cartas de una superficie de Riemann S a todas las transformaciones
conformes de un abierto de S en C. Es claro que la propiedad b) de la definicién
de variedad y la definicién de funciéon holomorfa siguen cumpliéndose para esta
nocién general de carta. La definicion de superficie de Riemann simplemente
garantiza que exista al menos una carta en un entorno de cada punto. En este
sentido general, la restriccién de una carta a un dominio menor sigue siendo una
carta.

Todas las propiedades bésicas de las funciones holomorfas son validas en este
contexto general.

Principio de prolongaciéon analitica Si dos funciones f, g : S — T
holomorfas en S coinciden en un conjunto con un punto de acumulacion z
entonces son iguales.

En efecto, al componer f y g con dos cartas a cuyos dominios pertenezcan z
y f(z) = g(z) obtenemos dos funciones holomorfas (en el sentido usual) con el
mismo dominio y que coinciden en un conjunto con acumulacién, luego coinciden
en todo su dominio y f y g coinciden en un entorno de z. El conjunto de puntos
z en S tales que f y ¢ coinciden en un entorno de z es un abierto no vacio y
el mismo argumento anterior permite probar que también es cerrado, luego por
conexion es toda la superficie S. n

Teorema de la aplicacién abierta Si f: S — T es una funcion holomorfa
no constante entre superficies de Riemann, entonces es abierta.

En efecto, sea A un abierto en S'y z € A. Basta ver que f[A] es un entorno
de f(z). Seaq:Y — C de T una carta tal que f(z) € Y yseap: X — C una
cartade S tal que z € X. Restringiéndola podemos suponer que X C ANf~1[Y].
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Entonces p~! o foq: p[X] — ¢[Y] es una funcién holomorfa no constante,
luego su imagen, que es g[f[X]], es abierta en ¢[Y], y as{ f[X] es abierto en Y,
que a su vez es abierto en T. Como f(z) € f[X] C f[A], tenemos que f[A] es
entorno de f(z2). "

Teorema de Liouville Si f:S — T es una aplicacion holomorfa entre una
superficie de Riemann compacta S y una superficie no compacta T es constante.
(El caso clasico se recupera haciendo S = C* y T = C.)

Pues si f no es constante entonces f[S] es abierto y cerrado en T, luego
f[S] =T y en consecuencia T' es compacta. =

No es posible definir la derivada de una funcién holomorfa entre superficies de
Riemann (la definicién natural dependeria de las cartas). Sin embargo podemos
definir el orden una funcién holomorfa en un punto, no en exactamente en el
sentido usual, sino generalizando al teorema 8.12.

Teorema 13.19 Sea f : S — T una funcion holomorfa no constante entre
superficies de Riemann y sea a € S. Entonces existen cartas p: U — C con
ac€Uvyq:V — C con f(a) € V de modo que flU] CV, p(a) =q(f(a)) =0
y para todo z € p[U] se cumple (p~t o f o q)(z) = 2*, para cierto natural k.

DEMOSTRACION: Componiendo dos cartas con traslaciones oportunas, po-
demos exigir que p(a) = ¢(f(a)) = 0. Restringiendo p podemos hacer que
flU] € V. Llamemos F = p~!o f ogq. Se trata de una funcién holomorfa no
constante en p[U] tal que F(0) = 0, luego existe un k tal que F(z) = zFg(z),
donde g es una funcién holomorfa en 0 tal que g(0) # 0. Restringiendo p de
nuevo podemos exigir que g no se anule en p[U].

Tomando una rama uniforme de la rafz k-ésima en un entorno de g(0) (y
restringiendo atin més p si es necesario) construimos una funcién holomorfa
h: p[U] — C tal que h(z)* = g(2). Asi pues, F(z) = (z h(2))".

La funcién zh(z) tiene derivada no nula en 0, por lo que es inyectiva en un
entorno de 0. Restringiendo p una vez mas podemos suponer que es inyectiva
en p[U]. Componiendo p con esta funcién obtenemos una nueva carta sobre U,
digamos pg, de modo que si x € U y w = p(z)h(p(x)) € po[U],

(po " o foq)(w) = q(f(2)) = F(p(x)) = (p(x)h(p(x)))* = w".
Asi pues, las cartas pg y ¢ cumplen lo pedido. m

El ntimero k£ dado por este teorema puede caracterizarse con independencia
de las cartas consideradas:

Para todo entorno U de a suficientemente pequeno existe un entorno
V de f(a) de modo que todo punto en' V distinto de f(a) tiene exac-
tamente k antiimdgenes en U.

Esto se sigue claramente de que la funcién z* tiene esta propiedad en 0. Por
lo tanto, k estd completamente determinado por f y a. Lo llamaremos o(f, a).
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En el caso de una funcién holomorfa usual, no se trata exactamente del orden
que tenifamos definido, sino del orden de f — f(a).

Es fécil ver que el conjunto de puntos z € S tales que o(f,z) > 1 es cerrado
discreto en S.

Ejemplo Veamos un ejemplo de superficie de Riemann distinta de C* y sus
abiertos junto con una aplicacién sencilla.

Sea C' la circunferencia unidad |z] =1y sea T = C x C. Sean z; y 2o dos
ntimeros complejos linealmente independientes sobre R. Entonces todo niimero
complejo se expresa de forma Unica como z = t1z1 + toze, para t1, to € R.
Definimos g(z) = (€271, e?mit2),

Claramente la aplicacién g : C — T es continua y suprayectiva y todo punto
z € C tiene un entorno donde g es biyectiva (y de hecho un homeomorfismo en
la imagen).

Las inversas locales de g determinan una estructura analitica sobre T. En
efecto, si componemos la inversa de una carta con otra carta obtenemos una
aplicacién de la forma 121 + tazo — (t1 + k1)z1 + (t2 + ko)z2, para ciertos
enteros ki, ko. Equivalentemente, z +— 2z + k121 + k222, que es holomorfa.

También es facil ver que la topologia que la estructura analitica induce en T
es el producto de la topologia usual en C' por si misma. Por consiguiente T es
una superficie compacta.

Supongamos ahora que f : C — C es una funcion holomorfa con periodos z;
y z2. Entonces la funcién F : T — C dada por F(e?™ e2™il2) = f(t12) +t920)
estd bien definida y es holomorfa, pues al componerla con las cartas se obtiene
la propia f. El teorema de Liouville implica que F, y por lo tanto f, ha de ser
constante.

Asi pues, no existen funciones enteras no constantes con dos periodos lineal-
mente independientes. L]

Terminamos con un resultado general que nos permite dotar de estructura
de superficie de Riemann a un espacio topoldgico de forma sencilla.

Teorema 13.20 Sea S un espacio topologico y p : S — T una aplicacion con-
tinua, abierta, suprayectiva y localmente inyectiva en una superficie de Riemann
T. Entonces S admite una unica estructura analitica que le induce su propia
topologia y para la cual p es holomorfa.

DEMOSTRACION: La unicidad hay que entenderla como que la identidad es
una transformacién conforme entre cualquier par de estructuras analiticas que
cumplan el teorema.

Tomemos como cartas de S las aplicaciones p|4 o u, donde v : U — C es
una carta de T'y A C u~![U] es un abierto en S en el que p es inyectiva.

Dado z € S, podemos tomar una carta u : U — C en T tal que p(x) € U
y por hipétesis existe un abierto A en S tal que z € A C u~}[U] y donde p es
inyectiva. Por consiguiente existe una carta definida alrededor de z.

Siplaouy p|lpowv son dos cartas de S, entonces, donde estd definida, se
cumple

(pPlacu) " oplpov=u"ou,
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luego es holomorfa. Esto prueba que las cartas determinan una estructura
analitica en S.

Una carta p| 4 ou es un homeomorfismo de A en un abierto de C tanto para la
topologia dada en S como para la que le induce la estructura analitica. Ademé&s
A es abierto para ambas. Esto implica que todo punto tiene una misma base
de entornos para ambas topologias, luego de hecho son la misma.

Es claro que p es holomorfa, pues en un entorno de cada punto x podemos
tomar una carta u alrededor de p(z) y una carta p|4 o u alrededor de z, con lo
que la composicién (p|4 ou)~! opou da la identidad, que es holomorfa.

Es claro que cualquier estructura analitica que cumpla el teorema admite
como cartas las aplicaciones p|a o u que hemos considerado, lo que hace que la
identidad sea holomorfa. m

13.5 Superficies de gérmenes

Tal y como anuncidbamos, vamos a asociar una superficie de Riemann a cada
funcién meromorfa multiforme, de modo que ésta pueda representarse como una
funcién uniforme. La idea bésica es multiplicar cada punto de C* de modo que
haya una copia por cada valor que tome en él cada funcién multiforme. Para
ello sustituiremos los puntos por los gérmenes de funciones meromorfas, que
definimos a continuacién.

Definicién 13.21 Sea z € C*°. Llamaremos ¥, al conjunto de todas las fun-
ciones meromorfas definidas en un disco de centro z. Consideramos en F, la
relacion de equivalencia segin la cual dos funciones estan relacionadas si coinci-
den en su dominio comin. A las clases de equivalencia las llamaremos gérmenes
de funciones meromorfas con soporte en z.

En la practica identificaremos un germen g con cualquiera de sus elemen-
tos. Si g es un germen con soporte en z podemos tratarlo como una funcién
meromorfa en un disco de centro z. La tnica diferencia es que si cambiamos de
funcién aumentando o reduciendo el disco seguimos teniendo el mismo germen.
Diremos que un disco D es un dominio de g si g tiene un elemento con dominio
D. Llamaremos 7w(g) = z. Notar que z estd determinado por el germen (es
la interseccién de los dominios de las funciones que lo componen). La idea es
que los distintos gérmenes de soporte z representen distintas copias del mismo
punto z. Por eso vamos a definir superficies de Riemann que tengan por puntos
a los gérmenes.

Llamaremos M al conjunto de todos los gérmenes de funciones meromorfas.
Sobre M tenemos definida la funcién 7 : M — C*° que a cada germen le asigna
su soporte y la funcién @ : M — C* dada por ®(g) = g(7(g)).

Sea g un germen y D un dominio de g. Para cada z € D definimos g,
como el germen de soporte z determinado por la restriccién de g a cualquier
disco de centro z contenido en D. Sea Dy, = {g. | z € D} C M. Es claro que
m|p, : Dg — D es biyectiva, pues 7(g.) = z. Observemos que ®|p, = 7|p, 0g.
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Los conjuntos D, son la base de una topologia en M. En efecto, se cumple
queg € Dyysit € DygNE}y, entonces z =n(t) € DNEyt = g, = h,. Tomamos
un dominio A de ¢ tal que A C DN E y entonces es claro que t € A; C Dy N Ej,.

Notemos ademés que M es un espacio de Hausdorff con esta topologia. En
efecto, si g # h son dos puntos de M y w(g) # w(h), entonces g y h tienen
dominios disjuntos, digamos D y F, y los abiertos D, y E} son entornos dis-
juntos de g y h. Si por el contrario w(g) = 7(h) y D es un dominio comin,
entonces Dy N Dy, = &, pues si existiera un germen ¢t € Dy N Dy, entonces g y
h coincidirian en un dominio de ¢, luego coincidirian en D y serfa g = h.

Podemos aplicar el teorema 13.20 a la aplicacién 7 : M — C*°. En efecto,
es continua, porque si D es un disco abierto en C* su antiimagen es la unién de
todos los abiertos Fy, donde g es un germen con dominio £ C D; es abierta, pues
m[D,] = D; es obviamente suprayectiva, pues todo punto soporta un germen, y
es localmente inyectiva, pues lo es en cada abierto D,.

Asi pues, podemos considerar la tnica estructura analitica sobre M que
induce la topologia que acabamos de definir y que hace holomorfa a la funcién
7. Claramente, si 7(g) # 0o y D es un dominio de g, una carta alrededor de g
es la restriccién de m a D,. Si m(g) = oo hemos de componer dicha restriccién
con 1/z.

Segun la definiciéon que hemos dado, M no es una superficie de Riemann
con esta estructura analitica, porque no es un espacio conexo. Sin embargo,
las componentes conexas de M si son superficies de Riemann. Las llamaremos
superficies de gérmenes.

Es claro que si S es una superficie de gérmenes, entonces las restricciones
T: 8 — C®y®:5 — C*™ son funciones holomorfas. La conexion en las
superficies de gérmenes tiene una interpretacién muy importante:

Sea 7 : [a,b] — C* un arco. Sean g y h gérmenes tales que 7(g) = v(a) y
m(h) = v(b). Diremos que g se prolonga analiticamente hasta h a lo largo de ~ si
un elemento de g se prolonga analiticamente a lo largo de v hasta un elemento
de h. Obviamente no importa la eleccién de los elementos.

Teorema 13.22 Sean g y h dos gérmenes de funciones meromorfas. Si I' es
un arco en M que conecta g con h entonces vy = ' o es un arco en C>* que
conecta 7(g) con w(h) y f = IT' o ® es una funcion meromorfa sobre v que
prolonga g hasta h. Reciprocamente, si g se prolonga hasta h a lo largo de un
arco v mediante una funcion f entonces y =T onm y f =1 o ® para un cierto
arco I' en M que conecta g con h.

DEMOSTRACION: Sea I : [a,b] — M. Fijemos ¢ € [a,b] y sea D un dominio
de u = I'(t). Entonces, para valores de s cercanos a t tenemos que I'(s) € D,,
luego f(s) = u(7y(s)). Asipues, f es meromorfa sobre y. Similarmente se prueba
que f prolonga g hasta h.

Sea 7 : [a,b] — C* un arco que conecte 7(g) con w(h)y f : [a,b] — C*>
una funcién que prolongue g hasta h a lo largo de . Por definicién de funcién
meromorfa sobre un arco, para cada t € [a, b] existe una funcién g; meromorfa
en un disco de centro v(t) de modo que para puntos s cercanos a t se cumple
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f(s) = gi(v(s)). Llamemos I'(t) al germen en ~(t) determinado por g;. Asi
tenemos una funcién I' : [a,b] — M. Veamos que I' es continua.

Para ello observamos que, si t € [a,b], entonces I' o m = v es continua,
y como 7 es un homeomorfismo en un entorno de I'(¢), componiendo con su
inversa obtenemos que I' es continua en t.

Por otra parte, I'(a) coincide con g sobre los puntos de * cercanos a y(a),
luego T'(a) = g e igualmente concluimos que I'(b) = h. También es claro que
Fod=f. L]

De este modo, las superficies de gérmenes son simplemente las clases de
equivalencia de gérmenes prolongables entre si.

A cada dominio V' en una superficie de gérmenes S podemos asociarle una
funcién multiforme meromorfa F : 7[V] — C*, dada por F(z) = ®[x~1[2]].

En efecto, si w € F(z), entonces existe un g € V tal que 7(g) = z y
®(g) = w. Sea D un dominio de g. Entonces f = (7|p)~! o ® es una rama
uniforme meromorfa de F' tal que f(z) = w.

Falta probar que cualquier rama uniforme de F' se prolonga analiticamente
hasta cualquier otra. Fijemos un germen h € V. Basta probar que h se prolonga
analiticamente hasta cualquier rama uniforme de F. Sea f : A — C* una de
estas ramas.

Por definicién de F', para cada z € A, existe un germen g, € S tal que
m(g,) = 2y f(2) = g.(2). Sea D, un dominio de g,. Puesto que V es arcoco-
nexo, existe un arco que conecta h con g, es decir, g, es prolongacién analitica
de h y, segun el teorema 13.4, lo es a lo largo de una poligonal P, con vértices
de coordenadas racionales.

Puesto que la cantidad de puntos z € A no es numerable, ha de haber una
cantidad no numerable de puntos para los que la poligonal P, es una misma
poligonal P. Asi, si z; y 22 son dos de estos puntos, ¢,, vy ¢, coinciden en
D,, N D,,, pues lo hacen sobre el extremo de P. Esto permite extender las
funciones g, a la unién de los discos D,. El resultado es una funcién meromorfa
que es prolongacién analitica de h a lo largo de P y coincide con f en una
cantidad no numerable de puntos. Como un conjunto no numerable no puede
ser discreto, coincide con f, luego f es prolongacién analitica de h.

M4s atin, ahora es claro que los gérmenes determinados f estdn en V' (pues
son prolongacién analitica de h, luego estdn conectados con h por un arco). Si
llamamos Ay C V al conjunto de estos gérmenes, es claro que Ay es abierto en
Vymla, : Ay — A es biyectivay f = (7|a,)"" 0 ®.

Con esto hemos probado que las ramas uniformes de F' son todas de la forma
(m]a)~! o ®, para los abiertos A de V donde 7 es inyectiva.

Reciprocamente, si F' es una funcién multiforme meromorfa en un dominio
Q, es facil ver que el conjunto A de todos los gérmenes de las ramas uniformes de
F' constituye un dominio de una superficie de gérmenes para la cual la funcién
que acabamos de construir es la F' dada. Diremos que A es la superficie de
gérmenes de F. El teorema siguiente la caracteriza.
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Teorema 13.23 Sea F : Q@ — C* wuna funcidn multiforme meromorfa en un
dominio Q C C*. FEntonces existe una unica superficie de Riemann A tal que
existen aplicaciones holomorfas m: A — Q y & : A — C* de modo que

a) 7 es localmente inyectiva.

b) Si m es conforme en un dominio X entonces (7|x)~! o ® es una rama
uniforme de F' en w[X]. Toda rama uniforme de F es de esta forma.

¢) Dos puntos z, y € A son iguales si y sdlo si w(x) = w(y) y tienen entornos
X e Y donde m es conforme y las funciones (7|x) 1o ® y (w|ly) Lo ®
coinciden en w[X]| Nw[Y].

La unicidad ha de entenderse como que si (A', 7', ®') cumple estas mismas con-
diciones entonces existe una transformacién conforme u : A — A’ tal que
T=uon,®=uon.

DEMOSTRACION: Es claro que la superficie de gérmenes de I, llamémosla
S, cumple las propiedades indicadas. Para probar la unicidad observamos que
la aplicacién que a cada x € A le asigna el germen determinado por (7|x ) o ®,
donde X es un entorno de x en el que 7 es conforme, es una transformacion
conforme v : A — S que relaciona las aplicaciones respectivas m y ® como
indica el enunciado. L]

En general, a cualquier superficie de Riemann en las condiciones del teorema
anterior la llamaremos superficie de Riemann de la funcién F. Tenemos que la
superficie de gérmenes es una realizacién concreta de la superficie de Riemann
de una funcién y que cualquier otra es conformemente equivalente a ésta. No
obstante en muchos casos existen otras realizaciones distintas de interés. Por
ejemplo, ahora es inmediato que la superficie de Riemann de la raiz cuadrada
puede identificarse con la construida al principio de la seccién anterior, “pe-
gando” dos copias de C\ {0}. En efecto, si el espacio es, por concretar,

S=((C\{0}) x {0}) U ((C\ {0}) x {1}),

sobre S tenemos definida la proyecciéon m que a cada punto le asocia su primera
componente. De acuerdo con la identificacién que hemos hecho, S es un espacio
de Hausdorff conexo y 7 es continua, abierta y localmente inyectiva, con lo
que S se convierte en superficie de Riemann al exigir que 7 sea holomorfa. La
aplicacion @ es la que a cada punto le asocia la raiz cuadrada de su primera
componente segun el criterio que habiamos establecido. Es facil ver que ® es
holomorfa y se verifican todas las propiedades del teorema anterior. [

Esta representacion de la superficie de Riemann de la raiz cuadrada es la
que permite comprender mejor el comportamiento de dicha funciéon. En efecto,
segin lo dicho, para trabajar con la raiz cuadrada debemos concebir C\{0} como
“dos hojas superpuestas”, de modo que cuando, por ejemplo, prolongamos una
rama uniforme a lo largo de una circunferencia « de centro 0, no volvemos al
punto de partida, sino que en realidad estamos moviéndonos por un arco abierto
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I' que nos lleva de un punto al punto de la otra hoja superpuesto a él, donde la
raiz cuadrada toma otros valores.

No obstante, desde un punto de vista tedrico podemos decir que la superficie
de Riemann de la raiz cuadrada es simplemente C \ {0}. En efecto, méds en
general tenemos lo siguiente (consecuencia inmediata del teorema anterior):

Teorema 13.24 Sea f : S — € una funcion meromorfa uniforme suprayec-
tiva y locamente inyectiva entre dos dominios de C*°. Entonces la superficie de
Riemann de F = f~1 puede identificarse con S, tomando ™ = f y ® igual a la
identidad en S.

Asi, la superficie de Riemann de la raiz cuadrada puede identificarse con
C\ {0} tomando 7(z) = 22, de modo que, por ejemplo, 1 y —1 se corresponden
ambos con z = 1. Una semicircunferencia I' de centro 0 que una 1 y —1 se
transforma mediante 7 en la circunferencia v de centro 0 con ambos extremos
iguales a 1, de modo que al prolongar una rama uniforme de la raiz cuadrada a
lo largo de 7, lo que hacemos en S es pasar de la identidad alrededor de 1 hasta
la identidad alrededor de —1 a lo largo del arco T.

Similarmente, la superficie de Riemann del logaritmo puede identificarse con
C, la del arco coseno es C menos los multiplos enteros de 7, etc.

Ejemplo En el capitulo VIII trabajamos con la funcién {/z(1 — 2)3. Veamos
cémo los razonamientos alli empleados resultan mas claros y naturales si tene-
mos presente la variedad de Riemann de esta funcién. Partamos de una rama
uniforme cualquiera, por ejemplo

4/2(1 — 2)3 — 6(10g_" ;c+3log0(1—z))/4.

Notar que log,, z no esté definido en [0, +o00[, luego log,(1—2) no estd definido
en |—o0,1] y, como log_, z no estd definido en |—o0, 0], la rama anterior esta
definida y es holomorfa en el plano complejo menos el intervalo |—oo, 1].

La figura muestra la parte imaginaria
de la funcién log_ .. z + 3logy(1 — 2), in-
cluyendo los limites en el intervalo donde
no estd definida. Esta parte imagina-
ria es el argumento de la rama uniforme
que hemos tomado, y como 77 /4y —m /4
se diferencian en 27, resulta que dicha
rama se extiende continuamente al in-
tervalo | —oo, 0[. Podemos construir otra
rama de forma andloga sobre el plano menos el intervalo [0, +oo[ y ajustarla
para que en |—oo, 0] tome argumento —w /4. Esto prueba que la rama original
es holomorfa en C\ [0, 1].

Si multiplicamos esta rama por las constantes +1, 4+i obtenemos cuatro
ramas distintas en este abierto que toman los argumentos siguientes:
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6m/4

m/4 (;Tl 3 /4 /4 (’Ti 5 /4

0 27 /4
27 /4 47 /4

3 /4 ; 1 S5r/4 || 57/4 ; ) T /4
Adm /4 6m/4

Las cuatro ramas son discontinuas en el intervalo ]0, 1[, pero se conserva la
continuidad si suponemos que un arco que cruce este segmento desde el semi-
plano inferior de la primera rama aparece en el semiplano superior de la segunda,
etc. Con més precisién, podemos tomar cuatro copias de C\ {0, 1} sobre las que
definimos las cuatro ramas uniformes anteriores, entendiendo que a los puntos
del segmento ]0, 1] les asignamos el valor del limite desde el semiplano superior.
A continuacién las “pegamos” a través del segmento ]0, 1], en el sentido de que,
por ejemplo, los entornos basicos de un punto en el segmento de la tercera copia
es medio disco en el semiplano superior de dicha copia y el otro medio en el se-
miplano inferior de la segunda. Asi obtenemos una superficie de Riemann S que
resulta ser la superficie de Riemann de la funcién multiforme /z(1 — z)3. La
comprobacién se reduce a ver que la funcién que hemos definido es holomorfa en
los puntos de las cuatro copias de ]0, 1[ y que en un entorno de cada punto z # 0,
1 hay exactamente cuatro ramas uniformes de esta funcién. Los razonamientos
son sencillos y se pueden extraer de las consideraciones del capitulo VIII.

Alli consideramos la integral de esta funcién (en realidad del producto de
ésta por una funcién uniforme) a lo largo del arco cerrado de la figura siguiente:

(DTN
T\

Para ello tuvimos que hacer algunas consideraciones que justificaran el cam-
bio de rama uniforme al pasar de un segmento horizontal al otro. Desde el punto
de vista de las superficies de Riemann podemos considerar en lugar de este arco
su elevacién a S, concretamente, el arco cuyo tramo horizontal superior estd en
el intervalo ]0, 1] de la segunda copia (donde la funcién toma valores reales), al
recorrer la circunferencia en torno al 1 permanece en dicha copia, pero al volver
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al segmento |0, 1] pasamos a la tercera copia, y volvemos a la segunda al entrar
en la circunferencia en torno a 0.

Es posible definir integrales de funciones sobre arcos en superficies de Rie-
mann, pero no vamos a entrar en ello, ya que necesitariamos un nivel de geo-
metria diferencial mas alld del propésito de este libro. Normalmente, en las
aplicaciones a funciones holomorfas sobre el plano complejo es posible esquivar
el uso de superficies de Riemann, tal y como hicimos en el capitulo VIII, y asi lo
mas comodo es pensar en términos de superficies y concretar los razonamientos
sin ellas. n

13.6 Planos tangentes y diferenciales

Ya hemos comentado que no es posible generalizar la nocién de derivada
de una funcién holomorfa al caso de funciones definidas sobre superficies de
Riemann. La forma natural de definir la derivada en un punto « de una funcién
holomorfa f : X — Y seria tomar una carta ¢ alrededor de x y otra v alrededor
de f(z) y definir f'(z) = (¢~ o f o1h)'(¢(x)), pero es facil poner ejemplos que
muestran que este nimero depende de las cartas escogidas.

Para comprender lo que sucede conviene recordar que las funciones holomor-
fas son las funciones diferenciables en el sentido del analisis real cuya diferencial
es C-lineal, y la derivada en un punto no es sino la matriz 1 x 1 de su diferen-
cial, vista como aplicaciéon C-lineal. Ahora bien, la matriz de una aplicacién
lineal depende de la base en la que la consideremos, que en este caso es la
base candnica formada por el 1. A las funciones holomorfas entre superficies de
Riemann podemos asociarles igualmente una aplicacién C-lineal en cada punto,
pero no de C en C, sino entre dos planos complejos en los que no tenemos base
candnica, sino que cada carta alrededor del punto determina una base distinta.
Esta es la interpretacién de que la derivada que pretendiamos definir dependa
de las cartas. Vamos a ver todo esto con detalle.

En primer lugar hemos de observar que una superficie de Riemann no tiene
una estructura vectorial que permita definir aplicaciones lineales. La diferencial
de una funcién en un punto serd una aplicacién lineal sobre un espacio que
todavia no hemos definido. Si pudiéramos considerar a las superficies sumergidas
en R3, dicho espacio seria su plano tangente en el sentido geométrico intuitivo,
pero en general no tenemos dada ninguna relacién entre las superficies y R3. Pese
a ello, el plano tangente puede definirse de forma abstracta, como es habitual
en geometria diferencial.

Definicién 13.25 Sea X una superficie de Riemann y p € X. Llamaremos Fj,
al conjunto de todas las funciones holomorfas definidas en un entorno conexo
de p. Establecemos la relacién de equivalencia segun la cual dos funciones
de F), estan relacionadas si coinciden en un entorno de p. Llamaremos G,
al conjunto de las clases de equivalencia, a las que llamaremos gérmenes de
funciones holomorfas en p.

El espacio G, puede dotarse de estructura de espacio vectorial complejo
de forma natural: La suma de dos gérmenes [f], [g] € G, es el germen de la
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funcién definida sobre la interseccién de los dominios de f y de g mediante
(f +9)(z) = f(z) + g(z). El producto de a € C por [f] € G}, se define como el
germen de la funcién con el mismo dominio que f dada por (af)(z) = af(z).

Es fécil ver que estas operaciones no dependen de los representantes con que
se calculan y que dotan realmente a G, de estructura de espacio vectorial (lo
cual no sucederia si hubiéramos trabajado con F}).

Una derivacion en p es una aplicacién C-lineal v : G, — C tal que

v([f1lg]) = v([fDg(p) + f(p)v(lg]),  para todo [f],[g] € Gp.

En la préctica escribiremos v(f) en lugar de v([f]), pero es importante que v(f)
depende tUnicamente del germen de f.

Llamaremos plano tangente de una superficie de Riemann X en un punto
p € X al conjunto de todas las derivaciones de X en p. Lo representaremos por
T,(X). Es inmediato comprobar que T,,(X) es un C-espacio vectorial con las
operaciones dadas por

(v +w)([f]) = o([f]) +w([f]),  (av)([f]) = av([f]), paratodo [f] € F).

Vamos a probar que 7,,(X) es realmente un plano complejo, es decir, tiene
dimension 1 sobre C. Sea z : U — C una carta de X tal que p € U. Para cada
f € F, definimos

TV — (o 1y,
dz P

Es claro que esta derivada depende inicamente del germen de f, luego induce

una derivacién

d
— T,(X).

Observemos que si X es un abierto en C y z : X — C es la identidad,
entonces la derivada que acabamos de definir es la usual. En una variedad
arbitraria, en cambio, no tenemos una “carta identidad”, por lo que tenemos una
derivada distinta para cada carta, sin que podamos seleccionar una candnica.

Enseguida probaremos que la derivada respecto a z es una base de T,(X).
Notemos antes que si v € T,(X) y ¢q es la funcién constante o € C, entonces
v(cq) = 0. En efecto,

v(er) =v(erer) =v(er) -1+ 1-v(eq),

luego v(c1) =0y v(cq) = v(aer) = av(er) = 0.

Ahora probamos que si v € T,(X) y z: U — C es una carta alrededor de
p, entonces

d
dzlp’

Puesto que el miembro derecho depende sélo del germen de z, podemos
restringir la carta y exigir que z[U] sea convexo.

v=1uv(z)
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Fijemos z € U y sea z = z(x), 29 = 2(p). Sea g = 27to f: 2[U] — C,
holomorfa.

La funcién h(w) = g(w(z — 2z9) + 20) es holomorfa en un abierto convexo que
contiene a 0 y a 1. Notemos que h(0) = g(z0) = f(p), h(1) = g(z) = f(x).
Por la regla de Barrow,

f@) = g(z) = g(z0) + / W(C) de

1
= ga) + /O ¢ (C(z — 20) + 20)(z — z0) dC
= F) k) — 20) = () + k(@) (2(2) — ().

donde k : z[U] — C es la funcién holomorfa dada por

1
k(z) = / 9'(¢(z — 20) + 20) d¢.
0
Tenemos, pues, que f = cyp) + (20 k)(2 — ;). Aplicando v resulta

u(f) = v(zok)(z(p) - 2(p) + k(z(p))v(2)

= o2) / ¢ (20) d¢ = v(2)g () = v(2) L

dz p.
Con esto hemos probado:

Teorema 13.26 Sea X una superficie de Riemann y p € X. Para cada carta
z: U — C alrededor de p, se cumple
)

4y _de)
d’u)pid’wdep'

1,00 =

Siw:V — C es otra carta, entonces,

La generalizacién de la derivada de una funciéon holomorfa para el caso de
aplicaciones entre superficies de Riemann es la siguiente:

Definicién 13.27 Sea f : X — Y una funcién holomorfa entre superficies de
Riemann. Para cada p € X definimos la diferencial de f en p como la aplicacién

C-lineal df (p) : Tp(X) — Ty, (Y) dada por

df (p)(v)(g) = v(foyg), donde v € T,(X) y g € Fyp)-
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Es inmediato comprobar que df (p)(v) depende sélo del germen de g, asi
como que es una derivacién. La linealidad de df (p) también es obvia.

Observemos que si fijamos una carta z alrededor de p y una carta w alrededor
de f(p), entonces

df (p) (%L) - (df(p) (%D (w)) c(li_w ) d{l:w’p j_w »

= ofouGw) o] |

Asf pues, nuestro proyecto de definir f’(p) se ha convertido en la matriz de
df (p) en las bases de T),(X) y Ty, (Y) asociadas a las cartas.

En lo sucesivo nos restringiremos al caso particular de una funcién holomorfa
f: S — C, de modo que no tenemos bases candnicas de los planos tangentes
en S pero si en C. Tomando como carta de C la identidad w podemos identificar
cada derivaciéon

d
v=ao ) € T,(C)

con el nimero complejo o = v(w). Entonces

df (p)(v) = df (p)(v)(w) = v(f).

Ast, df (p) : Tp(X) — C es un elemento del espacio vectorial dual T),(X)*.
Es facil ver que df (p) sélo depende del germen de f en p. De hecho podemos
definir df (p) para cualquier funcién definida en un entorno de p. Si consideramos
en particular una carta z : U — C alrededor de p, entonces
d

a0 (5],) = 5

lo que significa que dz(p) es la base dual en T),(X)* asociada a la base d /dz|,
de T,,(X). Por consiguiente, si ¢ € T),(X)* se cumple

o=o (4] ) a0

Definicién 13.28 Una forma diferencial (de primer orden) en una superficie
de Riemann X es una aplicacién w que a cada punto p € X le asigna una
aplicacién lineal w(p) : T,(X) — C.

:1’
p

En estos términos, cada funcién holomorfa f : X — C tiene asociada una
forma diferencial df.

En general, si w es una forma diferencial en X, p € X y z: U — C es una
carta alrededor de p, para cada = € U se cumple

w(z) = g(x)dz(),
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)

Diremos que w es holomorfa en x si lo es la funcién g. Observemos que no
importa la carta z que tomemos, pues si w es otra carta entonces su funcién

asociada es
dz dz
) = w(@) (@ ) -

que también es holomorfa.
La diferencial de una funcién holomorfa f : X — C es una forma diferencial
holomorfa pues, si z : U — C es cualquier carta de X,

donde g : U — C viene dada por

olo) =ete) (-

d

v dz

g(x), (13.1)

dw .

i) =) (§

) = (o) (4

m) dz(z) = ;l—f dz(x),

Zlz

0, més brevemente,

d
df‘U = d—i dZ,

y la funcién df /dz = z o (27! o f)’ es holomorfa en U.

Mas en general, diremos que una forma w es meromorfa en X si esta definida
en todos los puntos de X salvo en un conjunto cerrado y discreto, de modo que
para cada carta z : U — C la funcién g tal que w|y = gdz es meromorfa
y tiene polos exactamente en los puntos de U donde w no estd definida. La
relacién (13.1) permite definir el orden de un polo de w como el orden del polo
correspondiente de la funcién g, sin que éste dependa de la carta.

Asi, si f: X — C* es una funciéon meromorfa en una variedad de Riemann
X, la forma df es meromorfa, pues estd definida salvo en los polos de f y, para
cada carta, la funcién df /dz es meromorfa en su dominio y tiene un polo de
orden n + 1 donde f tiene un polo de orden n > 0.






Capitulo XIV

Funciones algebraicas

Consideremos la funcién multiforme +/z, que estd definida en C\ {0} con
puntos de ramificacion simples en 0 e co. Sabemos que su superficie de Riemann
puede identificarse con S = C\ {0}, tomando como proyeccién 7(z) = 22, y
entonces la funcién +/z se corresponde con la funcién ®(z) = z sobre S. Segin
las definiciones que hemos dado, los puntos 0 e oo no se corresponden con
puntos de S, pero en este ejemplo en concreto vemos que resulta natural anadir
dos puntos a S, el 0 e oo, y extender w : C*° — C°°, de modo que ahora
los puntos de ramificaciéon estan representados sobre la superficie de Riemann.
Mas atn, observamos que, mientras 0 e oo son singularidades no evitables de
V7, en el sentido de que la funcién no tiene ramas uniformes sobre ellos, sus
puntos asociados en S son singularidades evitables de la funcién ®, ya que ésta
puede extenderse a la identidad en C*°. Tenemos asi un ejemplo de cémo una
singularidad puede evitarse trabajando sobre la superficie de Riemann de la
funcion.

En general, vamos a probar que los puntos de ramificaciéon de orden finito de
una funcién multiforme F' pueden interpretarse como singularidades aisladas de
la correspondiente funcién ® sobre la superficie de Riemann de F' (completada
adecuadamente). Con esto transformamos una singularidad con ramificacién
en una singularidad sin ramificacién. Cuando ademas la singularidad uniforme
resulta ser evitable, el punto de ramificacién se llama algebraico. Es el caso
de 0 e oo para la funcién /z. As{ pues, las singularidades algebraicas de una
funcién son las singularidades que pueden evitarse en términos de superficies de
Riemann.

Las funciones algebraicas son las funciones multiformes meromorfas cuyas
singularidades son todas algebraicas y que ademads verifican una condicién adi-
cional: tener orden de ramificacion finito. La restriccién no es arbitraria, sino
que probaremos que estas condiciones caracterizan a una familia muy impor-
tante de funciones meromorfas: las que son raices de polinomios con coeficientes
en el cuerpo M(Q2) de las funciones (uniformes) meromorfas sobre un dominio
Q. Esta es la razén por la que tales funciones reciben el nombre de algebraicas.

La funcién +/z es claramente algebraica y, en efecto, es raiz del polinomio

393
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de segundo grado w? — z € M(C®)[w]. Después daremos una definicién precisa
de qué hemos de entender por ser raiz de un polinomio en este sentido, pero en
este ejemplo la interpretacién es obvia. Seguidamente detallamos éstos y otros
hechos.

14.1 Singularidades algebraicas

En esta seccién probaremos que los puntos de ramificacién de orden finito
pueden ser incorporados a las superficies de gérmenes como singularidades aisla-
das. Ante todo conviene adoptar algunos convenios de notacién que nos permi-
tan manejar mas comodamente las singularidades aisladas. Cuando digamos que
F : Q) — C* es una funcién meromorfa multiforme completa en un dominio 2
sobrentenderemos que existe un conjunto E discreto y cerrado en € tal que F' es
holomorfa, completa y arbitrariamente prolongable en Q\ E. En los puntos de
F la funcién F puede o no estar definida. De todos modos, entenderemos que la
completitud de F’ vale sobre todo 2, en el sentido de que cualquier prolongacién
analitica de una rama uniforme meromorfa de F' con dominio contenido en 2 y
a lo largo de un arco contenido en €2 es también una rama uniforme de F'.

Es claro que si llamamos Ey al conjunto de los puntos de 2 que no son
regulares para F', entonces Fy C E es también un subconjunto discreto y cerrado
en Q, y F' es holomorfa, completa y arbitrariamente prolongable en Q \ Ey, es
decir, que podemos reducir F al conjunto de los puntos no regulares para F'.
Nos referiremos a ellos como los puntos singulares. Ciertamente, los puntos de
E son singularidades aisladas de F.

Segun el teorema 13.13, la funciéon F' tiene el mismo nimero de ramas uni-
formes holomorfas en un entorno de cada uno de sus puntos regulares. Si este
nimero es finito igual a n diremos que F' es n-forme o que tiene multiplicidad n
(aunque F pueda tener menos de n ramas en un entorno de un punto singular).
Por ejemplo, la funcién e'/(VZ+1) eg biforme en C*°.

La relacion de las singularidades aisladas con las superficies de gérmenes se
basa en el teorema siguiente:

Teorema 14.1 Sea F : Q@ — C* una funcion meromorfa completa en un
dominio Q. Seaw : D'(a,7) — C una rama holomorfa que tenga en a un punto
de ramificacion de orden finito (tal vez nulo) n — 1. Sea g : D'(0, %/r) — C la
funcion (uniforme) holomorfa tal que u(z) = g(/z —a). Sea V, . el conjunto
de todos los gérmenes de ramas uniformes de u con dominio en D'(a,r) (que
es un abierto en la superficie de gérmenes de F'). Entonces existe una biyeccion
conforme hy , : Véﬂ, — D'(0, {/r) tal que ® = hy, 09 ym™ = hyroe™ +a,
donde €"(z) = 2™.

DEMOSTRACION: Un germen v € V,,, serd de la forma f o g, donde f es
una rama uniforme de {2 — a, univocamente determinada por w. Definimos
B (0) = £(x(0)).

La aplicacién h,, , asi definida es suprayectiva, pues si w € D’(0, ¢/r) existe
una rama uniforme f de {/z — a tal que f(a +w") = w, luego hy, ,(f o g) = w.
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También es inyectiva, pues v es necesariamente el germen con soporte en
20 = hyur(v)" + a determinado por la tnica rama uniforme de {/z —a que
asigna a zq el valor h,, ,(v).

Ademés es holomorfa, pues si componemos h,, , con una inversa local de 7
obtenemos una rama uniforme holomorfa de {/z — a.

Las relaciones entre g y ® y entre 7 y e” son inmediatas. m

En el teorema anterior hemos supuesto tacitamente que el punto a era finito,
pero el resultado es véalido en oo con las modificaciones obvias: tenemos u(z) =
g(1/3/z) y obtenemos un isomorfismo hy . : V;; . — D'(0,1/3/r) que verifica
®=h,,0ogym=uoe” cone(z)=1/z".

En cualquier caso lo que sucede es que la superficie de gérmenes de F' tiene
“un agujero” en correspondencia con cada singularidad con indice de ramifi-
cacion finito. Podemos llenar este agujero si admitimos gérmenes de funciones
en entornos reducidos, tal vez multiformes. Veamoslo:

Sea F': ) — C*° una funcién meromorfa cuyos puntos singulares sean todos
puntos de ramificacién de orden finito (tal vez nulo). Para cada z € € sea F,
el conjunto de todas las ramas holomorfas de F' (no necesariamente uniformes)
definidas en un entorno reducido de z que no contenga puntos singulares de
F. Consideramos la relacién de equivalencia segin la cual dos ramas estan
relacionadas si tienen una rama uniforme holomorfa en comin. A las clases de
equivalencia las llamaremos gérmenes generalizados con soporte en z.

Llamemos S al conjunto de todos los gérmenes generalizados de F' con so-
porte en €. Diremos que un germen generalizado con soporte z es regular si
sus representantes se extienden a funciones meromorfas (uniformes) en discos
de centro z (basta con que un representante cumpla esto para que todos lo cum-
plan). Es claro que los gérmenes regulares pueden identificarse con los gérmenes
usuales que ya tenfamos definidos, con lo que el conjunto de los gérmenes re-
gulares puede identificarse con la superﬁme de gérmenes S de F' en el sentido
usual. De este modo S C S. La aplicacién 7 : § — Q que a cada germen le
asigna su soporte es suprayectlva y extiende a 7.

Vamos a extender a S la topologia de S. Dado un germen v € S y D'(a,r)
uno de sus dominios, consideramos el conjunto V,,, formado por todos los
gérmenes de ramas holomorfas de u que tienen un dominio contenido en D’ (a, r)
(se entiende que los dominios son siempre entornos reducidos, es decir, discos
sin su centro). Claramente u es el Gnico germen de V,, , con soporte en a ¥y,
puesto que D’(a,r) no contiene puntos singulares de F, el conjunto V,, , \ {u}
es precisamente el conjunto V,; . considerado en el teorema 14.1.

Es facil ver que los conjuntos V;, , son la base de una topologia de Hausdorff
en S (la prueba es idéntica al caso de las superficies de gérmenes), as{ como que
ésta induce en S la topologia que ya tenfamos definida.

Teniendo en cuenta que, si u € S\ S, se cumple V,, . N (S\S) = {u}, es claro
que S es denso en S y que S \ S es discreto y cerrado en S,

El teorema 14.1 nos da homeomorfismos hy , : Vi, \ {u} — D'(0, {/r),
donde n—1 es la multiplicidad de u. (Para 7(u) = oo el radio del disco es 1/ {/r).
Es claro que h,, se extiende a un homeomorfismo hy, : Vi, — D(0, ¢/r)
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haciendo h, ,(u) = 0 (notemos que h biyecta los entornos basicos de u de la
forma V), s con 0 < s < r con los entornos basicos de 0 de la forma D(0, s)).

Esto nos permite extender a S la estructura analitica de S tomando como
cartas de S las aplicaciones hy.r. La composicién de una carta con la inversa
de otra es un homeomorfismo entre dos abiertos de C y es holomorfa salvo a
lo sumo en un punto aislado, pues el teorema 14.1 implica que la restriccién de
huyr a Vi \ {u} es holomorfa para la estructura de S, de donde se sigue que
dicha composicién es holomorfa en todo su dominio.

Es claro que la estructura analitica de S induce en S la topologia que aca-
bamos de definir e induce en S la estructura analitica que ya teniamos definida.
También es claro que S es conexo, luego es una superficie de Riemann.

El teorema 14.1 nos da que en un entorno de cada punto de S la proyeccion
7 se expresa como 7 = h,, , o " 4+ 7(u) (en principio esto vale para los puntos
distintos de u, pero para éste es trivial). Si 7(u) = oo la férmula es distinta,
pero en cualquier caso concluimos que 7 es holomorfa en S. En general no es
localmente inyectiva.

Respecto a la funcién @, la tenemos definida sobre los puntos de S y en
general no puede extenderse a los puntos restantes. Mas concretamente, sea
ue S\ Sysea D'(a,r) un dominio de u. Supongamos que a # oo y sea n — 1
la multiplicidad de w. Segun el teorema 13.16, existe una funcién holomorfa
(uniforme) g : D'(0, ¥/r) — C tal que

u(z) = g(Vz —a)

Sabemos que el entorno V,, , de u puede identificarse con el disco D(0, /1),
y segun el teorema 14.1 la funcién ®, restringida a V,,, \ {u}, se corresponde
con g. La funcién ® admitird una extensién holomorfa a u si y sélo si g admite
una extension meromorfa a 0. Esto nos lleva a la definicién de singularidad
algebraica:

Definicién 14.2 Sea u : D'(a,r) — C° una funcién holomorfa completa
arbitrariamente prolongable. Diremos que a es una singularidad algebraica de
U si
1
u(z)=g(¥z—a) obien u(z)=g|—= sl a = oo,
donde g es una funcién meromorfa en un entorno de 0. En caso contrario la
singularidad se llama trascendente.

Notemos que, por definicién, las singularidades algebraicas son puntos de
ramificacién de orden finito. Si a es una singularidad algebraica de una funcién
u en las condiciones del teorema anterior, podemos definir u(a) = ¢g(0). Si u es
una funcién uniforme, entonces u(z) = g(z—a) (o bien u(z) = g(1/2), si a = 00),
por lo que a serd una singularidad algebraica si y sélo si es una singularidad
evitable o un polo de u. En tal caso, el valor u(a) que acabamos de definir
coincide con la dnica extensién que hace a u meromorfa en D(a, ), es decir, que
evita la singularidad.
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Mas en general, si ' : @ — C es una funcién meromorfa completa cu-
yas singularidades son todas algebraicas y a es una de dichas singularidades,
podemos definir F'(a) como el conjunto de valores que toman en a las ramas
holomorfas de F definidas (en principio) en los entornos reducidos de a.

Segun hemos visto antes, podemos extender la funciéon ® : § — C* a una
funcién meromorfa ® : § — C*°, de modo que también en el caso general
hemos evitado las singularidades de ®. Observar que F' = 7! o P.

Definicién 14.3 Una funciéon meromorfa completa F' : Q@ — C* es algebraica
de grado n si es n-forme y todas sus singularidades son algebraicas.

Notemos que, por ejemplo, la funcién arco coseno definida sobre 2 = C tiene
todas sus singularidades algebraicas, pero no es algebraica porque no tiene orden
de ramificacién finito.

Una caracterizacion de la superficie de gérmenes S similar a la que el teorema
13.23 proporciona para S serfa un tanto engorrosa, mientras que si nos restrin-
gimos al caso de funciones algebraicas, la caracterizacién resulta muy elegante
y util. Nos ocupamos de ello en la seccion siguiente.

14.2 La configuracion analitica de una funcion
algebraica

Vamos a caracterizar el par (S, 7) asociado a una funcién algebraica. Para
ello necesitamos algunos conceptos:

Definicién 14.4 Una aplicacién f : X — Y entre superficies de Riemann es
propia si es continua y para todo compacto K C Y se cumple que f~![K] es
compacto.

Sea F': 0 — C* una funcién algebraica, sea E el conjunto de sus puntos
singulares y sea S™ el conjunto de los gérmenes regulares de F' cuyo soporte
es un punto regular (claramente S* es un dominio en la superficie de Riemann
S de F). Una configuracién analitica de F es un par (X, m), donde X es una
superficie de Riemann y 7 : X — ) es una aplicacién holomorfa propia de
modo que existe una biyeccién conforme ¢ : X \ 77 }[E] — S* que cumple
¢ om =m (donde la primera 7 es la proyeccién definida en S*).

El objetivo de esta seccién es probar que (S’ ,7) es, salvo biyecciones confor-
mes, la Unica configuracién analitica de F'. La idea béasica es que si F' es una
funcién algebraica de grado n y tomamos un disco cerrado con centro en una
de sus singularidades (y que no contenga a ninguna otra), su antiimagen por 7
en S serd una unién de n cerrados disjuntos, cada uno de ellos homeomorfo a
un disco cerrado o bien a un disco cerrado menos su centro (pero siempre habrd
alguno de este segundo tipo), y los discos sin su centro no son compactos, luego
7 no es propia. En cambio, su antiimagen por 7 en S es una unién de n cerrados
homeomorfos a discos cerrados, pues en S “hemos tapado los agujeros de S”, lo
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que hace que 7 sf sea una aplicaciéon propia. En resumen, los puntos que hemos
anadido a S para formar S se caracterizan como los estrictamente necesarios
para hacer propia a la proyeccién 7 o, equivalentemente, para compactificar las
antiimagenes de los compactos de €.

Teorema 14.5 Si F' es una funcion algebraica, entonces su superficie de gér-

menes generalizados S junto con la proyeccion T es una configuracion analitica
de F'.

DEMOSTRACION: Sélo hay que probar que la aplicacién 7 es propia, pues
como ¢ sirve la identidad en S*. Tomemos K C {2 un conjunto compacto y
consideremos un cubrimiento abierto de #7![K]. Cada a € K tiene un nimero
finito de antiimégenes (igual a n si el punto es regular o menor si es singular,
pero nunca nulo). Cada una de ellas, digamos u, es un germen generalizado al
que podemos asignarle un dominio D’(a,r) tal que V,,, esté contenido en un
abierto del cubrimiento dado. Restringiendo r si es necesario podemos suponer
que vale el mismo para todas las antiimégenes de a. Llamemos r, a este radio
comun. Notemos que, por definicién de dominio de un germen, todos los puntos
de D(a,r,) son regulares para F salvo a lo sumo su centro.

Los discos D(a, r,) constituyen un cubrimiento abierto de K, luego podemos
extraer un subcubrimiento finito K C D(ay,7q,) U+ -+ U D(am, rq,, ). Entonces

fr‘l[K]CG U Vi, (14.1)

i=1luer—1[a;]

pues si v € 7 1[K] entonces 7(v) € D(aj,r,,) para algtin i, luego v tiene un
dominio contenido en este disco y es arbitrariamente prolongable en D’(a;,74,),
luego se prolonga a una rama meromorfa (tal vez multiforme) u de F' definida
en D'(a;,r,,), la cual a su vez determina un germen con 7(u) = a;. Entonces
v € Vi, v pPOr consiguiente estd en el miembro derecho de (14.1).

Puesto que cada abierto Vuyr% estd contenido en un abierto del cubrimiento
dado, concluimos que éste admite un subcubrimiento finito. L]

Para probar la unicidad de la configuracién analitica hemos de estudiar més a
fondo las aplicaciones propias. En primer lugar veamos algunos hechos bésicos:

Teorema 14.6 Sea f : X — Y wuna aplicacion holomorfa no constante y
propia entre superficies de Riemann. Entonces:

a) f es abierta, cerrada y suprayectiva.
b) Para caday €Y el conjunto f~t[y] es finito.

¢) Para caday €Y y cada abierto V que contenga a f~'[y] ewiste un entorno
abierto U de y tal que f~[U] C V.

d) Si f es localmente inyectiva, para cada y € Y existe un entorno abierto U
de y tal que



14.2. La configuracion analitica de una funcion algebraica 399

donde los conjuntos V; son abiertos disjuntos en X y todas las aplicaciones
flv, : Vi — U son homeomorfismos.

DEMOSTRACION: a) f es abierta por se holomorfa no constante. Supon-
gamos ahora que C' es un cerrado en X y sea y un punto adherente a f[C].
Existe una sucesién {y,}, de puntos de f[C] que converge a y (aqui usamos
que ¥y tiene una base numerable de entornos, porque tiene un entorno homeo-
morfo a un abierto de C). Sea z, € C tal que f(x,) = y,. El conjunto
K ={y, | n € N}U{y} es un compacto en Y, y {z,, | n € N} estd contenido en
F7YK], que es un compacto en X. Por lo tanto existe una subsucesién {x,, }x
convergente a un punto « € C. La continuidad de f implica que {y,, }, converge
a f(x) =y. Por lo tanto y € f[C]. Esto prueba que f es cerrada.

Como f es abierta y cerrada, tenemos que f[X] es abierto y cerrado en Y,
luego por conexién f[X] =Y.

b) El conjunto f~![y] es compacto. Si fuera infinito tendria un punto de
acumulacion, y el principio de prolongacién analitica implicaria que f es cons-
tante.

¢) El conjunto X \ V es cerrado en X, luego B = f[X \ V] es cerrado en YV’
y no contiene a y, luego U = Y \ B es un entorno abierto de y que cumple lo
pedido.

d) Sea f'[y] = {z1,...,x,}, donde z; # x; para i # j. Por hipétesis cada
x; tiene un entorno abierto W; tal que f|w, es inyectiva. Podemos suponer que
los W; son disjuntos dos a dos. Entonces W = W7 U ---UW,, es un abierto que
contiene a f~![y], luego por el apartado anterior existe un entorno abierto U
de y tal que f~1[U] C W. Podemos suponer que U C f[W;] para todo i. Sea
V; = W; N f~YU]. Es claro que los conjuntos V; cumplen lo pedido. L]

En general una aplicacién propia no tiene por qué ser localmente inyectiva
(las aplicaciones 7 no lo son en los gérmenes multiformes), sin embargo los
puntos donde no lo es son pocos. Recordemos del teorema 13.19 (ver las ob-
servaciones posteriores) que si f : X — Y es una aplicacién holomorfa entre
superficies de Riemann, el conjunto

A={z e X |o(f,z)>1},

es decir, el conjunto donde f no es localmente inyectiva, es discreto y cerrado
en X. Si f es propia entonces B = f[A] es discreto y cerrado en Y (es dis-
creto porque sus unicos subconjuntos compactos son finitos, luego no contiene
subsucesiones convergentes). Los elementos de B se llaman puntos criticos de
f. Los puntos de Y’ = Y \ B se llaman puntos regulares. Definimos también
X" =X\ f7!B]. Es claro que f|x/ : X’ — Y’ es holomorfa, no constante,
propia y localmente inyectiva, luego verifica la 1ltima propiedad del teorema
anterior. Recogemos esto y un poco mas en el teorema siguiente:

Teorema 14.7 Sea f: X — Y wuna aplicacion holomorfa, propia y no cons-
tante entre superficies de Riemann. Entonces existe un nimero natural n tal que
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cada punto regular b € Y’ tiene exactamente n antiimdgenes por f. Ademds,
si f71b] = {a1,...,an}, existe un entorno abierto U de b en Y’ y entornos
abiertos disjuntos V; en X' de cada a; de modo que f~[U] =V, U---UV,, y las
restricciones f|y, : Vi — U son conformes.

DEMOSTRACION: Sillamamos p(y) al nimero de antiimagenes de y, el tltimo
apartado del teorema anterior prueba que p es localmente constante en Y, y
por conexién (es facil ver que Y’ es conexo) necesariamente p es constante en
Y’. El resto del teorema es consecuencia inmediata del citado teorema. =

Definicion 14.8 Llamaremos orden de una aplicacién f : X — Y holomorfa,
propia y no constante entre superficies de Riemann al nimero de antiimagenes
de cualquiera de los puntos regulares de Y. Lo representaremos por o(f).

Teorema 14.9 Sea f : X — Y wuna aplicacion holomorfa, propia y no cons-
tante entre superficies de Riemann. Para cada puntoy € Y se cumple

olfy="Y_ olf, ).

z€f~1y]

DEMOSTRACION: Por las propias definiciones el resultado es cierto si y es
regular. Tomemos ahora un punto critico b € B y supongamos que tiene s
antiimdgenes distintas a1, ...,as. Sea n; = o(f, a;).

Segin la observacién posterior al teorema 13.19, existen entornos abiertos
V; de cada a; disjuntos dos a dos y entornos U; de b tales que cada y € U; \ {b}
tiene exactamente n; antiimdgenes en V. Por el teorema 14.6 existe un entorno
abierto U de b tal que U C UyN---NU, y fHU] C ViU---UV, = V. Entonces
todo y € U regular tiene exactamente n = nj + --- + ny antiimagenes, luego

n = o(f). "

Ahora ya podemos probar la unicidad de la configuracién analitica:

Teorema 14.10 Si (X1, m) y (X2, m2) son dos configuraciones analiticas de
una funcion algebraica F', entonces existe una biyeccion conformey : X1 — Xo
tal que Y oy = .

DEMOSTRACION: Sea ¢; : X \ W;l[E] — S* segtin la definicién de con-
figuracién analitica. EIl conjunto E es discreto y cerrado en 2 y, al ser m;
una aplicacién propia, el conjunto 7rj_1[E] es discreto y cerrado en X; (pues si
K C 7rj_1[E] es compacto, entonces f[K] es finito y K C f~![f[K]] también lo
es).

Sea ¢ = ¢ 0py "+ Xy \ 7] H[E] — Xo \ m, '[E]. Claramente ¢ es una
biyeccién conforme. Veamos que se puede extender a una aplicacién holomorfa
Y 1 X; — Xy. Para ello fijemos un punto b € 7, '[E] y veamos que v se
extiende a una funcién holomorfa en un entorno de b.

Sea a = 71 (b). Puesto que 72 es propia, el conjunto 7751 [a] es finito. Digamos
que 75 '[a] = {e1,...,cs}. Sea W; el dominio de una carta en X5 alrededor de
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cada c¢j. Podemos exigir que los abiertos W; sean disjuntos dos a dos. Puesto
que 5, '[a] € Wy U--- U WS, el teorema 14.6 nos da un entorno abierto U de a
tal que UNE = {a} y 7y '[U] C Wy U---UWs,.

Sea V' el dominio (conexo) de una carta alrededor de b tal que V C 7y ' [U]
y VN E] = {b}. Claramente V \ {b} C 77 *[U] es un abierto conexo de
X, \ 77 HE], luego [V \ {b}] es un abierto conexo en 7, '[U]. Por lo tanto
existe un {ndice k tal que ¥[V \ {b}] C W.

Sea g la carta definida sobre V' y h la carta definida sobre Wj. Podemos
suponer que sus rangos son ambos iguales a D(0,7) y que g(b) = h(ck) = 0.
Entonces u = g~* ot oh : D'(0,7) — D(0,7) es holomorfa y tiene una
singularidad evitable en 0. Definiendo 9 (b) = h~!(u(0)) tenemos que 1|y =
gouoh™ !, luego hemos extendido ¢ a una funcién holomorfa en b.

En general, ahora tenemos ¥ : X7 — X5. La igualdad ¥ oms = 7 es valida
sobre los puntos de X;\7; '[E]. Como este conjunto es denso y ambos miembros
son continuos, de hecho es valida en todo X;. Falta ver que ¥ es biyectiva. En
principio vemos que es propia: si K es un compacto en X, entonces 1)~ ![K] es
un cerrado en X; contenido en el compacto 7 [r2[K]], luego es compacto. En
particular tenemos que 1) es suprayectiva.

Como los conjuntos 7; ' [E] son numerables, existe un punto yo € X\, ' [E]
que es regular para ¢ y 1~ yo] € X1 \ 7 '[E], pero esto implica que yo tiene
una Unica antiimagen, luego o(¢)) = 1, y por el teorema 14.9 concluimos que v
es inyectiva. n

Ahora es relativamente facil reconocer configuraciones analiticas. Por ejem-
plo, la de la funcién y/z es C* con la proyeccién 7(z) = 22, pues sabemos que
C\ {0} es la superficie de Riemann de /z y es fécil ver que la aplicacién 7 es
propia.

14.3 Raices de polinomios

Tal y como explicibamos al principio del capitulo, las funciones algebraicas
son precisamente las que satisfacen una ecuaciéon funcional polinémica. Con
mas precision:

Definicién 14.11 Sea 2 un dominio en C*°, sea M(R2) el cuerpo de las funcio-
nes (uniformes) meromorfas en Q y sea F' : Q@ — C* una funcién meromorfa
multiforme. Diremos que F es raiz del polinomio P(z,w) € M(Q)[w],

P(z,w) = Ag(2)w™ 4+ Ay (2)w"™ ™ + - 4+ Ap(2)

si toda rama uniforme meromorfa f : D — C* de F' en un abierto que no
contenga polos de las funciones A4;(z) cumple

P(z, f(2)) =0, paratodo z€ D.

Observemos que el conjunto de los polos de los coeficientes de un polinomio
de M(Q)[w] es discreto y cerrado en Q. También es claro que si g € M(Q) es
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una funcién no nula, entonces F' es raiz de un polinomio P si y sdlo si lo es de
gF, luego en particular toda funcién que es raiz de un polinomio lo es de un
polinomio ménico.

Conviene observar que basta con que una rama uniforme de F' satisfaga un
polinomio para que todas lo hagan:

Teorema 14.12 Sea 2 un dominio en C*. Sean f: D — C® yg: E — C=®
dos funciones uniformes meromorfas cuyos dominios estdan contenidos en £ y
tales que una se prolonga hasta la otra a lo largo de un arco contenido en 2.
Si P(z,w) € M(Q)[w] cumple que P(z, f(z)) = 0 para todo z € D, entonces
P(z,9(2)) =0 para todo z € E.

DEMOSTRACION: Sea 7 : [a,b] — Q un arco y h : [a,b] — C* una
funcién meromorfa sobre v que prolongue f hasta g. Entonces la funcién u(t) =
P(v(t), h(t)) es claramente meromorfa sobre 7 (pues si h; : D; — C* extiende
a h alrededor de «(t), entonces P(z, hi(z)) extiende a u alrededor de ~(t)). Por
hipotesis u es nula en un entorno de a, luego es nula en todo su dominio, con lo
que P(z,9(z)) es nula en el extremo final de ~, y por tanto en todo E. =

Ahora veamos algunos resultados generales sobre los polinomios de M(2)[w].
Consideremos dos polinomios T, To € M(Q)[w] de grados n > m > 0 res-
pectivamente. En todo anillo de polinomios sobre un cuerpo podemos dividir
euclideamente, luego podemos formar una sucesiéon de descomposiciones

Tl(zaw> = Ql(sz)TQ(zaw) + TS(Z,U))
TQ(Zaw) = Qg(Z,’lU)Tg(Z,IU)—‘y-T4(Z,QU)
Tp-1(z,w) = Qp-2(z,w)Tp—1(z,w) + Tp(2),

donde el grado de cada resto T; es estrictamente menor que el del anterior, hasta
llegar a un resto T,, € M(€2). Tomamos p como el menor natural para el que se
cumple esto, es decir, suponemos que 7j,_; tiene grado no nulo.

Llamamos F al conjunto de los polos de los coeficientes de los polinomios
T; y Qj. Sioo € € loincluimos también en E. Es claro que E es discreto y
cerrado en ). Veamos algunos hechos sencillos:

a) Sia € Q\ E, entonces a es un cero de T, si y sdlo si los polinomios
Ty (a,w) y Ta(a,w) tienen una raiz comain.

En efecto, si T),(a) = 0, las relaciones recurrentes entre los T; prueban que
cualquier raiz de T),_1(a,w) lo es de todos los T;(a,w), en particular de
los dos primeros. Reciprocamente, una raiz comun de Ti(a,w) y To(a, w)
lo es de T3(a,w) y por recurrencia lo es de Ty,(a), o sea, T,(a) = 0.

b) T, # 0 si y sdlo si existe un conjunto L C Q discreto y cerrado en
que contiene a E y tal que para todo a € Q\ L los polinomios Ty (a,w) y
Ty(a,w) no tienen raices comunes.
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En efecto, si T, # 0 tomamos L igual a £ mas los ceros de T}, que es un
conjunto discreto y cerrado en . Si a € Q\ L, entonces los polinomios
Ti(a,w) y Ta(a,w) no tienen raices comunes por el apartado anterior.
Reciprocamente, si existe tal conjunto L, por el apartado anterior todo
a € Q\ L cumple Ty (a) # 0, luego T, # 0.

c) T, # 0 si y sdlo si los polinomios Ty (z,w) y To(z,w) son primos entre si.
En efecto, si T, = 0 las relaciones recurrentes entre los T; prueban que
Tp—1 divide a todos los demés, luego 77 y 7> no son primos entre si.
Supongamos ahora que Ty = TPy T = T'Q, donde T tiene grado positivo.
Sea D un disco abierto contenido en 2 disjunto con E y de forma que todos
los coeficientes de los polinomios T, P y @ sean funciones holomorfas, y
el coeficiente director de T" no se anule en D. Si a € D, cualquier raiz
de T'(a,w) es una raiz comin de T7(a,w) y To(a,w), luego el apartado a)
implica que T,(a) = 0. Asi pues, T, es nula en D, luego en todo €.

Combinando los dos ltimos apartados tenemos:

Teorema 14.13 Sean Ty, To € M(Q2)[w] dos polinomios de grado no nulo pri-
mos entre si. Entonces existe un conjunto L discreto y cerrado en Q) tal que si
a € Q\ L, a# oo, los polinomios T1(a, w) y Ta(a,w) no tienen raices comunes.

Este teorema se aplica en particular a un polinomio irreducible
T(z,w) = Ag(2)w™ + A1 (2)w™ 4 + A, (2)
y a su derivada formal
Tow(z,w) = nAo(2)w" ' + (n — D) A (2)w" 4 -+ A, 1(2).

Observemos que Ty Ty, son primos entre si, pues un divisor comtin no
unitario deberia tener grado n por ser T irreducible y grado menor que n por
dividir a T.,. Por otra parte, una raiz de T'(a,w) que no lo sea de T,,(a,w) es
una raiz simple. Esto prueba:

Teorema 14.14 Si T € M(Q)[w] es un polinomio irreducible, entonces el con-
Junto de los a € Q, a # oo tales que T(a,w) tiene raices maltiples es discreto y
cerrado en §2.

(Notar que el razonamiento anterior no es aplicable si T tiene grado 1, pero
este caso es trivial.)

Veamos ahora un primer resultado sobre existencia de funciones meromorfas
que satisfacen un polinomio dado.

Teorema 14.15 Sea
T(z,w) = w" 4+ A (2)w" ™ + -+ A1 (2)w + Ay(2)

un polinomio cuyos coeficientes son funciones holomorfas en un disco D(a,r)
del plano complejo. Supongamos que T'(a,w) tiene n raices simples wy, ..., wy,.
Entonces existen n funciones holomorfas f1,..., fn en un disco D(a,t), con
0 <t <r tales que:
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a) fila) =wj;, paraj=1,...,n.
b) Para cada z € D(a,t) los nimeros f;(z) son distintos dos a dos.
¢) T(z, fj(z)) =0 para todo z € D(a,t).

d) Si f es una funcidn meromorfa en un entorno de a y para cada z en dicho
entorno se cumple T'(z, f(z)) = 0, entonces f coincide con una f; en un
entorno de a.

DEMOSTRACION: Sea € > 0 tal que los discos D(wj,€) sean disjuntos dos
a dos. Asi, el polinomio T'(a,w) tiene un unico cero en cada disco, concreta-
mente en su centro. Usando la continuidad de T'(z,w) en las dos variables y la
compacidad de las circunferencias, es facil encontrar un radio ¢ de modo que si
z € D(a,t) y |lw— w,| = ¢, entonces T'(z,w) # 0. En D(a,t) podemos definir

las funciones ) T )
Z,w
(2) = LwlBHW) o
ui(2) = 5 T(zw)

|w—w;|=e

El teorema de los residuos y el teorema 8.7 implican que u;(z) es el nimero de
ceros en D(wj, €) del polinomio w +— T'(z,w) (contados con sus multiplicidades).
En particular u;(z) es un nimero natural, pero por otra parte cada funcién wu;
es continua, luego es constante en D(a,t). Concretamente, u;(z) = u;(a) =1
para todo i. En otras palabras, cada polinomio T'(z,w) tiene un tinico cero en
D(wj,€), al que llamaremos f;(z). Ciertamente, fijado z, los nimeros f;(z) son
distintos dos a dos y se cumple T'(z, f;(z)) = 0.

Veamos que las funciones f; son holomorfas. La funcién w — 1/T(z,w),

definida en D(wj,€), tiene un polo simple en f;(z), luego la funcién

A 1C)

T(z,w) T (2,w)

es holomorfa en D(wj,€). Por el teorema de Cauchy

€L (w— 5(2)) %

2mi lw—w;j|=€

_ 1 Tow(z, w)
f](z) - %/'wwjl_ew T(Z,'IU) dw7

dw =0,

luego

lo que muestra la holomorfia de las funciones f;.

Sélo falta probar que cualquier funcién meromorfa f en un entorno de a que
cumpla T'(z, f(z)) = 0 coincide con una de las f;. Reduciendo ¢ si es necesario
podemos suponer que f estd definida en D(a,t). Sea L el conjunto de puntos de
este disco que no son polos de f. Si z € L, entonces f(z) es una de las raices del
polinomio T'(z, w), pero éstas raices son las f;(z), luego f(z) = f;(2) para algin
indice j que depende de z. Ahora bien, ha de haber una cantidad no numerable
de puntos z € L para los que el j correspondiente sea el mismo, con lo que f y
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f; coinciden en un conjunto no numerable, luego coinciden en todo su dominio.
n

A las funciones f; las llamaremos raices locales de T en a. Con esto estamos
en condiciones de probar que todo polinomio irreducible tiene una raiz, asi como
que ésta es una funcién algebraica.

Teorema 14.16 Sea
T(z,w) =w" + Ay (2)w" ™ + -+ Ap_1(2)w + A, (2)

un polinomio mdnico irreducible en M(Q)[w]. Sea E el conjunto de los puntos
a € Q donde alguno de los coeficientes A; tiene un polo o donde el polinomio
T(a,w) tenga raices miltiples (claramente E es discreto y cerrado en ). En-
tonces existe una funcion algebraica F : @ — C* cuyos puntos singulares
estdn contenidos en E y que es raiz del polinomio T.

DEMOSTRACION: Tomemos un punto a € Q \ F y sea f una de las raices
locales de T' en a proporcionadas por el teorema anterior. Sea F' la funcion
multiforme completa generada por f en (), es decir, la funcién cuyas ramas
uniformes son las prolongaciones analiticas de f a lo largo de arcos contenidos
en 2. Por el teorema 14.12 tenemos que F es raiz de T. Falta probar que F es
arbitrariamente prolongable en Q\ E. En efecto, si vy : [a,b] — Q\ E es un arco
y g es una rama uniforme de F en un entorno de y(a), sea to el supremo de los
puntos ¢ € [a, b] tales que g se prolonga a lo largo de 7|f, 4. Tomemos un disco
D de centro v(tg) donde estén definidas las raices locales de T' segin el teorema
anterior. Sea ¢ > 0 tal que y(top — €¢) € D. La prolongacién de g hasta v(tg — €)
es una raiz local de T' en v(tg — €), pero es claro que las raices locales en este
punto son las mismas que en 7(¢g), luego la prolongacién de g hasta v(tg — €)
permite prolongar g hasta v(tg) y atin mds alld, salvo que to = b, luego éste ha
de ser el caso y tenemos que g se prolonga a lo largo de 7.

Veamos que la funcién F' es algebraica. En primer lugar observamos que, en
un entorno de un punto regular, las ramas uniformes holomorfas de F' son raices
locales de T', luego su nimero es p < n, y por el teorema 13.13 concluimos que
F tiene multiplicidad p.

Consideremos ahora un punto singular b de F'. En particular b € E. Toma-
mos un disco tal que D(b,r) N E = {b} y sea F* una rama holomorfa de F en
D’(b,r). Entonces F* tiene en b un punto de ramificacién de orden m — 1 < p
(tal vez m = 1). Por el teorema 13.16 existe una funcién uniforme holomorfa g
definida en un entorno reducido de 0 tal que

F*(z)=g(¥2z-1b) obien F%@=g<%§> si b= oo.

Hemos de probar que g no tiene una singularidad esencial en 0. En general,
si feM(Q) y a €, conviene introducir la notacién

B 0 SiO(f,a)ZO
Mﬂ@{_qﬁ@ sio(f,a) <0
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Supongamos b # oo (los cambios para b = oo son los obvios). Llamando
Ap =1, sean

k = max M(Ajv b), a; = h'm(z - b)kAJ(Z)

0<j<n z—b

Entonces algin a; es no nulo. Sea el polinomio Ti(z,w) = (z — b)*T(z, w).
Claramente

T1(b,w) = il’LI}JTl(Z,’LU) = aow" + a w4+ ap g w + ag,
luego el polinomio 77 (b, w) no es nulo.

Si 0 es una singularidad esencial de g, para cada w € C existe una sucesiéon
{&s} de nimeros complejos no nulos que converge a 0 y tal que {g(&s)} converge
a w. Asi la sucesién {b+ &'} converge a b y, para s suficientemente grande,
estd en D' (b, ), luego g(&s) € F*(b+ &) C F(b+&7).

Como F es raiz de T, se cumple T'(b + £™,g(¢s)) = 0 y, en consecuencia,
Ti(b+ &7, g(&s)) = 0. Por continuidad

T](b,ﬂ)) = h’gnTl(b + g;nag(gs)) =0,

esto para todo w € C, lo que implica que T} (b, w) es nulo, en contradiccién con
lo anterior. -

La prueba del teorema anterior muestra en realidad que cualquier funcién
que sea rafz de un polinomio es algebraica (de grado menor o igual que el
del polinomio). Ahora probaremos que toda funcién algebraica es rafz de un
polinomio. Necesitamos recordar los resultados basicos sobre los polinomios
simétricos elementales. El polinomio simétrico elemental de n variables y grado
j se define como

Si@r, . wn) = (=17 > w e

1<iy<--<ij<n

Es obvio que S; es simétrico, en el sentido de que si permutamos sus variables
permanece inalterado. Lo tnico que vamos a necesitar es que si aq,...a, € C,
entonces

(x—a1) - (x —ap) =w" + Si(ar,...a)w" 4+ S, (a1, ..., a,).

Sifi,... fn € M(Q), definimos

Sj(fl(z)v"'afn(z)):(_1)j Z fll(z)fh(z)

1<ip < <i;<n

Claramente S;(f1(z),..., fn(2)) es una funcién meromorfa en 2 que no de-
pende del orden de las funciones f;. En los puntos z € §2 que no son polos de
ninguna f; coincide con la composicién de las f; con el polinomio 5.
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Teorema 14.17 Sea F' : Q) — C* una funcion algebraica de grado n. Enton-
ces existe un unico polinomio mdnico irreducible T(z,w) € M(Q)[w] que tiene
a F por raiz. Ademas T tiene grado n.

DEMOSTRACION: La unicidad es consecuencia del teorema 14.13, pues dos
polinomios moénicos irreducibles distintos 17 y T3 son primos entre si. Si ambos
tuvieran a F' como raiz, en particular tendriamos una rama uniforme holomorfa
f de F en un disco D tal que si a € D entonces Ty (a, f(a)) = 0 = Ta(a, f(a)), es
decir, el conjunto de puntos a tales que T3 (a, w) y T (a, w) tienen raices comunes
no seria discreto.

Sea E el conjunto de los puntos singulares de F'. Para cada b € Q\ E, sean
fi,ps- -5 fn,p las ramas uniformes holomorfas de F'. Si llamamos D; al mayor
disco de centro b contenido en Q \ E, el principio de monodromia nos permite
extender las funciones f;; a todo el disco Dy. Para j = 1,...,n definimos
Sj,b = Sj(fl,ba R fn,b)'

Veamos que si b, c € Q\ E'y DyN D, # &, entonces S;; y Sj . coinciden en
su dominio comin. En efecto, si z € Dy N D,, las restricciones de las funciones
fiv a D,NDyN D, son las n ramas uniformes de F' en este abierto, al igual que
las restricciones de las funciones f; ., tal vez en otro orden, pero en cualquier
caso, sobre los puntos de este abierto que no son polos de ninguna de ellas, las
funciones S;; y Sj,c coinciden con S ., luego coinciden entre si.

Consecuentemente, las funciones S se extienden a una funcién holomorfa
S; definida en Q \ E. Si probamos que los puntos de E son singularidades
evitables o polos de cada S; entonces estas funciones se extenderan a funciones
meromorfas en €2, y la funcién F' sera raiz del polinomio

T(z,w) = w" 4+ S1(2)w" ™t + -+ Sp(2).

Sea, pues a € F y supongamos que a # oo (el caso a = oo es anélogo).
Consideremos un entorno reducido D’(a, r) disjunto con E. Fijemos b € D'(a,r)
y llamemos F; a la rama holomorfa de F' en D’(a,r) que contiene a f;;. Sea
p; < n la multiplicidad de F}. Segun la definicién de punto critico algebraico
existe una funcién g; meromorfa en 0 tal que Fj(z) = g;( Nz—a ).

Sea D un disco de centro 0 en el que estén definidas todas las funciones g; y
sea k > 1Iélj§i<Xn u(g;,0) (ver pag. 405). Asf w*g;(w) tiende a 0 en 0, luego existe

una constante M y un radio 0 < r < 1 tales que

M . .
|gj(w)|§W, si0O<|wl<r, j=1,...,n.

Ahora llamamos s = min;<j<, 7%/, de modo que si z € D'(a, s) entonces

15;(2)] < Yoo fas@] iy (2)]

1<ip < <ij<n

S e (TVE— )l g (" —a)l

1<ip < <ij<n
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M

Rpi Ak,

<

1<iy < <ij<n |z — al

Teniendo en cuenta que |z — a| < 1, una cota inferior de los denominadores
de esta expresién es |z — a|™, donde m = jk, con lo que en definitiva llegamos
a una expresion de la forma

K
155(2)] < m-

Esto implica que (z — a)S;(z) estd acotada alrededor de a, luego S; tiene
una singularidad evitable o un polo en a, como queriamos probar.

Falta ver que el polinomio T es irreducible, pero esto es sencillo: si se pudiera
descomponer en factores, es claro que F' seria raiz de uno de ellos, digamos de
un factor T* de grado p < n, pero entonces las ramas uniformes de F' (salvo en
un conjunto discreto y cerrado) serian las raices locales de T*, que son p en un
entorno de cada punto, luego F' tendria a lo sumo multiplicidad p, cuando en
realidad tiene multiplicidad n. L]

Con esto ya tenemos la caracterizacion que buscdbamos de las funciones
algebraicas:

Teorema 14.18 Una funcion multiforme meromorfa completa F : Q@ — C*
es algebraica si y sélo si es raiz de un polinomio de M(Q)[w].

En realidad los teoremas anteriores contienen cierta informacién relevante
sobre la relacién entre una funcién algebraica y el inico polinomio ménico irre-
ducible del cual es raiz. Sélo falta dar unos pocos detalles:

Teorema 14.19 Sea T' € M(Q)[w]s un polinomio mdnico irreducible de grado
n y sea E el conjunto de puntos a € Q) donde alguno de los coeficientes de F
tiene un polo o donde T'(a,w) tiene raices miltiples. Entonces existe una dnica
funcion algebraica F en ) que es raiz de T'. Ademds F tiene multiplicidad n y
sus puntos singulares estan contenidos en E.

DEMOSTRACION: El teorema 14.16 nos da que existe una funcién F alge-
braica en 2 que es raiz de Ty cuyos puntos singulares estan contenidas en F.
Por el teorema anterior F' es raiz de un unico polinomio ménico irreducible T
cuyo grado es la multiplicidad de F, luego T" = T y F tiene multiplicidad n.

Esto implica que las n raices locales de T' en un entorno de cada punto de
2\ E son ramas uniformes holomorfas de F. Puesto que toda raiz de T ha de
tener como rama uniforme a alguna de estas raices locales y todas forman parte
de la misma funcién F, es claro que T sélo tiene una raiz. L]

Ejemplo Vamos a estudiar la funcién algebraica determinada por el polinomio
T(z,w) =w® — 3w — z € M(C*)[w].
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Ante todo, notemos que T es irreducible, pues si no lo fuera tendria un
factor de la forma w — g, para una cierta funcién h € M(Q)[w], que claramente
cumpliria

h(2)® = 3h(z) — 2z = 0.
Entonces
—1=o0(z,00) = o(h® — 3h,00) = 30(h, 0),
lo cual es absurdo.

Asi pues, T determina una funcién algebraica triforme 7' : C*° — C°.

Si un punto w es raiz multiple de T'(z,w), entonces es raiz de su derivada
3w? — 3 = 0, luego w = +1. Sustituyendo w = +1 en T(z,w) = 0 resulta
z = £2. Por lo tanto, los casos en que T es reducible son tnicamente

T2,w) = w®—3w—-2=(w+1)>*(w-—2)
T(-2,w) = w®—-3w+2=(w—-1)>*w+2).

El tinico polo de los coeficientes de T' es 0o (en el coeficiente z), luego la
funcion F es regular salvo a lo sumo en los puntos 2, —2 e co. Vamos a estudiar
estas singularidades.

El mismo argumento con el que hemos probado que T es irreducible justifica
de hecho que F' no tiene ramas uniformes en un entorno de oo, luego ha de tener
una tnica rama triforme (si tuviera una rama biforme, deberia tener también
una uniforme). Asf pues, co es un punto de ramificacién doble.

Tomemos ahora un disco de centro 2 que no contenga a —2 y supongamos
que F' tiene una rama uniforme holomorfa f en D. La ecuacién

f(2)> =3f(2) —2=0 (14.2)

prueba que f(2) = 2 o bien f(2) = —1. Derivandola queda 3f’(2)(f(z)?—1) =1,
luego f(2) =2y f/(2) # 0. Por lo tanto f es inyectiva en un entorno V de 2.

La propia ecuacién (14.2) muestra que la inversa de f en f[V] viene dada
por f~H(w) = w® — 3w.

De aqui ya podemos deducir que la funcién f existe realmente. En efecto, la
funcién h(w) = w3 — 3w es inyectiva alrededor de 2, luego su inversa f satisface
(14.2). De hecho hemos probado que es la unica rama uniforme de F' en un
entorno de 2. Por consiguiente, F' ha de tener otra rama biforme, para la cual
2 es un punto de ramificacién simple.

El punto —2 se trata andlogamente. Concluimos que F tiene también dos
ramas holomorfas a su alrededor, una uniforme y otra biforme.

Para terminar de comprender como se articulan las distintas ramas uniformes
de F' conviene observar lo siguiente:

Si una rama uniforme holomorfa de F en D(—2,4)ND(2,4) se pro-
longa a todo el disco D(—2,4), entonces no se prolonga a todo el
disco D(2,4) y viceversa.

En efecto, si una misma rama se prolongara a D(—2,4) U D(2,4), se prolon-
garfa de hecho a todo C, pero ya hemos visto que F' no tiene ramas uniformes
en un entorno de oo. m
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14.4 Superficies de Riemann compactas

Las configuraciones analiticas (X, 7) de las funciones algebraicas en C* son
superficies de Riemann compactas, pues 7 : X — C* es propia y C* es com-
pacto. En esta seccién probaremos que si X es cualquier superficie de Riemann
compacta y m : X — C* es cualquier funcién meromorfa no constante, en-
tonces (X, ) es la configuracién analitica de una cierta funcién algebraica F' en
C*. Mas atn, toda funcién meromorfa ® : X — C° determina una funcién
algebraica mediante F(z) = ®[r~![2]], aunque en general (X,7) no tiene por
qué ser su configuraciéon analitica.

Observar que si 7 : X — C* es una funcién meromorfa en una superficie
de Riemann compacta, entonces es propia trivialmente.

Teorema 14.20 Sea X una superficie de Riemann compacta y m: X — C=
una funcion meromorfa no constante de orden n. Entonces para cada funcion
meromorfa ® : X — C* existe un polinomio mdnico T € M(C*>)[w] de grado
n tal que T(w(z),®(x)) = 0 para todo x € X donde no se hagan infinitos los
coeficientes de T'.

Si T es irreducible, el par (X,m) es la configuracion analitica de la funcion
algebraica sobre C>* determinada por T .

DEMOSTRACION: Sea A el conjunto formado por los polos de 7 y ® més los
puntos de X donde o(w,z) > 1. Claramente A es cerrado y discreto, luego es
finito. Llamemos E = w[A] y B = n~![E]. Claramente E y B son conjuntos
finitos y 7[X \ B] = C> \ E. Observemos también que oo € E.

Para cada a € C> \ E llamemos z1q,...,%n,q & los n puntos de X \ B
tales que m(x1,4) = -+ = 7(¢p,e) = a. Existen un disco D, de centro a y
entornos abiertos V; , de cada x;, de modo que 7|y, , : Vi — D, es biyec-
tiva. Llamaremos ¢; q : Dqg — Vi 4 a la funcién inversa. Definimos en D, las
funciones

Ajya(z) = Sj ((I)(d)l,a(z))a ceey q)(¢n,a(z)))v

donde S; es el polinomio simétrico elemental de grado j.

Es inmediato comprobar que si D, N Dy, # &, entonces A; , y Aj; coinciden
en dicha interseccién, luego todas estas funciones se extienden a una tunica
funcién holomorfa A; : C*° \ E — C. Las propiedades de los polinomios
simétricos elementales hacen que

n n

H(w —®(x;4)) = H(w — ®(¢iala))) (14.3)

i=1 i=1
= w"+ Arg(a)w" o+ Ay a(a)
w" + Ap(a)w" 4 4 Ay (a).

Llamemos T'(z,w) al polinomio del tltimo término. Hemos de probar que
las funciones A; tienen singularidades evitables o polos en los puntos de E, con
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lo que son meromorfas y T € M(C*)[w]. Més atn, si z € X \ By a = 7(x)
entonces existe un ¢ tal que x = x; 4, y es claro que

n

T(r(x),®(x)) = [[(®(z) — ®(z14)) = 0.

i=1

(Si & € B pero todas las funciones A; son finitas en 7(b), la igualdad anterior
vale igual para x por continuidad.)

Sea, pues, ¢ € F' y tomemos un disco abierto D en C* de centro c¢ tal que
DNE ={c}. Sea h: D — C cualquier funcién holomorfa no constante tal que
h(c) = 0. Sea f = mo h, que es una funcién holomorfa en 7= 1[D] y f(x) = 0
para todo x € m~![c].

Si m es un nimero natural mayor que el orden de cualquier polo que ® pueda
tener en 7 1[c|, entonces g = f™® es holomorfa en 7~ 1[D].

Sea K C D un entorno compacto de c¢. Entonces 7 ![K] es un entorno
compacto de cada punto de 7~ 1[c], y existe un nimero real M > 0 tal que
lg(z)| < M para todo z € 7~ [K].

Sia € K\ {c} tenemos que

Ajla) = (=17 YT (¢iala) - B ,a(a))

1<i1<-<ij<n

= (- Y i) @),

1Si1<~~<ij <n

Puesto que cada ; , estd en 7 ![K], tenemos la acotacién

[h(a)™ Aj(a)| < Yo @)™ (i 0| [h(@)" (i, )]

1< <+ <i;<n

= Z |f($i1,a)mq)<xi1,a)‘ T |f(xij,a)mq)(xij,a)‘

1§i1<~~<ij§n

< CM’.

Asi pues, la funcién h™7 4; tiene una singularidad evitable en ¢, y la funcién
A; tiene una singularidad evitable o un polo en dicho punto. Por consiguiente

Aj € M((COO)

Supongamos ahora que T es irreducible y sea F' la funcién algebraica que
determina. Sea A* el conjunto de puntos de X donde 7 no es localmente inyec-
tiva. Sea E* = m[A*] y sea B* = n~![E*]. Todos estos conjuntos son finitos.
Vamos a ver que E* es el conjunto de puntos singulares de F'.

En efecto, sea z € C*> \ E*. Entonces z tiene n antiimdgenes distintas,
digamos x1,...,2, € X. Existen un entorno V' de z y entornos disjuntos V;
de cada z; tales que las restricciones 7|y, : V; — V son homeomorfismos. Las
aplicaciones (7]y;) ! o ® son ramas uniformes de F, pues todo a € V' \ E cumple

T(a, ®((lv;) " (a)) = T (n((nlv.) " (a)), @((7|y;) " (a))) = 0.
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Ademsds son distintas. Para probarlo fijamos a € V' \ E. Podemos suponer
que D, C V \ E, y entonces las funciones (r|y;)~! se restringen a las funciones
¢i.q (quizé en otro orden). Basta ver que las funciones ¢; ,0® son distintas, pero
si dos de ellas coincidieran, entonces (14.3), que es la definicién de T', implicaria
que T(z,w) tiene raices miltiples en todos los puntos z € D,, en contra de su
irreducibilidad.

Asi pues, F tiene n ramas uniformes en un entorno de cada punto de C=\ E*,
lo que prueba que tales puntos son regulares.

Reciprocamente, si @ € A*, entonces a = m(x) es un punto singular de F'
pues, fijado un entorno V' de a, podemos tomar un entorno W de x tal que
W N B*={a} y n[W] C V. Como 7 no es inyectiva en W, existen dos puntos
u, v € W con w(u) = m(v) € V. Sea v un arco que una u con v contenido en W
y que no pase por x. Es facil ver que yom es un arco cerrado en V' que prolonga
una rama uniforme de F' hasta otra distinta. Por consiguiente F' tiene una rama
con un punto de ramificacién en a, que es, por tanto, un punto singular.

Sea S* = X \ B*. Si probamos que S* con la restriccién de 7 puede iden-
tificarse con la superficie de gérmenes de F' con soporte regular, la unicidad de
la configuracién analitica implicard que (X, ) es la configuracién analitica de
F. Ahora bien, dicha superficie es simplemente la superficie de Riemann de la
restriccién de F' a C> \ E*, y el teorema 13.23 nos permite identificarla con S*.

| |

Ahora falta probar que si X es una superficie de Riemann compacta y 7 es
cualquier funcién meromorfa no constante en X, entonces existe al menos una
funcién meromorfa ® sobre X para la cual el polinomio T" del teorema anterior
es irreducible, con lo que (X, 7) serd ciertamente la configuracién analitica de
una funcién algebraica. Esto es una consecuencia muy sencilla de un hecho nada
trivial:

Si X es una superficie de Riemann y x1, ..., T, son puntos distintos
de X, existe una funcion meromorfa f : X — C* tal que los
valores f(x;) son distintos dos a dos.

Dedicaremos la seccién siguiente a probar este hecho. Ahora consideremos
un par (X, 7), donde X es una superficie compacta y 7 una funcién meromorfa
no constante. Consideremos el orden n = o(mr) y tomemos un punto a € C*
con n antiimagenes distintas z1,...,z,. Sea ® una funcién meromorfa sobre X
tal que los valores ®(x;) sean distintos dos a dos. Es facil ver entonces que la
funcién F' del teorema anterior tiene n ramas uniformes distintas alrededor del
punto a. Si T fuera reducible entonces F' seria raiz de un polinomio de grado
menor que n, pero eso es imposible. L]

Notemos que la aplicacién ® no es tnica en ningin caso. Por ejemplo, si
X =C> y m(z) = 2%, entonces (X, 7) es la configuracién analitica de la funcién
\/z, pero también de 1/z + 1, etc.
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14.5 Funciones harmoénicas en superficies de
Riemann

El teorema de existencia de funciones meromorfas que hemos usado en la
seccién anterior no es facil de probar, y la mayoria de las demostraciones co-
nocidas utilizan conceptos més avanzados que los que hemos estudiado en este
libro. Aqui daremos una prueba basada en las ideas originales de Riemann, para
la cual necesitamos generalizar a superficies de Riemann los resultados elemen-
tales sobre funciones harménicas en abiertos de C. Empezamos extendiendo las
definiciones.

Definicién 14.21 Una funcién f : X — R definida sobre una superficie de
Riemann es harmdnica (subharmoénica, superharménica) si para cada z € X
existe una carta ¢ : U — C alrededor de x tal que ¢~! o f es harménica
(subharménica, superharménica) en ¢[U].

Usando los teoremas 9.6 y 9.25, es facil ver que la composicién de una trans-
formacién conforme (entre abiertos de C) con una funcién subharménica (en
el sentido usual) es de nuevo subharménica. De aqui se desprende esto mismo
para funciones superharménicas (y para funciones harménicas es consecuencia
directa de 9.6). Como consecuencia, teniendo en cuenta ademds que el cardcter
harménico, subharmoénico o superharmoénico de una aplicacién es una propiedad
local, concluimos que si f es harménica (subharménica, superharménica) en el
sentido de la definicién anterior, de hecho toda carta ¢ de f cumple que ¢~ o f
es harmonica (subharmoénica, superharménica).

Obviamente las funciones harménicas (subharménicas, superharmdnicas)
son continuas. Una funcién f es subharmdnica (superharménica) si y sélo si
—f es superharménica (subharménica), y f es harmoénica si y sélo si es sub-
harmonica y superharmoénica a la vez. También es inmediato que si f y g son
funciones subharmdnicas en una superficie X entonces max{f,g} v af + fg,
donde «, B > 0, son también subharménicas. Todo esto se prueba sin méas que
componer con cartas y aplicar las propiedades correspondientes para funciones
en abiertos de C. Veamos ahora otros hechos basicos de cardcter global:

Teorema 14.22 (Principio del maximo) Sea u : X — R una funcién sub-
harmdnica. Si existe un punto a € X tal que u(x) < wu(a) para todo © € X,
entonces u es constante.

DEMOSTRACION: Consideramos el conjunto A = {x € X | u(z) = u(a)}.
Como u es continua A es cerrado en X. Basta probar que es abierto, pero si
x € A tomamos una carta ¢ : U — C tal que x € U, con lo que ¢! ou es una
funcién subharménica en ¢[U] que alcanza un méximo en ¢(a). El principio del
méximo implica entonces que ¢! ou es constante en ¢[U], luego u es constante
en U y por consiguiente U C A. Concluimos que A = X, lo que equivale a que
u es constante. u

En particular vemos que en una superficie de Riemann compacta las tinicas
funciones subharménicas (superharmdénicas, harménicas) son las constantes.
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Teorema 14.23 Sea X una superficie de Riemann, sea Y un dominio en X
(distinto de X ) tal que Y sea compacto. Sean u, v : Y — R dos funciones
continuas tales que u es subharmonica en'Y, v es harmonica en'Y yu < v en

oY . Entoncesu <v enY.

DEMOSTRACION: La hipétesis Y # X equivale a que Y # @, que se
requiere para que la relacion entre u y v no sea vacia. Cambiando u por v — v
podemos suponer que v es la funcién nula. Por compacidad existe a € Y donde
u alcanza su maximo. Si a € Y entonces u es constante y la conclusién es obvia.
Si a € 9Y, entonces todo x € A cumple u(z) < u(a) <0. "

Teorema 14.24 (Principio de prolongaciéon harmoénica) Si dos funciones
harmdnicas en una superficie de Riemann coinciden en un abierto, entonces son
iguales.

DEMOSTRACION: Basta probar que si una funcién harménica f : X — R se
anula en un abierto entonces es nula. Sea () la unién de todos los abiertos donde
f se anula. Si ) # X entonces existe un punto z € 9. Una carta alrededor de
X transforma f en una funciéon harménica en un abierto de C que es nula en
un abierto pero no es constante. Esto contradice al principio de prolongacion
harménica. L]

El teorema siguiente es local, por lo que se sigue inmediatamente de su
analogo 9.26.

Teorema 14.25 Sea u: X — R una funcion subharmonica, ¢ : U — C una
carta de C y D(a,r) un disco cerrado contenido en ¢[U]. Sea h : D(a,r) — R
la funcién continua que coincide con ¢~ ou en 0D(a,r) y es harménica en
D(a,r). Entonces la funcion v : X — R dada por

o(z) = u(x) siz€ X\ ¢ t[D(a,r)
- | Me(2) siw € o [Dla,r)

es subharménica. La llamaremos modificacién de Poisson de u en ¢~1[D(a,7)].

Definicién 14.26 Una familia P de funciones subharménicas en una superficie
de Riemann X es una familia de Perron si cumple:

a) Siwu, v € P, entonces max{u,v} € P.
b) Las modificaciones de Poisson de las funciones de P estdn en P.

Se llama envolvente superior de P a la funcién M : X — R U {400} dada
por
M(x) = sup{u(z) | u € P}.

El teorema siguiente se prueba sin dificultad a partir de los resultados que
ya tenemos.
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Teorema 14.27 Sea w : X — R una funcion superharmonica en una super-
ficie de Riemann X. Entonces el conjunto

P={u:X — R |u es subharmdnica y u < w}
es una familia de Perron en X.

Teorema 14.28 Sea P una familia de Perron en una superficie de Riemann
X y M su envolvente superior. Entonces M es constante igual a +00 o bien
M : X — R es harmonica en X.

DEMOSTRACION: Sea ¢ : U — C una carta de X. Es ficil comprobar que
el conjunto Py = {¢p~'ou | u € P} es una familia de Perron en ¢[U], asi como
que su envolvente superior My verifica M = ¢ o My. El teorema 9.28 nos da
que M es constante en U igual a +00 o bien M es harménica en U.

Esto prueba que el conjunto de puntos donde M toma el valor 400 y el
conjunto de puntos donde M es harménica (en un entorno) son dos abiertos
disjuntos cuya unién es X. Por conexién uno de ellos ha de ser igual a X. m

Pasamos ahora a probar el resultado central, del cual deduciremos la exis-
tencia de funciones meromorfas no constantes en superficies de Riemann.

Teorema 14.29 Sea X una superficie de Riemann y¢y~1: U — D(0,2) una
carta de X. Entonces existe una funcidn harmdnica u : X \ {(0)} — R tal
que si z € D'(0,2) entonces

u(tp(2)) = clog|z| + Re f(2),

donde c € R y f: D'(0,2) — C es una funcidn holomorfa con un polo simple
en 0.

DEMOSTRACION: Por simplificar la notacién, llamaremos a = (0) y, si
0 < r < 2, lamaremos D(a,r) = ¥[D(0,7)]. Entonces D(a,r) = ¥[D(0,7)] y
dD(a,r) = ¥[0D(0,r)]. Definimos Q. = X\ D(a,r), con lo que Q, = X\ D(a,r)
y 09, = 0D(a,r). Notar que Q, es un dominio en X. Distinguimos dos casos:

CASO 1: Para algin mimero real 0 < r < 2 existe w : Q, — R continua,
acotada, harménica en X \ D(a,r) y tal que

w(z)=0 si x € 9D(a,r),
w(z) >0 stz € (.

Para cada ¢ € R definimos u. : X \ {a} — R mediante

_ fRe(:—2) siz=4(z)con0<|z[ <,
UC(Z) o {cw(xz) ' six e ,.

Vamos a probar que u. y —u_. son subharménicas cuando ¢ es positivo y
suficientemente grande.
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En primer lugar observamos que la funcién Re (§ — f) es harmoénica en
C\ {0} y se anula en la circunferencia |z| = r. Esto prueba que u, es continua
en X \ {a} y harménica en D(a,r). Obviamente es harménica en Q,. (Todo
esto vale para cualquier ¢ € R, en particular para u. y para u_.)

Falta probar que u. y —u_, son subharmoénicas en los puntos de 9D(a,r).
Equivalentemente, hemos de ver que %, = 1 ou. y —t_. son subharménicas en
los puntos de 9D(0,r). Concretamente,

Re(Z—2) si0<|z[ <,
Ue(2) = . )
e (z) sir<|z] <2,

donde @ = ¥ ow. Aplicaremos el teorema 9.20.
Como @ no se anula en la circunferencia |z| = (2+1)/2, si ¢ > 0 es suficien-
temente grande se cumple

Tz

Re(———) < cw(z) = te(2),

L 2) < eb(e) = ul2)

para todo z tal que |z| = (24 r)/2 (y trivialmente si |z| = r). Ahora bien,

en el anillo A(0,7, (24 7)/2) los dos términos de esta desigualdad son funciones

harménicas continuas en la clausura, luego por el principio del maximo podemos
concluir que

ro oz

— )\ <a <
Re <z r) < Gc(2), para 0 < |z| <

247

(En principio para |z| > r, pero trivialmente en el caso contrario.)
Asi, si |z| = r entonces, si p > 0 es suficientemente pequeflo

1 27 0
fo(z) = Re(ffi):—/ Re (L _ZFPC) g
z T 27 Jo z + pet? r

1 27

), Gic(z + pe'?) de.

Esto prueba que 4. es subharmonica, y similarmente se razona con —t_.

Fijemos, pues un ¢ > 0 tal que u. y —u_. sean subharménicas en X \ {a}.
Sea d € R tal que -
d > 2sup{cw(z) | x € Q,.}

(recordemos que w esta acotada).
Sea P el conjunto de las funciones subharmoénicas v en X \ {a} tales que

v(z) <u_.(z)+d, para todo z € X \ {a}.

Puesto que u_. + d es una funcién superharmoénica, P es una familia de
Perron. Se cumple que u. € P, pues

u_c(z) <u_c(x)+d siz=1(z),0<[z] <,
ue() = 2ew(x) —u_c(z) <d+u_c(z) siz€ Q.
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Sea M la envolvente superior de P. Entonces u, < M < u_. + d. Por
consiguiente

OSM(@/}(Z))—Re(f—E) <d, para 0 < |z| <.
z T

La funcién del miembro central es harménica en D’(0,7) y estd acotada.
Segin el teorema 9.5 se extiende a una funcién harménica en D(0,2), la cual
serd la parte real de una funcién holomorfa g : D(0,2) — R. As{ pues,

r z

M((=)) = Re (= = = +g(=)) = Re f(2),

z T
donde f(z) tiene un polo simple en 0. La funcién M es, pues, la buscada.

CASO 2 Si 0 < r < 2, no existe ninguna funcion w : Q, — R continua,
acotada, harmodnica en €. y tal que

w(z)=0 si x € 9D(a,r),
w(z) >0 stz € (.

Observemos que las funciones cuya existencia se postulaba en el caso 1 son
funciones continuas y acotadas en €),, harménicas en €2, pero que no tienen
maximo. Reciprocamente, bajo las hipdtesis del caso 2 vamos a probar que
toda funcion en estas condiciones alcanza su maximo y su minimo:

A)Si0<r<2yu:Q — R es una funcidn continua, acotada
y harmonica en €),., entonces u alcanza su MmAdxrimo y su Minimo en
0D(a,r).

En efecto, sean
A= inf{u(x) |z € Q,}, B = sup{u(z) |z € Q,}.

Sea hj la solucién del problema de Dirichlet en el anillo A(0,r, (r 4+ 2)/2)
que sobre [z| = 7 vale u(¢)(z)) y sobre [z| = (r +2)/2 vale A.
Sea vy : 2, — R la funcién dada por

_Jhi(z) siz=1(z)yr<|z| < (r+2)/2,
v (.23) 1A six e Q(,._,_g)/g.

Claramente es continua y es facil ver que es subharmonica en €2,.. Los tnicos
puntos donde no es evidente son los de dD(a, (r + 2)/2). Para ellos hemos de
probar que la funcién

() = {hl(z) sir <|z| < (r+2)/2,
A si(r+2)/2<|z] <2

es subharmoénica en 9D(0, (r + 2)/2), pero esto es inmediato a partir del teo-
rema 9.20, teniendo en cuenta que A < hy en todo su dominio.
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Definimos andlogamente v, cambiando A por B y se prueba que vy es su-
perharmonica en €Q,..

Sea p = max{u(y(z)) | |z| = r}. Sea Py el conjunto de las funciones w
subharménicas en €, tales que w(z) < min{u(z), u}, para todo z € Q,. Sea
P5 el conjunto de las funciones w subharménicas en . tales que w(z) < vo(x)
para todo x € Q,. Tanto P; como Ps son familias de Perron. Sean M; y My
sus envolventes superiores.

Se cumple que v1|q, € Pi. En efecto, hy < 1 o u sobre los puntos de
0A(0,r, (r+2)/2), luego lo mismo vale sobre todo el anillo. Por lo tanto v; < u
en A(a,r,(r +2)/2. La desigualdad vale obviamente en €, 2)/2. El mismo
razonamiento prueba que v; < p.

Del mismo modo se concluye que ulg, € P3. Asi pues,

A <wvi(z) < Mi(z) <u(z) < Ma(x) <wve(x) < B, para todo x € €.
Por lo tanto, My — M es una funcién harmoénica y acotada en €2, y

0 < M3(¥(2)) = Mi((2) S v2(9(2)) —u1(¥(2)),  si0<|z| <2
De aquf se sigue que, si |a| = r,

lim M(8(2)) — My (6(2)) = 0,
es decir, My — M, se extiende a una funcién continua en €2, que se anula en
0D(a,r). Por la hipétesis del caso 2 la funcién My — M ha de anularse en algin
punto de .., pero por el principio del minimo esto obliga a que My — M; = 0.
Por lo tanto u(z) = My (z) < p, que es lo que querfamos probar.

Ahora probaremos que el problema de Dirichlet tiene solucién en cada €,

B)Sea 0 < r <2 y sea f: 0D(a,7) — R una funcidn continua.
Entonces [ se extiende a una unica funcion u : €. — R continua,
acotada y harmonica en ).

En efecto, la unicidad se sigue del resultado anterior. La existencia la obten-
dremos de una construccién similar a la que acabamos de hacer, que no requiere
las hipétesis del caso 2. Sean

A=inf{f(x) |z €Q}, B =sup{f(z) |z €Q,}.

Sea h; la solucién del problema de Dirichlet en el anillo A(0,r, (r + 2)/2)
que sobre [z = r vale f(¢(z)) y sobre |z| = (r +2)/2 vale A.
Sea v : ), — R la funcién dada por

_Jhi(z) siz=1(z)yr<|z| < (r+2)/2,
U (l‘) R 2 siz e Q(r+2)/2-

Definimos v, cambiando A por B. Se comprueba que v; es subharménica
y v es superharménica en §2,.. El conjunto P de las funciones subharménicas
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w en 2, que cumplen w(x) < vo(x) para todo x € 2, es una familia de Perron
que contiene a v1|q,, luego su envolvente superior M es una funcién harmonica
en €2, que verifica

A <wvy(z) < M(z) < wva(z) < B, para todo x € €,.
Es claro entonces que la funcién u : Q, — R dada por

| M(z) suxeQ,
u(w) = {f(sc) si x € dD(a,r)

es acotada, continua y harmonica en ),..

Veamos un iltimo resultado previo antes de probar el teorema:

C)Sea 0 < r < 2 y {u,}n una sucesion de funciones u, : Q, — R
continuas, acotadas y harmdnicas en . que convergen uniforme-
mente en dD(a,r). Entonces la sucesidn converge uniformemente
en Q, a una funcion u continua, acotada y harmdnica en €.

En efecto, por A) tenemos que, para todo par de naturales m y n se cumple

sup{um, () — up(z) | € D(a,r)},
f {un, (x) —u,(x) | € D(a,r)},

sup{um, () —u,(z) |z € ?r} <
mf {up,(x) —uy(z) |z € Q} >

de donde
sup{|um(a:) — up ()] ’ T € ﬁr} < sup{|um(x) — Uy ()] | x € D(a,r)},

de donde se sigue inmediatamente el resultado.

Finalmente, nos encaminamos a construir la funcién que pide el teorema.
Para cada nimero real 0 < r < 1, la propiedad B) nos proporciona una funcién
U, : Q. — R continua, acotada y harménica en 2, que verifica

Ur((2)) = Re(1/2),  sifz| =

El valor minimo de U, en D(a,1) ha de ser estrictamente menor que el
méximo, pues de lo contrario A) implicaria que U, seria constante en €y y, por
prolongacién harménica, en €., lo cual es imposible. Definimos V, : Q, — R
mediante

Vi(z) = a(r)U, + B(r),

donde «a(r) y B(r) son numeros reales elegidos de manera que el minimo y el
méximo de V;. en D(a,1) sean 0 y 1 respectivamente. La propiedad A) implica
que 0 <V, <1len Q.

Sea v, la restriccién de V;. al anillo A(a,1,2). Estas funciones forman un
conjunto acotado en el espacio de funciones harménicas en dicho anillo, luego el
teorema 9.16 implica que es relativamente compacto (es claro que la versién del

teorema para funciones en A(0,1,2) C C implica su validez en A(a,1,2) C X).
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Por consiguiente, la sucesién {v;,, }, tiene una subsucesion convergente, es
decir, existe una sucesién {r, },, decreciente y convergente a 0 tal que la sucesién
{vy, }n converge uniformemente en los compactos de A(a,1,2) a una funcién
harménica.

En particular la sucesién {V;. },, converge uniformemente en cada circun-
ferencia D(a,s), para 1 < s < 2, luego la propiedad C) implica que converge
casi uniformemente en €27 a una funcién harmoénica Vg : Q; — R. Obviamente
0 < Vp < 1. Hemos de probar que V; puede extenderse hasta X \ {a}.

Por el teorema 9.4 se cumple

Vi ((2)) = c(r) log |2| + Re fr(2),

para r < |z| < 2 (o bien 1 < |z| < 2 si r = 0), donde ¢(r) € R y la funcién
“+o0
fr(z) = X ax(r)z* es holomorfa en A(0,7,2) (o bien A(0,1,2) si r = 0).
k=—o0
Podemos suponer que ag(r) € R.
Vamos a analizar el comportamiento de los coeficientes. Fijemos un nimero
real 7 < s < 2 (o bien 1 < s < 2 si r = 0). Entonces, segin 5.10, (tomando

partes reales cuando k = 0):

1 27 . 1 2 .
ao(r) = o Re(f-(se'))df = — (Ve (vp(se”)) = c(r) log|s|)df
Y3 0 27T 0
1 27 "
E—— i — ¢(r)log|s].
o [ sy o) o
e i 1 L[ 0\ —ik® 1 ik0
_ = r(se’)e " dh + — ' (se®)e " dh
ag(r)s® + a_k(r)s o7 /. fr(se)e +271- ; fr(se®)e
1 21 ) )
= —/ Re(f,(se'))e=*ap
™ Jo
2 27
= l Vr(,l/}(seie))e—ikeda_C(T)10g|s|/ e—ikedg
™ Jo ™ 0
1 2 . .
= = Vi (1p(s€'?))e™*0dp.
™ Jo
Asi pues,
1 27 29
ao(r) +c(r)log|s| = = V(¢ (se)) db,
2 0
- 1 [27 ) )
ar(r)s® +a_p(r)s™F = —/ Vi((se?))e™*0dp, k>1. (14.4)
™ Jo

Si fijamos dos valores de s entre 1 y 2, cada una de las ecuaciones anteriores
se convierte en un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas (ag(r) y c(r)
en el primer caso, ax(r) y a_g(r) en el segundo.) Despejandolas nos quedan
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las incégnitas en funcién de las integrales. Lo aplicamos a r, y hacemos ten-
der n a infinito. Los integrandos V;. ((se'?))e™"*? convergen puntualmente a
Vo((s€?))e™™*? v estan acotados por 1, luego podemos aplicar el teorema de
la convergencia dominada y concluir que

ar(0) = 11’7rln ar(ry), c(0) = h’TILn c(ry).

Ahora probaremos que los coeficientes a(0) son nulos para k < —1 esti-
mando los ag(r,). En primer lugar, la ecuacién (14.4), que en principio estd
probada para 0 < r < s < 2, también es vélida si s = r. Puesto que los
integrandos estan acotados por 1, basta aplicar el teorema de la convergencia
dominada. Por lo tanto:

k

ar(r)rf + a_p(ryrF = 9))e~ 0 qg

T
L[ e + o) 0as

1 ) 27 )
_ (’I") / Re (ﬁ) e—zkede + ﬁ(’l") / e—zkade
™ 0 re ™ 0

27
= w/ e "9 cos 0 db.
0

rm

Ahora un simple cédlculo muestra que si k > 2 la integral es nula (por ejemplo,
integrando por partes dos veces). En definitiva,

a_i(r) = —ax(r)r®*,  parak>2. (14.5)

Por otro lado, si partimos de (14.4) con s = 1 > r obtenemos

2T 2m

1 ) . 1
lax(r) + a—x(r)| = — Ve(i(e?))e ™ < = [ db=2.
T 1Jo T Jo
Sustituyendo (14.5) queda
2 2
< 2
Ol < T ST
2r2k
s = lan)r? < 2

Ahora es claro que si k > 2

a_,(0) = 11’7rln a_g(ry) = 0.

Por consiguiente podemos definir u : X \ {a} — R mediante

) c(0)log|z| + Re <L(0) + > ak(0)2k> siz=1¢(z)y0<]z| <1,
u(z) = : k=0
Vo(x) six € Q.
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Obviamente es una funcién harménica en X \ {a}, pues la primera definicién
coincide con la segunda en A(a, 1,2). El teorema estard probado si justificamos
que a_1(0) # 0. Necesitamos algunos hechos previos.

Veamos que, fijado 1 < s < 1, la sucesién {V;., } converge uniformemente a
uwen D(a,s). En efecto, si |z| =s, 7 < sy m €N, entonces

Vo ((2) — u(2))| < Jelr) — c(O)log -+ 3 Ja(r)]

k=—oc0
+ Z lax(r) — ar(0)] s* + Z lax(r) — ax(0) s*
k=—1 k=m+1
2r2k
< le(r) — ¢(0)|log = +Z k+Z|ak — a(0)| s* +— Zs
k=-—1 k m—+1
1 & 4 gmtl
< Je(r) —c(O)|1og | + 7~ 5 +k;1|ak —a(O)] "+ T

Notar que antes de sumar la primera serie hemos acotado (r2/s) < r
Fijado € > 0, existe un m € N tal que

4 Serl
< -,
1—-rl1-s 4

para todo r < s.

Fijando ng € N tal que si n > ng

1 € € 2r2 €
n) — c(0)]log = < —, - <, <
() = e(0)|log = < & ,;_:1'% wOls* <3 G <]

garantizamos que si n > ng entonces |V, (z) —u(x)| < € para todo = € D(a, s).

Ahora la propiedad C) implica que V., converge uniformemente a u en €,
y en particular en Q;. Puesto que las funciones V. toman los valores 0 y 1 en
D(a, 1), es claro que el limite u no es constante en D(a, 1).

Por tltimo, veamos que a_1(0) # 0. En caso contrario la funcién u tendria
limite en a (finito o infinito). Supongamos que el limite es L # oo. Dado € > 0
existe un § > 0 tal que u[D(a,0)] C ]L — €, L + ¢[. Por la propiedad A) tenemos
que u[Q1] C u[Qs] C ]L —e, L+ ¢, pero esto implica que u es constante en
Q1, en contradiccién con lo que hemos probado. Si L = oo el razonamiento es
similar. L]

El resultado cuya prueba tenemos pendiente afirma la existencia de funcio-
nes meromorfas, y lo que acabamos de probar es un resultado de existencia de
funciones harmoénicas. Sabemos que una funcién harménica en un abierto de
C determina una funcién holomorfa, la que hemos llamado su derivada. So-
bre superficies de Riemann, las funciones harménicas no determinan funciones
holomorfas, sino formas diferenciales holomorfas. En efecto:
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Teorema 14.30 Sea f: X — R una funcidn harmdnica en una superficie de
Riemann X. Para cada punto p € X, la aplicacion lineal df (p) : Tp(X) — C

dada por
. 8 z 1 o ’
( ) ( 0z ) z(p)

donde z es una carta alrededor de p, es independiente de la eleccion de z y la
forma df es holomorfa en X.

dz(p),

DEMOSTRACION: Supongamos que w es otra carta alrededor de p. Entonces,
aplicando el teorema 9.6:

6(%;01”) wipy ®®) = Ao Zgi S ‘w(m (o)
_ 6(z—alzo f) » w0 2) (w(p)) dw(p)
_ a(z;o f) » dx(p).

La forma df es holomorfa porque lo son las funciones

L0 eg)

0z

Dada una superficie de Riemann X y un punto a € X, siempre podemos
construir una carta ¢ =1 en las condiciones del teorema 14.29 tal que ¥(0) = a.
Si la llamamos z, la conclusién del teorema es que existe una funcién harménica
u: X \ {a} — R que en un entorno de a es de la forma

u() = clog|z(x)] + Re f(=(x)),

donde f es una funcién meromorfa con un polo simple en 0. Por lo tanto

dz7ltou 0 ¢ '
— = &(clog|z| +Re f(2)) = . + f'(2)

tiene un polo doble en 0 y la forma du es meromorfa en X con un polo doble
en a. Con esto hemos probado:

Teorema 14.31 Si X es una superficie de Riemann y a € X, existe una forma
diferencial meromorfa en X con un unico polo en a.

Ahora es facil probar:

Teorema 14.32 Si z1, x5 son dos puntos distintos en una superficie de Rie-
mann X, existe una funcion meromorfa f : X — C tal que f(x1) # f(x2).



424 Capitulo 14. Funciones algebraicas

DEMOSTRACION: Sea w; una forma diferencial meromorfa con un unico
polo en z;. Es facil ver que las formas diferenciales verifican el principio de
prolongacién analitica: si una forma se anula en un conjunto con acumulacién
entonces es idénticamente nula. En particular el conjunto A C X donde se
anula ws es cerrado y discreto, al igual que A = AU {z1,22}. Siz € X \ 4, la
aplicacién lineal wy(x) es una base de T,(X)*, luego existe un ndmero complejo
f(z) tal que

wi(z) = f(z) wa().

Asi tenemos definida una aplicacién f : X \ A — C. Vamos a ver que se
extiende a una funcién meromorfa en X. Fijemos p € X y sea z: U — C una
carta alrededor de p tal que U NAc {p}. Existen funciones meromorfas g; tales
que w;|y = gi dz, luego si p ¢ A se cumple

g1
wily = = walu.
g2

Esto prueba que f|ly = g1/g2 es holomorfa en p. Si p € A, entonces la
igualdad anterior vale en U\ {p}, y la funcién g, /g2 es una extensién meromorfa
de f a p. Notemos por tltimo que f(z1) = oo, f(x2) = 0. "

Para separar n puntos en vez de dos basta hacer una construccién elemental:

Teorema 14.33 Sea A = {x1,...,z,} un conjunto de n puntos de una super-
ficie de Riemann X. Entonces existe una funcion meromorfa f.X — C* tal

que f(z;) # f(x;) cuando i # j.

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema anterior a los puntos z; y z;, con lo
que obtenemos una funcién meromorfa g;; : X — C* tal que g;;(x;) # gi;(x;).
Tomemos un punto w € C* distinto de todos los puntos g;;(zx). Consideramos
la transformacion de Mobius M que cumple

M(gij(z:)) =1 M(gij(z;)) =0, y M(w)=oo.
La funcién f;; = g;; o M cumple
fij(mi) = 1, flj(l‘j) :07 y fij(mk) eC parak:: 1,...7n.
Ahora definimos f; : X — C* mediante

fi(z) = H fz‘j(l‘),

J#i
que claramente es meromorfa y cumple
filzi) =1, fi(z;) =0 sij#i.

Por 1ltimo, si ¢y, ..., ¢, son numeros complejos, la funcién

fla) = Zcifi(x)
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cumple f(z;) = ¢;, luego si los ¢; son distintos dos a dos, la funcién f cumple
lo pedido. m

Terminamos con una aplicacién interesante del teorema anterior:
Teorema 14.34 Toda superficie de Riemann tiene una base numerable.

DEMOSTRACION: Sea S una superficie de Riemann. Por el teorema anterior
existe una funcion meromorfa no constante f : S — C*. Fijemos una base
numerable en C*°. Probaremos que las componentes conexas de las antiimagenes
por f de los abiertos bésicos de C* forman una base de S, y después veremos
que es numerable.

Sea a € S y sea U un abierto en S que contenga a a. Por el teorema 13.19
existen cartas p : Uy — D(0,r) alrededor de a y q : f[Us] — D(0,7%)
alrededor de f(a) de modo que p(a) = q¢(f(a)) =0y (p~o foq)(z) = 2~
Podemos suponer que a € Uy C U.

Sean V = p~1[D(0,7/2)], W = ¢ '[D(0,(r/2)F)]. Asi f{W]NU, =V,
V C Uy, luego OV N f~HW] = @, es decir, V es abierto y cerrado en f~1[W].

Si G es un abierto bésico de C* tal que f(a) € G C W, entonces f~}G]NV
es abierto y cerrado en f~![G], luego la componente conexa de f~![G] que
contiene a a estd contenida en V' C U. Esto prueba que tales componentes
conexas son una base de S.

Para probar que esta base es numerable basta ver que cada abierto de S
tiene a lo sumo una cantidad numerable de componentes conexas. A su vez
para ello basta ver que S tiene un subconjunto denso numerable. El conjunto
de puntos donde f es localmente inyectiva es un abierto denso en .S, y basta con
que éste tenga un subconjunto denso numerable. Equivalentemente, podemos
suponer que f es localmente inyectiva.

Fijemos un punto p € S tal que Re f(p), Im f(p) € Q. Veamos que si U es
un abierto en S, existe un arco 7 : [a,b] — S tal que y(a) = p, y(b) € Uy yo f
es una poligonal con vértices de coordenadas racionales.

En efecto, existe un arco 6 : [a,b] — S que une p con un punto de U.
Podemos suponer que @o f no pasa por co. Para cada t € [a, b] existe un abierto
Ui en S tal que 0(t) € Uy, la funcién f es inyectivaen Uy y f[Us] = D(f(0(¢)),re).

Por compacidad encontramos niimeros reales a =ty < t; < --- < t, = b de
modo que cada Uy, corte al abierto anterior y al siguiente.

Escogemos un punto p; € Uy, N Uy, tal que f(p1) tenga coordenadas racio-
nales. La inversa de f|y, transforma el segmento [f(a), f(p1)] en un arco v
que une p con p; y tal que y1 o f = [f(a), f(p1)]-

Similarmente, tomamos ps € Uy, N Uy, tal que f(p2) tenga coordenadas
racionales y prolongamos ; hasta un arco 5. De este modo llegamos hasta
el arco v que buscdbamos. Reparametrizando v podemos exigir que si v o f
tiene n 4 1 vértices qo, . . ., qn, entonces su dominio es [0,n] y (yo f)(k+t) =
(1—1t)gx + qgs1, para k=0,...,ny t €[0,1].

La inyectividad local de f implica que si 1, 2 : [a,b] — S son arcos tales
que vi(a) = v2(a) y 10 f =20 f entonces 71 = 7.
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Esto implica que sélo hay una cantidad numerable de arcos v : [0,n] — S
tales que y(0) = p y v o f es una poligonal cuyos vértices tienen coordenadas
racionales y parametrizada como hemos indicado. Los extremos de tales arcos
son un subconjunto denso numerable en S. ]

Tenemos, pues, que las superficies de Riemann son espacios topolédgicos lo-
calmente compactos y con una base numerable. Es conocido que esto implica
que son espacios metrizables.!

ITodo espacio localmente compacto es completamente regular, y todo espacio completa-
mente regular se sumerge en un producto de tantas copias del intervalo [0, 1] como abiertos
tiene una cualquiera de sus bases. El producto de una cantidad numerable de intervalos es un
espacio metrizable.
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