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RECURSO RENOVÁVEL

 (  PEARCE & TURNER , 1990; 242)


TEXTOS PROVISÓRIOS DE “ERNMA” 

UNIDADE II–RECURSOS NÃO RENOVÁVEIS E RECURSOS RENOVÁVEIS

II.1. Recursos Minerais da Terra  

 O

 ambiente da civilização humana é o planeta terra , com suas  partes sólida, líquida e gasosa e mais a biosfera ( a massa desse conjunto é  de 6,5 x 10 21  t , segundo SKINNER, 1996) .  A   atmosfera, a parte gasosa, tem as camadas : Troposfera: 0-11  km;  Estratosfera: 11 – 32 km;  Quemosfera: 32 – 80 km; Ionosfera: 80 – 400 km;  Mesosfera : 400 – 1000 km;  Exosfera: acima d e 1000 km (de 16 a 28800 km, ARGENTIERE, 1966; 24). Tal sistema pode ser  considerado fechado,  por não receber matéria de fora ( a não ser excepcionalmente com quedas de meteoritos ), mas não isolado pois é permanentemente atingido por fluxo de energia  proveniente do sol. 

O sistema terra, com seus componentes sólidos – Crosta ( Continental e Oceânica),  Manto  e Núcleo ( Interno, sólido e Externo, líquido) --, sua hidrosfera, sua biosfera e sua atmosfera, se constitui no sustentáculo da vida – todos os seres vivos obtém seus  meios de subsistência desse sistema; na fonte primária de recursos  - a sobrevivência humana se apoia nesse sistema; em agente de serviços de lazer ou entretenimento para o bem-estar do homem e em  absorvedor dos   efluentes, dejetos ou lixo da produção e do consumo humano.   

A terra é formada por oitenta e oito elementos químicos da tabela periódica. Dez deles se destacam na participação percentual  na massa total do planeta:  Fe: 36.9%;  O: 29,3; Si: 14,9;  Mg:6,7; Al: 3,0;  Ca: 3,0;  Ni: 2,9; Na: 0,9;  Ti: 0,5;  S: 0.7; Outros: 1,2.  Estes dez mais a categoria outros perfazem 98,8 da massa do sistema terra ( SKINNER, 1996;13).  

A tabela periódica inciada por Mendeleev apresenta todos os elementos existentes na natureza e alguns artificiais. Só para relembrar, veja-se o que diz um Programa da USP:       
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· Em função das limitações do JavaScript, os números da configuração eletrônica não estão apresentados em sobrescrito, como seria o correto.
* Utilize Netscape 3.0 ou Explorer 4.0 para melhor visualização deste site. 

“Tabela Periódica surgiu devido à crescente descoberta de elementos químicos e suas propriedades, os quais necessitavam ser organizados segundo suas características. Até 1800 aproximadamente 30 elementos eram conhecidos; nos dias de hoje a Tabela Periódica consta de 109 elementos.

Vejam só como ela cresceu! 

Com a Tabela Periódica podemos analisar uma série de propriedades dos elementos. Um químico sempre a tem em mãos. Mas por que será que ela tem esse nome?

O nome "Tabela Periódica" é devido à periodicidade, ou seja, à repetição de propriedades, de intervalos em intervalos, como, por exemplo, ocorre com as fases da lua, que mudam durante o mês e se repetem mês após mês.

A base da classificação periódica atual é a tabela de Mendeleev, com a diferença de que as propriedades dos elementos variam periodicamente com seus números atômicos e não com os pesos atômicos, como era a classificação feita por Mendeleev.

A Tabela Periódica atual é formada por 109 elementos distribuídos em 7 linhas horizontais, cada uma sendo chamada de período. Os elementos pertencentes ao mesmo período possuem o mesmo número de camadas de elétrons.

Vamos verificar?
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Viu só, o lítio, o carbono e o neônio possuem 2 camadas (K e L); portanto são do segundo período.

As linhas verticais da Tabela Periódica são denominadas de famílias e estão divididas em 18 colunas. Os elementos químicos que estão na mesma coluna na Tabela Periódica possuem propriedades químicas e físicas semelhantes.

A família é caracterizada pelos elétrons do subnível mais energético, portanto os elementos de uma mesma família apresentam a mesma configuração na última camada.

Vamos verificar alguns exemplos?
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O berílio e o cálcio tem a mesma configuração na última camada, isto é, s2; portanto ambos pertencem à família 2A ou 2.

Algumas colunas possuem nomes especiais. Vamos conhecer quais são elas?

	Família 1 (1A) -
	Alcalinos 

	Família 2 (2A) -
	Alcalino-terrosos 

	Família 13 (3A) -
	Família do boro 

	Família 14 (4A) -
	Família do carbono 

	Família 15 (5A) -
	Família do nitrogênio 

	Família 16 (6A) - 
	Calcogênios 

	Família 17 (7A) -
	Halogênios 

	Família 18 (Zero) -
	Gases Nobres 


Os elementos da Tabela Periódica podem ser classificados como: 
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Metais: Eles são a maioria dos elementos da tabela. São bons condutores de eletricidade e calor, maleáveis e dúcteis, possuem brilho metálico característico e são sólidos, com exceção do mercúrio.
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Não-Metais: São os mais abundantes na natureza e, ao contrário dos metais, não são bons condutores de calor e eletricidade, não são maleáveis e dúcteis e não possuem brilho como os metais.
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Gases Nobres: São no total 6 elementos e sua característica mais importante é a inércia química.
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Hidrogênio: O hidrogênio é um elemento considerado à parte por ter um comportamento único.” 

(USP-CNPq-PROGRAMA EDUCAR –CDCC - http://www.cdcc.sc.usp.br/quimica/tabela1.html ) 

Os  minerais sempre foram fonte de serviços ao homem. Tão marcantes são na história antrópica, que denominam períodos e eras. É o que diz um Grupo de especialistas do DNPM,  de Pernambuco:        

“Minerais, do latim minera , são compostos químicos naturais (raramente elementos nativos), formados a partir de diversos processos físico-químicos que operaram na crosta terrestre. A maioria esmagadora desses compostos acorrem no estado sólido e compõem as rochas.

Um mineral que pode ser explorado economicamente passa a ser denominado de  minério e, à atividade referente à sua extração, chamamos mineração.

Estudos experimentais demonstram que cada mineral é formado sob uma condição físico-química específica, ou seja, a uma determinada temperatura, pressão e concentração dos elementos químicos presentes no sistema. Os minerais se mantêm imutáveis até que as condições ambientais atinjam os limites de sua estabilidade, a partir do que são substituídos por outros mais estáveis sob a nova condição. Alguns minerais, porém, possuem limites de estabilidade muito amplos e são praticamente imutáveis, como o diamante, o coríndon, o grafite, etc.

Os minerais possuem uma grande variedades de propriedades (cor, dureza, brilho, índice de refração, transparência, clivagem, peso específico, etc), das quais ao menos uma delas serve para distingui-lo de todos os demais.”

( DNPM-4º. Dist.PE : http://www.dnpm-pe.gov.br/Detalhes/Mineral.htm )   

 Para se ter uma idéia dos debates atuais dos profissionais da área, veja-se  o que afirmam os geólogos do Estado do Amazonas. Eles  elaboraram Carta de  Princípios, onde se põem questões de interesse  geral, que vale a pena reproduzir:  

“ Perspectiva Conjuntural

“A mineração têm sido um dos principais motores do desenvolvimento da civilização humana, desde o seu período pré-histórico. Os grandes pulsos dessa evolução foram induzidos por inovações tecnológicas relacionadas diretamente com a utilização de novos materiais geológicos. Tivemos assim, sucessivamente, os períodos da pedra-lascada, da pedra-polida, dos metais (as eras do cobre, do bronze, do ferro etc). Na história moderna pós-mercantilista, o desenvolvimento industrial da humanidade só foi possível graças ao emprego dos combustíveis fósseis (carvão e petróleo), do aço, dos elementos radioativos e, nos tempos atuais, de metais e ligas ditas "especiais ou nobres". 
Dessa maneira, a mineração pode ser considerada o grande fator de impulso na evolução da civilização humana1.
Ao longo da história, a dependência das sociedades humanas por materiais geológicos/recursos minerais muitas vezes gerou intensas pressões de demanda e uma "superexploração" de determinados recursos minerais2, o que acarretou em alguns casos a exaustão desses bens e, até mesmo, o próprio colapso de algumas sociedades. Na maioria dos casos, essa situação de colapso não foi diretamente induzida pela exploração do recurso mineral em si, mas sim pelo impacto no regime hidroclimatológico causado pelo desmatamento ao longo dos vales fluviais. Situações extremas desses impactos ocorreram, por exemplo, com populações egípcias do baixo Nilo, hindus do vale do Ganges e chinesas, que para queimarem a argila, para confecção de tijolos, desmataram vastas áreas de florestas aluviais, o que acarretou forte assoreamento dos rios, prejudicando (ou mesmo destruindo) a agricultura, que era desenvolvida quase que exclusivamente ao longo de planícies e terraços fluviais.3
Até bem recentemente, os recursos minerais eram comumente considerados infinitos e o ritmo de sua exploração ditado, em alguns casos até hoje, única e exclusivamente pela "pressão de demanda" do mercado. A própria história se encarregou de mostrar e a humanidade hoje têm consciência de que os recursos minerais são bens finitos e exauríveis, inclusive a água subterrânea em alguns casos. Esse fato levou a uma procura incessante por novos minerais/materiais para substituir aqueles "ameaçados" ou mesmo já exauridos e, de modo geral, deu origem a um processo integrado e globalizado de gerenciamento dos recursos minerais.4 

O modelo de desenvolvimento socioeconômico do Estado do Amazonas, historicamente atrelado à prática do extrativismo, foi profundamente alterado com a instalação da Zona Franca, gerando uma brutal concentração da renda e da população, induzindo à situação de estresse ambiental na área urbana de Manaus. Esta situação só poderá ser contornada quando as estratégias de desenvolvimento forem voltadas para uma descentralização da economia do estado. A APROGAM entende que, face às particularidades físico-bióticas da região, as estratégias de desenvolvimento para o Amazonas deverão ser centradas na exploração sustentada dos seus recursos naturais, incluindo o aproveitamento da biodiversidade, das paisagens cênicas e exploração racional dos recursos minerais.5 
A Mineração

O ciclo da Mineração pode ser compartimentado em três atividades principais: exploração, desenvolvimento e operação.6 Estas três atividades, muito embora interrelacionadas, são diferentes entre si.
O ciclo da Mineração se inicia com a descoberta de uma ocorrência mineral, prossegue com o estudo de sua viabilidade comercial e se encerra com a lavra, processamento e venda do mineral. Muito embora possa parecer o contrário, todas as empresas de mineração do mundo inclusive as gigantes do setor atualmente como CVRD, Petrobrás, Rio Tinto, BHP-Billiton tiveram, ou terão de passar por este ciclo.6
Um país com mineração forte é um país com sucesso na parte da exploração. Até a década de 60, a exploração era feita por olhos bem treinados de prospectores. Depois passou a ser executada por geólogos, com a utilização de novas tecnologias (geofísica, geoquímica, etc.)7.
O sucesso em exploração é proporcional ao volume de investimento na atividade. Atrair este capital de risco é uma tarefa difícil, pois a probabilidade de se achar uma jazida mineral é da ordem de 1/100. Paises com sucesso na área de exploração, mormente Canadá e Austrália, conseguiram atrair capital de risco com a ajuda de incentivos fiscais e bolsas de valores que deram condições para a criação e sobrevivência para empreendedores e empresas.8 

Devido ao sucesso dos modelos canadenses e australianos para a exploração mineral, consolidou-se na industria mundial, a tendência de que as pequenas empresas fomentadas nas Bolsas de Valores se dedicassem a exploração e de que as empresas médias e grandes, estabelecidas com produção própria, por sua vez, concentrassem seus esforços nas fases de desenvolvimento e lavra. 
Por um certo momento este modelo teve repercussão mundial e a exploração se alastrou pelo mundo todo. Hoje, com os problemas econômicos e preços de commodities minerais em queda, a atividade de exploração se retraiu e está fortemente concentrada nos mesmos paises, Canadá e Austrália, que souberam manter o interesse do investidor arrredio. 
O panorama atual no Brasil se resume a grandes conglomerados nacionais e internacionais que operam há vários anos e continuam estabelecidos e que desempenham bem suas atividades de produção e o setor de exploração pequeno, difuso e descapitalizado. O IBRAM representa bem o primeiro grupo. Já o segundo grupo é desorganizado está praticamente inoperante.9 
Quando nos reportamos a Amazônia o quadro se torna mais desencorajador, pois devido à limitada rede de infraestrutura disponível, desencoraja novos empreendimentos que tendem a se estabelecer em outras regiões do país e do mundo, com melhores condições operacionais. Acrescente-se ainda o fato da existência de várias áreas de restrição como áreas indígenas e áreas de proteção ambiental.10
A partir dessas considerações, a APROGAM entende que11:
1) os planos estratégicos para o desenvolvimento do Estado do Amazonas, e as suas conseqüentes políticas públicas, devem ter a indústria mineral como um de seus suportes básicos. 
2) a atividade de exploração mineral na Amazônia tem de ser incentivada do ponto de vista fiscal, e diferentemente do resto do país.

3) o fortalecimento das Bolsas de Valores nacionais pode viabilizar a manutenção das empresas existentes e a criação de novas outras.
4) a ampliação da rede de infraestrutura na região Amazônica é uma necessidade básica.
5) a questão de mineração em área indígena tem de ser equacionada.
6) a questão ambiental, de um modo geral, tem de ser revista, bem como os critérios para a criação de áreas de restrição. 
Os Recursos Energéticos: Óleo e Gás12
Em abr/39 Getulio Vargas criou o CNP - Conselho Nacional do Petróleo, a primeira política pública da industria do petróleo no Brasil. Em out/53, o mesmo Getulio Vargas estabeleceu por lei o monopólio estatal a ser exercido pela Petrobrás. Este monopólio foi transferido para a União em ago/98, quando então foi criada a ANP - Agência Nacional do Petróleo para regulamentar a atividade de exploração e produção no país.
A recente flexibilização deste monopólio foi função, entre outros fatores, da falta de condições do governo brasileiro de financiar a Petrobrás a manter os níveis de produção de petróleo compatíveis com a necessidade do país.
A Petrobrás colocou em disponibilidade um grande número de áreas de seu próprio portfólio e manteve para si as melhores delas. As licitações anuais conduzidas pela ANP, que já perfazem em numero de três, portanto se dedicou a ofertar áreas desprezadas pela estatal.

De qualquer forma, estas licitações da ANP têm atraído o interesse dos grandes players globais, que esperam principalmente, grandes prêmios relacionados à porção offshore na Bacia de Campos, que junto com o Golfo do México e África Ocidental, forma o conjunto de áreas mais cobiçadas do planeta, mesmo que sejam áreas que a Petrobrás considerou anteriormente como sem interesse.

Já a exploração em terra no Brasil, após a flexibilização, ao contrario das áreas offshore, lida com áreas maduras bastante exploradas pela Petrobrás no passado e que atraem tão somente pequenas empresas.
As áreas de fronteira, onde ainda não existe produção, ou se existe está localizada em áreas ínvias, como a Amazônia, não tem conseguido atrair o interesse das empresas, de nenhum tipo.
Dentro deste quadro, que apresenta um novo cenário na industria petrolífera do país, a APROGAM alinha alguns itens que julga necessários para o incremento da atividade na região Amazônica:
1) iniciar a formação de mão-de-obra brasileira, especializada em exploração e produção de óleo e gás. Nenhuma universidade no Brasil oferece curso de Geologia de Petróleo. A inteligência geológica da industria do petróleo no Brasil está restrita aos técnicos da Petrobrás, de seus aposentados e de técnicos estrangeiros.

2) criar incentivos para as atividades de exploração e produção de óleo e gás no país, diferenciados para a região Amazônica.

3) os estados Amazônicos precisam estar aparelhados para fomentar e buscar alternativas para o aproveitamento de seus recursos energéticos. O aproveitamento do gás de Urucu é o maior exemplo desta situação.
4) as Universidades Amazônicas têm de participar e aprender com a indústria estrangeira que atua na região.
5) é preciso rever a legislação para a exploração e produção de óleo e gás nas áreas de exclusão como reservas indígenas e reservas ambientais. 
6) assim como em mineração, é necessário incentivar a criação e manutenção da empresa brasileira, seja através de Bolsas de Valores ou na concessão de incentivos fiscais. 

A Questão Ambiental
A partir da década de 1970, movimentos de cunho social-político-filosófico promoveram uma profunda revolução no modo de encarar o meio ambiente e sobre o interrelacionamento homem-ambiente. Sob essa nova visão ou paradigma, fundamentalmente ambientalista e ecológica, os sistemas ambientais passam a ser tratados de forma multidisciplinar integrada, de forma holística ("o equilíbrio das partes com o todo") e o relacionamento do homem na esfera desses sistemas configura para os mesmos potencialidades e vulnerabilidades. Na última década, o movimento ecológico purista (e até mesmo xiita), concebido inicialmente, passou a ser adequado às diferentes realidades socioeconômicas regionais e suas especificidades locais, introduzindo-se conceitos como ecoeficiência e desenvolvimento sustentado, e as sociedades passam a buscar modelos de "desenvolvimento econômico com eqüidade social, com menor nível possível de agressão/impacto ambiental". A sustentabilidade desse modelo neófito ainda não foi devidamente comprovada na prática.

Na esteira do movimento ecológico desenvolvido nas três últimas décadas, o tratamento jurídico da questão ambiental foi profundamente modificado. A legislação ambiental, introduzida inicialmente em países europeus e escandinavos, disseminou-se mundo afora e em muitos locais o seu caráter verdadeiramente draconiano têm, não raro, inviabilizado projetos de exploração mineral. Somente as nações muito ricas têm conseguido, e mesmo assim apenas em parte, desenvolver atividades de mineração consideradas "ecologicamente corretas". O Brasil, por sua vez, têm uma das legislações ambientais mais completas e complexas do mundo. O seu caráter fortemente descentralizado, com legislações nas esferas federal, estadual e municipal, muitas vezes diferentes e conflitantes, tem gerado sérios entraves para muitas atividades de exploração mineral. Pode-se afirmar que a complexidade e falta de aplicabilidade da legislação ambiental vigente no país constitui uma das principais barreiras para o fortalecimento da ainda incipiente Indústria Mineral Brasileira13.

Considerando-se esses pressupostos, a APROGAM deverá desenvolver um conjunto de atividades que abranjam direta ou indiretamente as questões ambientais, integrados e em perfeita sintonia com os princípios da entidade para as áreas de mineração, energia (Petróleo&Gás) e valorização profissional, tendo como objeto principal a ampliação do mercado de trabalho e emprego da classe.
1) sugerir alterações na legislação ambiental vigente, visando tornar os empreendimentos minerais economicamente exeqüíveis e incorporados aos planos de gestão territorial.
2) conscientizar o poder público de que a atividade de mineração só pode existir de forma "sustentada" se as restrições ambientais não inviabilizarem economicamente os projetos.
3) conscientizar os mineradores dos benefícios socioeconômicos e ambientais da prática do "manejo mineral".
4) conscientizar os prefeitos do interior da necessidade de trabalhos de geologia urbana para o planejamento territorial e a gestão dos recursos naturais dos municípios. 
5) identificar novas áreas de trabalho (e de emprego, conseqüentemente) para o geólogo em todas as esferas que envolvam a gestão dos recursos naturais, notadamente nos aspectos geológico-geomorfológicos indispensáveis ao planejamento territorial. 
6) conscientizar os responsáveis pelos cursos de geologia da necessidade de modernização das grades curriculares, visando formar profissionais adequados ao novo mercado de trabalho (óleo&gás, geologia urbana, planejamento territorial etc)”.

( APROGAM – Associação Profissional dos Geológos do Amazonas - http://www.aprogam.org.br/carta.asp )   

VASCONCELOS ( (2003) (http://revistapesquisa.fapesp.br:2222/transform.php?lang=pt&xml=2/0/20030402/20030486/pt/SEC7_6.xml&xsl=xsl/pt/article.xsl&transf=normal&from=1&id=SEC7_6)   conta como se procede com técnicas modernas na pesquisa mineral: 

	“Martelinho na mão e muita disposição para o trabalho de campo ainda caracterizam a atuação do geólogo, embora, nos últimos anos, a geologia tenha ganho várias ferramentas de alta tecnologia, que facilitam a identificação de jazidas de ouro, prata, platina ou mesmo de granito. A palavra que marca essa nova fase é geotecnologia, técnica que reúne grande parte dos estudos baseados no sensoriamento remoto feito a partir de sensores portáteis ou instalados em aeronaves e satélites. 

Na ponta dessa tecnologia estão instrumentos chamados de espectrorradiômetros, sensores capazes de medir o comportamento da luz (radiação) considerando os comprimentos de onda do visível, e frações da faixa do infravermelho. A interação da luz com materiais naturais (rochas, solos) ou artificiais (concreto, asfalto) produz um sinal denominado de reflectância, que é a fração de luz incidente refletida pela superfície. Essa medida, quando comparada com um padrão que reflete totalmente a luz incidente (100% de reflectância), indica o que se chama em sensoriamento remoto de curva (ou assinatura) de reflectância espectral. Essa assinatura indica as propriedades físico-químicas dos materiais, permitindo que eles sejam facilmente diferenciados entre si. 

No Brasil, um dos centros que mais têm se dedicado a esses estudos fica na Universidade Estadual de Campinas (Unicamp). Mais precisamente nos laboratórios de Espectroscopia de Reflectância (LER) e de Processamento de Informações Georeferenciadas (LAPIG), ligados ao Departamento de Geologia e Recursos Naturais (DGRN) do Instituto de Geociências (IG). "A espectroscopia de reflectância, baseada nos espectrorradiômetros, é uma técnica rápida e não destrutiva que mede a assinatura espectral de superfícies naturais ou artificiais", explica o geólogo Carlos Roberto de Souza Filho, professor e coordenador dos laboratórios. 

As pesquisas feitas na Unicamp já auxiliaram descobertas importantes, como, por exemplo, a de jazidas de chumbo e zinco numa área situada ao norte de Minas Gerais, entre os municípios de Itacambira e Monte Azul. Essa região é explorada pela Companhia Vale do Rio Doce, que comprovou em pesquisas de campo a existência dos depósitos detectados por sensoriamento remoto. A caracterização dessas jazidas foi resultado das pesquisas dos alunos Tati de Almeida e Lucas de Melo Melgaço, do Instituto de Geociências. O objetivo dessas pesquisas foi o de criar um método de detecção de jazidas minerais metálicas usando sensores remotos e a integração de dados em Sistemas de Informações Geográficas (SIG) - um software que trabalha com dados georeferenciados a um sistema de coordenadas (latitude e longitude, por exemplo). 

Outro feito relevante do grupo do professor Souza Filho foi o mapeamento de uma grande área com rochas associadas a jazidas de platina em Carajás, no Pará, próxima ao antigo garimpo de ouro de Serra Pelada. "Para identificar esse depósito, usamos dados dos sensores ETM+, a bordo do satélite norte-americano Landsat, e Aster ( Advanced Spaceborne Thermal and Reflection Radiometer ), um radiômetro (que mede a radiação eletromagnética) orbital desenvolvido em conjunto pelos Estados Unidos e Japão e embarcado no satélite Terra, da agência espacial norte-americana (Nasa)", conta o pesquisador. Ele faz questão de frisar: "A caracterização espectral por sensoriamento remoto não veio para substituir o trabalho do geólogo em campo, mas para auxiliá-lo no mapeamento de jazidas". 

	
	


No quer diz respeito ao uso de recursos minerais, HOTELLING (1931) ao discorrer sobre o esgotamento de recursos não renováveis, já na década de 30 do seculo XX, chamava a atenção de que tais recursos se viam ameaçados de esgotamento, por força do preço baixo com que eram cotados. Já  naquele tempo o autor dava o desperdício típico das explorações como causa de um crescente movimento conservacionista.       

SKINNER(1996; 4) enfoca o tema recursos não renováveis afirmando que “o atual nível de população da Terra não teria sido atingido, se não existisse o complexo sistema de controle de saúde, distribuição de força , transporte e comunicação, que constitui a base da civlização. Esta depende dos minerais e combustíveis à sua complexa tecnologia.Esses materiais, no entanto, ao contrário dos produtos vegetais, não se formam por meio de rápidos processos cíclicos e não podem ser regenerados, uma vez  minerados ou retirados. A terra contém quantidades fixas de todos os recursos não renováveis, que, na maioria, podem ser utilizados apenas uma vez. Carvão e óleo queimados, fertilizantes fosfáticos distribuídos e argilas transformadas em tijolos, estão permanentemente consumidos. Até mesmo os metais como ferro, chumbo e cobre, que podem ser recuperados como sucata, sofrem perdas após cada ciclo de uso  e  a longo prazo estarão irremidiavelmente perdidos. O consumo de alguns recursos não- renováveis, principalmente a água ( em outro local o autor considera a água como recurso renovável), não é permanente. Localmente, podemos redistribuir água, por meio de sistema de captação e bombeamento, mas o controle sobre ele é temporário, havendo rápido retorno ao ciclo de evaporação, transpiração e precipitação, que regula sua distribuição original. Não há perdas neste ciclo contínuo e, em contrastre com os recursos não-renováveis, a água é reutilizável. É importante notar que a água está sendo discutida em escala global, pois se ela for bombeada, de um lago ou do subsolo, numa razão maior do que o reabastecimento natural, certamente ocorrerá uma exaustão dos recursos locais14.  Desde que as águas não sejam irreversivelmente poluídas, devido à distribuição dos resíduos provenientes do consumo de recursos esgotáveis, elas deveriam ser continuamente reutilizáveis.”

Os recursos minerais são consumidos em diferentes proporções entre os povos.  Se todo o mundo passasse a consumir nos quantitativos verificados nos Estados Unidos da América, este simples fato abalaria as reservas conhecidas de muitos metais.  

Tal autor agrupa os minerais nos seguintes sub conjuntos, conforme a utilidade:  

1.Materiais não-metálicos(fertilizantes e usos especiais):  cloreto de sódio,  fosfato de cálcio, enxofre, nitratos. Os minérios deste grupo podem ser denotados como  minerais industriais e minerais não metálicos, termos  de natureza  não científica  nem econômica. 

Minerais não metálicos não podem ser facilmente classificados quanto à abundância na crosta. Fertilizantes e produtos químicos em geral correspondem a um terço do valor da produção deste grupo.  Recursos vitais são os usados na indústria de fertilizantes, destacando-se os subgrupos dos fertilizantes potássicos, os fosfáticos, os nitrogenados e os de enxofre. De apreciável importância econômica são vários outros minerais não metálicos usados na indústria química. São muito abundantes, de baixo custo  e há substitutos para muito deles.  O mais importante deles é o sal comum, cloreto de sódio (NaCl) ou halita para os geólogos, de grande presença nos oceanos e evaporitos marinhos. Os abrasivos se constituem em importante sub-grupo, com destaque para o diamante. Detalhes sobre tais recursos estão em SKINNER(1996; 70).  

2.Materiais não-metálico(construções):  areia, cascalho, pedra britada, gipso, cimento e amianto.  Este grupo ocupa, entre todos o minerais,  o primeiro lugar quanto ao volume físico (tonelagem) e o segundo lugar no que respeita a valor, após os combustíveis.   Uma divisão costuma classificar tais materiais num primeiro grupo que engloba os que são usados sem qualquer tratamento, além do corte e da britagem.  Aí se acham  as pedras para construção, a areia, o cascalho e a rocha britada. E num segundo grupo, em que os materiais sofrem tratamentos prévios ao uso, químicos ou físicos,  como  aquecimento, fusão ou outras modificações. O grupo  engloba argila para cerâmica, matéria-prima para cimento,  gesso, vidro e amianto.(SKINNER, 1996;85).  

3.Metais abundantes: Ferro, alumínio, cromo, manganês, titânio e magnésio.  Com abundância superior a 0,01%. Em geral,  todas as rochas contêm metais abundantes em quantidades detectáveis, exceção feita ao arenito. “O tipo do mineral portador de um certo elemento, determina se uma dada concentração constitui um recurso utilizável” ( SKINNER, 1996,19). Metais abundantes estão freqüentemente combinados com silício e oxigênio. “Pelo fato dos metais abundantes apresentarem altas concentrações na crosta terrestre, não há necessidade de grandes enriquecimentos, acima da média, para que possam  ser economicamente lavrados, pelos atuais métodos. O consumo  dos metais abundantes é grande,  especialmente do ferro e do alumínio, e continua aumentando. Devido ao fácil suprimento e grande produção, seu custo é relativamente baixo. Por exemplo, no início de 1968, o preço do ferro gusa, nos Estados Unidos,  era de apenas 2,8 centavos de dólar por libra, ao lado de 25 centavos para o alumínio e 32,25 centavos para o magnésio. Apesar da disponibilidade de matéria-prima, a produção em grande escala dos metais abundantes exige uma tecnologia avançada e grandes gastos de energia elétrica. Por isto, não é de surpreender, o país mais avançado tecnologicamente, os Estados Unidos, seja um dos maiores consumidores desses metais” (SKINNER, 1996,20).  A evolução da tecnologia do aproveitamento do recurso não renovável  ferro, baixando os custos de produtos de ferro, deslocou a demanda desse minério para a direita.  Assim é que,

"A Primeira Revolução Industrial (primeira metade do século XIX) foi a do carvão e do ferro; a Segunda, do aço e da eletricidade. Na primeira metade do século 19, o aço era quase um metal semiprecioso, chegando a custar 50 a 60 libras por tonelada enquanto o ferro-gusa custava apenas 3 e 4 libras por tonelada. De início, o aço era produzido por cementação ou pelo método do cadinho de Huntsman. Na segunda metade do século 19, os novos processos Bessemer e Siemens-Martin elevaram a produção mundial de 551 mil toneladas, em 1870, para 14,9 milhões de toneladas em 1895, causando drástica queda de preços” ( FOLHA DE S.PAULO – THE TIMES, 1995)-

 4. Metais escassos: Cobre, chumbo, zinco, tungstênio, ouro, estanho, prata, platina, urânio, mercúrio, molibdênio etc.  “Definimos como metais geoquimicamente escassos aqueles com abundância inferior a 0,01% na crosta. É surpreendente saber que o cobre, o chumbo, o zinco, e o níquel, explorados em escala grande e crescente, são geoquimicamte  raros, pertencendo à mesma categoria que o ouro, a prata e a platina.  A maioria dos especialistas acredita que é neste grupo de recursos que o déficit aparecerá em primeiro lugar, constituindo um sério desafio ao desenvolvimento tecnológico. Os elementos escassos pertencem ao grupo de recursos vitais, que acelerou o pujante desenvolvimento tecnológico dos últimos cem anos, especialmente na obtenção e  distribuição de energia elétrica; comunicações por telégrafo, rádio e televisão; aeronáutica; foguetes; e energia nuclear. O desenvolvimento da energia elétrica, por exemplo, teria sido muito lento sem o suprimento abundante e a baixo custo do cobre. Abundância relativa dos metais escassos é pequena, mas as suas quantidades totais são grandes, considerando-se as dimensões da crosta onde estão disseminados......Os metais escassos são amplamente distribuídos, mas, ao contrário dos metais abundantes, raramente ocorrem em minerais individualizados. Ao invés disso, eles fazem parte da estrutura dos minerais das rochas, usualmente silicatos, com átomos de metais escassos substituindo elementos abundantes. Por exemplo, átomos de níquel substituem os de magnésio na olivina ( Mg2 SiO4 ), embora apenas na proporção de alguns átomos de níquel em cada milhão de átomos de magnésio...... Os minerais dos metais escassos, quando constituem depósitos, apresentam diferentes propriedades e composições, podendo ser   agrupados em três categorias. A primeira, incluindo Cu, Pb, Zn, freqüentemente forma sulfetos. A Segunda, incluindo Au e Pt, freqüentemente ocorre na forma de elementos nativos. A terceira, que inclui W, Ta, Sn, Be, U, forma óxidos e silicatos. Há algumas superposições  entre essas categorias – o estanho pode, por exemplo, formar sulfetos e óxidos --, mas esse agrupamento abrange os principais minerais”   (SKINNER, 1996; 42) . O urânio é um metal  escasso que, processado,   produz energia. A primeira reação em cadeia do urânio foi realizada  em 02 de dezembro de 1942, pelo Prof. Enrico Fermi. O isótopo 235, o U235 , é o único átomo físsil natural. Mas é escasso, e constitui-se em apenas 0,7% deste elemento na natureza. E é elevado seu custo de concentração. O isótopo  mais abundante, o urânio 238, U238, pode ser convertido em plutônio 239, pelas adição de neutrons. . O isótopo mais comum de tório 232, Th232 , pode ser transformado em urânio 233 físsil.  A empresa Industrias Nucleares do Brasil S/A (www.inb.gov.br  ) explora urânio em Caetité, Bahia e tem outras atividades em outras partes do Brasil.  Ver o processo em sua home-page. 
5. Combustíveis fósseis: Carvão, petróleo, gás natural e folhelho betuminoso.  GEORGESCU-ROEGEN (1975; 8) faz considerações sobre Bioeconomia, destacando que a espécie humana é a única que usa instrumentos exosomáticos (fora dos dotes do corpo do indivíduo), além dos endosomáticos ( dotes do corpo do indivíduo ). O homem é viciado, adicto, dependente dos instrumentos exosomáticos, e por isto o seu problema de sobrevivência como espécie não é  só biológico, nem só econômico, mas bioeconômico. E entre as três assimetrias que caracterizam os dotes da humanidade em fontes energéticas de baixa entropia, a terceira é “a astronômica diferença entre  a quantidade do fluxo de energia solar  e o  tamanho do estoque de energia terrestre livre. A um  custo de decréscimo em massa de 131 x 10 12  toneladas, o sol irradia anualmente 1013  Q  --- um simples Q sendo igual a  10 18  BTU! Deste fantástico fluxo, só uns 5.300 Q são interceptados nos limites da atmosfera da terra, sendo grosso modo a metade disso refletida de volta ao espaço exterior. Na nossa escala, entretanto, mesmo este quantitativo é fantástico. Hoje o total consumo  mundial de energia não passa de 0,2 Q anualmente. Da energia solar que atinge o solo, a fotossíntese absorve  só 1,2 Q. De quedas dágua poderíamos obter no máximo 0,08 Q, mas estamos usando agora só um décimo deste potencial. Pense agora o fato adicional de  que o sol continuará a brilhar com praticamente a mesma intensidade por mais outros cinco bilhões de ano (antes de se transformar numa gigante vermelha que elevará  a temperatura da superfície da terra a 1.000 o  F). Sem dúvida a humanidade não sobreviverá para se beneficiar desta abundância”. SKINNER (1996; 98) assevera que as mais importantes fontes de energia de agora e do futuro próximo são os combustíveis fósseis – carvão, petróleo e gás natural. E, em menor proporção, a energia hidrelétrica. A exaustão dos fósseis já causariam preocupações nas previsões de longo prazo.  A energia  de fissão nuclear, também não renovável, mas com reservas maiores do que os combustíveis fósseis  --- dizia aquele autor em 1985 – é a grande esperança do futuro.  CAMPBELL & LAHERRÈRE  (1998) , Apud

JAY HANSON ( http://dieoff.com/pager1.htm)  afirmam que  -- diante de uso de diferentes técnicas de estimação das reservas de petróleo correntes e das que serão descobertas – o declínio do petróleo começará antes de 2010. 

A 23. MAI.2003  o jornal Tribuna da Imprensa, do Rio de Janeiro, informava sobre Seminário a ocorrer daí a quatro dias na Câmara Federal, sob o tema “Carvão Mineral : Combustível para o Brasil no século XXI”, promoção do Sindicato da Indústria Nacional de Extração de Carvão e do Instituto  Brasileiro de Mineração.  Uma nova tecnologia de queima limpa do carvão, já usada na Alemanha e nos Estados Unidos, proporcionariam novos estímulos à indústria. As reservas de carvão mineral do Brasil, localizadas na Região Sul, seriam o dobro das de petróleo e seria desejável  retomar as pesquisas de novas jazidas, paradas desde os anos 1970s. 

Nos anos 1960 teve início na refinaria de Lavera, em Bouches-du Rhône, França, conduzidas por equipe da BP-British Petroleum , pesquisas visando obtenção de proteína a partir do petróleo. Em 1963 entrava em funcionamento uma usina piloto na França e em 1965 outra em Grangemouth, Escócia. Em 1975 ambas unidades operavam em escala industrial, com produção de 18 mil toneladas de concentrado protéico-vitamínico por ano, a partir do petróleo.  Na mesma época no,  Brasil, a Petrobrás firmou convênio com UFRJ -Universidade Federal do Rio de Janeiro, para iniciar pesquisas com de fabricar proteínas de petróleo. Os  trabalhos seriam conduzidos pelo Departamento de Engenharia Bioquímica da Escola de Química, com um a equipe chefiada pelo Prof. Vitalis Moritz e compostas pelos Profs. Ricardo Silveira e  Dayse Meireles. O processo original da equipe de pesquisas  da BP consistia em “cultivar leveduras em gasóleo, obtendo-se substância em forma de pó, inodora e sem sabor, com um elevado conteúdo de proteínas e de qualidade constante. Incluída na fabricação de rações de animais, os resultados mostraram uma total aceitação por parte dos seus organismos” ( DOCUMENTO ABRIL 1, 1975)        
6.Água:  Lagos, rios e água subterrânea. A água seria o recursos supremamente valioso. “Embora exista uma certa parcela de água presa nos minerais da crosta, como na muscovita,  Kal3(Si3O10)(OH)2 , é com a água livre da hidrosfera que o homem supre suas necessidades. Sua quantidade total é estimada em  1359 x 10 6   quilômetros cúbicos ou 1359 x 1018  litros distribuídos de maneira muito irregular; 97,2%  estão nos oceanos e 2,15% retidos nas camadas polares e nas geleiras. Estes dois maiores reservatórios são de pequena utilidade prática, a não ser como meio de transporte; os oceanos são muito salgados, as calotas de gelo muito distantes e os custos de transformação muito elevados para justificar seu uso em grande escala. A água restante da hidrosfera, 0,65% , é a fração utilizada pelo homem e seria rapidamente consumida se não existisse o ciclo hidrológico. Este ciclo, movido pela energia solar, consiste da evaporação e transpiração, seguida de condensação e precipitação; ele assegura um suprimento contínuo, motivo pelo qual a água  constitui um recurso renovável que envolve problemas de abundância, distribuição e abastecimento. Algumas área são bem dotadas de água, enquanto outras são deficientes. A sua disponibilidade determina, mais do que qualquer outro fator, a capacidade populacional das províncias geográficas....  Além das variações geográficas, a precipitação apresenta  oscilações periódicas; as variações sazonais são bem conhecidas, existindo, entretanto, flutuações de longa duração, relacionadas a ciclos meteorológicos prolongados. Embora a água seja um recursos renovável, torna-se necessária a avaliação realista do seu suprimento durante períodos de muitos anos” (SKINNER, 1996; 119).  A água subterrânea é grande e aquele autor estima eqüivaler em certo momento a  3.000 vezes o volume de todos os rios.  

Autores como  EL-DESSOUKY & ETTOUNEY ( 2000 ) registram progressos, em diminuição de custos de  dessalinização de água do mar e salobra, conforme pesquisas em andamento. 

CARRERA-FERNANDEZ & GARRIDO (2002) apresentam alentado estudo sobre a economia do recurso água, enfocando vários tópicos desta disciplina, entre eles,  usos da água ( diferenciando, v.g., uso consuntivo -- ou consumptivo-- , que destrói, que causa consumo,   do não consuntivo) , características do recurso, experiência internacional de gestão, funções de demanda, otimização dos recursos hídricos em sistemas de bacia hidrográfica, avaliação contingente da demanda por serviços públicos e estudos de viabilidade econômica de projetos em recursos hídricos.    

Vale ressaltar que esses elementos se distribuem na terra em formas de compostos químicos muitas vezes diferentes das formas em que são utlizados pelo homem, com concentração e teores variáveis, o que vai refletir na atividade econômica do seu emprego. 

Recomenda-se a leitura de SKINNER (1996, 12), como fonte de informação sobre as principais características de cada grupo. 

  O site  http://planeta.terra.com.br/educacao/br_recursosminerais/  mostra uma classificação dos minerais :

Energéticos:  Petróleo/gás, carvão, urânio, energia geotérmica, hidratos de gás(nova fronteira energética?)

Gemas e rochas ornamentais: Gemas, diamantes.

Minerais industriais

Fertilizantes : Insumos minerais para a agricultura. 

	

	· 

	

	· 

	

	· 

	· 

	

	


II.2. Recursos Não Renováveis  -- Medidas empíricas de escassez

A  divisão dos recursos naturais entre renováveis e não renováveis leva à idéia de que os primeiros são os bióticos e os não renováveis os abióticos, os minerais.  Mas há complicações. Considera-se o solo agricultável como recurso renovável (mesmo tendo uma fase viva, o solo é eminentemente mineral), dizendo-se que as práticas de manejo  proporcionam  a reposição química ( fertilidade ) ,   a física ( estrutura, porosidade) e a biológica. A água, por suas vez, ora é considerada numa, ora na outra categoria, às vezes pelo mesmo autor  ( veja-se SKINNER, 1976; 4; 119).   

Como tais recursos devem  se esgotar, há uma preocupação com a  disponibilidade dos mesmos, sua escassez e conseqüências. 

FISHER (1981;92;100) considera medidas físicas e econômicas da escassez.

 Medidas Físicas de Escassez (Disponibilidade) – 

Reservas – Estão entre  os mais citados  indicadores de escassez (disponibilidade) de recursos extrativos.  As reservas são definidas como o quantitativo do recurso que se conhece existir na( s) jazida(s) e que podem ser extraídas lucrativamente (economicamente) nas atuais condições de preços dos insumos e do produto, e do dado estado das artes ou tecnologia.  FISHER(1981;94) apresenta um modelo de diagrama para representar as reservas, subdivididas em algumas subcategorias. É o Diagrama de McKelvey, utilizado pelo U.S. Geological Survey e pelo U. S. Bureau of Mines, baseado no trabalho  McKELVEY (1972)e apresentado a seguir. Os termos ali constantes assim se definem: “Recursos Identificados: corpos específicos de material de conteúdo mineral, cujas localidade, qualidade e quantidade são conhecidas de evidências geológicas, com  o apoio de medidas de engenharia.  Recursos Medidos: material cujas estimativas de quantidade e qualidade estão dentro de uma margem de erro de menos de 20%, de amostras de sítios geológicos bem conhecidos. Recursos Indicados: material cujas quantidade e qualidade têm sido estimadas parcialmente de analises de amostras e parcialmente de razoáveis projeções geológicas. Recursos Inferidos:  material em extensões inexploradas de recursos demonstrados baseados em projeções geológicas. Recursos não Descobertos:  corpos não especificados de material com conteúdo mineral supostos existir na base do conhecimento geral geológico  e teoria. Recursos Hipotéticos: materiais não descobertos que razoavelmente são esperados existirem num distrito mineiro conhecido e sob condições geológicas conhecidas. Recursos especulativos: materiais não descobertos que pode ocorrer tanto em conhecidos tipos de depósitos em ambiente geológico favorável, onde nenhuma descoberta geológica tenha sido feita ou em ainda desconhecidos tipos de depósitos que permanecem a serem reconhecidos ( TIETENBERG, 1992;127). 
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                       ( Parece,  espero,   que a  maioria dos problemas associados com as palavras “conservação” ou  “depleção” ou “sobre- exploração”  na pesca

são em realidade, manifestações do fato de que  os  recursos naturais do mar não produzem renda  econômica. Recursos de pesca são inusuais  pela sua natureza de

propriedade comum; mas eles   não são únicos e problemas similares  são encontrados  em outros casos de  indústrias de recursos apropriados em condomínios,. tais como produção de

petróleo, caça e  pesca”. Gordon, H.S.(1954)-”The  economic theory of a common-property resource: the fishery. Journal of Political Economy-62: 124-142).  

RECURSOS  RENOVÁVEIS: Recursos ambientais com capacidade de reprodução e crescimento

                                    peixes

                                            população de organismos vivos         gado          capacidade natural de crescer

Recursos      florestas

  Amplos Renováveis Água                  mantém qualidade por assimilação/limpeza

                        em

     e                  Estoques                                                       Atmosfera          estoques repostos por ”auto reposição”

                                                  sistemas inanimados

                                                                      Terras Aráveis       processos físicos e biológicos proporcionam

                                                                                               e de pastagens       reposição / “crescimento”

Diversos          Recursos               Energia   solar,

                        Renováveis            dos eólica,

                        de                           das ondas e                guarda em comum com os biológicos:  apropriação não diminui fluxo

                       Fluxos                     geotérmica

OBJETIVO: CHEGAR A UM MÉTODO/MODELO  APLICÁVEL GENERALIZADAMENTE E TAMBÉM

 PARTICULARIZADAMEN TE  ( ESPECIFICAMENTE )




Um indicador muito usado é a Razão Reserva/ Produção (pode-se chamá-lo também Razão Reserva/Consumo) .  A produção do recurso mineral se referindo à unidade de tempo ano, implica que tal indicador se confunde com os anos de oferta possíveis do bem, tudo o mais constante. Durabilidade ou anos de vida útil da mina.  Doutro modo, fazendo Análise Dimensional, vem que a dimensão da variável   Reserva é massa, i.e. Reserva( M.  A demissão da variável Produção  é  massa / unidade de tempo  i.e. Produção ( M/T.  Assim, o indicador  Razão Reserva Produção(R/P), do ponto de vista dimensional seria  R/P = M / ( M/T) =  M . (  T / M )  =  T.     Logo, de fato, a dimensão do referido indicador de abundância/ escassez é tempo e a sua unidade mais usual é ano.
Eis como se estimaram tal indicador  para o petróleo em alguns anos:  

RESERVAS MUNDIAIS DE PETRÓLEO 

Data                                      Reservas                     Anos de oferta

                    (milhões de t métricas)                       (reservas / produção)

1947                     9 478                                                                 22

1950  
               11 810


                                22

1955

   25 969


                                33

1960                  40 788


                                37

1965   

   47 687


                                30

1971

   85 442


                                34

1972                   91 376 (( 670 bilh.barris)
                                35

1980 (1)                                                                                         27

1999 (1)   






        45  


Fonte: “Oil: World Statistics”- Intsitute of Petroleum Information
Citado de Robinson, C.(1975)-”The depletion of Energy Resources” in The Economics of Natural Resource Depletion, edited by D.W. Pearce & J.Rose, pp.21-55, New York, John Wiley &Sons 

Extraído de : FISHER, A.C. (1981) – 

(1) Dados dos anos 1980 e 1990  - Journal of Economic Literature –JEL –Dec.1998, Slade (1987) e WRI (1996).    

Assim, como se verifica na tabela, algumas vezes novas descobertas de petróleo vieram quebrar  previsões de depleção do recurso energético.   

Sobre a longevidade  petróleo veja  em outro local,  neste trabalho,  CAMPBELL, C.J. & LAHERRÈRE, J. H. (1998) .
Abundância na  Crosta  e outras medidas de escassez (disponibilidade) ( FISHER, 1981;98)

O uso dos indicadores Reservas e Razão Reserva/Produção  pode levar a decisões políticas equivocadas, graças à insegurança que provocam.  Outras tentativas são feitas no sentido de se conhecer  melhor a disponibilidade e a carência dos  recursos minerais, embora não se garanta a superação do problema de dimensionamento referido.   Se o conceito de reserva está num extremo do espectro de tais indicadores, o de “Abundância da Crosta”  está no outro.  Abundância  na Crosta  é o material que existe na “rocha média” da crosta terrestre, considerando-se  até as mínimas concentrações. 

Há uma enorme mudança quando se usa um ou outro dos indicadores acima.  Veja-se no quadro(tabela)  que, v.g., o chumbo, duraria apenas dez anos pelo  indicador Reservas/Produção  mas que pelo outro  parâmetro Abundância na Crosta/ Consumo, duraria  oitenta e cinco milhões de anos.   

Evidente que os indicadores são extremados. Por isto, a necessidade de um indicador intermediário. E este surgiu em BROBST (1979), citado por FISHER(1981;99).  Tal indicador venha a ser o “Limiar Mineralógico” ( “mineralogical threshold”)  Ao considerar tal medidor se  toma em conta o minério  que vai até à pequena  concentração  de 0,01% . Ou – introduz-se aí uma imprecisão cautelosa, que varia com o elemento/minério  – de 0,01% até 0,1% .  “Abaixo da concentração de 0,01%  um elemento metálico ocorre apenas  na estrutura atômica dos minerais de silicato e não no mineral do elemento.  A conversão da estrutura do silicato seria muito cara por causa da imensa quantidade de material a ser processada e pela dificuldade de separar o metal desejado. Para o cobre, por exemplo, o limiar é considerado ser da ordem de 0,1%. E sabe-se que de todo o cobre existente na face ( na crosta) da terra não mais do que 0,01% se acha nesta concentração ou acima” . Com o limiar mineralógico aparece o indicador  Razão Recursos Maximamente Recuperáveis/ Consumo   ( ou Produção ),  que o toma como numerador. 

Veja-se a tabela ( quadro )  a seguir.  

Abundância na Crosta Terrestre   -  Medidas físicas de disponibilidade de alguns minerais   (  Unidades expressas em anos)   

	Minerais 
	Reserva/Produção


	Abundância na Crosta / Produção 
	Recurso Maximamente Recuperável/  /Produção

(com base no limiar mineralógico)   ( a)

	Cobre
	  45
	   242     x 106 
	   340 

	Ferro 
	117 
	1.815     x  106   
	2.657  

	Fósforo
	481
	   870     x  106
	1.601

	Molibdênio
	  65
	   422     x  106
	   630

	Chumbo
	  10
	     85     x  106
	   162

	Zinco
	  21
	   409     x  106
	   618

	Urânio
	  50
	 1.855    x  106
	 8.455

	Alumínio
	  23
	35.500   x  106
	68.066


FONTE:  NORDHAUS ( 1974) , APUD: FISHER (1981; 98)

(a) Com base no limiar mineralógico e tomando 0,01% da  disponibilidade total e a uma profundidade até 1 km. 

Verifica-se a imensa diferença de previsão de durabilidade de cada um dos recursos minerais, de acordo com o indicador de escassez/abundância escolhido.

Medidas Econômicas de Escassez  - Dada as dificuldades decorrentes do uso  das medidas físicas, mais úteis se fazem as medidas econômicas. 

Entre tais medidas se sobressaem os custos. Trabalho desenvolvido por BARNET & MORSE (1963)  construiu índices de custo real de algumas categorias de produtos extrativos  na história industrial dos Estados Unidos, entre 1870 e 1957. Surpreendentemente tais custos tendem a cair, para uma categoria agregada de todos estes produtos. Os agrícolas e os minerais tinham tal tendência. Só os florestais contrariavam isto. 

Estados Unidos –  Evolução dos Custos Unitários de Extração – Números Índices – Base : 1929 = 100 

	Data 
	Todos os recursos
	Recursos 

Agrícolas 
	Recursos

Minerais
	Recursos

Florestais

	1870 – 1900
	134
	132
	210
	59

	1929
	100
	100
	100
	100

	1957
	60
	61
	47
	90 


FONTE : BARNET & MORSE (1963), Apud :   FISHER (1981; 100)   

Tal constatação faz lembra a mais recente polêmica entre  SIMON e EHRLICH, na qual o primeiro autor desafiou o segundo a mostrar sintomas das ameaças que apresentava para os recursos naturais por força do modus operandi da nossa civilização. A contra-prova apresentada por SIMON então era que os preços dos recursos vinham caindo, contrariando assim uma ameaça de esgotamento, exaustão, extinção.   

SIMON(1998),  teria “ espetado a vaca sagrada do ambientalismo, do controle da população e Paul Ehrlich (autor muito citado entre os cultores de Economia Ecológica e, possivelmente, de Ecologia). Na briga entre escassez de recursos e engenhosidade humana, Simon aposta seus bens na habilidade das pessoas inteligentes de sobrepujarem seus problemas  (Comentários sobre este livro de Simon na homepage da Livraria Amazon, com link no web site do Instituto de Extropia). Segundo se diz, este não é um livro teórico, mas que mostra convincentes exemplos e adequadas evidências empíricas da justeza da idéia do autor. Comenta-se também o desafio feito por Julian Simon a Paul Ehrlich e que consistia de aposta de que dentro de dez anos os preços de alguns recursos cairiam, numa evidência de que o mundo iria muito bem, sem as presumidas ameaças aos recursos naturais, como apresentado em  EHRLICH & EHRLICH(1998).  

FISHER (1981; 101) considera ainda estudos econômicos relacionados a preço,  renda e estudos empíricos de demanda e oferta. 

II.3. Recursos Não Renováveis – Enfoque Teórico – Esgotamento ótimo  - 

PEARCE & TURNER (1990),   no seu  manual  sobre Economia de Recurso Naturais e do Meio Ambiente,  consideram  que o “texto original” , uma espécie de trabalho iniciador do tratamento econômico dos recursos  não renováveis é HOTELLING(1931), que tratou da economia dos recursos que se esgotam, que não se reproduzem ( “exhaustible resources ).  Verdade que o estudo de Hotelling considera um recurso renovável que pode  se esgotar. 

Dos recursos naturais renováveis pode-se falar em colheita sustentável – uma que apreende o recurso na mesma taxa de sua reprodução. Nesse caso, o uso acha-se no estado estacionário. Ressalte-se que operar à uma taxa sustentável geralmente não significa fazê-lo de modo ótimo. É preciso primeiro definir a  “otimidade/optimalidade”  ou o que se pretende otimizar. 

Com os não renováveis, pela ausência da reprodução em tempo adequado ou em qualquer tempo, não se trabalha com uso sustentável. Neste caso, procura-se o caminho ótimo em que o recursos deve ser  esgotado.  Eis o desafio à frente dos economistas de recursos naturais.  Como se verá  adiante, a  Regra de Hotelling e outras a ela  associadas é que dão diretrizes para este caminho. Até hoje, pelo menos. Haveria potencial paras novas regras? Onde se usasse outras grandezas além das tradicionais da economia, como preços, taxas de descontos, valores de produtos físicos totais, médios e marginais, preços do recurso e do capital?  Claro que tais grandezas são importantes, mas por que não se poderia especular sobre indicadores que se referissem à raridade ( embora vá se rebater que preço o faz), à utilidade  ( e essa grandeza comparece nos modelos a serem apresentados), às possibilidades ainda desconhecidas do recursos  ( neste caso, os modelos de definição do caminho de  depleção ótima ainda não consideram  tal variável, mas tal qualidade aparece na “valoração ambiental” , quando se procura estimar o valor do recurso por conta de  usos futuros, por decorrência de conhecimentos por vir, i.e.,  o valor de opção ou o valor de quase opção) e a outros aspectos  ainda não destacados do recurso, mesmo sem considerar valores ligados ao lazer ou entretenimento  e à própria existência do recurso? 

 Eis questões que  , ao que parece, não têm tido respostas e nem vem sendo postas.

CUNHA(1991) reconhece que  HOTELLING ( 1931) foi o “primeiro a tratar analiticamente a questão dos alocação intertemporal dos recursos exauríveis”.  Na concepção deste autor pioneiro, segundo CUNHA(1991),  corria-se o risco de se esgotar o recurso com muita antecipação, caso prevalecesse a exploração desenfreada . “Não é que os recursos devessem ser conservados indefinidamente; mas haveria uma trajetória ótima de extração. Em Hotelling, os recursos são vistos como o estoque de água de uma caravana que atravessa o deserto: a otimização do bem- estar dos viajantes depende de como a água é distribuída pelo tempo que durar a travessia. Em sua expressão mais simples, o problema é reduzido a uma questão de alocação intertemporal de dado estoque de recurso não reproduzível” (CUNHA, 1991; 2)  

HOTELLING (1931)  tratou  de recursos que se esgotam. Não necessariamente de recursos não renováveis. Entre os que podem se exaurir ele relacionou um renovável, as florestas.  Recursos naturais renováveis, se usados à exaustão, colhidos persistentemente a taxas superiores às de reposição natural, podem também se comportarem como não renováveis, indo à extinção

PEARCE & TURNER (1990) ainda relacionam como de boa contribuição neste contexto o que eles consideram  o elegante ensaio  de Shantayan Devarajan e Anthony Fisher: “Hotelling’s  ‘Economics of Exhautibles Resources’: 50 years later”, Journal of Economic Literature , XIX (March 1981).  Citam ainda  TOMAN (1986) como uma apresentação por diagramas das implicações do relaxamento de muitos pressupostos para a “Regra de Hotelling”.  E consideram ainda que alguns textos sobre recursos renováveis são de leitura indispensável, quando se estudam os recursos  naturais não renováveis. Ei-los:  CLARK (1976),  CONRAD & CLARK (1987), DASGUPTA &  HEAL (1979), DASGUPTA  (1982), GORDON (1954).  No momento, nenhuma destas obras será discutida aqui.  Entretanto, de DEVARJAN & FISHER ( 1981), deve-se ressaltar ser um trabalho que resenha a contribuição de HOTELLING(1931), cinqüenta anos depois .  Há poucos campos nas Ciências Econômicas que devam tanto a um trabalho seminal, como o aqui tratado.  Um grande número de questões hoje levantadas sobre os recursos naturais foram primeiro postas por Hotelling. Economistas contemporâneos estenderam  os modelos de Hotelling ou obtiveram respostas mais precisas que ele.  As razões porque o trabalho foi esquecido por longo tempo teriam ligação com a postura prevalecente  diante dos recursos naturais. Só depois da crise energética dos anos 1970 agudizou-se a percepção.  E ainda podem tais razões serem atribuídas a questão de metodologia. Boa parte do trabalho – cujas idéias básicas são postas não tecnicamente – se constitui num exercício de  Cálculo das Variações, um instrumento matemático que só aparece nos periódicos econômicos nos anos 1950s. Além de apresentar sua famosa regra, trata de muitos assuntos relevantes ainda  hoje. Verdade que alguns são trabalhados  em nível menos formal do que se faz hoje. 

 O princípio fundamental da Economia para o  uso de recursos esgotáveis ou exauríveis ( sem considerar o custo de extração do recurso) .

PEARCE & TURNER ( 1990 ) apresentam como principio econômico fundamental para o uso de recursos exauríveis a expressão 

                                     (
                                     P 

                                  --------  =   s     

                                     P       

Essa é  a  Regra de Hotelling, desconsiderado o custo de extração do recurso, numa das suas expressões. Ela se constitui no principio fundamental do uso de recursos naturais não renováveis, segundo PEARCE & TURNER (1990; 272).    Ela expressa que o preço do recurso deve variar segundo  a taxa de desconto. Se o recurso for esgotado ao longo do tempo, de modo que o seu preço varie a uma taxa  igual à taxa de desconto, então este é o caminho de esgotamento ótimo.  Mas esta forma de enunciar a regra implica na pressuposição de que o Custo de Extração do recurso  é zero.  A empresa não é onerada por este custo, neste primeiro enfoque. É , portanto, uma restrição inicial, para fins didáticos, que será suspensa adiante em modelo mais completo, que considera tal custo. 

                              (      d P

 Nela,                    P  = ------  ,   ou taxa de variação do preço do recurso natural em relação 



   d t


ao tempo;   P  é  preço do recurso natural no mesmo tempo;  s, taxa de descontos ( de juros) 

                                        (
relevante  e, certamente, P/P  é a taxa de ganho do capital.   

Análise Dimensional da Regra de Hotelling 

Considerada dimensionalmente  a Regra de Hotelling, tem-se as seguintes dimensões para 

                                                   (
as grandezas do lado esquerdo: P  (  ($ / M ) /  T  = $ / M T   ;   P  (  ( $ / M ) ; logo 

o lado esquerdo da igualdade, dimensionalmente é    ( $ / M T )  /  ( $ / M ) = 1 /  T,

o inverso do tempo.  O lado direito da igualdade também tem a mesmas dimensão, o inverso do tempo, pois, a taxa de desconto é, dimensionalmente,  um número adimensional, um percentual, dividido pelo tempo, i.e.,  s (   %  /  T  = 1 / T.

Assim, do ponto de vistas dimensional a regra de Hotelling está coerente.   

É importante conhecer a dimensão de uma grandeza pelo menos para se saber se tal grandeza tem como medida um número que é  dimensionalmente um número adimensional  ou um número abstrato ou, ao contrário é um número dimensional  ou concreto.  Medidas de grandezas dimensionais  ou concretas variam com as unidades de medidas tomadas. Não podem ser comparadas as  medidas,  sem referências às unidades de medidas.  Já as medidas de grandezas adimensionais  podem ser comparadas conhecendo-se apenas as medidas, independentemente das unidades de medidas usadas.  Foi tal constatação que levou a  Economia a criar  as “elasticidades”, grandezas adimensionais.  As elasticidades são taxas de variação de uma grandeza em relação a outra, mas se constituindo de números abstrato. A derivada  é a taxa de variação, concreta, dimensional, que, por aquela razão, a elasticidade veio substituir.  Na função demanda,  Qd  = f ( P ) , a elasticidade – preço da demanda, EPD= ( dQ/dP). (P/Q),  adimensional, veio substituir a  derivada da quantidade em relação ao preço, dQ / dP, dimensional.       

Leitura intuitiva da Regra de Hotelling

 Tem tal fórmula ou regra algum apelo intuitivo? É possível intuí-la? É possível que se faça uma leitura sua com o recurso da intuição humana?  Aparentemente, à primeira vista, sim:  se uma mina está sendo esgotada, se seu recurso está sendo extraído  a uma certa taxa física em relação ao estoque total do recurso, de modo que tal taxa é igual à taxa de desconto vigente, então há todas as condições para que a mina continue sendo esgotada no mesmo ritmo, com a mesma taxa de extração em relação ao estoque total do recurso. Tudo o mais constante ou sem mudança, naturalmente. De fato, o dono da mina, como agente econômico racional só mudaria o ritmo de exploração quando isto significasse maiores ganhos. Se o preço do recursos cresce a uma taxa igual à taxa de descontos (ou taxa de juros), então a esse agente econômico é indiferente receber por cada unidade do recurso agora por extração um preço ou deixar esta unidade na mina e num tempo futuro qualquer extrair tal unidade e por ela receber um preço que é o de hoje aumentado dos juros à taxa  de desconto vigente.  Assim, havendo a igualdade entre a taxa de variação do preço e a taxa de desconto, não há estímulo para o dono da mina racional mudar seu programa de extração. Surgindo uma diferença entre as duas taxas, sim. Haverá estímulo para a mudança no ritmo de exploração da mina.

Se a taxa de desconto for maior do que a taxa de variação do preço, então o dono da mina será induzido a mudar o programa, tendo um comportamento racional e tudo o  mais constante. Nesta primeira hipótese, o dono da mina diminui a quantidade extraída do recurso. Recursos deixados na mina vão se valorizar mais no futuro do que se estavam valorizando quando as duas taxas eram iguais.  Ainda, qualquer quantidade adicional de recurso que seja adicionada à extração, tomada contra o futuro, terá um desconto maior do que quando prevalecia a igualdade. Logo, a tendência é diminuir a taxa se extração do recurso. Por outro lado, se a taxa de desconto for menor do que a taxa de variação do preço, aí no futuro, uma unidade do recurso preservada vai valorizar menos e uma unidade adicional  do recurso vendida hoje, tomada de tempo futuro,  terá um desconto menor do que a valorização do preço no futuro. Logo, a tendência é aumentar a taxa de extração do recurso. E, portanto, só quando as duas taxas forem iguais, prevalecerá a tendência de se manter constante a mesma quantidade extraída, justificando-se intuitivamente a famosa  

Regra de Hotelling.

Crítica ao uso da Regra de Hotelling neste  contexto.

O próprio Hotelling, no seu trabalho clássico, não a deduz e  nem a induz, como até alguns autores chegam a dizer. Ele apenas a apresenta como uma necessidade dos donos de mina.  Ele postula a regra ou a apresenta como axioma. 

PEARCE & TURNER (1990; 257)  obtêm uma regra  alternativa para a regra fundamental de exploração de recursos renováveis, a chamada  “Regra de Ramsey”, que guarda semelhança com a Regra de Hotelling.  A Regra de Ramsey  assegura que : “a taxa líquida de retorno de um ativo deve ser igual à taxa de desconto”. 

A Regra de Hotelling (não considerados os custos de extração) e a Regra de Remsey são semelhantes.  Ambas se assemelham a uma  regra de decisão em projetos de investimentos privados, enfoque da Engenharia Econômica. O projeto é  recomendável quando  sua “taxa interna de retorno” é igual ou maior  do que a” taxa de desconto(juros)” adequada. Mesmo que nas duas citadas regras se desconsidere a condição maior do que. 

Mesmo do ponto de vista econômico, a Regra de Hotelling não é suficiente –embora necessária-- para definir o caminho ótimo de depleção ou esgotamento de recurso não renovável. Assim é que: 1)  como visto nas considerações intuitivas acima,  tal regra apenas estimula a manutenção do ritmo de exploração do recurso natural, ou da quantidade anual retirada do recurso do solo. Ou seja, dada uma  quantidade retirada anual do recurso,  se a taxa de crescimento do preço for igual à taxa de descontos, então há uma tendência de se manter esta mesma quantidade anual de retirada do recurso do solo. Seja qual for a quantidade retirada por unidade de tempo,  a regra  sugere a sua manutenção ao longo do tempo e 2) O preço inicial, P0 , influenciará a evolução do preço no ano t, Pt ; para cada valor do P0   haveria uma forma de o preço evoluir segundo a Regra de Hotelling. 

  Haveria pois alguma outra (ou algumas outras) norma, regra ou princípio para definir o caminho ótimo de esgotamento.  Eis um bom desafio posto diante da Economia dos Recursos Naturais não Renováveis.  Evidentemente,  que as normas obtidas variariam com os pressupostos estabelecidos. PERMAN et alii ( 1999; 158) montam  um modelo que visa maximizar uma Função de Bem - Estar Social ,  avaliando o uso de recurso natural não renovável, com pressupostos com respeito à produção e utilidade dos membros da sociedade, chegando a quatro regras para este desiderato. Duas dessas regras são estáticas e duas dinâmicas, ao considerarem, respectivamente,  uma verificação para cada ano da série, ou para todo o período de vida da mina.  Uma dessas regras é exatamente a de Hotelling, obtida agora doutro modo. O primeiro enfoque do problema não leva em conta o custo de extração e o segundo o faz.  Os dois enfoque são apresentados mais adiante, em secção adequada. 

Obtenção da Regra de Hotelling  ( desconsiderados os custos de extração). 

À Regra de Hotelling pode-se chegar de várias maneiras. PEARCE & TURNER (1990; 271)  a obtêm  a partir da condição de uso ótimo de um recurso renovável, que se demonstra  (aqui também,  no lugar adequado) ser 
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com a mesma significação para os símbolos ,   X  significando o estoque ou a população do recursos renovável  e F’ (X)   a taxa de crescimento biológico dessa população em relação ao próprio estoque ou população do recurso, de modo a se tornar um número adimensional ou abstrato, o que só ocorre com as derivadas  quando as duas grandezas relacionadas possuem as mesmas  dimensões (sentido presente na Análise Dimensional, muito freqüente na Física). No caso essa dimensão única é massa (M). Esta percepção é muito importante para o bom entendimento e o bom uso da norma ( ou seria 1/T ?  F(X) ( M/T ;  F’(X) ( M/T/M =1/T ).   

Para se chegar à Regra de Hotelling a partir desta última expressão, basta lembrar que para os recursos não renováveis o crescimento é  zero. Eles não se reproduzem biologicamente.

 Logo, F’(X) = 0  e chega-se à dita Regra. 

Outra forma de se apresentar a Regra de Hotelling é 

                                Pt  = P0  e s t 
Onde se  têm o preço num dado tempo t, o preço no ano inicial da exploração,  o próprio tempo t, a taxa de desconto s e,  naturalmente, o número e, base do sistema  de logaritmos neperiano, bem ligado ao crescimento contínuo e cumulativo. 

Chega-se a tal forma  pela integração ou busca da primitiva na forma anterior da regra. 

                                      (
                                     P 

                                  --------  =   s     

                                     P       

                                (
de onde vem que     P   =   s  P 

d P       

------  =    s P   

d t   

e daí, por integração chegando-se à outra expressão da Regra de Hotelling, sem o custo de extração do recurso ( ver lembrete sobre regras de derivação à pg. 73) . 

Regra de Hotelling considerando Custo de extração (custo marginal)  do  recurso positivo e constante ( PEARCE & TURNER , 1990; 272)    

Afastando-se uma restrição, considere-se o custo marginal  de extração do recurso. Introduzindo-se outra restrição faça-se  tal custo   constante,  C ( X) = C . Com isto  há mudanças na Regra de Hotelling. 

Ver-se-á adiante que a versão completa ( de  certo modo) da equação básica para uso de recursos renovável é que 

                                                                                   (
                                      C’(X) F(X)                          P   

                     F’(X)  ---   ----------------    =  s  --     ------------    

                                        P – C (X)                         P – C(X)

Como para recurso não renovável , o crescimento do estoque e a taxa de crescimento do estoque em relação à população  são nulos, i.e. F(X)=F’(X)=0  e como o custo marginal de extração é constante, C(X)=C, resulta a  Regra de Hotelling para os  dados pressupostos :

                      (
                      P

                  ---------  =   s     

                    P – C  

modificando a versão original da regra pelo incremento da taxa de variação do preço, já que o denominador  da fração do primeiro membro da equação se torna menor e em  conseqüência – tudo mais constante --  aumenta esta fração.  Logo a introdução do custo de extração  torna, tudo mais constante, a taxa de variação do preço maior do que a taxa de desconto. De fato,   como todos os valores da fórmula acima são positivos, ao serem introduzidos os custos na versão anterior da Regra de Hotelling a variação do preço se torna maior do que a taxa de juros/descontos. Donde, se espera que, tudo o mais constante,  o dono da mina, racional, tende a  aumentar  a quantidade extraída corrente. O que fica na mina se valoriza menos com a incorporação dos juros do que se fosse vendido agora.    Aparentemente isto mostra incoerência, pois a introdução de uma dificuldade, de um ônus dá estímulo  ao uso do recurso.  Resta gastar massa cinzenta para explicar a possível contradição(  Ver pg. 26, 1o  § ). 

Para os autores em estudo, a diferença entre o preço do recurso e o seu custo, esta margem se chama de “royalty”, (R). 

          P-- C = R    

E  a nova expressão da regra em tela, com a introdução dos custos  marginais positivos e constantes ficaria:

          (
          P    

      --------   =    s     

         R   

 Os  próprios PEARCE & TURNER (1990; 273) chamam a atenção para o potencial de erros que decorre da nomenclatura: “ em qualquer período, t,  pode-se escrever 

           Pt   =  Ct     +    Rt    

O preço será igual ao curso marginal de extração  mais o royalty sobre as unidade marginal do recurso. Na literatura R é conhecido como o royalty  ( termo que se vem usando neste capítulo ), a renda do recurso  (ou renda), prêmio da depleção  e  custo marginal do usuário. A escolha dos termos é infeliz e conduz a confusão.  O leitor deve estar atento ao contexto em que são usados. Usando   os novos termos, pode –se afirmar que 

            preço ótimo =custo marginal de extração  +   custo marginal do usuário. 

Far-se-á uso desta expressão mais tarde”.                             

Enfoque  tido como pioneiro,  de Hotelling,  com a Economia Dinâmica ligada ao Cálculo da Variações de então (1931)

HOTELLING(1931) desenvolveu trabalho, hoje tido como um clássico,  sobre  o  esgotamento de recursos naturais esgotáveis. Entre eles considerou um renovável, v.g., florestas. 

Inicialmente considerou peculiaridades da riqueza mineral. Disse então que a aparente taxa de exaustão rápida de recursos minerais e outros sujeitos ao desaparecimento, como florestas,  tem feito surgir o movimento conservacionista  e a regulamentação da sua exploração. Tais recursos, sendo baratos, têm sido explorados de modo egoístico  e desperdiçador, com prejuízos para futuras gerações humanas(Curiosidade: comparar esta constatação do autor com a interpretação intuitiva –feita aqui mesmo neste trabalho-- do que viria ser a regra que leva seu nome. A constatação inicial é que o preço por si só é pouco para inferências. É preciso ver a taxa de juros, o preço do capital).  Os métodos para inibir tal postura tinha a ver com proibições de atividades. Com  minerais, com florestas, com peixes. Cobrar impostos –melhor que a proibição --  teria sido método mais econômico de combater tal procedimento, principalmente sobre atividades   comerciais. Mas os que fazem o lucro, com a apatia dos demais, conseguem evitar a cobrança de impostos.  

O forte  crescimento de monopólios e combinações na exploração dos recursos têm retardado essa exaustão, malgrado a percepção dos conservacionistas.   Haverá sempre quem duvide sobre a taxa  ótima de exaustão. Para tais bens públicos ( e aqui o conceito parece tomar conotação diferente do prevalecente na economia “mainstream” de hoje), nunca haveria uma taxa de exaustão aceita como  muito lenta. Sempre se postularia mais retardamento na exploração (cabe comparar esta assertiva com as proposições hodiernas relativas “a tragédia dos condomínios(dos comuns)”, “recursos sujeitos ao regime  de livre acesso”). “Mas se é aceito que a oferta  total não deve ser reservada para nossos descendentes remotos e que há uma taxa ótima para a produção presente, então a tendência ao monopólio ou monopólio parcial leva a produção a ficar abaixo da taxa ótima e a extrair preços excessivos dos consumidores. O movimento conservacionista, enquanto quer proibição absoluta em vez de taxação ou regulação no interesse da eficiência, pode ser acusado de trabalhar no interesse daqueles que querem a manutenção de altos preços, mais para benefício de seus próprios bolsos  do que para a prosperidade geral. Por outro lado, certas condições técnicas muito pronunciadas na indústria do óleo conduzem a grandes perdas materiais, com caras e competitivas escavações, perdas que podem ser reduzidas por sistema de controle que envolvam retardamento da produção. O governo dos Estados Unidos, na presente administração, tem restringido a exploração de petróleo a fim de conservar este ativo e tem também acionado um grupo de empresas de óleo na Califórnia por conspirar para manter preços excessivamente altos, para tanto restringindo a produção. Embora tais movimentos possam, à primeira vista, ser contraditórios em intenção, eles são de fato dirigidos a ficar entre a cruz e a espada, entre as quais a política pública deve ser conduzida.”

“Além dessas questões públicas , a economia dos ativos que se podem exaurir apresenta uma completa floresta de intrigantes problemas. O tipo de teoria econômica de equilíbrio estático que é agora bem desenvolvida é plenamente inadequada para uma indústria na qual a manutenção indefinida de uma firme taxa de produção é uma impossibilidade física, e que de agora por diante é obrigada a declinar. Quanto da produção de uma mina  deve ser reconhecido como renda e quanto como retorno ao capital?  Qual o valor da mina quando seus ativos forem supostos  totalmente  conhecidos e qual é o efeito da incerteza da estimativa? Se o proprietário da mina produz muito rapidamente, deprimirá o preço, talvez a zero. Se o fizer muito devagar, seu lucro, embora maior, pode ser postergado para o futuro que a taxa de juros permita ou garanta. Onde está a regra de ouro?  E como esta  taxa de produção mais lucrativa varia, quando se aproxima a exaustão? É’  mais lucrativo completar a extração num tempo finito, estendê-la indefinidamente de modo a que o montante restante na mina se aproxime de zero como um limite, ou explorar tão vagarosamente que as operações  de mineração não só continuarão a taxa decrescente para sempre como também deixem um montante no chão que não se aproxima de zero? Se a mina é possuída publicamente, como tomará forma para o maior benefício geral? E como tal procedimento se compara com o da mina privadamente possuída por empresário buscador de lucro?  O que fazer com as dificuldades e as queixas de trabalhadores e das indústrias subsidiárias quando uma mine é exaurida? Como pode o Estado, por regulação ou taxação/impostos, induzir o possuidor da mina a adotar uma programa de produção mais em harmonia com o bem público?  Que obrigações de importação devem incidir sobre carvão e óleo? E, para tais sistemas dinâmicos, o que vem a ser das teorias clássicas do monopólio, duopólio e livre  competição?”

” Problemas de ativos exauríveis são bem   suscetíveis de se tornarem complicados com o infinito.  Não somente há o tempo infinito a considerar, mas também a possibilidade de que por necessidade o preço possa crescer sem limites, quando a oferta se esvai. Se não queremos enfrentar as propriedades de valores infinitos, temos de escolher as formas empíricas das curvas de demanda e custos, tomar precauções para evitar pressupostos, perfeitamente naturais em problemas estáticos, que levem a tais condições.” 

“Enquanto um completo estudo do assunto incluiria ativos semi-substituíveis (‘semi-replaceable’), tais como florestas e  estoques de peixes   (Nota do transcritor:  hoje,  florestas e cardumes de peixes são considerados “Recursos Renováveis”). Este trabalho se limita a estudar ativos absolutamente não substituíveis diminuindo gradualmente as categorias até chegar às operações de  curto prazo das lavouras. As florestas de um continente ocupado por uma nova população podem, numa primeira aproximação, ser vistas como compostas de duas partes, das quais uma será substituída depois de cortada e a outra será consumida sem recolocação, substituição (‘replacement’). A primeira parte obedece às leis da teoria estática; a segunda , às da economia dos ativos exaurívies.. A vida selvagem, que pode se recompor a si mesmo se não explorada muito rapidamente, apresenta questões de diferentes tipos.”

“Questões de ativos esgotáveis ( ‘exhaustible assets’   ) não podem evitar o cálculo das variações, incluindo mesmo as mais recentes pesquisas neste ramo da matemática.  Métodos elementares, entretanto, serão suficientes para desenvolver, nas próximas poucas páginas, alguns dos princípios da economia de minas, com a ajuda de várias pressuposições simplificadoras. Estas serão mais tarde generalizadas, ao se considerar uma séries de casos, tomando-se algumas das complexidades da situação real. Pressuporemos sempre que o dono de uma oferta  esgotável, exaurível ou que possa se findar pela exploração  ( ‘exhaustible supply’)  deseja fazer um máximo do valor presente de todos os seus futuros lucros. A força ( a taxa) do juro será denotada por (  (gama minúsculo), assim    e--( t    é o valor presente de uma unidade de lucro a ser obtida decorrido o tempo t, supondo-se que a taxa de juros permanece sem mudanças ao longo do tempo. O caso em que a taxa de juros é variável,  dá lugar a  justamente óbvias  modificações ( e aqui o autor remete ao seu trabalho: “A General Mathematical Theory of Depreciation”, by Harold Hotelling, Journal of the American Statistical Association, September, 1925) 

Feitas tais considerações, o autor investe em situações, que podem ser expressas pelos sub títulos seguintes do trabalho:  2. “Livre Competição”;  3.”Valor Social Máximo e Interferência do Estado”;  4 .”Monopólio”;  5. “Estudo Gráfico: Soluções Descontínuas”;  6.”Valor do Monopólio de um Mina”;  7.”Retardamento da Produção sob Monopólio”; 8. “Produção Acumulada Afetando Preço”;  9. “O  Curso Ótimo”. 10. “Soluções  Descontínuas”. 11. “Testes para um Máximo Verdadeiro”; 12.”A Necessidade de Não Mudança (‘steadiness’) na Produção”; 13. “Impostos sobre o Valor do Capital e Imposto sobre Repartição ('Severance’)”; 14. “Renda da Mina e Depleção (Esgotamento)”;  15.”Duopólio”. 

No primeiro dos sub-tópicos acima, o autor  introduz, como que de forma axiomática ou postula o que ficou conhecido como  a “Regra de Hotelling “.  Afirma que ao dono da mina é indiferente receber por uma unidade do seu produto o preço p0   agora,  ou o preço p0 e( t  no tempo t, de forma seira razoável supor ou esperar que o preço do produto seria uma função do tempo: 



                           pt   = p0 e( t

Esta é a Regra de Hotelling, para exaustão ótima de  recurso não renovável.

Diz o autor: “Isto não se aplica ao monopólio, onde a forma da função demanda muito provavelmente afeta a taxa de produção, mas é característico de competição completamente livre”.

Utilizando métodos matemáticos o autor  chega à primeira conclusão do seu paper, na condição de competição perfeita: 

Se a função demanda é linear e decrescente, então a mina será exaurida de modo ótimo em tempo finito.    

Para demonstrá-lo, considera que, em competição perfeita,  o preço varie segundo a Regra de Hotelling acima

                                                   pt   = p0 e( t

O preço absoluto do produto no tempo inicial, p0 ,  é  quando t=0, ou em qualquer tempo,  depende tanto  da demanda  como  da oferta do minério. Seja o total do recurso ou a oferta total chamada a e seja a quantidade demanda, q,   função do preço e do tempo, 

                                                    q = f (p, t)

na função demanda acima. 

 Foi tomado um caso particular em que a oferta é inelástica , S = a, a quantidade ofertada é constante.     

Sendo   T  o tempo de exaustão da mina, quando o recurso se exaure, têm-se:

(  T                                 (  T 

 (     q dt           =               (    f (p0 e( t ,  t ) dt =  a                                 (  1  )    

( 0


     ( 0


A equação  ( 1) é a de equilíbrio, onde S = a e   q= f(p,t). 

Como no tempo de exaustão  q também será igual a zero, vem 

                                 f (p0 e( t ,  T )  =  0 

equação que definirá o tempo de exaustão, T. 

Faz-se aqui uma pressuposição. Seja a demanda linear, convencional, bem comportada.

Simplifica-se também que a quantidade demanda independe  do tempo t,  especifica-se assim a função demanda

                                   q  = 5 – p                 válida no intervalo    

( 0 ( p ( 5 )    

o que implica em:                                   q = 0, para p ( 5    (já que não se considera q <0 ) 

Para q  diminuindo e se aproximando de zero, p  crescerá em direção a 5, o mais alto valor a ser pago. 

Assim, no tempo T  ter-se-á:

 


p0 e( T  =  5 

e a relação (1) vem a ser: 
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como se sabe que, se        Nt  =   N0   e rt   implica em que  d Nt  / dt  =   r N0   e rt   =  r  Nt , 

vem  

           

( T
                                   ( T 

a  =    5 t +  C  (        ---      (     P0 e( t    + C   (
                       (  0                                          (  0   

a = 5 T + C – 0 –C    --   [(   p0 e( T  + C --(   p0 e0  -- C ]  =   5 T – [(   P0  (e( T  – e0 ]=  

= 5 T – P0  (e( T -- 1 

) /   (  

ou seja 

a / 5  =  T – ( P0  / 5 )   (e( T -- 1 ) /   (
a / 5  =  T  --  [ (p0 e( T/5 ) – (P0  / 5 )] / (
a / 5  =   T +  [ (P0  / 5 ) - (p0 e( T/5 ) ] / (
Como no tempo T tem-se que Pt  = p0 e( T  = 5 , vem que ( p0 / 5 ) = e--( T  

logo: 

a / 5  =  T +  (e--( T   --  1 ) /  (
a / 5  =  T + (e--( T) (  --  1 / (
(e--( T) (  =  a / 5  - T + 1/ (
(e--( T) = ( ( a/5 – T + 1/( )   =  (( a)/5  -- ( T b  +  1 )    =    1 + ( ( a/5  - T ) 

(e--( T) = 1 + ( ( a/ 5 – T ) .

Têm-se duas funções  de especificações  diferentes

Y1   =  e--( T      ,    exponencial  decrescente e 

Y2   =  1 + ( ( a/ 5 – T )      , linear decrescente. 

Quando T= 0   ( Y1   ( Y2   
Pois em T = 0  vem    

Y1   = e--( 0 = e0 = 1      e 

 Y2  = 1 + ( / 5 -- (.0  = 1 + ( / 5   

 como  (  e  5  são maiores que zero, implica que   Y2  ( Y1    . 

Por outro lado a reta Y2   corta o eixo dos T  (i.e., Y2  = 0 ) em T = 1/( + a / 5 ,  que é finito. 

Logo o tempo de exaustão do recurso é finito.     

Verificação: Y2  = 0   o que implica que 

1 + ( ( a / 5 – T ) = 0     ou que    1+(a ()/5  -- ( T = 0 

 ( T  =  1 +(a ()/5

T = 1/( + a / 5

Este é o T que anula Y2   e este  T é finito e real para dados ( e a .   

Enfoque  mais recente: o caso de Função de Bem - Estar Social e a alocação ótima de recursos ambientais, segundo Perman et alii(1999; 158). --  Pelo Método que se vale do Problema do Controle – Princípio do Máximo, com base em Intriligator(2002).

O Problema do Controle , segundo INTRILIGATOR (2002; 292:297)

PERMAN et alii ( 1999; 160) chegam  às condições de esgotamento de um recurso não renovável,  que se esgota , que se exaure, montando um modelo que maximiza uma função social de bem-estar, sem levar em conta, inicialmente, o custo de extração do  recurso.  Mais adiante consideram o custo, num novo modelo. Resolvem  tais empreitadas fazendo uso do Princípio do Máximo, técnica matemática de otimização, uma das respostas ao Problema do Controle,    não disponível no tempo de Hotelling. Nos seus procedimentos  os autores chegam a duas condições estáticas e a duas condições dinâmicas de esgotamento ótimo do recursos . 

No presente curso, não se pretende conseguir o domínio de todas as técnicas matemáticas usadas. Basta que se tenha uma  interpretação intuitiva  dos resultados, das duas condições estáticas e das duas condições dinâmicas de ótimo. Que se possa fazer uma leitura da mensagem  remetida para o mundo real pelo trabalho procedido no mundo modelar. 

Entretanto,  pretende-se abrir a todos a possibilidade de , cada um a seu modo e à sua velocidade, se inserir neste campo amplo dos métodos quantitativos, da matemática aplicada, tão em voga hoje nos mais diferentes campos do saber e do atuar.

Desse modo, faz-se uma incursão em alguns textos disponíveis sobre o tema ( vejam-se por exemplo os  citados abaixo do CNPq  e a as citações/transcrições/informações de autores como PERMAN et alii (1999) e  INTRILIGATOR( 2002)) 

Deveras,    INTRILIGATOR(2002;292)  faz o confronto, do ponto de vista da Teoria Matemática da Otimização,   de dois problemas  da Teoria Econômica:  o problema estático de economizar  
e o  problema dinâmico de economizar. 

O primeiro (estático) se constituiria em “alocar recursos  entre fins competitivos a um dado ponto no tempo. Em termos matemáticos,  o problema seria o de escolher valores de  certas variáveis, chamadas instrumentos, de um dado conjunto, chamado de o conjunto de oportunidade, de modo a maximizar uma dada função, chamada  função objetivo. Expresso deste modo, o problema se chama problema da programação matemática”. 
Já o Problema dinâmico de economizar trata  de “alocar recursos escassos entre fins competitivos num intervalo de tempo que vai  de um tempo inicial a um tempo terminal. Em termos matemáticos o problema é o de escolher o caminho(trajetória; “path”) ao longo do tempo de certas variáveis, chamadas variáveis de controle,  a partir de uma dada classe de caminhos no tempo, chamado conjunto de controle. A escolha do caminho no tempo para as variáveis de controle implica, via um conjunto de equações diferenciais, chamadas equações de movimento, caminhos no tempo de certas  variáveis descritoras do sistema, chamadas de variáveis de estado  e os caminhos no tempo das variáveis de controle são escolhidos de modo a maximizar  uma dada funcional dependendo dos caminhos no tempo das variáveis de controle e das variáveis de estado, chamada funcional objetivo.  Quando colocado dessa maneira o problema é tido como o problema do controle”.  

Cita   como exemplo do problema do controle,  a determinação da trajetória ótima de um míssil . Em tal problema as variáveis de controle são o tempo, a magnitude e a direção dos vários impulsos que podem ser exercidos no míssil. As escolhas dos impulsos estão sujeitas a certas restrições, como, v.g., o total de propelente disponível. As varáveis de estado, que descrevem a trajetória do míssil, são a massa do míssil e sua posição e velocidade, relativas a um dado sistema de  coordenadas. A influência dos impulsos nas variáveis de estado são sumariadas por um conjunto de equações diferenciais obtidas das leis da Física . A missão a ser cumprida é então representada como a maximização de uma funcional objetivo. Por exemplo, no Problema da Missão Apolo o objetivo  era o de maximizar a carga final do veículo, dada uma posição final na superfície da Lua e dada uma velocidade terminal suficientemente pequena para que homens e equipamentos a bordo sobrevivam ao impacto lunar.

A formalização  do problema do controle envolve os entes : 1.tempo, 2.variáveis de estado, 3.variáveis de controle, 4.equações de movimento, 5.a determinação do tempo terminal   e 6.a funcional objetivo.  

1. Tempo. O tempo, t, é considerado em unidades contínuas. Vai  do tempo inicial, t0 ,  que em geral é dado, para um  tempo terminal, t1,  que freqüentemente deve ser determinado pela resolução  do Problema do Controle.  O intervalo relevante é portanto t0   ( t  ( , t1 . 

2.As Variáveis de Estado.  Em qualquer tempo t, do intervalo relevante , o estado do sistema é caracterizado pelas variáveis de estado,  n números reais referidos a tal tempo t, 

x1 (t),  x2 (t), x3 (t), .... , xn (t).  As variáveis de estado são sumariadas  no vetor de estado, um vetor coluna n dimensional ( representado a seguir, por comodidade,  como vetor  linha transposto):

                   x (t)  =  (x1 (t),  x2 (t), x3 (t), .... , xn (t))’ ,    

que representa geometricamente um ponto no espaço-n euclidiano, En .  As variáveis de estado são, pois, funções contínuas do tempo t  ( xi (t) ).  

3.A Trajetória de Estado.  É uma função contínua do  vetor anteriormente considerado (Vetor de Estado), cujas variáveis dependem do tempo.   Assim,  Trajetória de Estado é:

                { x ( t ) } =  { x ( t ) 
En    ( t0   ( t  ( , t1 } . 

Geometricamente  a trajetória de estado é um caminho (trajetória ) de pontos no espaço 
En    ,  começando do estado inicial,  x ( t0 )  = x0  , que em geral é dado no problema  e terminando no estado final, x ( t1)  = x1  , cujo valor deve ser obtido pela resolução do problema. 

4.Variáveis de Controle . A cada tempo t, o intervalo relevante de escolhas( decisões) a serem feitas, tal intervalo é caracterizado por r números reais,  u1(t), u2(t), u3 (t), .... , ur (t), chamados variáveis de controle, resumidos  no vetor de controle, um vetor coluna r-dimensional (representado a seguir, por comodidade, como vetor linha transposto): 
                  u (t)  =  (u1 (t),  u2 (t), u3 (t), .... , ur(t))’ ,   

que representa geometricamente um ponto no espaço-r euclidiano, Er .  As variáveis de controle  são, pois, funções contínuas por intervalo (“piecewise”) do tempo t  ( ui (t) ).  

5. A Trajetória de Controle. É uma função contínua do  vetor anteriormente considerado (Vetor de Controle), cujas variáveis dependem do tempo.   Assim,  Trajetória de Controle é:

                               {u ( t ) } =  { u ( t ) 
Er    ( t0   ( t  (  t1 } .

Geometricamente a trajetória de controle é um caminho(trajetória) de pontos no espaço Er ,   que é contínuo, exceto para um possível número de pulos discretos.

As variáveis de controle são escolhidas sujeitas a certas restrições em seus valores possíveis.

Tais possíveis valores são resumidos  pela regra ou restrição de que o  Vetor de Controle em qualquer tempo dentro do intervalo relevante deve pertencer a um dado subconjunto não vazio do Espaço – r Euclidiano ( :   

         



 u ( t ) 
     ( 
        (,       t0   ( t  (  t1  ,


onde usualmente se toma ( como um conjunto  compacto ( fechado e limitado), convexo e invariante com respeito a tempo.   

A Trajetória de Controle é admissível, se ela é uma função do tempo, contínua,  valorada como vetor  ( “piecewise continous vector valued function of time”), o valor do qual  a cada ponto do tempo no intervalo relevante, pertence a ( . 

O Conjunto de Controle, U,  é o conjunto de todas as trajetórias de controle admissíveis, i.e., trajetórias de controle que são funções contínuas do tempo no intervalo relevante, o valor das quais em todo este intervalo de tempo pertence a (.  A trajetória de controle deve pertencer a este conjunto de controle: 

                                            { u (t)}  ( 
U   

A trajetória  de estado {x ( t ) } é caracterizada  por Equações de Movimento, um conjunto de  n  equações diferenciais dando a taxa de mudança no tempo de cada variável de estado, como uma função das  variáveis de estado,  das variáveis de controle  e do tempo: 

              
        (
                               x  ( t ) =  f ( x ( t ), u ( t ), t ) ,  

ou, escrita por inteiro:

dxj                            (
· ( t )    =   xj   ( t ) = fj   ( x1 ( t ), x2 ( t ), . . . . , xn ( t );  u1 ( t ), u2 ( t ), . . . . , ur ( t ); t ) ,  

dt 

                                  j = 1, 2, . . . ., n , 

onde cada uma das  n funções,   se pressupõe, é dada e continuamente diferenciável.   Se as equações diferenciais não dependem explicitamente do tempo, então as equações de movimento são autônomas.  Um importante exemplo é o das equações  de movimento lineares autônomas:   

                         (
                         x    =   Ax    +   Bu       

onde A  é uma matriz dada   n x n  e B é uma matriz dada   n x  r . 

As condições de fronteira das equações de movimento são os dados valores iniciais das variáveis de estado , x ( t0 )  = x0 . Dados estes valores iniciais e dada a trajetória de controle {u (t)}, existe uma só trajetória de estado  {x (t )} satisfazendo  as equações de movimento e as condições de fronteira, que pode ser obtida por integração  das equações diferenciais adiante (“forward”) de x0 .  Uma trajetória de estado obtida das equações de movimento e do estado inicial usando um controle admissível  é chamada factível  (“feasible”), e cada vetor de estado alcançado (“reached”) numa trajetória factível num tempo finito é chamada (o vetor de estado) de atingível ( “reachable”). 
6. Tempo Terminal.  O tempo terminal,  t1,  é definido por :

                         ( x ( t ), t )         T      em    t =  t1,

onde, T é um dado subconjunto de E n+1 , chamada a superfície terminal.  Importante casos especiais são o problema do tempo terminal, no qual    t1  é dado explicitamente como um parâmetro do problema, e o problema do estado terminal, no qual  x (t1 ) é dado explicitamente como um vetor de parâmetros do problema. 

7. A Funcional Objetivo.  É um mapa ( “mapping”)  das trajetórias de controle em relação a pontos da reta (”line”) real, os valores dos  quais devem ser  maximizados. Ela é em geral aceita com tendo a seguinte forma:

                          t1

J = J { u (t)} = (   I ( x (t), u (t), t )  dt  +  F (x1 , t1 ) 

                         t0

onde o integrando do primeiro termo,  I (  (  ), chamada função intermediária, mostra a dependência da funcional nos caminhos(trajetórias) no tempo das variáveis de estado, das variáveis de controle e do tempo dentro do intervalo relevante:   

I ( x, u, t) = I (x1 ( t ), x2 ( t ), . . . . , xn ( t );  u1 ( t ), u2 ( t ), . . . . , ur ( t ); t ) ,  

onde                        t0   ( t  (  t1 .

O segundo termo, F ( .. ), chamado função final, mostra a dependência da funcional em relação ao estado terminal e ao tempo terminal:

F (x1 , t1 )  =  F (x1 ( t 1), x2 ( t1 ), . . . . , xn ( t1); t1 ).   

Ambas as funções I (... ) e F ( .. ) são tidas como sendo continuamente diferenciáveis. A funcional objetiva acima,  escrita como uma funcional na trajetória de  controle, desde que, dadas f (. . .) ( equações de movimento, função de variáveis de estado(x(t)), variáveis de controle(u(t)) e do tempo(t)  e    x0  ( estado inicial da trajetória de estado),  a trajetória  {u ( t ) } (trajetória de controle) determina a trajetória de estado { x ( t ) }.

Problema de Bolza.  Com a funcional objetivo  dada o problema é usualmente referido como  o Problema de Bolza:    

                         t1

J = J { u (t)} = (   I ( x (t), u (t), t )  dt  +  F (x1 , t1 ) 

                        t0

Problema de Lagrange. Com a funcional objetivo reduzida, com a função final,   F (x1 , t1 ) (0, identicamente nula., o problema é referido como o Problema de Lagrange:

                          t1

 J = J { u (t)} = (   I ( x (t), u (t), t )  dt 
                          t0 

Problema de Meyer.  Com a funcional objetivo reduzida, com a função intermediária  

   t1

 (   I ( x (t), u (t), t )  dt  (0, identicamente zero, o problema é referido como o Problema de 

 t0  

Meyer. 

J = F (x1 , t1 ) 

Pode parecer que o Problema de Bolza é mais geral do que o Problema de Lagrange ou do que o Problema de Meyer, mas, por adequadas definições de variáveis, os três problemas são equivalentes. Por exemplo o Problema de Bolza pode ser convertido no Problema de Meyer por definição da variável de estado adicional  xn+1  como   

                                         (
                                         xn+1 ( t ) = I ( x, u, t ) 

                                         xn+1 ( t0 ) =  0

caso em que a funcional objetivo vem a ser:

                                       J = xn+1 ( t1 ) + F (x1 , t1 )

que é a funcional objetivo para o Problema de Meyer. 

 Em resumo, o Problema do Controle, genérico,  é:  

                         t1  

    max      J =  (   I ( x, u, t) dt   + F (x1 , t1 ) , 

     {u(t)}              t0

                            (                    

       sujeita a       x =f  (x, u, t)

            t0  e x(t0 ) = x0      e dados 

(x (t), t )        T   em  t = t1 
{ u (t) }         U .    

O autor considera um ilustração geométrica para o problema do controle, com apenas uma variável de estado. Um caso  particular, pois (Figura na página seguinte). 








Este último texto, embora sem aspas, é transcrição de INTRILIGATOR(2002;292:297). 

O autor considera que as referências  básicas  sobre  o Problema do Controle são  PONTRYAGIN  et alii (1962), ZADEH & DESOER (1963),  FELDBAUM (1965) , ATHANS &  FALB (1966), HESTENES (1966 )  e LEE & MARKUS (1967) .  Como fonte sobre a história da  Teoria do Problema  do Controle, citam BELLMAN & KALABA, Eds.(1964) e OLDENBURGER,Ed. (1966).     

O Princípio do Máximo como solução do Problema do Controle, segundo 

INTRILIGATOR(2002;344:351)  . 

O Princípio do Máximo é o terceiro enfoque do Problema do Controle, acima exposto  ( Os outros dois são o Cálculo das Variações  e a Programação Dinâmica ). 

 O Princípio do Máximo é o mais útil dos três e, como diz o autor, se constitui no Problema Geral do Controle:

                    t1 


    max  J =  (  I (x, u, t ) dt + F ( x1 , t1 )   

     {u(t)}     t0


            (
            x  =  f (x, u, t ) 

            x  (t0) =  x0

                  x  (t1) =  x1

          { u( t )}            U   

onde I ( ...), F ( ..) e  f  ( ... )  são funções contínuas diferenciáveis dadas;  t0  e x0   são parâmetros dados ; t1  ou x1   são parâmetros dados   ( ou T ( x, t ) = 0  define a superfície terminal ); e   { u ( t) }, a trajetória de controle, deve pertencer ao dado conjunto de controle U, requerendo que  u (t) seja uma função do tempo, definida por intervalos (piecewise) ,  contínua, os valores da qual pertencem ao conjunto (, um dado conjunto  compacto não vazio de  Er .   

As  referências básicas para o Princípio do Máximo, na opinião deste autor são PONTRYAGIN et alii ( 1962) , ATHANS & FALB (1966), HESTENES (1966), LEITMANN (1966) e  LEE & MARKUS(1967). 

Variáveis de Coestado, Hamiltoniano e o Princípio do Máximo

“O método dos multiplicadores de Lagrange foi aplicado para vários problemas de otimização estática. O método  era  o de introduzir novas variáveis, os multiplicadores de Lagrange, um para cada restrição; definindo uma expressão lagrangiana; e achando um ponto de sela dessa expressão, maximizando com respeito às variáveis de escolha e minimizando com respeito aos multiplicadores de Lagrange. O princípio do máximo pode ser considerado a extensão do método dos multiplicadores de Lagrange para  problemas de otimização (controle) dinâmica. Considere o Problema Geral do Controle acima apresentado, no caso especial em que  o tempo terminal é dado e as variáveis de controle não restringidas. Este problema é um de maximização sujeita a restrições, onde a expressão a ser maximizada é a funcional objetivo:  
        t1

J =  (   I ( x, u, t) dt   + F (x1 , t1 ) , 

      t0

e as restrições  são  as n equações diferenciais, que podem ser escritas:

                            (
         f (x, u, t) – x ( t ) = 0 ,                    t0  (  t ( t1 . 

Procedendo de modo análogo ao dos problemas estáticos, adicione ao problema um vetor  (linha) de novas variáveis, uma para cada uma das n restrições:

           y ( t )  =   (  y1(t),  y2 (t), ..... , yn ( t ) ) . 

Essas novas variáveis são chamadas de variáveis de coestado e elas são os equivalentes dinâmicos dos multiplicadores de Lagrange dos problemas estáticos de maximização sujeita a restrições. Outros nomes para tais variáveis são  “multiplicadores”, “variáveis auxiliares”, “variáveis adjuntas” e  “variáveis duais”. Outras notações podem ser (, z, (
e p.  Desde que cada variável de coestado corresponde a uma das equações  diferenciais de movimento, que são elas mesmo definidas em todo o intervalo de tempo de t0  a t1, as variáveis de coestado em, geral variam com o tempo, como indicado no vetor linha acima e se pressupõe que são funções contínuas não nulas ( “nonzero”) do tempo. 

De novo procedendo à semelhança do caso estático, a próxima etapa é definir uma função Lagrangiana que iguala a expressão a ser maximizada mais o produto interno, escalar ( “inner product”) do vetor multiplicador de Lagrange pelas restrições. Desde que as restrições e as variáveis de coestado são definidas em  todo o intervalo de tempo, entretanto, o produto escalar (inner product) é tratado propriamente sob o sinal de  integral, e a expressão Lagrangiana  ( o Lagrangiano ) é: 

               t1                                               (
L = J +  (   y [ f (x, u, t )    --   x ]  dt 

              t0  

       t1                                                                                (
=    (  { I ( x, u, t )  +  y [ f ( x, u, t )  -- x ] } dt + F ( x1 , t1 ) .                              (  1  )   

      t0 

Ainda mais uma vez,  por analogia com o caso estático, um  ponto de sela do Lagrangiano produziria a solução. Aqui, entretanto, o ponto de sela está no espaço das funções, onde  

( {  u*  ( t ) },  { y* ( t ) } )  representa um ponto de sela se: 

 L ( { u ( t ) } ,  { y*  ( t ) } )   (  L ( { u* ( t ) } , { y* ( t ) } ) ( L ( { u* ( t ) } , { y ( t ) } ) . 

A trajetória de controle { u*  ( t ) } então resolve o problema do controle.  Pela Segunda desigualdade :

t1                                                                         (
(    { ( y*  -- y ) [ f (x*, u*, t ) – x * ] }  dt  (  0 ,      

t0 

que prevalece para todo o contínuo  { y ( t ) }  somente se 

     (
     x*    =  f ( x*, u* , t ) , 

desde que, doutro modo  { y  ( t ) } pode ser escolhido em pontos onde esta igualdade não é satisfeita, de tal maneira que a integral acima seja positiva. Assim, as equações de movimento são satisfeitas ao longo de toda a trajetória ótima. Mas da primeira desigualdade acima

                                                t1                                                   (
 J {u* ( t )}  (  J { u ( t ) }  +  (   { y* [ f ( x, u, t )  -- x  ] } dt  ,  

                                                t0

assim,  para todas as trajetória de controle  { u (  t ) }  satisfazendo as equações de movimento :

J { u* ( t ) }    ( J { u ( t )}  , 

E, portanto,  { u* ( t ) }  é a trajetória ótima.  O valor  ótimo da funcional objetiva é  então o valor do Lagrangiano no ponto de sela.

Agora considerem-se  as condições necessárias para que ocorra um tal ponto de sela.  Da expressão acima marcada com  ( 1 ) uma mudança na trajetória da variável de coestado para   { y ( t ) + ( y ( t ) } , onde ( y ( t ) é qualquer função contínua do tempo, mudaria o Lagrangiano por  : 

           t1                                                      (   
 ( L =  (    ( y [ f ( x, u, t )  --  x  ]  dt . 

          t0

Fazendo a mudança no Lagrangiano igual a zero, a condição necessária de primeira ordem para minimizar L  por escolha de { y ( t ) } , requer, do lema fundamental do  cálculo das variações, que as equações de movimento sejam satisfeitas: 

      (
      x  = f ( x, u, t )

Assim, a obtenção das equações de movimento aqui, como condições  necessárias é completamente análogo  a obter as condições necessárias nos problemas estáticos

                                                                                                                                  (
Para desenvolver as condições necessárias restantes, note que o termo   -- y ( t ) x ( t ) 

Na expressão Lagrangiana acima notada por ( 1 )  pode ser integrada por partes para resultar em 

       t1                                                                          (
L = ( { I ( x, u, t )  +  y f ( x, u, t ) + y x } dt + F ( x1 ,  t1 ) – [ y (  t1 ) x (  t1 ) – y ( t0 ) x (  t0 )]

      t0

As duas primeiras expressões sob o sinal de integral são definidas como sendo a Função Hamiltoniana :  

H ( x, u, y, t )  (  I ( x, u, t ) + y f ( x, u, t )  , 

isto é,  a função Hamiltoniana como a soma da função intermediária ( integrando ) da funcional objetivo  mais o produto escalar , interno ( ? ) ( “inner product”) do vetor de variáveis de coestado e o vetor de funções que definem as taxa de mudança das variáveis de estado.

Assim:

         t1                                                  (
L =  (  { H ( x, u, y,  t )   +  y  x } dt + F( x1 , t1 )  --- [ y ( t1 ) x( t1 )  --- y ( t0 ) x( t0 ) ] .    

        t0

Considere o efeito de uma mudança na trajetória de controle de   { u ( t  ) } para  { u ( t  ) + ( u ( t ) } com a correspondente mudança no estado da trajetória de  { x (  t  ) } para 

{ x (  t ) +  ( x ( t ) }.  A mudança no  Lagrangiano é :


             t1                (  H                     (  H         (                                         (  F

( L  =  (            -----   ( u  +       -------  +  y         ( x         dt  +        -------  --  y ( t1 )     ( x1   (2)
            t0                 (  u                       (  x                                                   (  x1 

             (  H           (  H      (  H                     (  H 

onde     ------ =      ------,   ------, . . . . . . .,   ------- 

              (  u           (  u1      (  u2                     (  ur  
               (  H              (  H     (  H                     (  H

              ------  =      --------,  -------, . . . . . . .,  --------

                (  x              (  x1       (  x2                                (  xn 
Para um máximo é necessário  que a mudança no Lagrangiano desapareça, implicando, desde que a expressão (2)desta página deve se manter para qualquer { ( u ( t ) }, que: 
(  H

------ = 0  ,                    t0  (  t  ( t1                      ( 3 ) 

(  u

(            (  H 

y  =  --  ------ ,               t0  (  t  ( t1                       ( 4 )     

              (  x

                  (  F
y ( t1 )  =    ------                                           ( 5 )    
                   (  x1 

As condições necessárias em ( 3)  afirmam que a função Hamiltoniana é maximizada por escolha de variáveis de controle a cada ponto ao longo da trajetória ótima. , as  r condições em  ( 3 )  sendo aquelas para um máximo interior, desde que no problema sob consideração não haja restrições nos valores tomados  pelas variáveis de controle. 

De modo mais geral, se há restrições nos valores tomados pelas variáveis de controle, a condição  ( 3 ) acima vem a ser: 

max   H ( x, u, y, t )  para todo t,         t0  (  t  ( t1 , 

{ u        (} 

isto é, a função Hamiltoniana é maximizada a cada ponto do tempo ao longo da trajetória ótima por escolha das variáveis de controle ( pressupõe-se que a matriz Hessiana r x  r  

(2H / (u2  é negativa definida ou negativa semidefinda  a  cada tempo no intervalo relevante). Assim, a qualquer tempo  t, no intervalo relevante há uma solução interior na qual : 

   (  H 

   ------   =  0    

    (  u 

como em programação clássica, ou numa solução de fronteira na qual  

(  H 

 ------   (  0  

 (  n 

onde  n   é uma pontuação normal destacada ( “outward pointing normal ) na fronteira de  (, como em programação não linear. Estas possibilidades estão ilustradas, no caso escalar ( r=1 ) na figura que se  segue. 


            ( Extraído de INTRILIGATOR, 2002; 349). 

As condições necessárias ( 4 ) e ( 5 ) acima  são respectivamente condições de equações diferenciais e condições de fronteira para as variáveis de coestado.  As equações diferenciais requerem que a taxa de mudança em relação ao tempo de cada variável de coestado seja o negativo da derivada parcial da função Hamiltoniana com respeito à correspondente variável de estado e as condições de fronteira afirmam que o valor terminal de cada variável de coestado é a derivada parcial da função final com respeito à correspondente variável de estado.

As equações diferenciais para as variáveis de estado, i.e., as equações de movimento, podem ser expressas em termos da Hamiltoniana, como :

   (          (  H 

   x   =   ------


              (  y    

Estas equações diferenciais para as variáveis de estado e as equações diferenciais para as variáveis de coestado mais todas as condições de fronteiras são chamadas as “equações canônicas” :

   (        (  H 

   x  =   ------ ,         x ( t0 ) =  x0 
· y

   (             (  H                        ( F
   y   =  --  ------ ,        y ( t1 ) = ------ ,  

                    ( x                          ( x1 

um conjunto de  2n equações diferenciais, das quais a metade tem condições de fronteira no tempo inicial e n têm condições de fronteira no tempo final. 

Considere agora a mudança na Hamiltoniana no tempo. Desde que  H=H(x, u, y, t ) :  

 dH         (  H     (         (  H    (           (    (  H          (  H 

------ =  ------     x   +   ------   u    +    y    -------  +   ------  , 

  d t         ( x                 ( u                         ( y              ( t 
usando as equações de movimento e consolidando, arrumando ( “collecting”) os termos:


dH                      (  H           (                                      (  H            (            (  H

------ =              ---------  +   y       f ( x, u, t )  +        -------           u     +    -------  .  

 dt                       ( x                                                      ( u                           ( t

Ao longo da trajetória ótima o primeiro  termo desaparece por causa da equação diferencial para a variável de coestado. O segundo termo desaparece seja porque a 

                                                                                                                 (
derivada parcial desaparece para uma solução interior ou porque o  u   desaparece para uma solução de fronteira. Assim, de acordo com a  trajetória ótima: 

                             dH         (  H

                            ------ =  ------ . 

                             dt           ( t

Em particular, se o problema é autônomo tanto em  I ( . . .) como em  f ( . . . ) , mostra uma dependência não explícita no tempo e então a Hamiltoniana mostra dependência não explicita no tempo e, desde que  dH / dt = 0 , de acordo com a trajetória ótima, o valor da Hamiltoniana é constante no tempo.

Sumariando, a  técnica do princípio do máximo envolve adicionar ao problema  n variáveis de coestado y ( t ),m definindo a função Hamiltoniana como: 

     H ( x, u, y, t ) =  I ( x, u, t ) +  yf( x, u, t ),

E resolvendo para as trajetórias   { u (  t ) } ,  { y (  t ) },  e  { x (  t ) } satisfazendo

     max  H ( x, u, y, t )  para todo t ,      t0  (  t  ( t1 

     { u        (} 

   (        (  H 

   x  =   ------ ,         x ( t0 ) =  x0 
· y

   (             (  H                        ( F
   y   =  --  ------ ,        y ( t1 ) = ------ .  

                    ( x                          ( x1 

Estas  condições são necessárias para um máximo local. A forma da solução para o controle ótimo com freqüência segue  prontamente da  maximização da Hamiltoniana, que  usualmente dá as variáveis de controle ótimas não como funções do tempo, mas como funções das variáveis de coestado. Então, para obter as variáveis de controle como função do tempo são requeridas as trajetórias no tempo das variáveis de coestado, o que se constitui na resolução de um problema de dois pontos de valor de fronteira  -- as equações canônicas  --  2n equações diferenciais, das quais n têm  condições de fronteira iniciais ( aquelas para as variáveis de estado )  e n  têm condições de fronteira terminais (aquelas para as variáveis de coestado). 

A Interpretação das Variáveis de Coestado

O princípio do máximo, como já visto, pode ser considerado uma generalização dinâmica do método dos multiplicadores de Lagrange e, tal qual os multiplicadores de Lagrange do problema estático produzem informação  na sensibilidade da solução, as variáveis de coestado do princípio do máximo produzem informação na sensibilidade da solução para as variações dos parâmetros. 

 O   Lagrangiano   definido acima iguala o valor ótimo da função objetivo, quando avaliada na solução  ( u* (t ) (,  ( y* (t ) (, e ( x* (t ) (.  Assim, do Lagrangiano definido anteriormente,

          t1     

 L =  ( { H ( x, u, y,  t )   +  y  x } dt + F( x1 , t1 )  --- [ y ( t1 ) x( t1 )  --- y ( t0 ) x( t0 ) ] ,  vem

         t0      

          t1
J* =( { H ( x*, u*, y*,  t )  + y * x* } dt + F( x*1 , t1 )--- [ y* ( t1 ) x*( t1 ) --- y*( t0 ) x( t0 ) ] . 
        t0
As sensibilidades da solução a mudanças nos parâmetros, especificamente os parâmetros  t0 ,  t1 e x(t0),  são indicadas pelas derivadas parciais de J* com respeito a essas variáveis. 


A sensibilidade do valor ótimo da funcional objetivo a mudança no tempo inicial t0  é dada por: 

   ( J*                       (                         (         (            

--------- =  -- [ H*  +  y* x* ] t0   + [ y* x*  +  y*  x* ] t0

  ( t0

                                                            (
          =  --- [ H*   --- y* x* ] t0 
          = --- [ I (x*, u*,  t ) ] t0 , 

isto é,  pelo negativo do valor inicial da função intermediária. Deslocando o tempo inicial, e assim, reduzindo J*  pela porção da perda da função intermediária devido à mudança no tempo inicial. 


A sensibilidade de J*  a mudanças no tempo terminal, t1, é dada por:  

   ( J*                        (                     ( F       dx* (t1)      ( F            (                   (
---------  =   [  H*  +  y* x* ] t1  +  --------   ---------  +  ----   ---- [  y* x*  +  y* x* ] t1

  ( t1                                                ( x (t1 )    d t1          ( t1

                                        ( F       dx* (t1)           ( F
=  [ I ( x*, u*, t)] t1   +  --------   ---------    +     -------  ( x* (t1), t1 ) 

                                      ( x (t1 )    d t1                       (  t1 

isto é, a sensibilidade é dada pelo valor terminal da função intermediária mais o incremento na função final. 


As sensibilidades do valor ótimo da funcional objetivo a mudanças no  estado inicial 

x ( t0) são dadas por:

                                      (  J* 




---------- =  y* (t0 ), 
                                   ( x ( t0)

isto é, pelo valor inicial da correspondente variável de coestado ótima. Se, em particular, uma das variáveis iniciais de coestado desaparece, então a solução é insensível a pequenas mudanças no valor inicial da correspondente variável de estado. Este resultado. Este resultado indica a interpretação a interpretação de variáveis de coestado iniciais como as mudanças no valor ótimo da funcional objetivo devido a mudanças nas correspondentes variáveis de estado iniciais.  Até o ponto em que a funcional objetivo tem a dimensão de um valor econômico, i.e., preço vezes quantidade, como por exemplo, renda, custo, lucro, e a variável de estado tem a dimensão de uma quantidade econômica, então a variável de coestado tem a dimensão de um preço – um preço sombra ( shadow price ). Assim, para qualquer problema de economizar dinâmico de alocação no tempo ( “dynamic economizing problem of allocation over time”), corresponde um problema dual de valoração no tempo, noutras palavras, o problema de determinar a trajetória no  tempo ( “time path”) das variáveis de coestado.  Esta interpretação de variáveis de coestado é obviamente  a análoga dinâmica para a interpretação dos multiplicadores de Lagrange nos problemas estáticos de economizar ( “static economizing problems”). 

SOLUÇÃO ÓTIMA DO PROBLEMA SIMPLES DE EXAUSTÃO 

DE RECURSO NATURAL NÃO RENOVÁVEL :   PERMAN et alii(1999). 

Função objetivo: 

a) W em vez de J .

b) Tempo final é infinito: ponto final livre.

c) Taxa de desconto presente .

d) A função integranda aqui tem a forma  U (Ct  )  em lugar de L (x,u,t); C é a variável de controle u (não confundir com U) ; não entra variável de estado, x , nem tempo, t. 

e) As duas variáveis de estado (x) deste problema são  St   e   Kt .

f) Há duas equações de estado ( x*  =  f (x,u,t) e que são      S* = Rt
( equações de movimento)                                                 K*t = Qt - Ct

g)  Há duas variáveis de controle (u) Ct    e  Rt     .  Os planejadores movimentam-nas  ao seu talante,  para  otimizar a função objetivo,   no caminho de depleção, refletindo sobre as de estado. Note que em nenhuma das equações de estado de movimento aparecem as variáveis de estado (x) ou de tempo (t ) 

O sistema econômico consiste de : 
1. Duas equações de estado

2. Dois valores iniciais das variáveis de estado: S0   e  K0
3.   Função produção  :    Qt = Q (Kt ,  Rt)       ( Q, quantidade produzida, não é variável de 

      controle nem de estado ). 

3. Condições de estado terminais  : zero :  Kt - ( = 0 e St = ( = 0 : os estoques de capital e de recursos se esgotam no fim do período, no horizonte de planejamento. 

 Valor Corrente do Hamiltoniano  para tal problema :  

  Ht  = U (Ct ) + Pt  ( - Rt ) + (t  ( Qt  -  Ct  ), onde Pt    e     (t  são co-variáveis de estado  (preços sombra) .   Ou   Ht  = U (Ct ) + Pt  ( - Rt ) + (t  ( Q [Kt ,  Rt] -  Ct  ). 

Condições Necessárias para um máximo : 
( Ht   =  U Ct  -  (t =  0 

( Ct
(Ht   =  - Pt  + (t  QRt  =  0 

( Rt
P*t    =     (Ht    +  ( Pt      (        P*t  =  ( Pt
             ( St

(*t  =       (Ht    +  ( (t     (        (*t  =  ( (t   -   QKt  (t
              ( Kt
As informações acima apresentadas o foram de modo pouco didático.  A justificativa para fazê-lo é a necessidade de levar o leitor/estudante ao domínio da técnica de otimização conhecida como “Princípio de Máximo”. Se não agora, pelo menos no  futuro.  Seja em outros cursos do  estudante/leitor ou em versões futuras deste curso.  

Apenas com o intuito de ver as amplas  aplicações deste procedimento e similares , reproduz-se abaixo a introdução ao Projeto    Pronex  - 015/98 , do CNPq.  ( No texto imediatamente abaixo, onde se lê “Beilman, entenda-se “Bellman”)

“ Projeto: Pronex -  015/98

Título: Controle de Sistemas Dinâmicos

Coordenador: Carlos Emanuel de Souza

Nos últimos 60 anos a teoria de controle de sistemas dinâmicos tem experimentado um progresso notável, tendo um papel fundamental na sociedade tecnológica moderna. Aplicações de controle automático podem ser encontradas em praticamente todas as instâncias, desde forma mais simples como no controle de temperatura de refrigeradores, até formas altamente sofisticadas como, por exemplo, no controle de veículos aeroespaciais e satélites. Essa teoria tem contribuído de forma fundamental para o progresso tecnológico em diversas áreas nas décadas recentes. Ela tem tido um grande impacto mesmo em áreas como modelagem biológica e economia. Além disso, desafios recentes como comunicação em alta velocidade e tecnologia de manufatura, e áreas como robótica e análise de imagens, dependem fortemente de técnicas de controle. A teoria de controle é relativamente recente. Um dos primeiros trabalhos foi o estudo de James Cierk Maxwell sobre a estabilidade de máquinas a vapor em 1868. Desde então, diversos cientistas notáveis se envolveram nessa área, incluindo Norbert Wiener, Richard Beilman e L.S. Pontryagin. Historicamente, a "teoria clássica" de controle (linear-invariante no tempo-determinístico) foi desenvolvida no período 1930-1940, e forneceu a base para o desenvolvimento da teoria de controle com aplicações industriais, utilizada até os dias de hoje. Esse período se caracteriza pelo uso de abordagens no domínio da freqüência. Conceitos fundamentais tais como polos e zeros, diagramas de Bode, Nyquist e Nichols, e lugar das raizes, foram formalizados naquela época. Foi nesse período que a estrutura de feedback se revelou, de maneira definitiva, como eficiente para assegurar desempenho satisfatório, mesmo quando não se tem conhecimento completo do sistema a ser controlado. No período 1940-1950, incertezas foram formalmente introduzidas na teoria clássica, que foi assim estendida para sistemas lineares-invariantes no tempo envolvendo sinais aleatórios estacionários através da Teoria de Wiener sobre Filtragem e Predição. Por outro lado, o que hoje é conhecido por "teoria moderna" de controle, no caso de sistemas determinísticos, germinou nos anos cinqüenta (consolidando-se a partir dos anos sessenta), e se caracteriza pelo uso de abordagens no domínio do tempo. Usando técnicas de espaço-de-estado, Programação Dinâmica de Beliman e Princípio do Máximo de Pontryagin, construiu-se uma teoria substancial para sistemas determinísticos, sendo ainda hoje um campo de intensa pesquisa. A programação dinâmica de Beliman, cujo ponto central é a celebrada equação de Beilman-Hamilton-Jacobi (ou equação da programação dinâmica) e o Princípio do Máximo de Pontryagin proporcionaram métodos altamente potentes para a solução de problemas de controle ótimo. Ao longo dos anos tornou-se evidente a necessidade de se caracterizar adequadamente as incertezas no modelo. Essas incertezas podem ser decorrentes, por exemplo, de parâmetros desconhecidos e/ou variáveis, dinâmicas não modeladas, ruídos e diversos tipos de perturbações (ou flutuações), etc. Assim como a teoria clássica foi estendida para incluir os efeitos de incertezas, modeladas por distúrbios aleatórios, percebeu-se rapidamente a necessidade de se estender a teoria moderna neste cenário. Essa necessidade foi particularmente impulsionada pela corrida espacial, que motivou o desenvolvimento de diversas teorias, como por exemplo a teoria de estimação estocástica, tendo no filtro de Kalman um grande momento no avanço do tratamento formal dessa classe de incertezas. Esse filtro surge como uma solução para as inconveniências da teoria clássica de Wiener, que tinha estacionariedade como hipótese e requeria a solução de uma equação integral. Além disso, o filtro de Kalman pode ser implementado como algoritmo recursivo em um microprocessador. O período de 1960 a 1980 presenciou um florescimento espetacular de técnicas para lidar com incertezas, modeladas via sinais aleatórios, através da teoria de controle estocástico. A introdução de técnicas de espaço de estado, o filtro de Kalman e a síntese de controladores LQG serviram como referência fundamental para o desenvolvimento dessa teoria. Vale salientar que a extensão dos resultados para o caso não-linear impulsionou de maneira notável um grande número de teorias, que vai do Cálculo de ltô à Teoria Geral de Processos Estocásticos, incluindo a poderosa Teoria de Martingaie. É nesse período também que foi formulada a Equação da Programação Dinâmica Estocástica e diversos Princípios do Máximo Estocásticos. Uma outra abordagem importante de controle para lidar com incertezas é conhecida na literatura como controle adaptativo. Os primeiros resultados teóricos mais relevantes foram obtidos na década de 70. Esse resultados requeriam hipóteses pouco realistas, tal como inexistência de dinâmica não modelada. A década de 80 presenciou um grande esforço no estabelecimento de algoritmos de controle adaptativo robustos. Mais recentemente tem havido grande interesse em se estender os resultados existentes para sistemas não-lineares. A utilização de redes neurais em controle adaptativo deu um novo impulso a essa área. Uma outra vertente de interesse recente se refere ao estudo de propriedades estruturais que simplifique a análise de estabilidade em controle adaptativo. Adicionalmente, tem havido também na literatura um continuado interesse em controle adaptativo para sistemas estocásticos, pois neste contexto controle adaptativo exibe sua característica básica: deve efetuar um compromisso entre aprendizagem, regulação e cautela. A partir da década de 80, vigorosa atividade de pesquisa foi direcionada para problemas de controle de sistemas dinamicos onde incertezas de modelagem sob a forma parametrica e/ou de dinamicas não modeladas constituem a questão central e objetiva-se desenvolver métodos de síntese de sistemas de controle (sem o uso de mecanismo de auto-sintonização via estimação de parâmetros) que garantem estabilidade e um desempenho prescrito independentemente das incertezas. Esta área de pesquisa, que é hoje conhecida como controle robusto, tem experimentado um progresso notável, e deu origem a teorias poderosa, tais como controle Hoo, síntese u, estabilização quadrática, controle misto H2/Hoo, e controle com custo garantido. Podemos notar que as abordagens de controle de sistemas dinâmicos com incerteza possuem um notável arcabouço teórico de métodos desenvolvidos ao longo dos últimos anos. Apesar disso, inúmeros problemas importantes continuam em aberto, tanto no que concerne a métodos como a algoritmos. Além disso, as potencialidades de aplicações industriais desses métodos não foram ainda devidamente exploradas. O Núcleo de Excelência em Controle de Sistemas Dinâmicos investigará de forma integrada tanto questões teóricas fundamentais aplicações de controle de sistemas dinâmicos com incertezas. Ênfase será dada às abordagens de alta relevância: Controle Robusto, Controle Estocástico, Controle Adaptativo, e suas respectivas Técnicas de Filtragem. Com o intuito de maximizar sua parcela de contribuição para o desenvolvimento do país, o Núcleo congregará de forma articulada a pesquisa de ponta, aplicações industriais e a formação de recursos humanos. Além disso, um dos objetivos do Núcleo é se consolidar como um centro de referência nacional e internacional. A seguir será detalhado o programa de pesquisa e objetivos deste projeto, que é dividido em dois programas inter-relacionados: Pesquisa Científica e Projetos Tecnológicos, nas abordagens de Controíe Robusto, Controle Estocástico e Controle Adaptativo.”  (www.cnpq.br/areas/pronex/resumos/exatas/015_98.htm )     

Os Projetos Pronex, do CNPq visam apoiar núcleos de excelência. O texto acima diz respeito a núcleo de ciências exatas, com interface com a economia, como visto.  Mas, deixe-se ao próprio CNPq se explicar sobre tal esforço de apoio a núcleos considerados ótimos, mesmo em termos internacionais:    

“O que é o PRONEX

 Notícias do PRONEX

O Programa de Apoio a Núcleos de Excelência (PRONEX), consiste na concessão de apoio financeiro a grupos de pesquisadores (Núcleos), de comprovada competência, reputação técnico-científica reconhecida nacional e internacionalmente e objetiva promover e ampliar o saber científico e tecnológico no Brasil, a partir do apoio continuado aos núcleos que assumam o compromisso de irradiar o apoio recebido a grupos de pesquisa emergentes, localizados em todo o território nacional.

Além de fomentar a pesquisa, a proposta do PRONEX é de consolidar um sistema eficaz de monitoramento, que possibilite a visão panorâmica do cenário da C&T no País e oriente objetivamente a política de distribuição dos recursos públicos para o setor. Neste sentido, ele representa uma importante contribuição para o crescimento da qualidade, da produtividade e da eficácia da C&T no Brasil.

Após cinco anos de existência, o PRONEX apoia, hoje, 206 grupos, nas áreas de Ciências Exatas e da Terra, Ciências da Vida, Ciências Humanas e Sociais e Tecnologia, localizados em 14 unidades da federação e em cerca de 40 grandes e renomadas instituições de pesquisa, dentre universidades publicas federais, estaduais e privadas, institutos públicos federais e estaduais de pesquisa, além de outros tipos de instituição.”
 (http://www.cnpq.br/areas/pronex/ ) 

Evidentemente aqui e agora não cabe desenvolver este  Princípio de Máximo, de tantas aplicações e criado pelo russo Lev Semenovich Pontryagin (1908,1988).  No entanto, parece indicado informar sobre ele e lembrar que na rede mundial de computadores há muitas informações sobre o tema. 

Necessário é dizer que um modelo de esgotamento ótimo de um recursos natural não renovável, apresentado por PERMAN et alii ( 1999; 158), usa tal princípio. Resolve o problema teórico de maximização de uma função  Utilidade Social que monta, mediante uma série de pressupostos, sobre o uso social de tal recurso, em geral um minério.  A operacionalização matemática deste modelo deixe-se de fora dos objetivos deste curso/texto (embora vista em linhas gerais acima). No entanto, a montagem do modelo e a interpretação intuitiva de sua resolução consideram-se como área de interesse do trabalho aqui desenvolvido.   

O  primeiro modelo (sem tomar em conta o custo de extração do minério) é composto por um problema de maximização condicionada de umas função utilidade social, restrita ao incremento do capital na sociedade, cuja   produção ocorre  segundo uma  função produção de um só produto e com dois fatores variáveis, o capital, K e o recurso natural não renovável, R, a cuja depleção ótima visa o modelo. Uma segunda restrição do modelo se refere à taxa de variação do recurso natural renovável,  igual ao valor simétrico das retirada anual do minério.  

 Eis o problema: selecionar valores para as variáveis de escolha Ct   (consumo no tempo t ) e Rt   ( quantidade retirada do recurso natural no tempo t) ,  para o tempo t= 0,....., ( , de modo a maximizar  a função de bem-estar social W, função de consumo C, expresso em uma série temporal  financeira, trazida descontada,  à taxa de desconto social (,  para o valor presente

              (t= (
 W    =    (            U (Ct  )  e -- ( t   

  ( t=0   

sujeita às restrições:

      (
     S r      =   -- Rt      

     (
e   Kt    =  Q (Kt  , Rt ) -- Ct

                    (
 onde           S r     =  taxa de variação no tempo ( dS/dt) do estoque do recurso  natural no campo, no tempo t.

  (
  Kt    =  taxa de variação no tempo (dK/dt) do capital da economia simplificada, no tempo t.

 Rt   =  Quantidade física do recurso natural retirada da mina no tempo t.

S r    =  Quantidade física do estoque do recurso que permanece no veio no tempo t.   

Q (Kt  , Rt )  = a função produção da sociedade com dois fatores variáveis.  

Resolvendo tal problema pelo  Princípio do Máximo, obtém-se como solução duas equações  estáticas e duas dinâmicas: 

UC t      =    (t     
Pt          =     (t  .  Q Rt    

(
Pt       =    (  .  Pt   

  (
 (t         =    ( . (t    --    Q Rt . (t
As duas primeiras equações são estáticas, já que seus valores devem ser observados em cada ano do horizonte de planejamento (ou da vida útil) do recurso.

Eis a interpretação intuitiva das equações, necessária  aqui .

Na primeira condição, estática, UC t      =    (t  , há equilíbrio  entre consumo e capitalização quando prevalece  tal igualdade.  Veja como é possível lê-la.   Aí está dito  que a utilidade marginal em relação ao Consumo,  UC t      =  (  U / ( C t ,  deve ser igual  à receita marginal (ou preço)do capital,    (t  .  De fato, cada nova unidade produzida pela sociedade, segundo sua função produção, usando os dois insumos, deve ter um entre dois destinos imediatos: ser consumida ou ser capitalizada. Em prevalecendo a igualdade, a sociedade se acha em equilíbrio e continua destinando ao consumo e à capitalização as mesmas quantidades anteriores da produção.  Se vigorar desigualdade entre  as tais grandezas, então uma nova unidade produzida terá o destino do lado da igualdade que for maior. Assim o dita a racionalidade econômica.  E o deslocamento de unidades e frações de unidades do produto em direção do lado maior se dará até que volte a igualdade, quando se chegará a novo equilíbrio.  Note-se que,  em se observando utilidade marginal decrescente, as mudanças tendem a convergir em nova igualdade. 

Na Segunda condição, também estática,  está em  equilíbrio a quantidade de recurso retirada da mina por unidade de tempo , ou não se aumenta ou diminui tal quantitativo, quando ocorre a igualdade referida,   Pt  =   (t  .  Q Rt    . De fato,  assim deve ser, pois Pt    é o preço do recurso natural e é quanto vale   cada unidade dele deixada na jazida no subsolo.  Já   (t  .  Q Rt     é o valor do produto físico marginal do recurso, ou seja, quanto vale a produção obtida de uma unidade (ou uma quantidade infinitesimal)  adicional do recurso natural. Valor que leva em conta o preço do capital , (t   e o produto físico marginal do recurso.  Haveria desequilíbrio se um dos dois lados da equação fosse maior que  o outro. Então haveria modificação na quantidade retirada. Em sendo maior o preço, retirar-se-ia menos recurso; em sendo maior o valor do produto físico marginal, aumentar-se-ia a retirada, para empregar mais recursos no processo de produção.  Iniciando-se o movimento, num sentido ou noutro, voltará numa nova igualdade.  

Na terceira condição, agora dinâmica, já que envolve todo o tempo de vida do recurso,  fato que é melhor visualizado na versão primitiva (Pt  = P0   e( t )   dessa equação diferencial. Tal equação primitiva é a chamada  regra de Hotelling, postulada no seu trabalho clássico,  (HOTELLING, 1931).  Tal  equação diferencial, (Pt       =    (  .  Pt ,  diz que o produtor  estará satisfeito se , ao longo do tempo,  o preço do seu  recurso crescer,   segundo  a taxa de juros. É o mínimo que o dono da mina vai querer: Ter seu patrimônio remunerado pela  taxa social de desconto vigente na sociedade ou pelo custo de oportunidade (preço sombra)  do capital.  

                 






  (


A quarta condição, é similar à anterior, mutatis mutandis,    (t    =    ( . (t    --    Q Rt . (t .

Aqui o capital, fator de produção, também deve ser remunerado segundo a taxa social de desconto ou o custo de oportunidade do capital. Só que agora se aceita menor remuneração do preço do capital pela taxa de juros, de vez que ele está empregado na função produção e produz, por cada uma de sua unidade empregada, um valor igual ao valor do seu produto físico marginal. É isso que exige a quarta condição. (t         =    ( . (t    --    Q Rt . (t  .

Assim, o recurso é esgotado de modo ótimo, se são observadas as  quatro condições acima.

O problema do esgotamento ótimo do recursos natural não renovável sofre pequena modificação na sua formulação e no seu resultado ou nas  condições de ótimo, se são considerados os custos de extração do recurso.

Considerados os custos de extração, as quatro condições passam a ser : 

UC  = (
P = (QR - (GR 

P* = (P + (GS    (  Regra de Hotelling)

(* = ( ( - QK ( 

Aí  não está  aparece o índice inferior ou subscrito t , relativo a tempo,  para  facilitar a apresentação.   Os símbolos são os mesmos das equações anteriores e o novo símbolo G se refere à nova função custo.   E ainda prevalece a notação anterior, de modo que GR   e GS  se referem  à derivada parcial do custo de extração com respeito às variáveis R e S.  tratam-se pois de custos marginais.  

Observe-se que , com  a introdução do custo de extração no modelo, apenas uma equação estática  ( a primeira, consumo x capitalização ) e uma dinâmica ( a terceira, a regra de Hotelling), foram modificadas.

As mudanças são facilmente intuídas e explicadas  heuristicamente.    


A figura acima, extraída de PERMAN et alii ( 1999; 194) expõe a solução do modelo de depleção ótima do recurso não renovável. Usando o freqüente gráfico dos quatro quadrantes, no quadrante Noroeste apresenta-se a função demanda do recurso natural não renovável em que a quantidade extraída é função do preço ( roayalty), R=f(P), com associação negativa entre as duas grandezas.  O quadrante do Nordeste mostra a evolução preço do  recurso natural, de forma exponencial, segundo a Regra de Hotelling, à taxa de desconto social.  O quadrante do Sudoeste mostra o caminho de exaustão ótima do recurso. A função (linear no gráfico) R= R(t) expressa analiticamente este caminho  e a área entre tal curva e os eixos ( hachuriada) representa o estoque inicial do recurso. O quadrante Sudeste, mostrando a bissetriz de 45 graus serve para transferir a variável tempo do quadrante Nordeste para o  Sudoeste.  O gráfico proporciona uma visão das interrelações entre as grandezas  preço do recurso ( P ) ,  tempo ( t),  retirada ou quantidade demanda do recurso ( R ) e estoque do recurso ( S ).  Percorrendo-se os  eixos da figura, dentro de cada quadrante, têm-se uma idéia do que ocorre em cada quadrante e nos adjacentes.

II.4. Recursos Renováveis.  

Para PEARCE & TURNER (1990; 241) , “ a característica essencial de um recurso renovável é que seu estoque( como se pode chamar a população) não é fixo e pode crescer ou decrescer. Crescerá se ao estoque é permitido se regenerar. Um exemplo óbvio é uma singular  espécie de peixe ou uma floresta.”

Advertem que um recurso renovável, formado por uma população de seres vivos, tem um limite de crescimento determinado pelo meio: a Capacidade Suporte ou Capacidade de Carga (“carrying capacity”) do ecossistema. A população não pode ultrapassar este limite.

Conceito semelhante, como que inversamente ligado a este é da  “Pegada Ecológica”, que seria o espaço e suas dotações necessárias para o portador da pegada ecológica sobreviver, seja este um indivíduo, uma atividade etc.  “Cada ser vivo necessita de uma quantidade mínima de espaço natural produtivo para sobreviver. Os humanos, neste e noutros aspectos, são semelhantes às outras espécies. Na verdade, a nossa sobrevivência depende da existência de alimentos, de uma fonte constante de energia, da capacidade de os vários resíduos que produzimos serem absorvidos e, assim, deixarem de constituir uma ameaça, bem como da disponibilidade de matérias-primas para os processos produtivos. Contudo, o consumo tem aumentado significativamente, bem como a população mundial, pelo que o espaço físico terrestre pode não ser suficiente para nos sustentar. Para assegurar a existência das condições favoráveis à vida que ainda hoje existem teremos que viver de acordo com a capacidade de carga do planeta, ou seja, de acordo com o que a Terra pode fornecer e não com o que gostaríamos que fornecesse...”  (http://www.escolasverdes.org/pegada/pegada.htm  ) .       

Sendo um recurso renovável colhido a uma taxa menor do que sua taxa de reprodução natural, seu estoque, em tese,   pode  sobreviver  ad infinitum.  Se colhido a um ritmo maior do que o da reprodução,  o estoque tende a diminuir.  A persistência de tal fato  pode levar à extinção do recurso. 

Evidente que a  incidência de episódio deletério, sem ligação com o uso antrópico do recurso,   pode prejudicar a comparação do ritmo de colheita e de reprodução. Um  estoque de recurso natural renovável pode não se renovar por força de sobrecolheita ou por incidência de evento aleatório ou sistemático prejudicial. 

Os recursos naturais renováveis têm a capacidade de reprodução e desenvolvimento, sendo sua categoria de muita compreensão e abrangência. Noutras palavras, são recursos diversificados. “Um tipo consiste de população de organismos vivos, tais como peixes, gado e florestas, com uma capacidade natural de crescer. Uma segunda variedade inclui sistemas inanimados ( tais como água e atmosfera), que se reproduzem no tempo por processos químicos e físicos. Mesmo não possuindo capacidade biológica de reprodução, a água e o estoque atmosférico têm alguma habilidade de se  assimilar e  se purificar de insumos de poluição ( e assim, manter sua qualidade) e, ao menos no caso do recurso água, se auto repor quando caem os estoques ( e assim, mantendo sua quantidade). É também convencional classificar terras agricultáveis como recurso renovável. Neste caso a reprodução e o crescimento  acontecem pela combinação de processos biológicos ( reciclagem de nutrientes orgânicos e físicos ( irrigação, exposição ao vento)” (PERMAN et alii, 1999; 214).  Há ainda a especial categoria de recursos de fluxos, com a energia solar, a energia dos ventos, geotérmica e das marés. Mas há quem inclua a terra entre os não renováveis. 

No diagrama a seguir vê-se uma   classificação desses recursos, segundo tais autores:  

. 


Crescimento do  Recurso Natural  Renovável

Os recursos renováveis, mormente os bióticos, crescem até o limite máximo da capacidade suporte do meio.  Em termos esquemáticos, penetrando-se no mundo modelar, costuma-se dizer que estoques ou populações de recursos renováveis crescem segundo modelos assintótico-sigmóides.  Ou seja,  a curva de crescimento em ralação ao tempo  se aproxima da capacidade suporte de modo assintótico ( a ela se iguala no infinito) e tem a forma da letra S ( esse ), que em grego é  sigma  (  (, maiúscula e (, minúscula).   

PEARCE & TURNER (1990; 243) consideram o curva de crescimento  e toma como modelo deste crescimento uma curva assintótico-sigmóide particular, a função logística. 

O recurso  precisa se apresentar  numa quantidade ( população ou estoque ) mínima, uma massa crítica mínima,  para ter a possibilidade de crescer, segundo a capacidade suporte do ecossistema onde se insere.  O recurso cresce entre estes dois limites: o estoque mínimo, abaixo do qual não é viável, e o máximo, definido pelo  meio.   Em geral, o padrão da dinâmica da população, no que se refere à forma do crescimento, é que de início, o recurso cresce com muito vigor.  Cresce a taxa de crescimento em  relação ao tempo crescente. A taxa é sucessivamente maior. Isto por conta da abundância de meios de subsistência do recurso.  Com o incremento sucessivo e acelerado, cai o suporte do meio em relação ao recurso. Em conseqüência,  o recurso cresce ainda, mas agora a taxas decrescentes.   Em resumo: o recurso cresce inicialmente a taxas crescentes.  Atinge um  ponto de inflexão,  a curva muda a concavidade, que antes era  para  cima, passando agora a ser para baixo. E neste ponto,  a taxa de crescimento atinge seu máximo. Daí para a frente no tempo, o recurso cresce a taxas decrescentes, cada vez cresce menos e se aproxima assintoticamente do limite máximo do recurso, da capacidade suporte do meio.  Aproximação assintótica significa  que o recursos se aproxima indefinidamente do limite superior. No infinito há o encontro das duas grandezas. Assim é no modelo matemático deste tipo de curvas, assintótico-sigmoide,  ao qual pertence a  curva Logística.  Veja o gráfico a seguir, conforme PEARCE & TURNER ( 1990; 242 ).    


Nos estudos em que se empregam tais modelos, despreza-se o estoque mínimo e a  curva começa do estoque zero.

FERREIRA ( 1980; 12), estudando a tendência secular de crescimento da população humana na MRH(Micro Região Homogênea) –134 – Cacaueira, na classificação então vigente no  IBGE, fez uso de duas funções assintótico-sigmóides, a Logística e a de Gompertz. 

A especificação logística, com erro multiplicativo,  foi assim apresentada

                         A    

 Yi  =  ------------------------------------  .  u i  

                  1  +  e – ( B + C Xi )          

onde   Yi   representa a população humana total da MHR-154-Cacaueira,  Xi  é o tempo em anos e A, B e C são parâmetros, para os quais, necessariamente, A ( 0 e C ( 0 .  Já o termo erro ou  perturbação multiplicativo está representado por  ui .   Tal função foi ajustada  em tal trabalho segundo método desenvolvido por NELDER ( 1961) e usando programa de computador em Fortran elaborado pelo Prof. Rodolfo Hoffmann e cedido por gentileza da Prof. Sonia Vieira. 

FERREIRA( 1980; 12) ainda informa que, segundo VIEIRA  (1975),  “a função logística é monotonicamente  crescente e fica entre as assíntotas Y=0 e Y=A..   O parâmetro A, distância entre as duas  assíntotas, é chamado de “nível de saturação”. C  está relacionado com a taxa de variação de Y, pois  

       d ( Y / A )                   Y                       Y 

     --------------- =    C  --------   (   1  --  -------  )      

        d X                           A                       A   

e B é um parâmetro de posição, cuja variação desloca a função horizontalmente, os demais parâmetros permancendo constantes. O ponto de inflexão da função logística é localizado sempre na abcissa X = B/C e na ordenada Y = A/2, o que torna a curva radialmente simétrica em torno do ponto de inflexão.  O cresimento logístico é diretamente proporlcional ao valor já alcançado pela função e ao espaço que falta para que a função atinga seu nível de saturação. Essa caracterísitca é que dá à curva a forma sigmóide e o caráter assintótico. Isso também significa que a taxa de crescimento logístico é definida pela equação diferencial:

 d Y 

------- =  K Y ( A – Y )   “ .    

dX   

Tal equação diferencial é de fundamental importância. Ela  “explica”  a forma do crescimento logístico.    VIEIRA ( 1975; 5) diz que o parâmetro K = C/A, portanto sendo uma parte da capacidade suporte do meio ambiente.  Tal  equação é a taxa de variação da população ( Y )  em relação ao tempo ( X ).  

Atente-se que  tal é uma função quadrática, desprovida do  termo do grau zero ou independente, com o termo do segundo grau de coeficiente negativo. Assume pois a conveniente forma de uma parábola de concavidade para baixo e um máximo

dY  

------   =   A K  Y  --  K Y2  

d X   

Conveniente para  simular vários fenômenos, inclusive para ser a taxa de variação do crescimento biológico das populações ou estoques de recursos renováveis desta categoria.  

Na sua primeira forma acima apresentada e conjugada com o gráfico ela é passível  de expressiva leitura intuitiva.  O que permite entender que a variação desta taxa representa ajustadamente a forma de crescimento do recurso.   VIEIRA ( 1975; 6 )  assevera que  LANGE ( 1967 )  pontifica que em K Y ( A – Y ) ,  Y, o estoque ou população  que o recurso atingiu é um “fator de momento”,  que explica o crescimento do estoque no início do crescimento, já que o outro fator é pequeno, mas finito.  Por outro lado, o fator  (A – Y ),

 em cada ponto, a difernça entre o limite máximo da população  e o estoque do recurso neste momento. Tal fator é , ainda segundo LANGE(1967), um “fator de contenção”. E isto é intuitivamente captado, já que depois de valores críticos do crescimento, a população tende para o limite superior ou a capacidade suporte. Em consequência, a dita diferença é muito pequena, infinitesimal, e, logo, reduz a um número pequeno o produto pelo outro fator, chegadno a se anular, contendo ou impedindo o crescimento.   

VIEIRA ( 1975; 6 )  levanta na literatura de então  vários  usos da logística. Para  JOHNSN & KOTZ ( 1970 )  aquela equação diferencial  da taxa de crescimento da logística serve para representar o processo de autocatálise. Daí ser também chamada de “curva de autocatálse”. 

A mesma equação diferencial serviu para ajustar a logística ao crescimento da demanda por automóveis nos Estados Unidos, trabalho de  ROOS & VON SZELISKI  (1939). 

BAIN ( 1962 ) estudou aumento do número de proprietários de televisão no Reino Unido, via ajuste de logística. O autor não considerou o resultado satisfatório.    Pouco depois BAIN ( 1963), depois de uma experiênmcia, considerou o modelo logístico como inadequado para descrever o crescimenteo da demanda.  Esse autor tem como conclusão que a demanda de novo bem de consumo depende de um processo de aprendizado do consumidor, que passa por três fases:  primeiro deve se aperceber do novo bem; segundo, deve se familiarizar com ele e terceiro, deve incluí-lo no seu consumo.  A equação diferencial taxa de variação da logística está  concetrada nos consumidores que estão na fase dois. 

No Brasil, HOFFMANN & TAMEN ( 1970), ajustando a função logística a crescimento em altura de Pinus caribaea var.  e MISCHAN ( 1972), a crescimento poderal de gado bovino, não obtiveram bons resultados.  Ambos os trabalhos obtiveram para a assíntota superior valores  muito abaixo aos maiores valores observados da variável dependente. 

FERREIRA ( 1980; 64) , entretanto,  conseguiu bom ajustamnento da logística a dados de crescimento de área plantada com a cultura do cacau  na MRH-154-Cacaueira. O mesmo ocorrendo com a população humana da mesma região entre 1872  e 1970. 

Outra especificação também usada por FERREIRA (1980;19) , foi a função de Gompertz,  com erro multiplicativo,  assintótico- sigmóide.

                              Xi 

                A – B C 

     Yi  =  e                   .    ui    
em que  A, B, e C são parâmetros, sendo necessarimente, B ( 0    e  0 ( C  ( 1,  ui é o erro, Yi  a população  e Xi   é o tempo em anos.  O  “e “ é a base do sistema de logaritmos neperianos.  

FERREIRA( 1980; 15) relata  que, segundo VIEIRA  (1975), “a função de Gompertz é também monotonicamente crescente, variando no contradomínio definidos pelas assíntotas Y=0 e Y= eA  . O parâmetro  eA , distância entre as duas assíntotas , pode ser chamado de ‘nível de saturação’. O ponto de inflexão tem por abcissa  X = ( --log B ) / log C e por ordenada  Y = eA – 1 .  A taxa de variação da função de Gompertz é dada por 

d Y 

-----  =  K Y  ( A – log Y )   “ . 

d X 

VIEIRA ( 1975; 4)  relata que a função logística,  acima apresentada,   foi indicada para estudo descritivo do crescimento de populações humanas por  VERHULST ( 1845 ), que também assim a denominou.   Tempos depois, sem conhecer o trabalho  de VERHULST ( 1845 ), PEARL & REED ( 1920 ), fizeram uso semelhante da função, usando-a para descrever  o crescimento da população humana estadunidense entre 1790 e 1910.     

VIERA ( 1975; 1 )  diz que tais funções fazem o papel de expressar o crescimento, tanto de natureza biológica, como econômica e demográfica, o que as funções lineares não o fazem bem. 

Nestes processos de crescimento,  admite-se a forma gráfica que se aproxima do  S e uma tendência à estabilização do crescimento.  Isto  remete ao  uso de funções assintótico-sigmóides. 

A especificação das funções, entre essas muitas,  é sugerida em alguns casos, seja pelas relações entre as variáveis, seja pela existência de uma equação diferencial  -- representativa de alguma taxa de variação – a que o processo deve se restringir.   

A referida autora cita BERKSON ( 1951 ),  para quem, em biologia, tantos são os fatores que influem nos fenômenos que, modelos  utilizados para capta-los funcionam apenas como instrumentos de descrição, sem utilidade teórica.   

VIEIRA( 1975; 65) trabalhou com a Função  Log-Inversa Generalizada. A autora discutiu métodos de ajustamento das três funções e também considerou seu emprego para dados de resposta quântica. 
Há outras formas de apresentar a função logística. PERMAN et alii (  1999; 216) consideraram tal tarefa, com o fim de descrever a dinâmcia do crescimento de recurso natual renovável.  Fazem uso de notação diferente dos autores anteriores. Aqui sua simbologia será respeitada.   Para estes autores há uma taxa intrínseca de crescimento do recursos natural, que é a diferença entre a taxa de natalildade  e a taxa de mortalidade  do mesmo recurso, sem quaisquer restrições ambientais ao recurso.  Chamando-se tal taxa intrínseca de crescimento de (  ( qui  ) e o estoque (ou população)  do recurso de S  e se a taxa  (  é mantida constante, têm-se :

           dS               (  

      ------------  =   S  =  (   S     

           dt 

   sendo t o tempo e, por convenção, a bolinha sobre a letra signicando a taxa de variação  em relação ao tempo da variável representada pela letra . 

A primitiva dessa equação diferencial é   a equaçào do tamanho  do estoque (St) em função do tempo e do estoque inicial  ( S0  ) : 

     St   =  S0  e ( t    

Integrando-se em relação a t a equação diferencial acima obtém-se esta última funçãoa exponencial natural. E vice-versa, derivando esta última também em  relação a t chega-se à equação diferencial.   

Lembrete:  sabe-se que  se    Y =  eu    e  u = f ( X ) , têm-se  

   dY 


 du 

---------- =   e u   ln e   -----------

  d X


 d X 

                           d St                     d ( S0  e( t  )                 d e( t                                      d ( t

e, portanto,     ------------- =  --------------- =   S0  ------------ =   S0  . e( t  .  ln e .  ----------  =   

                          
     d t   
d t                             d t                                          d  t     

= S0  . e( t   . ( =  (  S0  .  e( t  =  ( St .  Verificando-se a primitiva e a derivada ( este lembrete  também justifica a obtenção das duas formas da Regra de Hotelling, à pg. 28).   

Pelo função de cresimento apresentada,  St   =  S0  e ( t    ,  o estoque do recurso cresceria no tempo de modo ilimitado, desde que a taxa  intrínseca de crecimento fosse positiva.  Este tipo de crescimento só é possível no mundo real em breve período de tempo. De fato, o meio ambiente sempre oferece um limite ao crescimento de um recurso renovável. 

Tal pode ser captado, fazendo-se no modelo a taxa intrínseca de crescimento não ser constante, mas depender do próprio estoque do recurso.  É um pressuposto bastante realista. 

Assim a taxa passa a ser função do estoque do recurso , ( (S) ,  e a função do crescimento   passa a ser 

               (
               S   =  ( (S)  S  

Se a função declina quando o tamanho (estoque , população ) do recurso cresce, diz-se que a função tem a propriedade da compensação.   Se se supõe que há um limite superior finito para o tamanho da população,  S MAX , uma forma muito  usada para expressar a variação da taxa instrínseca de crescimento é   

                                               S  

        
   ( (S)  =   g ( 1  -   ---------  )   




SMAX 

que é a função logística, com o parâmetro g  ( 0  e  constante.

Quando a função logística determina  a taxa instínseca ( ou natural ) de crescimento , pode-se  escrever a  função de crescimento biológico como sendo :

         (         d S        


S      

         S  =   --------  =     g (  1  ---  ----------  )   S      

                   d t  


SMAX

                                                      (
 “É importante ficar claro que  S   ( ou  d S / d t ) descreve o montante do crescimento biológico no tempo e não é a mesma coisa que a taxa ‘intrínseca’ ou irrestrita de 
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crescimento ( que é g  na função logística). Como desejamos  usar  os símbolos  S  e

 d S / d t  de modo ligeiramente diferente mais tarde, usaremos  um símbolo alternativo no lugar deles agora.  Tal símbolo será  G  ou  G (S) para ficar claro que G depende de S, como aliás se depreende da última equação.  Com esta mudança na notação escrefgemos a ‘Função Logística de Crescimento Biológico’ como sendo:  
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     SMAX

(PERMAN et alii, 1999; 216).   

Observe que esta é a função taxa de crescimento biológico ao longo do tempo. É um número dimensional ou concreto e suas dimensão é “população ou indivíduos ( ou massa de indivíduos) por unidade de tempo.

 Observe que esta função  --  que PERMAN et alii (1999; 216) chamam de Função Logística   --  é  a mesma que  VIEIRA(1975; 5 )  e FERREIRA ( 1980; 14 )  chamam de taxa de crescimento logístico ou equação diferencial que embasa  a função logística.  Para estes dois últimos  autores, com a notação apresentada pelo último acima, tal função era ( ver na página 70 deste texto ): 



    d  Y 





   ------------- =   K Y ( A – Y )
                            d X  

que evidentemente é uma função parabólica com concavidade para baixo, i.e., uma função em Y ( estoque do recurso na notação do autor), do segundo grau, sem o termo independente ou do grau zero e --- condição necessária – com o coeficiente do  termo do  segundo grau negativo e bem menor do que o coeficiente do termo do grau um, que  é positivo. 
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 Sua expressão é :          --------  =   A K Y  -  K Y 2 




       d  X 

Já a expressão de PERMAN et alii ( 1999; 216)  é :     
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É facilmente verificável  que tais funções são a mesma, com notações diferentes. Para tanto basta que se faça: 

 g  =   A K 


 g  

K  =  ---------

  
SMAX

S =  Y .   

Observe a coerência das duas fórmulas, encoberta ( a coerência ) pelas notações 
diferentes:
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De   K =  ----------   vem  que      SMAX  =   ----------
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Como, se duas grandezas são iguais a uma terceira elas são iguais entre si, resulta que   SMAX  =  A   . 

E, de fato, nos dois sistemas de notação estas grandezas expressam  a capacidade suporte do meio onde se insere o recurso.   

Afirmam PERMAN  et alii (1999; 216 –218) : “A forma logística parece representar muito bem o processo natural de crescimento de muitas populações de  peixes, animais e pássaros ( e deveras de alguns sistemas físicos, tais como a quantidade de água frescas nos aqüíferos do subsolo). ....   O modelo de crescimento logístico pode ser pensado como uma representação estilizada da dinâmica das populações dos recursos renováveis.  O modelo é mais adequado para espécies não migratórias em locações particulares. Entre as  espécies de peixes, populações que se alimentam e vivem nas profundezas do mar, tais como bacalhau e outros, são bem caracterizados por este modelo. Populações de peixes pelágicos ou que se alimentam na superfície, são menos explicadas pela função logística, pois tais espécies exibem um  significante comportamento migratório. O crescimento logístico não se ajusta apenas ao processo de crescimento  biológico. Brown & McGuire (1967) ( Brown G. & McGuire, C. B ( 1967)  A socially  optimal pricing  policy  for a public water agency. Water Resources Research 3, 33-44 ) discutem que o modelo de crescimento logístico pode também  ser usado para representar  o comportamento do estoque de água fresca em reservas subterrâneas.  No entanto,  um número de fatores que influenciam  de  fato os padrões de  crescimento são ignorados neste modelo, incluindo a estrutura de idade deste recurso ( o que é particularmente importante  quando considerando-se espécies de longa vida, como estoque de árvores e baleias) e as influências randômicas ou  de chance. No máximo, deste modo, ele pode ser apenas uma boa aproximação para a verdadeira dinâmica da população. Mas julgar o modelo logístico no sentido de que ele é ou não o melhor disponível para representar recursos renováveis é provavelmente a maneira errada de pensar no que está sendo feito aqui. Não se esperaria que modeladores  especializados em biologia  ou ecologia usem  funções logísticas de crescimento. Eles usarão modelos de crescimento mais complexos, desenhados ou planejados  especialmente para espécies particulares em contextos particulares. Neste trabalho estamos desejando trocar algum realismo por modelos simples, tratáveis que satisfaçam o requisito de serem razoavelmente boas aproximações. Por isto, a maioria das análises econômicas faz uso de alguma versão da função logística de crescimento.”

Ainda a título de informação, pode-se citar o trabalho  MATA et alii ( 2002 ) que apresentam expressões da taxa de crescimento de populações em seis modelos, retirados de HUNT(1982) ( trabalho não referenciado no texto):
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iii) Modelo Gompertz :   ---------- =    a m [ 1 – b ln (m) ] 
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iv) Modelo Weibul : 
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v)  Modelo Gompertz  Modificado :     -------- =  a  m c   [ 1 – b ln ( m ) ] 
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vi )  Modelo  Richards  Modificado:    --------- =  a m d  [ 1 – ( b m ) c  ]     
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Ainda PERMAN et alii ( 1999; 243 ) asseveram que o modelo de crescimento logístico simples  já apresentado  
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dá  o montante do crescimento biológico, G, como função do estoque do recurso, S.  Dizem eles que a função é facilmente resolvível para  S = S(t) , i.e. o estoque do recurso, S,  em função do tempo, t .    A solução pode ser escrita da forma :
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onde     k =   -------------------  ,  sendo   S0   o estoque inicial . 
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O Crescimento biológico por unidade de tempo em função do estoque.  

O  modelo de crescimento biológico, apresentado neste tópico,  está implícito no modelo assintótico – sigmóide  apresentado no sub tópico anterior.  Afirme-se e ressalte-se  que o uso de tais modelos biológicos  e dos econômicos que vêm a seguir se aplicam apenas  àqueles recursos renováveis que figuram na primeira categoria  da classificação acima dos recursos naturais renováveis: “Recursos Renováveis em Estoques: População  de Organismos Vivos”. 

Tais populações ou estoques crescem no tempo segundo  modelo  logístico, por exemplo ( pode ser outro modelo assintótico-sigmóide ) .   A função logística, apresentada acima num gráfico,  mostra o crescimento do estoque do recurso natural no tempo.  Por observação daquele gráfico  é fácil construir a função, de fundo biológico, que expressa o crescimento 
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por unidade de tempo do recurso biótico, X,  em função do próprio  estoque do recurso , X .

O gráfico anterior da função logística  ( expões o estoque ou a população  do recurso,   X,  para cada tempo ).  Pela inspeção da figura é possível  captar como a taxa de crescimento  
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      d  X   

do recurso por unidade de tempo  X =  ----------  varia , com o estoque do momento mesmo, 





     d  t   

X.   Quando o estoque é zero a variação do estoque é nula. É o caso da origem dos eixos coordenados.  Quando o estoque atinge o máximo, a capacidade suporte do meio, o nível de saturação, de novo a variação do estoque se anula. E entre estes dois pontos  em que se anula a  taxa de variação do estoque e entre os quais o estoque vai do zero ao máximo possível, a taxa de variação cresce, atinge um máximo, decresce e se anula de novo.   Tem, pois um comportamento típico de uma função parabólica, um trinômio do segundo grau em uma variável independente, sem o termo do grau zero, com o termo do grau dois  com coeficiente negativo e bem menor  (em termos absolutos) do que o coeficiente do termo do grau um, positivo este.  Ou seja, é aquela função já apresentada também analiticamente e que alguns autores citados chamam de a própria função logística, em vez da taxa de variação no tempo do estoque segundo a função logística.



Tal função representa o crescimento biológico do recurso. O produto em cada unidade temporal  de exploração do recurso, que o recurso gera. É evidente que este  é um parâmetro importante na exploração do recurso.  Comparado este indicador de produção do recurso com a taxa de colheita a que se submete o mesmo, pode-se  antecipar três situações:

i)a taxa de colheita ou utilização da população pode ser menor do que a de reprodução – situação tranqüila em que, tudo mais constante, sem a influência a de outros fatores, o recurso cresce e há sobras da  colheita face a reprodução, há subcolheita; ii) as duas taxas são iguais: há sustentabilidade e não há subcolheita; iii) a taxa de colheita é maior do que a de reprodução: exploração insustentável e –se persistente – levará ao esgotamento (extinção no local ) do recurso.  A representação gráfica está  na figura  seguinte. 


        

A função  expressão a reprodução do recurso em cada ano ( ou outra unidade de tempo).  No mesmo espaço  pode-se registrar a colheita.  Por enquanto diga-se apenas que o eixo vertical tanto representa a reprodução anual ( ou de outro tempo ) do recurso, como a colheita (retirada anual do recurso) .  Assim, cada ponto do figura acima  pode ser representado,  por suas coordenadas, de duas maneiras : 1) pela função aí representada,  ( estoque, taxa de variação do estoque no tempo) e 2) por função a ser ainda apresentada,

Função Colheita,  ( colheita, taxa de variação do estoque no tempo).  Então, na situação i), do parágrafo anterior, o ponto estaria entre a curva da função de reprodução e o eixo do estoque (horizontal): subcolheita sustentável . Na situação ii) o ponto estarias sobre a curva da função: colheita sustentável; na situação iii) o ponto estaria fora    do plano demarcado pelo eixo horizontal e a curva funcional : sobrecolheita, insustentabilidade. 

 Esforço, Função Colheita, Taxa de Exploração

Introduz-se o nível de exploração do recurso,  colheita  ou produção. 

Elabora-se um modelo simples, primeira aproximação, conforme o fazem PEARCE & TURNER ( 1990; 244).  Cria-se uma grandeza chamada “Esforço”  para representar sinteticamente insumos, fatores e meios e instrumentos  de produção.  Para um dado Estoque,  quanto maior a Colheita, maior o Esforço. Para, para uma dada  Colheita,  quanto maior o Estoque,  menor o esforço. 






  (


                                                            H


O Esforço é assim definido:    E  =  -----------

   




 X

	Associação          Para um dado estoque  X :   Quanto maior E , maior a H 

Positiva ente

E  e  H                                                    

                                                                  Quanto menor E, menor a H 

(diretamente 

proporcional) 

	Associação                                                                   Quanto maior E, menor  X          

Negativa entre 

 E e X                  Para uma dada colheita H      

( inversamente                                                             Quanto menor E, maior o X 

proporcional )


As nomeações e as dimensões das variáveis são :

E = Esforço ; número adimensional ( ou inverso do tempo )  , já que é a razão entre  duas grandezas de mesma dimensão ( ou não, conforme se considere a dimensão da colheita)  

(
H = Colheita ( Harvest );  dimensão:   unidade física do recurso ( ou unidade física do recurso/ unidade de tempo) 

X = Estoque;  dimensão: unidade física do recurso. 

A idéia e o termo dimensão aqui tem o significado que aparece em  “Análise Dimensional”,  que busca expressar as grandezas físicas  em função de outras grandezas fundamentais.  Tal Análise é difundida na  Física (http://www.terra.com.br/fisicanet/cursos/analisedimensional/    e ainda 

http://www.feranet21.com.br/questoes/fisica/anadim/anadim.htm    e  ainda se pode citar 

http://www.ifi.unicamp.br/~ghtc/ram-r08.htm ) . 

Da definição de Esforço acima, vem a da Função Colheita :

(
H   =  E  X   

A colheita é uma função linear  do estoque, com coeficiente linear zero ( i.e., com esforço zero, não há colheita) e  coeficiente angular  E , o esforço ( i.e., o esforço é a inclinação da reta da colheita em função do estoque). 

A função colheita  é uma função econômica  de intervenção antrópica sobre o estoque do recurso natural renovável em tela.

A função taxa de crescimento do recurso natural renovável  anteriormente apresentada é  uma função bionatural, que expressa a influência do meio sobre os indivíduos que compõem o recurso.  São duas funções com a mesma variável  independente, estoque do recurso, X, e com duas variáveis dependentes diferentes,  Taxa Intrínseca  de Variação do Estoque no Tempo ( diferença entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade )  e Colheita. Diferentes,  mas de mesma dimensão  ( Unidade Física do Recursos ( ou Massa)  ou Unidade  Física  do Recurso ( ou Massa )  / Unidade de Tempo ).  Logo, pode-se usar as duas funções no mesmo espaço – bidimensional, como  foram as funções concebidas – ou no mesmo digrama cartesiano., com conclusões  desejadas e buscadas nos estudos econômicos da exploração do recurso renovável. 

É o que se faz na figura a seguir. 




       ( segundo  PEARCE & TURNER ( 1990;  245 ) 

Pode-se verificar pelo gráfico que,  definido um Esforço, fica definido o Estoque e a Colheita condizente com a exploração sustentável do recurso renovável.  Na figura acima,   





  (
a  Colheita sustentável será    H *  sobre o estoque   X * , determinados pela intersecção entre as funções colheita e taxa de crescimento.   Analiticamente, pela resolução do sistema de equações ( uma linear e a outra quadrática ) 

(
H =  E   X   

 (
 X =  A K X  -- K X2   

Observe-se que, com o esforço E que determina tal função colheita,  qualquer  ação sobre estoque menor do que o de equilíbrio sustentável, resultará em colheita sustentável, mas inferior à possível e sustentável.  E sobre estoque maior do que o recomendado resultará em 

colheita  maior, mas insustentável, deletéria, se persistente. 

Já a colheita máxima sustentável  só é atingida com um nível de esforço determinado, na figura o esforço E’  . 

Este modelo simples pode até   ajudar na determinação de política de exploração de recurso natural renovável, mas é preciso ter presente que ele é muito simples. De fácil manuseio e consequentemente de baixo realismo.  Haverá combinações de parâmetros das duas funções acima que darão resultados  sem significado no mundo real.  Há restrições no modelo que poder-se-ão  tentar superar. Entre outras, ele( o modelo) tem a função de servir de base para o adestramento de analistas na elaboração de outros modelos, mais elaborados,  menos simples, mais realistas, mas ainda assim modelos.  

Maximização do lucro na exploração de um recuso renovável.  

PEARCE & TURNER ( 1990; 245)  para definir como maximizar o lucro da exploração do recurso renovável, introduzem a Função Custo  Total (CT) ( linear e com um só insumo ou fator de produção , o Esforço) e  a Função Receita Total(RT).









       


    (
Fazem procedimento gráfico e para tanto, transformam o espaço   bidimensional  (  X ,  X ) 

          (                                                                                                                           (
ou   ( H ,  X )    em   ( RT, E)  ou  ( CT, E ), passando por uma fase  intermediária  ( H, E ) . 

Para tanto usa o procedimento gráfico de fazer variar o esforço no modelo primeiro e conseguir um modelo intermediário  onde se expressa Colheita em função do esforço. Noutra etapa transforma este modelo em outro que relaciona  CT e RT a E.   Veja-se  nos gráficos a seguir.   


TRANSFORMAÇÃO DO ESPAÇO  “COLHEITA/CRESCIMENTO—ESTOQUE “ 

EM “COLHEITA—ESFORÇO”.     

Na primeira parte do gráfico acima, dentro do espaço bidimensional   Colheita (ou Crescimento) --  Estoque do Recurso, fez-se variar o  Esforço, indo-se de  E1   até  E4  , passando-se  pelos valores intermediários do Esforço, de modo que E1  ( E2  ( E3  ( E4  ( como o Esforço é a inclinação da função linear Colheita, às medida que E aumenta, vai crescendo o ângulo formado pela função colheita e o eixo horizonatal). E para cada um destes valores da grandeza Esforço,  obteve-se  no gráfico a respectiva colheita , pela função colheita , H = E X , conforme registrado na figura ( para facilitar a notação, omitiu-se o ponto acima do H de colheita  ) . 

Depois mudou-se para a parte de baixo da figura, onde se colocou  o Esforço no eixo horizontal  e para cada E, transportou-se a respectiva Colheita. No gráfico foram feitas só 4 vezes esta operação. Supondo-se que ele seja feita  um número infinito de vezes, pode-se desenhar o gráfico da função  Colheita ( H, sem o ponto aqui) tendo E como variável independente.   É o que estás feito na parte de baixo da figura acima.  

O  próximo passo é tratar de introduzir as funções econômicas, Função Custo Total e Função Receita Total.     

Pressupostos para a Função Custo Total: 

Trata-se de especial função custo, cuja variável explicativa não é a Quantidade Produzida, mas o Esforço. Portanto é mais uma Equação de Custo do que uma Função Custo (HENDERSON  & QUANDT, 1971) . 

                                    CT= W E 

Trabalha-se com Custo Total (CT) ( pressupõe-se a existência de  CVT, CFT, CVMe, CFMe, CTMe, CMg) .

O valor do Esforço, W, um preço médio representativo deste insumo agregado.  Pressupõe-se W constante, no estudo  que se segue.  

Como se vê as função custo total foi postulada como linear  ( CT = W E ) , com uma variável explicativa,  exógena, independente ou pré – determinada, E  e uma variável  explicada, endógena ou dependente, CT.  Matematicamente, o coeficiente angular da reta é W e o coeficiente linear é nulo ou zero. Logo, W é  a inclinação da reta  função custo total  ou a tangente trigonométrica do ângulo entre tal reta e o eixo das abcissas, do Esforço.  Ou seja, em cada ponto é a razão entre a Colheita ( ordenada ) e o Esforço ( abcissa ).  

Pressupostos para a Função Receita  Total: 

Toma-se preço do produto como constante. Isto implica em que se está considerando a empresa exploradora do recurso como sendo  tomadora de preço, isto é, participando de um mercado de seu produto ( o recurso )  de competição perfeita. Ou, simplesmente,  considera-se apenas o  caso em que o preço, P, do produto ( recurso ) não varia.

Neste caso a  Função Receita  Total será  


          (



      RT  =  P H  . 

Ao lado da Função Receita Total  (RT)  ( que aqui se conforma ao figurino da Teoria Microeconômica ), podem-se considerar as RMe  e RMg. 

Como a colheita supõe-se será feita sempre segundo a política de sustentabilidade, i.e., segundo a função taxa  intrínseca de crescimento biológico ( ligada à Função Logística), então a Função  RT terá aquele formato ,  já que é o produto do preço P (constante) pela quantidade colhida, conforme fórmula  acima.   Mantida a forma, os valores serão deslocados para cima, se P for maior que um e para baixo, se P for menor que um. 

Com isto,  no último gráfico, tendo E como variável explicativa,  pode funcionar a Função Receita  Total.   

Maximização do Lucro.  

A maximização lucro, nas circunstâncias modelares, se dará   no ponto do esforço que iguale Receita Marginal ( RMg ) a Custo Marginal ( CMg ). 

Esta é uma regra obtida do estudo das estruturas de mercado, mas pode aqui ser relembrada.

Analiticamente, lembrando-se que   se costuma definir o A Função  Lucro Total (LT) ( Lucro Total como função do Esforço)  como sendo :

LT ( E )  =  RT ( E )  --- CT ( E )   .

Tal  função LT também gera as correspondestes funções  LMe   e  LMg.   

Observe-se que se trata de  Lucro  Extraordinário, já  que o Lucro Normal já está incluído na planilha  de Custo Total, como remuneração do empresário. 

Para resolver o problema da maximização simples, não condicionada,   do lucro,  basta aplicar a regra para tal procedimento.  E a regra é composta de duas condições. Condição de primeira ordem: a primeira derivada da Função LT deve ser nula no ponto de máximo.

Condição de segunda ordem: a segunda derivada deve ser negativa. 

Logo, pela condição de primeira ordem, no ponto do eixo do Esforço em que o LT seja máximo  ( ou seja, o Esforço que maximiza o LT) é tal que, nele :    

d LT ( E )             d RT ( E )              d  CT ( E  ) 

---------------   =    --------------    --    ----------------  =  0   

 d E  

        d E   


 d E  

ou seja

LMg  =  RMg  --  CMg  =  0    

de onde vem que        RMg = CMg  no ponto de máximo.

Resta verificar a condição de segunda  ordem:

d2 LT ( E ) 

---------------    (  0    

d E 2      

Graficamente, o lucro máximo ocorre onde, no ponto do eixo  do  Esforço (horizontal ou das abcissas),  é maior a distância  entre as funções RT  e CT .  Ver gráfico a seguir. 











O  LT máximo  ocorre onde  a RMg = CMg  que é onde também é maior a diferença entre RT e  CT . Na figura estas funções maximizadoras estão assinaladas por asteriscos.  O  CMg  é a inclinação do CT, isto é, W.  A RMg é a inclinação da RT.  E ela é igual a W onde a tangente geométrica à RT é paralela  à curva do CT, ponto assinalado na figura. 

Inferências ( Segundo  PEARCE & TURNER, 1990; 249):

· Necessariamente o esforço e o estoque de maximização do lucro não coincidem com  os respectivos valores  de  Colheita Máxima Sustentável.  Na figura, o estoque de maximização do lucro é maior do que o da Colheita Máxima Sustentável, pois fica à esquerda deste último.  Lembrar que na obtenção do gráfico  Colheita – Esforço, inverteram-se as posições do Estoque no gráfico anterior.  

· Se o recurso for de livre acesso, i.e., se não houver um proprietário só, com direitos de propriedades bem definidos, agindo racionalmente ou, em sendo um bem coletivo,  os proprietários não agirem  como se um só fossem, a tendência é que entrem novos exploradores recurso na indústria, levando ao desaparecimento do lucro extraordinário. 
· O custo do Esforço, W, pode ser tão alto que não haja colheita alguma. Neste caso, no diagrama, a reta do CT  passaria acima da curva da RT, não havendo ponto de intersecção entre elas.  Ou, pode ser tão baixo,  W=0, que a reta  do CT coincida com o eixo horizontal. Neste caso, coincidem  a colheita  máxima sustentável com a que maximiza o lucro. 
· A maximização do lucro não conduz à extinção da espécie do recurso, ao contrário do  que se propaga em alguns setores. Como se observa pelo modelo, a maximização do lucro ocorre num ponto em que se verifica colheita sustentável, i.e., sobre a curva da taxa intrínseca de crescimento biológico. 
· O estudo procedido é estático, não aparecendo o  papel de cada variável ao longo do tempo, limitação típica deste modelo.   
Exercícios com este modelo e suas limitações.  

Dada a simplicidade deste modelo, seu fácil manuseio, nem sempre sua aplicação será realista. Caberia um estudo especial para definir suas possibilidades de representar bem fenômenos do mundo real. Quer se dizer que é preciso estudar as  relações entre seus parâmetros , na tentativa de se definir  seu realismo.  Isto não será feito aqui.   

Apenas se mostram os resultados de aplicação de um modelo,  com parâmetros arbitrariamente  dados, fazendo variar apenas o valor do Esforço e vendo as conseqüências nos resultados.  

Trata-se de verificar, dados a taxa de crescimento biológico, fixa, e a função Colheita – conforme o modelo apresentado --, em que nível de estoque se dará a colheita sutentável e recomendável.

Inicialmente considerem-se 

 (
H = 0,3 X

 (
 X  =  20 X –0,2 X2 

i.e. a função colheita  com um esforço de 30%  e a função de crescimento biológico. Ambas em função do estoque X.

A solução deste problema leva a um programa sustentado de colheita de 29,95 unidades físicas do recurso, num estoque de 98,5 unidades físicas do recurso ( o que confirma o esforço de 0,30). 

Fazendo-se variar o esforço sobre este recurso renovável, têm-se:






(
1) Se  E=0,4  implica que   X= 98 e  H=39,2.




       (


2) E = 0,5 ,  X=97,5 e  H = 48,75 .

                               
     (
3) E = 0,6,  X = 97  e H = 58,2 

(
 4)    E = 0,7,   X= 96,5   e     H = 67,5 





(
5 )    E = 0,8,   X = 96    e     H = 76,8





(
6 )   E = 0,9 , X = 95,6   e      H = 85,9 .

Este modelo se comportou bem, ao longo da variação do Esforço, de 30% a 90%, com os valores obtidos de Estoque e Colheita em números de indivíduos do recurso, ou em massa do recurso, ou ainda em uma outra unidade física do recurso. 

Mas hás situações em que o desempenho do modelo não se mostra satisfatório, resultando em valores irrealísticos e impossíveis. 

Cabe então um estudo de modelagem para delimitar o poder do modelo.   

NOTAS :  1. Concorda você com a afirmativa dos geólogos sobre a suma importância da mineração na história da civilização ou se trata de um viés do tipo profissional? 2.  Além da demanda, nesses casos, como se comporta a oferta? Seria esse o caso das chamadas “corridas ao  (metal) “? Haveria um caso especial para minérios que se transportaram por inteiro para outro país, como  teria ocorrido com o manganês da Serra do Navio, Amapá, transportado para os Estados Unidos?  3. Caso típico em que a depredação, o mau uso superam o esgotamento, como em 1966 seria  constatado por Boulding no seu trabalho sobre a nave espacial andante terra. 4. Coincide com sua visão do processo,   essa causas de integração e globalização  do gerencimanto dos recursos minerais?  Está de fato tal gerenciamento integrado e globalizado? 5. Não seria esta uma fórmula universalmente válida? Observe que estão aí contemplados os quatro papéis do meio ambiente na economia: sustentáculo  da vida, fonte de recursos, serviços de lazer, absorvedor de resíduos(este talvez inexpresso). Não seria, pois, a Economia dos Recursos (expandida para Recúrsica) o novo nome para a Economia do Desenvolvimento? 6. Não haveria outros gigantes?  Notável a classificação das fases. 7. Tal periodização do uso da tecnologia  -- ênfase de ciência aplicada a partir dos anos 60 – valeria apenas para o Brasil?  8. Dada a baixa possibilidade de sucesso na  exploração (fase de busca, prospecção de novas jazidas) e a baixa atratividade de capitais de risco para esta atividade inicial inevitável, qual o papel do Estado no caso?  Veja o caso da economia do urânio no Brasil. 9. Na sua opinião, que sugestões de políticas de desenvolvimento deveriam decorrer desta constatação? Não parece preciso investir mais em exploração (prospecção de novas jazidas)? Como? 10. E desta constatação o que concluir? Não desenvolver os recursos? Deixar que o mercado resolva o problema da alocação dos recursos? 11. E para a Bahia, o Nordeste, o Brasil, o que recomendar? 12. Eis o início da discussão do tema combustíveis. Cabe compor esta discussão com a dedicada a combustíveis alternativos. 13. Discuta esta disputa entre desenvolvimento  e preservação. 14. Há casos históricos registrados, como o do Mar  Aral,  na ex-URSS, bastante prejudicado,  pois os rios que o alimentavam foram desviados para programas de irrigação. 
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DIAGRAMA DE McKELVEY - RESERVAS E OUTRAS MEDIDAS DO ESTOQUE DE RECURSO





x  = variável de estado





GEOMETRIA  DO PROBLEMA DO CONTROLE  PARA O CASO DE   UMA VARIÁVEL DE  ESTADO 


( INTRILIGATOR, 2002; 297).
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Taxa de crescimento de recuso renovável em função do estoque.   
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RENOVÁVEL. ( PERMAN et alii, 1999; 194 ) 
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