TEMA I
LAS INTEGRALES DEFINIDA E INDEFINIDA

Objetivo: El alumno comprendera el concepto de Integral definida, sus
propiedades e interpretacion geométrica, asi como el concepto de
Integral indefinida y su relacion con la antiderivada y con la
integral definida.

Introduccion

El término "Cdlculo” proviene del latin calculus, diminutivo del término calx, que
significa piedra. En las civilizaciones antiguas con frecuencia se usaban piedrecillas
para hacer cuentas. El Calculo se "inventd" en el siglo XVII como un medio para
estudiar los problemas en los que intervenia el movimiento, en particular para
estudiar los objetos con velocidad variable; sin embargo en la actualidad tiene una
gran variedad de usos, desde los geométricos, cinematicos, hasta los econémicos.
Una manera sencilla de definirlo es, el Calculo es la rama de las matematicas que
se encarga del estudio de las cantidades infinitamente pequefias. El curso
antecedente, Cdlculo I, estd dedicado al estudio de uno de los conceptos
fundamentales del Calculo: la derivada; en la primera parte de este curso se
estudiara otro de los conceptos fundamentales: La integral.

La integral tiene su origen en el problema de evaluar el area de una region
con frontera curva (problema formulado por los Griegos), o de manera simplificada,
obtener el area bajo una curva trazada por la funcién y = f(x), por encima del eje x
yentrelasrectas x = a y x = b.

/ y=f(z)

a b

Iustr. 1 El area bajo la curva.

La notacion "Suma Abreviada' y sus propiedades

Para estudiar el concepto de integral definida es necesario primero repasar la
notaciéon suma abreviada, también llamada notacion de sumatoria' o notacién con
sigma’ o simplemente notacioén sigma *. Esta notacion ya se estudi6 en el curso de
Calculo I, cuando se estudiaron las series; sin embargo, la notacion de suma
abreviada puede definirse como a continuacion.

Definicion Notacion Suma Abreviada
La suma de n términos { a,,0,,ay, ...,4a, } se denota por

n

Z; a, =a ta,+ta;+ ... ta,
i=

donde i es el indice de la suma,
a, es el i-ésimo término de la suma,

1 y n son los limites inferior y superior de la suma.

Swokowski. Calculo con Geometria Analitica 2a. edicion.

2 Zill. Calculo con Geometria Analitica.

Larson y Hostetler. Calculo y Geometria analitica 6a. edicion.
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LAS INTEGRALES DEFINIDA E INDEFINIDA 2

La suma abreviada o sumatoria tiene las siguientes propiedades. a

Y i-n+t(n-1)+(m-2)+. ..+ 3 + 2 + 1 (1.2)

y sumanc;(; 21.1) y (1.2) se tiene
Teorema P:opiedadesd::laSumaAbreviada 2 Zn: i=(n+l)+(n+1)+(n+1)+ ... +(n+1)+(n+1)+(n+1)
1. = ka,= k; @; , donde k es una constante. del lei(;(: derecho se tienen n términos de (m+1) , por lo que

i = n(n+1),ydespejando:

n
i=1

2. Zn:(aiibi>zzn:aiizn:bi 2
i=1 !

i=1 i=1

Z": ;- n(n+l)
i-1 2
]
A partir de los teoremas de las propiedades de la suma, puede obtenerse
algunas formulas de utilidad. Ejemplo

Calcular las sumas que se indican, desarrollandolas y usando las

Teorema Formulas de la Suma Abreviada propiedades

Si ¢ A constante. 6

1) i=1+2+3+4+5+6=21 0

n
—

n n

1. Ec:cn 2. Ec =(n+ 1)c
i=1 k=0

3. Yy g-nerl)

2 i=1 ) 6

3 ni(n+1)

nn+1) _6(6+1)
2 2

=21

i=

=
NI\)
|
S
5
+
[
S
=
s
[
h M;

—_

i=

i2=12+22+32+ 4%+ 52+ 6%+ 7%= 140 6

o

2)

w
-
=
[
h
—

i=1 4 27: ponlnr Y2nr 1) 77+ )27+ 1) _ 0
: Z": i4:n(n+1)(6n3+9n2+n—1) = 6 6
i=1 30 5
3_ 134934334 434+ 83 - .
R 5t 10n 3) i;: =13+23+43%3+4 43453225 ¢
30 5 2 2
.3_n(n+1)_5 2 _
El teorema 1.2.2 se demuestra a continuacion. i; P 4 = (5% 1)2=225
Desarrollando la notacién de suma, se tiene 7
4) Y it 1t 244324 5% 6%+ 7P = 4676 6

n
—

Yi= 1+ 2+ 3 +.. . +(n-2)+(n-1)+n (1.1)
-l ;4. n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2+ 3n- 1)
30

o bien, en orden decreciente

o8

n
—
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CALCULO INTEGRAL 3

_ 20+ )(7) )3V 3(7) - 1) _ yer

40
6
5) Y E2=02+ 12+ 22+ 32+ 424 524 6%= 91
k=0
10
6) E5:5+5+5+5+5+5+5+5+5+5+5:55()
k=0
10
5=(n+1)c=(10+1)5=755
k=0
5
7) Y R (k-1)2=12-(1-1)2+22-(2-1)2+32-(3-1)%+

£
n
—

+ 42 - (4-1)+52-(5-1)=125

se observa que los términos se cancelan

El problema del area y las sumas de Riemann

El concepto de la derivada estudiado en el curso de Céalculo I tiene su origen en el
problema geométrico de encontrar la pendiente de la recta tangente a una curva en
un punto. De forma similar, el concepto de integral tiene su origen en el problema
geométrico del calculo de areas.

Los griegos a partir de Euclides definieron el area de una region plana, en
su forma mas sencilla, (El 4rea de un rectangulo es base por altura), pero tuvieron
algunos problemas para obtener areas de figuras mas complicadas.

En el curso de geometria hemos aprendido a calcular el area de regiones
poligonales y circulares, como:

Iustr. 2 El problema del area.

Ahora la pregunta es: como calcular el area de regiones diferentes a las
aprendidas en el curso de geometria, como:

S

HNustr. 3 Figura irregular 1.  Ilustr. 4 Figura irregular 2.

El método usado por los griegos para obtener areas se le atribuye a
Arquimedes (281-212 a.C.), quien propuso encajar el area en dos poligonos, uno
inscrito en la region (en el interior de la region) y otro circunscrito (en el exterior
de la region).

Primero considérese la grafica de una funcion real de variable real
y = f(x), donde se quiere conocer el area limitada por x = a, x = b, eleje x

y flx) =y.

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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A r=1{{x)

L

0N = A=l

Ilustr. 5 Area bajo la curva.

Una burda aproximacion del area que se desea calcular, es:
A=b-h=(b-a)f(b)=25(1)

como se puede observar, se esta usando geometria.

=t

—

E w=a =h

Ilustr. 6 Primera aproximacion al
problema del area.

Si ahora se consideran dos rectangulos en el area que se desea calcular se
tiene:

S

£=) £b) y=t (x)

LB

0 =a # =h
Ilustr. 7 Segunda aproximacion al
problema del érea.

~a)f(x,) + (b - x,)f(b)

Si los dos subintervalos en los que dividimos el intervalo cerrado [a, b |
tienen la misma longitud, esto es, Ax =x, - a

p

y Ax =b -x,, la
r o x imaci6n queda
S(2) = Axf(x,) + Axf(b) = Ax(f(x,) + £(B)).

A medida que el nimero de regiones rectangulares aumenta, la diferencia

entre lasuma de sus areas y lo que se puede considerar como el areabajolacurvay = f(x)
disminuye.

a c om o
A

oy Y

fz)

0 =a % Ey ;;;b > x

Ilustr. 8 Area aproximada con tres
rectangulos.

A= 8(3) = Ax[f(x,) + f(x,) + £(B)]
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, >
nh“_*n X X X

3 2 + x=h

Iustr. 9 Area aproximada con cuatro
rectangulos.

A = S(4) = Ax[f(x,) + f{x,) + flxs) + £(B)]

Considerando n rectangulos en el intervalo[ a,b ] el cual hasido dividido
en n subintervalos de igual longitud (A x ), se tiene:

¥
A y=1ix)
-
1 Ax o P x
a b

Tlustr. 10 Area con 7 subintervalos.

Haciendo la suma de productos

4= 8(n) = Ax[flx)) + flxa) + o+ S(xy )+ S(5)]

En forma intuitiva, se puede observar que, cuando el nimero n de
rectangulos tiende a infinito, la suma de sus areas tiende a un limite, que es el area
buscada.

Se sabe entonces que
S(n) = Ax[f(xl) +f(x2> . +f(xn_ 1) +f(xn>]
que se puede escribir como S(n) = Zn: Ax f(x i) conocida como suma de
i=1
Riemann®*,

Existe otra forma de dibujar los rectangulos para calcular el area.
Considerando n rectangulos inscritos de base constante (A x), y altura f (x i1 ),

siendo x, _ ;, la abscisa del extremo izquierdo del i-ésimo subintervalo, entonces

se tiene:

¥ v=f (x)

> x

=a =h

Ilustr. 11 Rectangulos inscritos, utilizando ocho
rectangulos.

A=S(8)=4Ax(0) +Ax[f(xl>+f(x2>+f(x3>+f(x4>+f(x5>+f(x6>+f(x7>]

Si se consideran n rectangulos inscritos en 4 en el intervalo [a,b ],

‘Riemann. Famoso matematico aleman (1826-1866).
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haciendo la suma de productos queda como

A= S(n) = Ax[f(x1> +f(x2> . +f(xn_2> +f(xn_ 1)]

El procedimiento para determinar el area limitada por dos rectas x = a,
x = b, el eje x ylafuncién y = f(x) dada, que es no negativa para ningin valor
del intervalo considerado, es

S(n) = Axf(x1> + Axf(x2> L Axf(xn_ 2) + Axf(xn_ 1)

También, si consideramos n rectangulos interscritos de base constante e

igual a A x y altura igual a f (s i) siendo €, la abscisa del punto medio del i-ésimo

subintervalo:

4 Fleg fo y=f (x)

>

0z, % x€ €, s
Iustr. 12 Rectangulos interscritos, utilizando
cinco rectangulos.

8(5) = Axf(el> + Axf(82> + Axf(s3) + Axf(s4) + Ax(es>

por lo tanto para n rectangulos interscritos en A4, se tiene:
S(n) = Axf(el) + Axf(sz> + Axf(s3) +..
S(n) =Y Axf(ei>

i=1
Como puede observarse el método para el calculo del area bajo una curva
dada, funciona con rectangulos circunscritos, inscritos o interscritos.

+ Axf(sl._ 1) + Ax(ei>

Ejemplo
Utilizar las sumas superiores e inferiores para aproximar el area de la
siguiente region, utilizando cuatro subintervalos.

y=yx

Iustr. 13 Ejemplo

Resolucion
El intervalo en el eje equis [0, 1 ], esta dividido en cuatro partes iguales

de longitud %, si cada uno de estos incrementos de x se denota por A, x

coni =1,2,3,4.,ydenotando el 4rea superior por S(A) y s(A),
entonces:

=]

—
>

-
Il

o
—_—
B -
~—_——
+

B -
—_—
N | =
~——
+

N |
0~
|-
N—
+

B w
0~
|-
N—

s(A) = % - 0518

El area bajo la curva y = \/; , del ejemplo anterior estd entre 0.518 y
0.768, es decir:
0.518 <A < 0.768

Ahora para llegar a la definicion de Integral definida, considérese lo

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.



CALCULO INTEGRAL 7

siguiente:

Seay = f(x)

1.- y = f(x) esta definida en el intervalo cerrado [a ,b ]

2.- Dividase el intervalo [a R b] en n subintervalos de amplitud
Ax, = x, - x, _,. Laparticion P queda como

a=xy<x,<x,<...<x,_,<x,=b

3.- Sea ||P|| 1a amplitud del subintervalo méas largo. Al nimero ||P|| se le
llama norma de la particion P.

4.- Escojase un numero €, en cada subintervalo.
ey € [vo w1 | s € 510 |nt, € [1, - 13, )

5.- Establezca la suma de los productos.

Z:L:I Axf(ei> = Axlf(el> + szf(£2> L+ Axnf(en>

Graficamente

A v=1(x)

T
Wl X=0 x=h

Ilustr. 14 Area buscada.

subintervalos o ceidas

Kou 7‘:“l w‘: x.‘ x: x_q L 7C.,=b

LS b At AT S

Tlustr. 15 Subintervalos.

A fgy  y=fx
fi=)
fe) B®

-
ol %8 a8 % & %5 Xl 8 X, x
Ilustr. 16 Particion.
| | | | | | | | | | | |
[ T [ ' [ T [ ' [ T [ ' [ T [
oy oH By ¥ B A £ XK ¥l By

Haciendo los productos y la suma, se tiene
n
A=8(n)= Axlf(el) + szf(ez) L.t Axnf(en> = Z:l Axif(ei>
iz
a este resultado se le conoce como SUMA DE RIEMANN.

Para el ejemplo donde se utilizaron cuatro subintervalos, si se desea
obtener una mejor aproximacion, ya sea con las sumas superiores o con las sumas
inferiores, basta con reducir la longitud de los incrementos. Entonces, si en lugar

de 4 intervalos de longitud ]—, se utilizan n intervalos de longitud i,
4 n

entonces, el area utilizando sumas superiores se puede aproximar mediante:

4=Y L)
i=1 R

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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. 1 o .
longitud =, y se utilizan sumas inferiores, entonces:
n

Aix:l

n

=3 )= Y -]

n
=

Y puesto que X, =

x=0% ¥a¥

W

I
.MB
S |-

n
—

Cuando n es mayor, mejora la aproximacion. Lo anterior se ilustra en el i
siguiente ejemplo.

S
2
M=
o
—_——

N |-
|
=w|-
~_~

Ejemplo

Calcular el area bajo la graficade f(x) = 1 - x? entre o y 1 .

Y utilizando las formulas de la suma abreviada

Resolucion n

- 1 v i2 1y 1 ™~ 2
La region es Azz__z_z__zl__szl
¥ i=1 *  i=1 n nj=1 ni=1
4 = l(n)_i n(n+1)(2n+1)
n n3 6
2 2 _ _
Azl_2n+3n+1:4n 3n - 1
6n’ 6n?
Para obtener el area bajo la curva debe utilizarse una n muy grande,
entonces:
2 _ _
4 - lim 4n 3n -1
n-o 6n?
. 4 3 1 2
= lim = - = - = Z
n- o 6 6n 6n? 3

Si se divide el intervalo de o a 1 en n subintervalos iguales de

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.



CALCULO INTEGRAL 9

En el ejemplo anterior se empled una Suma de Riemann para obtener el
area. Como se explico anteriormente, el concepto de Suma de Riemann es mas
general, puesto que los subintervalos (también llamados celdas) pueden tener
diferentes longitudes, y el valor de x que se utiliza para valuar la funcién y
calcular la altura del rectangulo no tiene que ser un extremo del intervalo, puede ser
cualquier punto intermedio.

Por lo que pueden realizarse las siguientes definiciones:

Particion

23 Ky K Eaxm=b

] ] .
I “',1 I “,'2
%= a %,

Los valores w; estdn en cualquier lugar dentro del subintervalo

[xi—l’xi]

Definicion Suma de Riemann
Sea f una funcion definida en un intervalo cerrado [a,b] y P
una particién de [a,b]. Una suma de Riemann de f es una
expresion de la forma

i=1

donde w, esun numero entre [xi_l ) X, ] .

Puesto que cada subintervalo de la particion puede tener distinta longitud,
el subintervalo de longitud mayor recibe el nombre de norma de la particion, y se
denota por ||A] .

Ejemplo
Evaluar la suma de Riemann R, para
f(x)z(x+ 1)(X—2)(x+4)=x3—5x2+2x+8
sobre el intervalo [0, 5] usando la particion P con puntos de

separacion en:
0<11<2<32<4<5$5
y los correspondientes puntos w, , w; =05 , w,=15 , w;=25 ,

w,=36y ws=35

Resolucion
La grafica de la funcién es:

y=+DE-2) &+

Sustituyendo los valores se llega al valor aproximado de:

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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R, = 23.9698 [u?]

Ejemplo

Mediante el limite de las sumas de Riemann, calcular

3
f|x—2|dx
0

fslx - 2| dx = foz(—x+2)dx + fj(x—2)dx

Resolucion

0
Para la primera integral
Ap-2-0_2
n n
g, =0+ Zi = gi
n n
2i
f(si) = — +2

Para la segunda integral

A, _3-2_1
n n
si:2+i
n
i i
€£.) = + —-2==
fle)=2+- .
Por lo que
n
|x - 2| dx = lim 2(2
0 n- oo j=

I
=
B
— 'M=
—_—
S |~

~4lim X Y (1) - 41m L

n 1 n
2_Z:i+lim—22:i

n-woM j=1
.1

=4 1lim = (n)-4
n-on

n-

. 1 n
lim —
n—;oon2

wn?iTh n-=n? i1
(n+1)+1imin(n+ 1)
2 n-=n 2

:41im1—21im(ﬁ+l) +llim(£+l)
n n 2n-o\ R n

n- oo n- oo

1 5
=4 -2(1+0 —(1+0)==

Ejemplo
Mediante el limite de las sumas de Riemann, calcular

1
f x3 dx
-1

Resolucion
1 n
f x3dx = lim Y, Aixf(ei)
-1 n- oo j=1
Aile‘(‘l):“l:%
n n n
si:—1+i(g) :2—1
n n
3 3 2
f(sl>— 2 1 _SL 12i +61 1
n n3 n? n

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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L

[
Py,
i

Iustr. 23 Integral de funcion que no representa
area.

1 . =~ 2 8i? 12i2 6i
3 _ _ —
f_lx dx = lim E —(—3 + — -1

n-eoji=1nN n n2 n

e Y 4 3 2

n . 3 .2 .
:limE 16i°  24i +£_g
n n n n

- 1im 203 2 im0 pim 12 i~ lim 23 (1)

n- = p-i=1 n-eop-i=1 n- «p“i= n-woMNij-1
2
:IGIimin—(n+ 1)2_291imin(n+1)(2n+1)
n*wn4 4 n—»oons 6
c2tim L2 1) o 1y
n- o pn n—‘eon

:41imi(n +1)? —41imi(n+1)(2n+1)+61im( ﬁ+l) -2

n-copn n-cop n- oo n n

-4-8+6-2-0

Definicion Integral Definida

Sea f una funcién definida en un intervalo cerrado [a ,b ] . La

b
integral definida de f* entre a y b se denota por f f(x) dx

a

y esta dada por

fb f(x) dx = lim E f(wi> A x
a lall-0 Vi

n-w

siempre y cuando el limite exista.

Un equivalente a tomar el limite cuando la norma de la particion tiende
a cero, es tomar el limite cuando n tiende a infinito y los subintervalos tienen la
misma longitud.

El simbolo de la integral f es una modificacion de la letra S, puesto

que la integral definida es el limite de una suma.

Los valores a y b que aparecen en la integral definida reciben los
nombres de limite inferior y limite superior, respectivamente.

La funcion f(x) recibe el nombre de integrando, y el simbolo dx
(diferencial de x ) esta asociado con el subintervalo A, x .

La integral definida tiene las siguientes propiedades basicas:

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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Teorema

1. fzf(x)dx—fzf(s)ds—fzf(t)dt

b a
2. Si b > a, entonces f flx) dx = - f flx) dx
a b

variable muda

3 Si f(a) existe, entonces faf(x) dx =0

Como es evidente, la integral definida resuelve el problema del area bajo
la curva; sin embargo, es muy importante aclarar que la integral definida se utiliza
para muchas otras aplicaciones fisicas, econdmicas y matematicas.

Teorema
Si f esuna funcion integrabley f(x) > 0 paratodo x en
[a,b], entonces el area bajo la curva trazada por f entre a y b

) - f l’ s

No todas las funciones son integrables, pero las continuas si lo son.

Teorema
Si f esuna funcién continuaen [a,b], entonces f es
integrable en [a,b] .

Teorema

b
cdx =c (b - a)

a

; donde ¢ es una constante.

Teorema
Si f es integrable en [a,b] y ¢ esun numero real arbitrario,
entonces cf es integrableen [a,b] vy

. cflx)dx = ¢ fbf(x) dx

a a

Teorema
Si f y g sonintegrablesen [a,b], entonces f+g y f- g

son integrablesen [a,b] y
b b
f flx) dx £ f g(x) dx

b [Tt e -

Teorema
Si a<c<b y [ esintegrable en [a c] yen [c,b],
entonces f es integrable en [a,b |

fbf(x)dx:f dx+ff
Teorema

Si f esintegrable en [a,b] y f(x) > 0 paratodo x en
[a,b], entonces

bf(x) dx > 0

a

De este teorema se desprende un corolario

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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Corolario
Si f y g son integrablesen [a,b] y f(x) > g(x) para todo
x en [a,b], entonces

fbf(x) e fbg(x) o

a

a

Funcion integrable

Sea una funcion y = f(x) cuyo dominio incluye al intervalo [a , b]. Se
dice que y = f(x) es integrable en [a,b ] si existe un nimero L que
satisface la condicion de que para cada € > 0 existe & > 0 tal que:

n
y f(ei>Aix - L‘ <e
i=1
para toda particién en que ||A|| < & y para cualquier €, € [xi_l ,xi],
i =1,2,...,n. En otras palabras se puede decir que: si una funcién
y = f(x) es continua en un intervalo cerrado [a ,b ], entonces la funcion
es integrable en [a, b |.

Vi
[\ al
y=re)
i el \ x=£o)
0| a p ¥ 0 X
Vi L
al ™
FAVAVAVAN Tl _
! ! x=fe
s | B —
0|a p 0 X

Hustr. 24-27

Teorema del valor medio del calculo integral

Si y = f(x) es continua en [a ,b ], m es el minimo absoluto que
ocurre en x,,, M es el maximo absoluto que ocurre en x,,. Es decir

f(xm>:m,agxmsb;f(xM>:M,agstb,
m<f(x)<M VYxela,b]
Entonces existe un niimero x, € [a ,b ] tal que:

fbf(x> dx :f(x0>(b -a) ; a<xy,<b, m sf(x()) <M

Demostracion

Se sabe que m(b - a) < fbf(x) dx < M(b - a)

dadoque b - a # 0, se puede dividir entre b - a
b
m < 1 ff(x)dx<M
b -a

a

se obtiene

b-a
recordando el teorema de Bolzano, se sabe que existe un numero
1

b
X, € [a,b] de tal manera quef(x0> = -4 ff(x) dx
-a

f(xm) < 1 fbf(x) dx < f(xM>

a

despejando, se obtiene finalmente

fbf(x) dx = (b - a)f(x0>

a

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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t y=f(x)

-  x
a=x X, h=x

Tlustr. 28 Teorema del valor medio
del célculo integral.

por lo tanto

f7f(x) dx = lim an fle,)A,x = 8u?; f(x)>0

n-+ e j=1
sustituyendo en fbf(x) dx :f(x0>(b -a),8 :f(x0>(7 - 1)

entonces

[FSEEN

fxo) =

W oo
«

=

o

I

11
se observa que x, = —, X, =
0, 6 0

Ejemplo

Sea la funcion y = f(x) cuya grafica es

Integral definida a partir de la Integral Definida con Extremo Superior
Variable

Definicion Antiderivada

Determinar el valor medio de la funcién dada, en el intervalo [ 1, 7] yel
o los valores de x cuya existencia garantiza el Teorma del Valor Medio
del Calculo Integral.

Resolucion
Usando el limite de la suma de Riemann para lo cual primero definimos
la regla de correspondencia

-2x +5 l<x<2

x -1 ; 2<x<3

f(x)= -x +5 3<x<4
1 : 4<x<7

Una funcién F serd antiderivada de otra funcién f° en un intervalo

[a,b],si F/(x) = f(x) para todo valor de x en un intervalo.

Ejemplos

Obtener la derivada de las siguientes funciones:

a) F(x) = sen x

b) F(x)=x3+x-2

9) G(x) = angtg x?

Resolucion

a) F’(x) = cos x = f(x)

b) F'(x) =3x2+1 = f(x)
2

0 Gx) - ()

1 +x
Ejemplos

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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Obtener la antiderivada de las siguientes funciones:

a)  flx)=x?

b flx) s ——

9) flx) =csc?x

Resolucion

a) F(x)==x3

b) F(x) = angsen x

c) F(x) = -ctg x
Teorema

La funcién f(x) = y tiene una antiderivada particular en [a ,b ]
que es F(x). Entonces la antiderivada general de f(x) es:

F(x) + ¢ donde c es una constante arbitraria y todas las
antiderivadas de f(x) se pueden obtener asignandole algtn valor
particular a c.

Demostracion
Suponiendo que G (x) es una antiderivada de f(x ) en el intervalo [a ,b ]
Por lo tanto G/ (x) = f(x) en[a,b].
Porbhipdesisddeoremasetene F/ (x) = f(x) en[a, b | proqe G’ (x) = F/(x)
en[a,b], entonces G(x) = F(x) + ¢ Vx € [a,b]
Como se supuso que G(x) es una antiderivada cualquiera de f(x), es
claro que todas sus antiderivadas se pueden obtener por medio de
F(x) + ¢, dandole algtn valor particular a la constante arbitraria c.

|

Si F es un a antiderivada de f, entonces F/(x) = f(x) diferenciando
d[F(x)] = f(x) dx

Obsérvese que el proceso de antidiferenciar equivale a encontrar la
antiderivada general de una funcién dada.

Ejemplos
Obtener la antiderivada general de las siguientes funciones:
) flx)=x
b) flx) = sec x tan x
1

o  glx)=- 5

1 +x
Resolucion
) F(x) - X
a X)="—+c

2
b) F(x)=secx +c
¢) G(x) = angcot x + ¢

Sea y = f(x) una funcién continua en el intervalo [a,b]. Al ser una

fbf(t) dt

a

funcidn continua es integrable en ese mismo intervalo. Por lo anterior

existe y proporciona un valor unico.
Si x es un numero en [a,b | se sigue que f(x) es continua en [a,x],

x
entonces f(t) dt define una funcién F cuyo dominio son todos los valores del

a

intervalo [a ,b ] El valor de la funcion para cualquier valor x € [a ,b ] sera

F(x) = fxf(t) dt
a
Para evitar confusiones, se ha empleado a £ como variable de integracion,
dado que se esta considerando el extremo superior variable y ha sido representado
con x.

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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Teorema
Sea la funcion y = f(t) es continua en el intervalo [a,b |; x es un
valor cualquiera del intervalo [a ,b ] y F es una funcion definida
por:

F(x) = fﬂna

Entonces

Si se considera que x = a la derivada podra ser por la derecha de

a ysi x = b la derivada podré ser por la izquierda de b.

Demostracion
Sean x y x + Ax dos valores del intervalo cerrado [a, b |.

ﬂﬂ:fVdeFu+Aﬂ:f““ﬂﬂw

entonces

Fu+Aﬂﬂw_f““ﬂﬁmf7mdt

a

Sabiendo que
- fxf(t) dt = f”f(t) dt
se tiene ‘ )
f““f(t) dt - fxf(t) dt = faf(t) dt + f“Axf(t) dt

a a

por lo cual el teorema se puede escribir como

faf(l‘) gt s fx Axf(t) it - f;HAx

f(t) dt

con lo que
x +Ax
F(x+Ax)—F(x):f f(¢t) dt

Por el Teorema del Valor Medio del Célculo Integral se puede asegurar la
existencia de un valor x, € [x ,x + A x] tal que:

fx+Axf(t) dt :f(x0>(x +Ax - x) :f(x0>Ax
Por lo que
F(x + Ax) - F(x) :f(x0>Ax
dividiendo entre A x
F(x + Ax) - F(x) _

Ax - f(x0>
tomando limites cuando Ax - 0
tim Z2 2 8%) “F®) -y g )

Ax-0 Ax Ax-0
se observa que
lim F(x + Ax) - F(x)
Ax- 0 Ax
por otro lado, como x, € [x,x + Ax], al tender Ax - 0 implica que

= F'(x)

X, = X ypor tanto

lim f(x,) = lim f(x,) = f(x)

Ax -0 X~ X

por lo que F/(x) = f(x)

La expresion anterior se puede escribir como

4 [rteya - stx)

a

b
en donde se ve que si en la integral definida f f(t) dt se considera variable el
a

extremo superior de integracion, se obtiene una funcion de €l

mﬂ:IVMdt

cuya derivada es igual a la funcién integrando como funcién de dicho extremo:

J(x)

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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"

21 x=ua

X x;xtdx

Iustr. 30 Interpretacion de la integral definida con limite
superior variable.

Lo anterior puede resumirse en la siguiente definicion.

Definicion. Integral Indefinida
Se llama integral indefinida de la funcién continua f(x), a

fxf(u) du + c
como se sabe o fxf(u) du = f(x)
dx ),

Se observa que f i f(u) du es una antiderivada de f(x), luego
a

ff )du + c

es antiderivada general de f

Obsérvese que los conceptos de integral indefinida y antiderivada son
distintos; pero para las funciones continuas, la integral indefinida y la antiderivada
son la misma funcién. En las aplicaciones se trata con funciones que tienen derivada
y esta derivada es continua.

Ejemplos

1) dex fdx—5x+c
2
2) 10x dx = 10 xarleo7 +c=5x%+c¢
x3

3 =—+c

[
4) f5+10x+x2)dx:5fdx+10fxdx+fxzdx

3
=5x +5x?+ 2 +¢
5) fcosedﬂ—sen9+c
6) fsen b dd = -cosd + ¢
7) fsec ydy =tgy +c, seuso F/(x) = f(x).
Teorema fundamental del Calculo

Sea

1) La funcién f(x) continua en el intervalo [a, b ].

2) La funcién g(x) tal que g’ (x) = f(x) Vx € [a,b]

Entonces

b
f(t) dt = g(b) - g(a)

Demostracion

X
Se tiene que la integral f f(t) dt, con extremo superior variable, da

una funcion F cuya derivada en el intervalo [a ,b ] es f.
Por otra parte, la hipdtesis de este teorema, establece que

g'(x) = flx)

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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Se sabe que g(x) = fxf(t) dt + k; k es constante.

a

k es constante.

Six=b g(b)szf(t)dt+k;
Six =a gla) = faf(t) dt + k; k es constante.
Si se obtiene g(b) - g(a) = fbf(t) dt - faf(t) dt

Se sabe que faf(t) dt =0

por lo tanto

Este teorema da la posibilidad de determinar el valor exacto de una integral
definida y al aplicarlo se usaran diferentes notaciones, por ejemplo:

g(x)]; = g(b) - gla), F(x)]; = F(b) - F(a)
esta aplicacion se conoce como regla de Barrow.

¥ =Fix)

21 x=u x=b5

Ilustr. 31 Regla de Barrow.

Ejemplos

Calcular las siguientes integrales.
3

1) f (2x - 1) dx
1

2) f2|x21|dx

-1

™
3) fzcosxdx
0
Resolucion
3 3 3 3
A) (2x -1)dx =2 | xdc- | ldx =x2-x| =6
1 1 1 1
Se observa que F(x) = g(x) =x? - x
1 2
2) |x2-1|ax =2 (—x2+1>dx+f(x2—1>dx
-1 0 1
1
—2fx2dx+2fdx+fx2dxfldx
0 0 1 1
3! I 3 |? 2
=22 vo2x| + 2| -x
3 3
o 1 )
1 1 2 2
= —2x3L +2x| +=x3%| -x
o

-8
3

T i

3) f2cosxdx:senx 2

0 o
Seuso F/(x) = f(x) ylaregla de Barrow.

:seni—senO:l
2

Como primera aplicaion importante del Teorema Fundamental del Calculo,
es que por ser operaciones inversas la derivada y la integracion, las formulas para

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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derivar vistas anteriormente pueden usarse para encontrar las correspondientes de
integracion. Foérmulas de Integracion ( Cont.)
8) cscx ctgxdx = -¢cscx + ¢
9) ;dx—angsenx+c
Foérmulas de Integracion 1 ~ .2
" x n+1 . ~
D JCd367;1+1Jrc”1;& 1 10) f dx—angcosx+c
2) fdx =x +c
11) dx = angtan x + ¢
3) fsenxdx:—cosx+c
12) f dx = angctg x + ¢
4) fcosxdx:senx+c
13) f dx = angsec x + ¢
5) fseczxdx:tanx+c xy/x 2
14) = dx = angcsc x + ¢
6) csc2xdx = -ctgc +c xx2 1
15 1 du - 1 u
7) sec x tan x dx = sec x + ¢ ) ————_4du = —angsen| — | +C
[a2 — 42 a a
16) 1 du = langt‘g 21+ ¢
a 2 4 u 2 a a
17) f; du:—angsec(lJ +c
ulu? - a? a a

Las antiderivadas de las integrales indefinidas, son también de las
integrales definidas.

Integrales Inmediatas e Integrales que se transforman en Inmediatas
Completando la Diferencial

El método mas sencillo para resolver integrales, es el comparar directamente la
funcioén integrando con el de una de las formulas. A este procedimiento se le conoce
como integracion inmediata.

Antes de integrar debera estar completa la diferencial, por lo cual si hace

V.H.G.C./LK.M.R. /A.L.B.S.
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falta una constante como factor se multiplica y divide la integral por dicha
constante, sacando de la integral la constante que no haga falta para completar la
diferencial, tal y como

fﬂg(x) i - [ 1u) au

Siu=g(x )d1ferenc1ando du = g (x) dx

Ejemplos
Usar el método de sustitucion para completar las integrales.
dx _ -2 2 u!
2fdu—— du—g 1+c

Y f3¢§(1+¢;)2: fs\/;u
1k

du = L dx
2¢x
dx = 2\x du
f dx S22 1
3l s k) 3 31+ )
b) xctgx2(csc x2>4 dx = fxctgx2csc x2ese? x? dx
u = cscx?
du = -2xcsc x%ctg x? dx
fxctg x2(csc x2>4dx: fxctg x 2esex?u3- du dx
-2xcscx’ctgx’
3 4
= | -X du = 1 udu = —lu—+c
2 2 2 4
=Ly —%csc“x2 +c
3
0 cos(3x) -esc®(3x) , [ eos(3x) ;. [esc®(3x) ;.
csc (3x) csc (3x) csc (3x)

u = sen (3x)
du = 3cos (3x) dx

f005(3x)—cscs(3x) dx = fsen(3x)cos(3x)dx— fcsc2(3x)dx

csc(3x)

= fsen(Bx)cos(?«x) dx + %cot(3x) +c

lfu du+%cot(3x)+c

fcos (3x) - csc? (3x;

csc (3x)

u®, lcot(3x) +c
2 3

1
3
é 2 (3x) + %cot(3x)+c
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