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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico compacto conexo con mas de un punto.
Hay muchos ejemplos de continuos, desde el mas simple que es el intervalo
[0, 1] hasta muchos subcontinuos del plano que no se pueden dibujar, pasando
por supuesto por la circunferencia, el disco, los cuadrados, el toro, los cubos,
los cubos de dimensiones mayores y el llamado “Cubo de Hilbert”, el cual es
un producto numerable de intervalos, y que contiene copias topoldgicas de
cualquier otro continuo.

Si uno busca los continuos més sencillos, puede uno empezar uniendo
arcos (los arcos son los continuos homeomorfos al intervalo [0, 1]), de uno en
uno y pegandolos usando sus extremos. Con este método se pueden obtener
todas las graficas finitas. Las gaficas finitas que no tienen ciclos, se llaman
arboles y, podriamos pensar que son los continuos mas simples.

Hablando de complejidad, los siguientes continuos que se podran cons-
truir, se podrian formar uniendo una cantidad numerable de arcos, teniendo
cuidado de no formar ciclos y de obtener continuos con la propiedad de cone-
xidad local. Los continuos con estas propiedades se llaman dendritas y como
hemos dicho, se pueden considerar como los objetos mas simples dentro de
la categoria de los continuos.

No se vaya usted a confundir y caiga en la tentacion de pensar que las
dendritas son triviales. Ciertamente éstas tienen propiedades que las hacen
ser relativamente sencillas. Por ejemplo, todas ellas pueden encajarse en el
plano C, de hecho todas ellas pueden encajarse en la Dendrita Universal,
descrita en el capitulo 5. Sin embargo, como vera usted a lo largo de este
trabajo, las dendritas satisfacen muchas propiedades topolégicas de las cuales
hay una buena cantidad que no son inmediatas ni evidentes.

Este trabajo nacié de la idea de recopilar en una sola monografia a todas
las caracterizaciones topoldgicas de las dendritas. iNo lo conseguimos! Pero
si incluimos la mayoria de las caracterizaciones conocidas.



Esta tesis esta basada en la excelente recopilacién de caracterizaciones de
las dendritas que hicieron los profesores Janusz J. Charatonik y Wlodzimierz
J. Charatonik y que se publicé en “Dendrites”, Aportaciones Matemdticas
Comunicaciones, Soc. Mat. Mex., vol. 22, pp. 227-253 (1998). En ella, los au-
tores ademas de enlistar todas las caracterizaciones conocidas en ese tiempo,
ofrecieron referencias donde se podian consultar las demostraciones respecti-
vas.

En nuestro trabajo nos dimos a la tarea de presentar, aproximadamente
tres cuartas partes de estas caracterizaciones, con sus pruebas.

Nos hubiera gustado, poner las pruebas de manera que las entendiera
cualquier persona que hubiera tomado un curso basico de topologia general,
de hecho ésta era nuestra primera idea, pronto descubrimos que hacer esto
hubiera requerido por lo menos el doble de paginas y de tiempo. Como este
ultimo recurso (el tiempo) es limitado para un estudiante que quiere continuar
sus estudios de posgrado, tuvimos que apoyarnos en algunos resultados ya
conocidos, sin incluir su prueba.

De manera que esta tesis esta dirigida a personas que hayan tomado
un curso de topologia general y que tengan un conocimiento general de la
teoria de los continuos y los hiperespacios de éstos. Sin embargo, si usted
estd dispuesto a creer algunos hechos de los continuos y sus hiperespacios (los
cuales son mencionados explicitamente en el trabajo), entonces podra usted
seguir este trabajo sin gran problema.

Si usted quiere profundizar en este tema, por supuesto que mi primera
recomendacién es terminar de leer el trabajo de los profesores Charatonik.
También quiero mencionar aqui que, aunque las dendritas son bastante sim-
ples, todavia hay problemas sobre ellas que nadie ha podido resolver. Puede
usted consultar algunos de ellos en el articulo panoramico [OP].



Capitulo 1

Preliminares

Primero aclaremos que, en este trabajo, el conjunto de los niimeros natu-
rales N incluye al 0. Dado un espacio topologico X, denotemos su topologia
por Tx. En este trabajo en vez de escribir “U es abierto en la topologia 7x”,
escribiremos U € 7x. En particular escribiremos 7 = 7x cuando no haya po-
sibilidad de confusién. En un espacio X con una topologia dada, escribamos,
para cada U C X, su cerradura en X como T~ y su interior en X como
U°. Cuando no haya posibilidad de confusién sélo escribamos T =T. Un
espacio topolégico X es localmente conexo (lc) en un punto p € X si para
todo U € 7 con p € U, existe un conjunto conexo V € 7 tal que pe V C U.
En este trabajo, la frase “para casi todo” significard “para todos excepto un
nimero finito”. Abreviemos la frase “sin pérdida de generalidad” como spg.
También adoptemos la convencién de que para un espacio métrico S, B,(p)
es la bola abierta con centro en p € S y radio r. Dado un espacio métrico X
para cada punto p € X y cualquier subconjunto A C X con A # () podemos
definir la distancia de p a A como d(p, A) = inf{d(p,z) : x € A}.

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. En algunas oca-
siones relajaremos la condicion de ser metrizable a sélo ser T} o T5. Diremos
que un espacio topolégico X es un continuo T} si es Ty, conexo y compacto
y diremos que X es un continuo Ty si es Ty, conexo y compacto. Notemos
que los continuos son, en particular, continuos 75 y los continuos 75 son,
en particular, continuos 7. Algunas de las propiedades que usaremos de los
continuos se pueden demostrar sin necesidad de la métrica, como el lector
notara al consultar las referencias que daremos, por lo que también seran
validas para continuos 77 o T,. Sin embargo, para este trabajo cuando use-
mos la palabra continuo sin ponerle T} o T5, nos referiremos a los espacios



métricos conexos y compactos.

Un espacio es separable si contiene un subconjunto denso y numera-
ble, en particular los continuos son separables. Definimos, para un espacio
métrico X con métrica acotada d, el didmetro diamg : P(X) — R como
diamg(A) = sup {d(z,y) : x,y € A}, si A # 0y diam(0) = 0. Una vez maés,
cuando no haya confusién con la métrica d, escribiremos diam = diamy. En
particular, en los continuos recordemos que todas las métricas son acotadas,
por la compacidad. Llamemos a cualquier conjunto homeomorfo a I = [0, 1]
un arco y a cualquier conjunto homeomorfo a S' = {z € C : || = 1} una
circunferencia. Un encaje de X en Y es una funciéon f : X — Y entre es-
pacios topologicos tal que f es un homeomorfismo sobre su imagen. De esta
manera, diremos que X contiene circunferencias si existe un encaje de S' en
X.

Entonces diremos que una dendrita es un continuo localmente conexo que
no contiene circunferencias. El objetivo de esta tesis sera el de enumerar va-
rias equivalencias a la definicién de dendrita. Al principio las equivalencias
pareceran muy simples; sin embargo, conforme avance el desarrollo de los
temas, se llegard a equivalencias que cada vez requieren de resultados mas
avanzados y especializados en la teoria de los continuos e hiperespacios. Em-
pezaremos en esta seccién a conocer, la mayoria sin demostraciones, la teoria
que sustenta a los continuos en general. Se dard referencia de donde encon-
trar las pruebas de los resultados que se presenten. La razon de la omision
es que estan fuera del objetivo de este trabajo.

1.1. Espacios de Peano

Un FEspacio de Peano es un espacio topoldgico lc en todos sus puntos.
Adicionalmente, si se pide que sea continuo, se le llama Continuo de Peano.
Para abreviar, escribamos lc en vez de Peano, fijandonos en que es distinto
decir “X es Ic en p“ que “X es I¢”. Hay varias formas equivalentes de decir
“X es Ic¢”. Consideremos las siguientes definiciones.

cik X es conexo en pequeno (en aleman, “im kleinen”) en p € X si y sélo
si para todo U € 7 con p € U existe un subconjunto conexo V' C X
conpeVecCcVcU.

ule X con métrica d es uniformemente localmente conexo si y solo si para
toda € > 0, existe d > 0 tal que dados =,y € X con d(z,y) < 9,
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existe un subconjunto conexo K C X con z,y € K y diam(K) < e.

ulac X con métrica d es uniformemente localmente arcoconexo si'y soélo si
para toda € > 0, existe 0 > 0 tal que dados x,y € X con d(z,y) < 6
y x # y, existe un arco entre z y y, o C X con diam(a) < e.

A un subconjunto V' C X tal que x € V° en general, le llamaremos “ve-
cindad” de z, y cuando V' = V' serd una “vecindad abierta”. Con esto, un
conjunto V' como el de la definicién de cik se llamara “vecindad conexa” de
x. Es claro que lc en p implica cik en p, sin embargo el reciproco no es cierto
[W, 27.15, p. 201], atin asi, ser de Peano es lo mismo que ser cik en todos sus
puntos [W, 27.16, p. 201]. Otra forma de decir que un espacio es de Peano es
diciendo que las componentes conexas de los abiertos son abiertas [W, 27.9,
p. 200].

Existen dos resultados muy importantes para los continuos de Peano. El
primero nos dice que todos los abiertos conexos en los continuos métricos de
Peano son arcoconexos (ac) ([W, 31.2 y 31.C.1, p. 219, 222]). Abreviemos
localmente arcoconexo como lac. Con esto se puede probar que los Continuos
de Peano son ulac (y por lo tanto ulc) [W, 31.4, p. 221]. En particular,como
ademés sabemos que ser uac o ulac implica ser lc [W, 31.B, p. 222], obtenemos
que para los continuos, lc, lac, ulc y ulac son equivalentes. El segundo es el
famoso Teorema de Hahn-Mazurkiewicz que nos dice que X es un continuo
de Peano si y solo si existe una funcion continua y suprayectiva f : [ — X,
la prueba se puede consultar en [W, 31.5, p. 221] o [N2, 8.14, p. 126]. Esto
histéricamente tiene un significado muy importante, ya que lo que uno piensa
intuitivamente que es una curva no se ajusta a ser una imagen continua de
I. El lector debe estar familiarizado con la famosa “Curva de Peano” la cual
béasicamente nos da una manera de expresar a I X I como imagen continua
de I. En [Ar, 2.3, p. 36] se da una construccién de una funcién que lleva

continuamente a I sobre un triangulo relleno, que claramente es homeomorfo
al xI.

1.2. Hiperespacios

Dado un continuo X, definimos los hiperespacios de X como:
2% = {AC X : Aes cerrado y no vacio}
C(X) = {A€2X: Aesconexo}
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Para considerar estos conjuntos como espacios topoldgicos bastarda dotar de
una topologia a 2% pues C'(X) ya tendrd la topologfa inducida. Cabe resaltar
que se pueden definir otros hiperespacios de X pero van mas alla del propédsito
de este trabajo. Dado U C X, cualquiera, definimos los siguientes conjuntos:

NU) = {Ae2X: AcCU}
AU) = {Ae2X:ANU #0}

Llamemos Topologia de Vietoris, ¥ (X), a la topologia generada tomando
como subbase a la familia que consta de todos los conjuntos de la forma
I'(U) y A(U) cuando U € 7. Se puede demostrar [N2, 4.5, p. 54] que una
base para la topologia de Vietoris es la formada por los conjuntos:

(Ul,...Un):{AEQX:ACUUiyparacadaz'6{1,...,n},AﬂUi7é@},
i=1

donden € Ny {Uy,...,U,} C 7. Latopologia ¥ (X) se puede definir median-
te una métrica. Esta es llamada la Métrica de Hausdorff y puede definirse,
dada la métrica d : X x X — R que genera a 7, de dos formas, la primera
como

Hy(A, B) = méx {supd(a, B),supd(b, A)}
acA beB
para A, B € 2X. La definicién que mds nos da la idea de lo que significa la
cercania en esta topologia se verd a continuacion. Para esto primero necesi-
tamos definir, para A € 2% y € > 0, la nube alrededor de A € 2% con radio
€
Ny(A,e) ={z € X : existe a € X con d(z,a) < €}

Una vez definidas las nubes, se puede demostrar que la métrica de Hausdorff
también se puede escribir asi:

Hd(A, B) = inf {E >0:AC Nd(B,E) y B C Nd(A, E)}

Dado que los hiperespacios 2% y C(X) resultan ser métricos, tenemos que,
para ellos, ya esta definida la nocién de convergencia. Existe una forma al-
ternativa de tratar la convergencia en 2%. Dada una sucesién (A, )neny C 2%,
definimos:

liminfA; = {x€ X : paratodoU € Tconz €U, UNA; # 0
para casi todo i € N}

limsupA; = {re€ X : paratodoU eTconz e U, UNA; #0
para una infinidad de ntimeros i € N},

12



a estos conjuntos se les llama limite inferior y limite superior, respecti-
vamente, de la sucesion (A, )nen. Sucede que entonces A = lim A; si y
sélo si liminf A; = A = limsup 4; [N2, 4.11, p. 57]. Como claramente
liminf A; C limsup A;, para probar la convergencia simplemente se tiene que
demostrar que limsup A; C A C liminf A;. Dos propiedades de los limites
que nos interesan son que conservan contenciones y abren uniones. Esto es,
dado un continuo X y dos sucesiones convergentes (A, )nen; (Bn)nen € 2%,
lim(A, U B,) = lim A,, Ulim B,, y ademés, si A, C B, para todo n € N,
lim A,, C lim B,, [1ll1, 2.13, p. 28].

Por medio de sucesiones [Ill1, Teorema 4.2, p. 66] o usando el lema de
Alexander de subbases [N2, 4.13, p. 59] se puede demostrar que el hiperes-
pacio 2% es compacto, y como una sucesién de subcontinuos converge a un
subcontinuo [N2, 4.18; p. 61], obtenemos que también C'(X) resulta compac-
to. También se puede probar en este punto que 2% es conexo, sin embargo,
se puede llegar a que ademas es ac. Para esto, consideramos las funciones de
Whitney, que se veran en una seccion mas adelante.

1.3. Continuos

Parece un poco extrano empezar con la seccién de hiperespacios antes
que con la de continuos, sin embargo, la convergencia con la métrica de
Hausdorff es escencial para poder entender mejor varios aspectos de esta
seccion. Primero, llamemos a un conjunto no degenerado si consta de mas
de un punto. El primer resultado que estamos obligados a conocer cuando
hablamos de continuos es el siguiente:

Dado un continuo X y una sucesién de subcontinuos (A, )en tal

que, para todo i € N, A; ;1 C A;, se tiene que [,y An € C(X).

La prueba de esta afirmacon se puede encontrar en cualquier libro que hable
de continuos como [N2, 1.8, p. 6] o [Ill1, Corolario 4.4, p. 69]. Notemos que, de
hecho, (,,cy An = lim A,,, por lo que podemos pensar que éste es un corolario
del hecho que C(X) es compacto. Hay una generalizacion de este resultado,
para continuos Ty, en los cuales como sabemos que el hiperespacio C'(X) no
resulta ser métrico, no podemos usar sucesiones, sino redes.

Llamemos a un conjunto A dirigido si existe una relacién < en A que
cumple las propiedades siguientes

mSsiANEAN<A
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= si A < Ay ¥y Ay < A3 entonces A\ < A3
s dadas A\, Ay € A existe A3 € A con Ay < A3y Ay < A3

Una vez dado un conjunto dirigido A y un conjunto X, podemos definir una
red como una funcion R : A — X y una subred de R, dado otro conjunto
dirigido M, como la composicion Ro ¢, donde ¢ : M — A es una funcién cre-
ciente y cofinal (i.e., para cada A € A, existe u € M con A < ¢(u)). Notemos
que las sucesiones en particular son redes, sin embargo las redes en general
son “mas grandes”. También, como sucede con las sucesiones, normalmente
los elementos de las redes se identifican con sus imégenes R(A) = Ry. En [W,
Capitulo 4] se puede encontrar més material relacionado con las redes. Una
red de conjuntos (Y))xea se dice que estd dirigida por la inclusion si, para
A1 < Ag, tenemos que Y), C Y),. Con esto ya podemos enunciar la siguiente
afirmacién que generaliza al enunciado anterior.

Teorema 1.1 Sean un continuo T, X, un conjunto dirigido A y una red de
subcontinuos (Ax)rea dirigida por la inclusion, entonces (\,cp Ax € C(X).

Demostracion. Tenemos que probar que A = [, Ax es distinto del vacio,
cerrado y conexo. Si A = (), entonces {X — A} ea €s una cubierta abierta
para X, por lo que existe una subcubierta finita {X — A,,,..., X — Ay, }.
Esto es equivalente a decir que (), Ay, = 0. Por la tercera propiedad de
las redes, aplicada n — 1 veces, existe un \,.; € A tal que para cada i €
{1,...,n}, \i < \y1. Por lo tanto, como los subcontinuos estdn ordenados
por la inclusion, A, ,, =0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto A # ()
y claramente es cerrado.

Supongamos que A no es conexo, es decir, supongamos que podemos
escribir A = P U Q, donde P,Q € 2% son ajenos. Como X es compacto y
T,, podemos encontrar U,V € 7, disjuntos, con P C U y () C V. Entonces
notando que {X — Ay} ca es una cubierta abierta del compacto X — (UUV),
podemos encontrar una subcubierta finita {X — A,,,..., X — A, } tal que

X—(UUV)CO(X—AM):X—ﬁAM

i=1

Aplicando de nuevo la tercera propiedad de las redes existe un A, € A tal
que Ay, C i, Ay, Por lo tanto tendriamos que A,,,, C UUV y por la

conexidad de A, podriamos poner, spg, que Ay ., NV = 0, lo cual nos

n+1? n+1
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dice que ANV = 0, lo que implica que AN Q = (), una contradiccién a la
eleccion de ). [

Recordemos que la frontera de un conjunto Y C X en X se define como
bdx(Y) =YNX — Y. Lasiguiente afirmacién adquiere una gran importancia
durante las demostraciones que se haran mas adelante.

Teorema de los Golpes en la Frontera (GF) 1.2 Sean un continuo X,
y cualquier E ¢ X con E # (). Entonces, para cada componente K de E,
KNbdx(E) # 0.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [N2, 5.6, p. 74].
Una aplicacién de este teorema, que nos interesa en este momento, es la
siguiente. Dado un espacio métrico .S, un subcontinuo no degenerado A se
llama Continuo de Convergencia de S si existe una sucesion (A, )neny C S,
con lim A,, = A y para cualquier : € N, AN A; = . Si definimos el conjunto

Ny ={z € X : X no es cik en z}

entonces se puede demostrar, con ayuda del teorema GF (ver [N1, 5.12, p.
76]) que por cada p € Ny se puede encontrar un continuo de convergencia
K con p € K C Nx. La pregunta natural que surge es si la existencia
de continuos de convergencia nos puede decir algo de la conexidad local de
X. La respuesta se encuentra en el siguiente teorema. Para una propiedad
topolégica P, decimos que un continuo tiene hereditariamente la propiedad
P si cada uno de sus subcontinuos no degenerados posee la propiedad P.

Teorema 1.3 Un continuo es hereditariamente de Peano si y sélo si no tiene
continuos de convergencia.

La prueba de este teorema se puede encontrar en [N2, 10.4, p. 167].
Ahora, dado un espacio X y un punto p € X, podemos definir la compo-
nente de X en p, Cx(p) y la casicomponente de X en p, Qx(p) como:

Cx(p) = U{DCX:Desconexoype D}
Qx(p) = N{E C X : E es abierto y cerradoy p € E}

Es claro que en general Cx(p) C Qx(p) y ademds si X es Ty y compacto [I111,
Teorema 6.3, p. 87] o si es espacio de Peano (sus componentes son abiertas y
cerradas), entonces se da la igualdad. Un ejemplo en el cual se muestra que
no siempre se da la igualdad se puede ver en [Il11, Ejemplo 6.2, p. 86].
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Escribiremos, para cualquier espacio Y, Y = P | ) para indicar que los
subconjuntos P,Q C Y son talesque Y = PUQ, P# 0 # Qv PNQ =
PNQ = 0; se dird que P | Q es una separacién de Y. Dado un continuo
X, diremos que un subconjunto S C X separa a X si existen P,Q) C X
con X — S = P | Q, llamaremos a S un separador de X. En particular si S
consiste de un punto, a éste se le llama punto de corte. Si ademéas tomamos
puntos p € Py g € @ entonces diremos que S separa a p y q en X. Un
resultado que también es muy importante es el siguiente.

Teorema 1.4 Si X es un continuo, S es un conexoen X y X —S=P|Q,
entonces ambos PU S y QU .S son conexos.

La prueba de este resultado se puede encontrar en [N2, 6.3, p. 88]. Otro
resultado que también usaremos es que todos los continuos tienen al menos
dos puntos que no son de corte, la demostracién, para continuos 7}, se puede
ver en [N2, 6.6, p. 89], para continuos Ty en [W, 28.8, p. 205] y para continuos
en [K, §47, iv, teorema 5, p. 177].

Un continuo X se llama descomponible si existen A, B € C(X) — {X}
con X = AU B. Un continuo es indescomponible si no es descomponible.
Una manera muy usada de construir continuos indescomponibles y heredita-
riamente indescomponibles es por medio de intersecciones de continuos. Un
continuo indescomponible se construye en [N2, 1.10, p. 7] y uno hereditaria-
mente indescomponible, llamado pseudoarco, se construye en [N2, 1.23, p. 13|
o [SS, 130, p. 147]. Dado p € X definimos la composante de X en p como

rx(p) = {r € X :existe A € C(X) — {X} con {p,z} C A}

Las composantes siempre son densas en X ([K, § 48, vi, teorema 2, p. 209]).
Un continuo X se llama irreducible alrededor de A C X si el tnico sub-
continuo de X que contiene a A es X. Un continuo se llama irreducible
si es irreducible alrededor de algiin conjunto de dos puntos. Se puede con-
tar el niumero de composantes de los continuos descomponibles ([N2, 11.13,
p. 202]). Los continuos irreducibles y descomponibles tienen exactamente 3
composantes, una de las cuales es X, como por ejemplo I, que es descompo-
nible e irreducible alrededor de sus dos extremos, tiene como composantes a
I, I —{0} e I —{1}. Los continuos no irreducibles tienen exactamente una
composante, X, como por ejemplo, una circunferencia. Sucede que los con-
tinuos indescomponibles tienen una cantidad no numerable de composantes
distintas ([N2, 11.15, p. 203]) y ademds estos continuos son irreducibles ([N2,
11.15.1, p. 203)).
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1.4. Funciones de Whitney y Arcos Ordena-
dos

Dado un continuo no degenerado X, una funcion de Whitney es una funcion
continua g : 2% — [0, 00) que cumple las siguientes propiedades:

=sip€ X, u({p}) =0
= si AC B, u(A) £ pu(B)

También pediremos que p(X) = 1 ya que, si se tiene una funcién de Whitney
iy se define la funcion ﬁ, se obtiene otra funcién de Whitney que vale
1 en X. Una funciéon que cumple las propiedades anteriores intercambiando
2X por C(X) es una funcién de Whitney para C'(X). En algunos casos es
muy claro, como en el arco o la circunferencia, que la longitud (definida
apropiadamente en la circunferencia) es una funcién de Whitney para C(X).
Aun asi, existen varias maneras ([Ill1, Capitulo 5]) de demostrar que todo
hiperespacio de un continuo admite funciones de Whitney.

Dados A,B € C(X) con A C B, un arco ordenado de A a B es una
funcién continua « : I — C(X) con o(0) = A, (1) = By tal quesi t < s,
entonces «a(t) C «af(s). La prueba de la existencia de arcos ordenados ([,
Teorema 6.10, p. 90]) basicamente se hace usando funciones de Whitney, el
teorema GF y el hecho de que los racionales diddicos (los que en su expresién
como fraccién reducida tienen denominador una potencia de dos) son densos
en R. Este resultado implica que ambos 2% y C(X) son arcoconexos ([Ill1,
Corolarios 6.1 y 6.2, p. 92-93]).

1.5. Limites Inversos

Los limites inversos en general se definen dado un conjunto de espacios
{Xi}iea indicados por un conjunto dirigido A y funciones continuas f?
X; — Xj para¢,j € A con i = j, que cumplen que para todo i € A, fj = 1y,
y que si i = j = k, entonces fi = f} o fi.

Entonces, con estas funciones se define el limite inverso de los espacios
{ X }ien como el subespacio del producto topoldgico (con su topologia indu-
cida) dado por:

lfim {Xi, fi} = {(xi)ie\ € HXZ' . fi(x;) = x; para todos i,j € A con i > j}
i€A
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En particular, como estamos hablando de espacios métricos, es conveniente
suponer que A = N. En este caso, como existe el sucesor de cada ntmero,
podemos llamar f/*' = f; para simplificar la notacién y ademds, con es-
tas funciones es suficiente para escribir fjZ = fiz10...0 fj, cuando ¢ > j.
Llamaremos entonces a {X;, fi }ien una sucesion inversa.

Seguramente el lector recuerda que una base para la topologia producto
es la formada por producto de abiertos donde casi todos los abiertos son
el total. Los limites inversos, al ser subespacios de productos topolégicos,
también tienen a estos subconjuntos como base, sin embargo, como veremos
en el siguiente resultado, es suficiente pedir que s6lo uno de los abiertos sea
distinto del total. Para simplificar la notacion, definamos, para cada i € N,
la i-ésima proyeccion canonica p; : X — X;, que es la restriccién de la
proyeccion del producto topoldgico a X. Observemos que por definicién de
limite inverso, se tiene que p; = f; o p;y; vy, en general, p; = f;"* o p,,, cuando
m > 1.

Teorema 1.5 Dada una sucesion inversa de espacios métricos {X;, fi}ien
con su limite inverso X = lim._ {X;, f;}, los subconjuntos de la forma p,*(U,)
donde U, € 1x,, yn € N son base de la topologia de X .

Demostracion. Un abierto bésico de la topologia producto heredada a X se
puede escribir como

(Uy x -+ x Uy, xHX NX = ﬂpl U;)

i>m

Definiendo U = ("2, (/)" Y(U;) € Tx,, obtenemos que

() () = ﬂp (U:)

Pm (U) = pm (

|D§

ﬂ o pm) " (Us) = ﬂpi_l(Ui)
i=1 i=1

que nos dice que el elemento de la base que teniamos con la topologia here-
dada de la topologia producto es también de la forma que queremos. [

Nos interesaran los limites inversos de continuos, usaremos los dos teore-
mas siguientes.
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Teorema 1.6 Dada una sucesion inversa de continuos {X;, fi}ien , tenemos
que su limite inverso es un continuo.

Demostracion. Consideremos, para n € N, los conjuntos

Qn = {(SL‘Z-)@-GN c HXZ' . fi(xi11) = x; para cada i < n}
ieN

Entonces @, es homeomorfo a [ | X; y los conjuntos Q; estdn diri-

gidos por la inclusién. Por lo tanto obtenemos, por el teorema 1.1, que
lim. {X;, fi} = ,en @n s un continuo. O

Teorema 1.7 Sea una sucesion inversa de continuos {X;, fi}ien con su limi-
te 1nverso
X = hm {XZJ fz}
p

Dados dos compactos A, B € 2X,C = AN B y las proyecciones candnicas
pi: X — X, si definimos C; = p;(A) Np;(B), entonces

Ci+1}

Demostracion. Sea x = (x;);en € C, entonces para cada i € N, z; € p;(A) N
pi(B) por estar © € Ay x € B, respectivamente, ademds por estar x €
X, se tiene que dar que fi(z;41) = ;. Por lo tanto x € lim. {C;, filc,,, }-
Inversamente, si ¢ = (2;)ien € lim {Cj, filc,,, }, para cada i € N, z; €
C; C pi(A). Consideramos los continuos no vacios K; = p; '(x;) N A, como
fiz1(xit1) = x4, los conjuntos K; estan dirigidos por la inclusién, de manera
que ();en K # 0, por el teorema 1.1. Tomemos un punto y = (¥i)ien €
Mien G- Entonces y € Ay pi(y) = x; para todo i € N. Pero p;(y) = i,
asi que x = y, con lo cual obtenemos que x € A. Analogamente, se puede
demostrar que = € B, lo cual nos dice que x € C. .

Como ultimo resultado de esta seccion de limites inversos, tenemos el
teorema de encaje de Anderson-Choquet, el cual s6lo enunciaremos en una
version especifica.

Teorema del Encaje de AC 1.8 Sean un compacto S con métrica d, una
sucesion inversa de subcompactos no vacios (X;)ien de S y una sucesion in-
versa { X, fi}ien, con cada funcion f; suprayectiva. Supongamos que ademds
la sucesion esta dirigida por la inclusion. Consideramos las siguientes dos
afirmaciones:
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(1) para todo € > 0, existe k € N tal que para cualquier p € Xy,

diam (U ()7 0)) <

Jj=k

(2) para cualesquiera i € N y 6 > 0, existe § > 0 tal que, para cualquier
Jj €N, conj>iy cualesquiera p,q € X; con d(p,q) < § se tiene que

d(f(p), f1(q)) <o

Si la afirmacion (1) se cumple, se puede definir una funcion h : lim {X;, fi} —
UienX; por la igualdad h((z;)ien) = limx;, ademds h resulta continua y su-
prayectiva.

Si ademds se cumple la afirmacion (2), la funcion h es un homeomorfismo.

Este resultado nos permitira llegar mas adelante a que todas las dendritas
se pueden encajar en R?. La demostracién de este teorema se encuentra en
N2, 2.10, p. 23]. Sin embargo, en esa referencia se demuestra una version
mas general en la cual la sucesiéon de continuos no necesariamente esta diri-
gida por la inclusion y el limite inverso resulta ser un espacio un poco mas
complicado. Sin embargo, para efectos de este trabajo, nos bastara la versién
que esta escrita arriba.

1.6. Teorema de Reduccion de Brouwer

Una de los axiomas mas conocidos, no sélo en la teoria de los conjuntos,
sino en todas las matematicas es el Azxioma de FEleccion que nos dice que de
una coleccién no vacia cualquiera de conjuntos no vacios podemos escoger
un elemento de cada conjunto y formar un conjunto con todos los elementos
seleccionados. Este axioma, aunque parece muy inocente, es uno de los mas
polémicos ya que lleva a resultados que a veces contradicen a nuestra intui-
cién. Uno de estos resultados, y més que resultado, una equivalencia de este
axioma, es el Lema de Zorn.

Lema de Zorn 1.9 Si en un conjunto parcialmente ordenado y mo vacio
cada cadena ascendente tiene cota superior, entonces existe un elemento ma-
ximal.

Existe una forma de saltarse este lema para los espacios segundo nume-
rables. La razén para no usar el lema de Zorn es que no hay que suponer ese
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tan criticando axioma de eleccion y que ademas podemos obtener la misma
conclusion sin necesidad de usarlo. Este es el siguiente teorema.

Teorema de Reduccion de Brouwer 1.10 Sea un espacio seqgundo nu-
merable Y y sea £ wuna familia no vacia de cerrados de Y tal que cada
sucesion creciente, dirigida por la inclusion, de elementos de & tiene una
cota superior. Entonces & tiene un elemento maximal.

La demostracion se puede ver en [MV, Teorema 4.8, p. 34]. Una versién
més fuerte de este teorema se puede ver en [Why, 11.1, p.17], ésta permi-
te cambiar “cota superior” por “cota inferior” y “elemento maximal” por
“elemento minimal” en el caso en el que Y es compacto.
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Capitulo 2

Propiedades Basicas de las
Dendritas

Recordemos que una dendrita es un continuo lc que no contiene circun-
ferencias. En este capitulo conoceremos algunas de las propiedades y carac-
terizaciones bésicas de las dendritas. Estas inclusive se pueden deducir muy
facilmente al imaginar cémo es una dendrita. Para esto primero veamos como
son las dendritas por medio de algunos ejemplos que el lector seguramente
conocera.

La dendrita més sencilla es el arco, sabemos que es lc y todos sus subcon-
tinuos también son arcos, por lo que no puede contener circunferencias. En
este punto es conveniente notar que podemos definir en un arco A dos érde-
nes totales que correspondan al orden natural de I. Una vez que definamos
cual de los 6rdenes vamos a usar, lo llamaremos < 4. Con esto, a un subarco
del arco A que tenga extremos a, b lo podemos llamar [a, b] 4, y naturalmen-
te los intervalos [a, b) 4, (a,b]la v (a,b) representaran lo que esperamos que
representen.

Recordemos a las grdficas, las cuales el lector seguramente conoce de
cursos basicos, definidas como conjuntos de aristas y vértices que cumplen
algunas propiedades de incidencia. Topolégicamente podemos definir a una
grafica como una unién conexa y finita de arcos tales que cada dos de ellos se
intersectan en un nimero finito de puntos. Notemos que si quitamos la condi-
cién de que la interseccidn sea un ntimero finito de puntos, podriamos obtener
un continuo que claramente no es lo que queremos que sea una grafica. Un
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ejemplo de esto es el subcontinuo de R? definido como:

([0,1] x {0})u {(:c,y) €0,1]xR:y= x2sen<1)}

T

Notemos que una grafica es un continuo lc pero para ser una dendrita le

Figura 2.1: Unién de dos Arcos que no es una Gréfica

falta no contener circunferencias, ya que de hecho una circunferencia es una
grafica. Para esto recordemos a los drboles que precisamente son las graficas
que no contienen circunferencias (que no contienen ciclos en el lenguaje de
teorfa de graficas). Una de las cosas que podemos preguntarnos es c6mo es
posible pegar dos arcos de tal forma que obtengamos un arbol. La respuesta
es muy intuitiva pero se puede formalizar en el siguiente resultado.

Lema 2.1 Si A y B son arcos tales que AN B es disconexo, entonces AU B
contiene alguna circunferencia.
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Demostracion. Digamos spg que A = I. Por lo tanto A N B es un cerrado
disconexo de I. Entonces existe p € I — B que cumple que los conjuntos C' =
[0,p];NBy D = [p, 1];NB son cerrados disjuntos y no vacios. Sean a = sup C
y b = inf D, estos puntos cumplirdn que a,b € BNIyp € (a,b); C I — B.
Notemos que a <p b. Entonces como [a,b]; N [a,b]p = {a,b}, es claro que
la,b]; U [a,b]g es homeomorfo a una circunferencia. [J

Mas adelante veremos que, en realidad, las dendritas no son mas que
limites de arboles, por lo que podemos pensarlos como drboles infinitos y lc (si
no pedimos lc, también podemos pensar en los dendroides que se estudiaran
en una seccién mas adelante). Antes de empezar a trabajar con las dendritas,
veamos algunos ejemplos de dendritas que no son arboles.

La primera es la dendrita que llamaremos F,,, que se define como F,, =

U,en Yi donde
r r
(|
ir UG SN TS

En esta dendrita el punto (0, 0) tiene una propiedad que es la que nos permite
ver que F, no es un arbol. Esta es que hay una cantidad numerable de arcos,
precisamente los arcos Y, cuya interseccion dos a dos es el conjunto que
consiste inicamente del punto (0,0).

Figura 2.2: Dendrita F,,

Podriamos pensar que esta propiedad caracteriza a las dendritas, pero
no es asi, como se puede ver en la Dendrita de Gehman. Esta dendrita se
construye por induccién usando drboles en R2. Primero se toma un punto y
se toman dos segmentos hacia abajo. En el paso n, hay 2"~! puntos que son
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extremos de los segmentos que se construyeron en el paso anterior, en la parte
de abajo del arbol construido, y en cada uno de ésos se trazan dos segmentos
hacia abajo. Todo esto cuidando que no se intersecten y que ademas los
segmentos construidos en cada paso sean cada vez mas pequenos. Después
se toma la cerradura de la unién de todos los arboles contruidos. Se puede
probar que los puntos que se anaden al final, al cerrar la unién, forman
un Conjunto de Cantor (i.e., un conjunto compacto, sin puntos aislados y
totalmente disconexo). La demostracién de que la dendrita de Gehman en
realidad es una dendrita se vera en un capitulo mas adelante. Como podemos
notar en la construccién, en cada paso lo que tenemos es un arbol, pero al final
obtenemos algo que no es un arbol, pero ningiin punto tiene la propiedad que
tenfa el (0,0) en la dendrita F,,. Este concepto lo refinaremos mas adelante
cuando definamos el orden.

Figura 2.3: Dendrita de Gehman

Para la tltima dendrita de esta seccion definamos los siguientes conjuntos,
para cada i € N — {0}, sea

k . 1
= {(57.r) 0 < k<24 ke Nk impar, r € [0,5] }
21+1 2

y sea
Hy = {0,1} x [0, 1].

Entonces el siguiente conjunto es una dendrita:

= (UH:) (0.1 x {0,

1€EN
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en la cual el conjunto [0, 1] x {0} no es un continuo de convergencia de H a
pesar de que su complemento es un abierto denso. La demostracién de que
es una dendrita también se vera en otro capitulo.

l‘ll‘l l‘ll‘l l‘ll‘l l‘ll‘l

Figura 2.4: Dendrita H

2.1. Puntos de Corte

Los puntos de corte juegan un papel muy importante en las dendritas ya
que la posicién (como veremos después) de éstos en un continuo nos dice si
este continuo es una dendrita o no. Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.2 Sean un continuo X, un continuo de convergencia K de X vy
cualesquiera dos puntos x,y € K. Si tomamos cualquier L C K — {x,y},
entonces L no separa a los puntos x, y en X.

Demostracion. Lo que debemos de ver es que Qx_r(z) = Qx_r(y). Para esto
tomemos la sucesién de subcontinuos (K, ),en que define a K. Notemos que,

como para todon € N, KNK,, =0, entonces K,, C X — L. Sea U = (TR €
Tx_r tal que z € U. Entonces existe V € 7x tal que (X —L)NV = U.
Por lo tanto existe un N > 0 tal que si n > N, entonces K, NV # (),
esto implica que K, N U # (). Pero como K, es un subcontinuo, se tiene
que dar que K, C U ya que los unicos cerrados y abiertos contenidos en
K,, son él mismo y el vacio. Por lo tanto, por ser U cerrado en X — L,
K—-L=limK,Nn(X—-1L) CUXH(X—L) C U. Entonces y € U, es decir,
Yy € Qx_r(z) y andlogamente x € Qx_r(y) por lo que tenemos la igualdad
deseada. [
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Ya con este resultado estamos preparados para demostrar la primera equi-
valencia de dendritas.

Teorema 2.3 Un continuo X es una dendrita si y solo si cualesquiera dos
puntos p,q € X se pueden separar por un tercer puntor € X.

Demostracion. Primero supongamos que X es una dendrita y p,q € X.
Por ser X lc, sabemos que existe un arco o C X que une a los puntos p
y q. Sea r € a — {p, ¢} cualquiera y supongamos que r no separa a p y .
Como X — {r} es lc, sus componentes y casicomponentes son iguales por lo
que Cx_r(p) = Cx—_g3(q). Entonces, como las componentes de abiertos de
espacios lc son arcoconexas, existe un arco 3 € X — {r} que va de p a q.
Pero entonces tenemos dos arcos a 'y  en X que van de p a ¢ y que ademas
a N 3 es disconexo ya que r € a — 3. Por lo tanto, por el lema 2.1, tenemos
que X contiene una circunferencia, contradiccion. Entonces r separa a p y q.

Para probar el regreso, supongamos primero que X contiene un continuo
de convergencia K. Sean p,q € K con p # ¢ y r € X un punto que los
separa. Claramente, si 7 € X — K, entonces r no puede separar a los dos
puntos ya que por estar en un mismo conexo de X — {r}, estarfan en una
misma componente y por lo tanto en una misma casicomponente de X — {r}.
Por lo tanto r € K, pero esto contradice al lema 2.2. Esta contradiccion nos
dice que X no contiene continuos de convergencia, y por el teorema 1.3, X es
lc. Ahora supongamos que X contiene una circunferencia C'. Dados p,q € C
con p # q, sir € X es un punto que los separa, r € C' ya que C' es un conexo
que contiene a p y q. Como p, ¢ y 7 estan en la circunferencia C', existe un
arco vy en C tal que p,q € vy r ¢ ~. Entonces p y ¢ no pueden ser separados
en X por r. Por lo tanto, X no contiene circunferencias. Por lo tanto X es
una dendrita. [J

Aprovechamos la demostracion anterior para enunciar el siguiente resul-
tado.

Teorema 2.4 Todos los subcontinuos de las dendritas son dendritas.

Demostracion. Sean una dendrita X y Y € C'(X), claramente si Y contuviera
alguna circunferencia, X también, por lo que Y no contiene circunferencias.
Como se vio en la demostracion del teorema 2.3, X no tiene continuos de
convergencia, por lo que el teorema 1.3 nos dice que Y es lc. Por lo tanto Y
es una dendrita. [

Antes de continuar, veamos unos cuantos resultados para separadores que
nos servirdn més adelante. Estos se resumen en el siguiente lema.
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Lema 2.5 Sea X un espacio métrico, conexo y separable. Entonces:

(a) Si X no es degenerado, existe una coleccion no numerable de subcon-
Juntos separadores cerrados de X, disjuntos dos a dos.

(b) Cada conjunto separador de X contiene un conjunto separador cerrado.

(¢) Si € es una coleccion no numerable de separadores cerrados de X,
disjuntos dos a dos, existe un C' € € tal que si X —C = U|V, entonces

un(Ue) #0#vnUe).

(d) Un continuo de convergencia de X no puede contener una coleccion no
numerable de separadores cerrados de X que sean disjuntos dos a dos.

(e) Dado un conjunto no numerable de puntos de corte Y, existen x1,xq, x3 €
Y distintos tales que x3 separa a x1 y xo en X.

(f) Si'Y es el conjunto de puntos de corte de X y Z es un conezxo de X,
entonces todos, excepto una cantidad numerable de los puntos de Y NZ
son puntos de corte de Z.

(9) Si € es una coleccion no numerable de puntos de corte de X, existen
p,q € X tal que todos los elementos de alguna subfamilia no numerable
de € separan ap y q.

Demostracion.

(a) Fijemos un punto p € X, como X no es degenerado, podemos suponer
spg que sup {d(p,z) : « € X} = 1. Con esto, la familia de conjuntos {z € X :
d(x,p) = €}, donde € varia en (0,1), es la coleccién buscada.

(b) Si S es un separador, entonces X — S = A|B para algunos A, B C X.
Como los espacios métricos cumplen el axioma de separabilidad T5 [SS, p.
34], existen U,V € T con A C U, BC V yUNV = (. Por lo tanto el
conjunto X — (U U V') es un separador cerrado contenido en S.

(c) Supongamos, por el contrario, que para cualquier C' € € se tiene que
existen Uc vy Vi tales que X — C = Ug|Ve y Uc N (U%) = 0. Entonces
tomemos dos P, () € ¥ distintos, veamos que

X =VpUVy)U(UpnUy)

Sea x € X — (Vp U Vp). Entonces © € P U Up, si se tuviera que x € P
entonces, como los elementos de ¢ son disjuntos dos a dos, z € Ug U Vp.
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Pero por hipétesis UgNP = (), por lo cual = € Vj, contradiccién. Por lo tanto
x € Up y andlogamente se puede probar que x € Ug. Con esto es suficiente
para demostrar la igualdad. Como claramente (Vp U Vo) N (UpNUg) =0y
Vp U Vg # 0, entonces la conexidad de X nos dice que Up N Ug = (). Pero
esto nos da un conjunto no numerable {Us : C' € €} de abiertos no vacios y
ajenos dos a dos, lo cual contradice la separabilidad de X. Esta contradiccién
completa la prueba de (c).

(d) Si K es un continuo de convergencia de X, y % fuera una familia no
numerable de separadores cerrados de X disjuntos dos a dos contenidos en
K, por el inciso anterior tendriamos un C' € € tal que si X — C' = P|Q,
entonces existen p € PN (J%) € Ky q € QN (J¥) C K. Entonces
tendriamos que un conjunto C' C K separaap € Ky q € K en X. Esto
contradice al lema 2.2, por lo cual no pueden existir estos separadores.

(e) Los puntos son cerrados por lo que podemos aplicar el inciso (¢) notando
que Y = | J ¥ para encontrar esos puntos.

(f) Llamemos W al conjunto de puntos de corte de X que no son puntos
de corte de Z pero que si estdan en Z. Entonces, si W no fuera numerable,
por el inciso (e) existirfan z,y,z € W con z separando a x y y en X pero
como los tres puntos estan en 7, también los separaria en Z. Esto contradice
a la definicién de W, por lo que W tiene cardinalidad a lo més numerable.
Entonces el conjunto de puntos de Y NZ que cortan a Z, que es (YNZ)—W,
son todos los de Y N Z excepto una cantidad numerable, como queriamos.
(g) Sea D C X numerable con D = X y démosle una numeracion D =
{zo,21,...}. Sea €(i,j) = {x € € : x separa a z; de z;}. Claramente, por
ser D denso, € = Ui# % (i, 7). Entonces, por ser ¢ no numerable, podemos
suponer spg que %(1,2) es no numerable. Entonces p = 21 y ¢ = 5 son los
que buscamos.

O

Para nuestra siguiente caracterizacion primero hay que aprender un nuevo
concepto, el cual es el orden de un punto y ademas también varios resultados
relacionados.

El orden de un punto se definird como un elemento del conjunto N U
{w, Ny, ¢}, donde Ry = |N|,¢ = |R| y w es un simbolo formal el cual enten-
deremos por conveniencia, que n < w < Ny, para todo n € N. Regularmente
w denota al primer ordinal numerable [D, Capitulo 2], sin embargo, como se
definen los cardinales por medio de los ordinales se tendria que 8y = w. Para
efectos de orden de un punto, pensemos simplemente que w es un simbolo y

29



la desigualdad estricta de arriba también es sélo por conveniencia. Dado un
espacio X y p € X, decimos que para un cardinal n € NU {X, ¢}:

ordx(p) <n, sidadoU €T conpeUexiste VeETconpeV CU
y |bdx (V)| < n.

ordx(p) =n, siordx(p) < ny dado cualquier m < n,ordx(p) £ m.

ordx(p) =w, sidadoU € 7 conp e Uexiste VEeTconpeV CU
y |bdx (V)] es finita, pero ordx(p) ¢ N.

Claramente el orden de un punto es un invariante topoldgico ya que los
homeomorfismos conservan fronteras. A nosotros sélo nos interesaran los pun-
tos de orden finito y w, ya que las dendritas resultaran tener puntos sélo de
estos 6rdenes. Un ejemplo de espacio con todos sus puntos de orden ¢ es R"”
para cada n > 2. Un espacio con un punto de orden ¥ es el llamado abanico
armoénico que definiremos en el capitulo de dendroides.

Podemos clasificar a los puntos segiin su orden de la siguiente forma:

E(X) = {pe€ X :ordx(p)=1}
O(X) = {pe X :ordx(p) =2}
R(X) = {pe X :ordx(p) >3}

A los puntos de orden 1 se les llama puntos terminales, a los de orden 2,
puntos ordinarios y a los de orden mayor se les llama puntos de ramificacion.

El concepto del orden de un punto se ve muy claro en el caso de las
dendritas, esto lo veremos mas adelante en una caracterizacion. Para un
punto de orden w, para ejemplificar, es suficiente que pensemos en la dendrita
F,,, y en su tnico punto de ramificacion.

Dado un espacio Y y un punto p € Y, se dice que p es accesible (por
arcos) desde un conjunto A C Y si existe un continuo (un arco) K C Y con

peE K CAU{p}y K # {p}.

Lema 2.6 Sea un espacio lac X y U € 7. El conjunto de puntos de bdx(U),
accesibles por arcos desde U es denso en bdx (U).

Demostracion. Dado un punto p € bdx(U), tomemos un V € 7 con p € V.
Entonces por ser X lac, existe una vecindad abierta arcoconexa de p, W C V.
Como p € bdx(U), existe un punto ¢ € W N U. Tomemos entonces un arco
a C W que vaya de p a g y fijemos el orden natural de ese arco en el que
q <o p- Consideremos entonces el conjunto:

B:aﬂbdX(U)

30



Claramente B es un cerrado y no vacio de « por lo que podemos tomar su
minimo con respecto al orden <, y llamarlo 7. Como ¢ ¢ bdx(U), ¢ <o T
y por la definicién de r, [¢,7), N bdx(U) = 0. Ya que [¢,7), es conexo, no
intersecta a bdx (U) y si intersecta a U, tenemos que [q,7), C U. Por lo tanto
(¢, 7] es un arco, r € bd,(U) y [q,r]a C UU{r}. Es decir,  es accesible por
arcos desde U. Entonces para cada abierto en bdx (U) podemos encontrar un
punto accesible por arcos desde U en este abierto, lo cual nos da el resultado
deseado. []

El lector podria estarse preguntando si no sera acaso que el conjunto de
puntos de bdx (U), accesibles desde U, es todo bdx(U) y no sélo un conjunto
denso. Veamos un ejemplo en el cual este conjunto no es toda la frontera. El
lector seguramente estara familiarizado con el siguiente continuo:

S = {(Jc,y) € (0,1] xR: y:sené} U ({O} X [—1,1])

el cual es llamado el Continuo del Seno. El Circulo de Varsovia es el continuo

Figura 2.5: Continuo del Seno

W que resulta de unir en S el punto (0, —1) con el (1,sin 1) con un arco que
no toque a § mas que en esos puntos. Es facil ver que W separa al plano en
dos regiones (abiertos conexos), una acotada y una no acotada. Digamos que
U es la que es acotada, entonces es facil ver que bdgz(U) = W. Sin embargo,
sucede que los puntos de {0} x (—1, 1] no son accesibles desde U, a pesar de
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que todos los demés de bdg2(U) lo son. En este ejemplo estamos pensando
que X es un disco, en el plano, que contiene a V¥ en su interior.

Figura 2.6: Circulo de Varsovia

Otro concepto relacionado con la conexidad, que nos ayudara en la proxi-
ma caracterizacion es el siguiente. Decimos que un espacio X es semilocal-
mente conexo (slc) en p € X si para cada U € 7 con p € U, existe una
vecindad abierta de p, V. C U tal que X — V tiene un nimero finito de
componentes. Ahora veamos un resultado que se relaciona con esto.

Lema 2.7 Los continuos de Peano son slc en todos sus puntos.

Demostracion. Sean X un continuo de Peano y un punto p € X. Sea V € 7
con p € V. Tomemos, para cada x € bdx(V'), un conexo V, € 7 tal que
x €V, CV,C X—{p}. Porla compacidad de bdy (V'), tenemos que podemos
escoger una subcubierta finita {Vi,...,V,} de la cubierta {V, : z € bd(V)}.
Entonces X — (|7, V;) es un abierto que contiene a p, por lo cual podemos
tomar la componente W de este abierto, que tiene a p. Claramente W € 7,
por ser X lc, y ademds como es conexo y no intersecta a bdx(V), W C V.
Veamos ahora que X — W tiene a lo mas n componentes. Para esto,
tomemos cualquier componente Z de X — (|Ji_, V;) distinta de W. Por el
teorema de GF 1.2, podemos encontrar y € Z N bd(|J;_, Vi) # 0. Entonces
y € V; para alguna j € {1,...,n}, lo cual nos dice que Z U V; es conexo
y por lo tanto Z esta contenido en la componente de X — W que contiene
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a V] Por lo tanto X — W tiene a lo mas n componentes, una por cada V;.
Entonces W es la vecindad deseada para cumplir la definicion de sle. [

Con esta idea veamos ahora que cuando el punto p de la prueba anterior
no es de corte, entonces no solo se puede asegurar una cantidad finita, sino
s6lo una componente.

Lema 2.8 Sea X wun continuo de Peano y un punto que mo sea de corte
p € X. Para cada vecindad de p, U € 7, existe un abierto y conero V € 1
conpeV CcU yX —V conexo.

Demostracion. Como X es slc, existe un W € rTconp e W Cc Uy X —
W con una cantidad finita de componentes. Llamemos a estas componentes
{Uy,...,U,} y escojamos, para cada componente, un punto z; € U;. Como p
no es de corte y en los espacios de Peano los abiertos conexos son arcoconexos,
entonces, para cada i # 1, hay un arco oy C X — {p} que va de x; a z;.
Fijandonos en que el conjunto Z = (X — W) U (U y;) es un subcontinuo
de X, tomemos la componente V' de X — Z que contiene a p. Como X es
le, V € 7. Entonces, como V es abierto y cerrado en X — Z, si definimos el
conjunto B = X — (Z U V), tendremos que X — Z = V|B, lo cual implica
que X —V = ZU B es conexo, por el teorema 1.4. Entonces V' es la vecindad
buscada de p. [

Ahora si ya tenemos las herramientas para probar los siguientes resultados
sobre dendritas.

Teorema 2.9 Para un continuo X, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) X es una dendrita,
(2) Los puntos de X son de corte o terminales,

(8) Cualquier subcontinuo no degenerado de X tiene una cantidad no nu-
merable de puntos de corte de X.

Demostracion.

(1)=(2) Sean X una dendrita y un punto p € X que no sea de corte. Su-
pongamos que existe un € > 0 tal que todas las vecindades abiertas de p que
tienen diametro menor que € tienen frontera con cardinalidad al menos 2.
Por el lema 2.8, como p no es de corte, podemos tomar una vecindad conexa
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de p, U € 7 con diam(U) < e tal que X — U sea conexo. Como bdx (U)
tiene al menos dos puntos, podemos encontrar dos abiertos V' y W tales que
VAW =0y VNbdx(U) # 0 # W Nbdx(U). Como las dendritas son lc
y métricas, también son lac, entonces podemos aplicar el lema 2.6, por lo
que existen puntos x € bdx(U) NV y y € bdx(U) N W que son accesibles
desde U. Usando el hecho de que U es arcoconexo se puede construir un arco
a C UUA{z,y} que va de z a y. Por otra parte, como X — U es un cerrado
conexo, X — U es una dendrita por el teorema 2.4, por lo que existe un arco
B € X —U que va de z a y. Entonces a N = {z,y}, por lo que a U (3 es
una circunferencia, contradiccién. Con esto obtenemos que ordx(p) = 1, es
decir, p es terminal.

(1)=(3) Sea un subcontinuo no degenerado Y € C(X). Si tomamos dos pun-
tos x,y € Y, entonces tenemos que existe un arco o € Y que va de x a y.
Dado un punto p € a — {z,y}, todas las vecindades pequenas de p tienen al
menos dos puntos de « en su frontera por lo que ningin punto de o — {x, y}
es terminal, asi que todos ellos son de corte de X. Como |a — {z,y}| = ¢, ya
encontramos los puntos deseados.

(2)=(1) Primero supongamos que existe un subcontinuo de convergencia
K € C(X). Sea (K;);en la sucesién de subcontinuos de la definicién de que
K es un continuo de convergencia. Tomemos dos puntos z,y € K y tomemos
e > 0 tal que 2¢ < d(z,y). Entonces sabemos, por la convergencia de la suce-
sién de continuos, que existe un NV € N tal quesin > N, H(K,,K) < §. Por
lo tanto, para cada n > N, existe un punto y, € K, tal que d(y,y,) < €. Si
tuvieramos que d(x,y,) < € para algun n > N, d(z,y) < 2¢ por la desigual-
dad del triangulo, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, si U € 7 es tal
que z € U y diamU < ¢, entonces, para cada n > N, como K,, es un conexo
que intersecta al U en z y a X — U en y,, concluimos que bdx(U) N K,, # (.
Entonces como los K, son disjuntos obtenemos una cantidad numerable de
puntos en bdx(U), y como esto fue para un € > 0 arbitrario, tenemos que
x no es un punto terminal. Por lo tanto todos los puntos de K son puntos
de corte. Pero esto contradice el lema 2.5(d) por lo que X no contiene con-
tinuos de convergencia y de esto, X es lc. Si suponemos que X contiene una
circunferencia S, como ésta no contiene puntos terminales, todos sus puntos
serfan de corte. Entonces el lema 2.5(e) nos dice que podemos escoger tres
puntos p,q,r € S tales que r separa a py ¢ en X, lo cual no puede ocurrir
ya que p v q se pueden conectar en S sin pasar por r. Esto nos dice que X
no contiene circunferencias por lo que X es una dendrita.

(3)=(1) Si hubiera un continuo de convergencia K de X, la existencia de
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sus puntos de corte contradiria al lema 2.5(d) de manera que X no contie-
ne continuos de convergencia y, en consecuencia, es lc. Si X contuviera una
circunferencia S, el lema 2.5(e) nos dice que podemos escoger tres puntos
p,q,r € S tales que 1 separa a py ¢ en X, lo cual no puede ocurrir ya que p
y ¢ se pueden conectar en S sin pasar por r. Entonces X no tiene continuos
de convergencia ni circunferencias, es decir, X es una dendrita. [J

Con la caracterizacién anterior podemos clasificar los puntos de una den-
drita de acuerdo a su orden. Dado un continuo arcoconexo X y un punto
p € X, digamos que p es un punto final si p es punto terminal de cada ar-
co que lo contiene. En otras fuentes se le llama punto terminal en el sentido
clasico, pero en este trabajo, para no tener que escribir tanto, llamémoslo asi.
Sucede que en las dendritas los conceptos de punto terminal y final coindicen.

Teorema 2.10 En una dendrita un punto es terminal si y solo si es final.

Demostracion. Sean una dendrita X y un punto p € X. Si p es terminal,
supongamos que existe un arco o C X tal que p € a y p no es punto
terminal de «.. Digamos que los puntos terminales de o son a,b con a <, b.
Entonces cualquier vecindad abierta de p, U € 7 tal que a,b ¢ U, cumplira,
por conexidad, que bdx(U) N [a,p)a # 0 # bdx(U) N (p,b],. Esto nos dice
que el orden de p no puede ser 1, contradiccion, por lo que p es final. Si p es
final, y suponemos que no es terminal, por el teorema 2.9 es de corte. Por lo
tanto, existen U y V tales que X — {p} = U|V, como bdx(U) = U — U =
{p} =V —V = bdx(V), entonces por el lema 2.6, podemos encontrar arcos
a C UU{p}, B C VU{p} que tengan como uno de sus extremos a p. Entonces
a U [ es un arco que tiene a p como punto no terminal. Por lo tato p no es
final, contradiccion. Entonces si p es final, tiene que ser terminal. [
Ahora veamos una propiedad muy importante en las dendritas.

Teorema 2.11 En las dendritas, la conexidad de sus subconjuntos es equi-
valente a la arcoconexidad.

Demostracion. Sea X una dendrita. Sélo tenemos que ver que un subconjunto
conexo U de X es arcoconexo. Como U es una dendrita, sabemos que es
arcoconexa. Entonces si tomamos dos puntos =,y € U tendremos que hay
un arco a C U que los une. Si existiera un punto z € o — {z,y} tal que
z ¢ U, entonces z no es terminal ya que es un punto no terminal de un arco.
Entonces debe ser punto de corte de X. Ahora notemos que x y y deben
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estar en distintas componentes de X — {z}, pues si suponemos que estéan en
la misma, como las componentes de los abiertos son arcoconexas, habria un
arco § € X — {z} que los une. Esto, combinado con el lema 2.1 nos daria
que X contiene una circunferencia, lo cual no es posible. Usando que las
componentes son las casicomponentes en los espacios lc, obtenemos que = y
y estdn en distintas casicomponentes de X — {z} por lo que z separa a x
y y. Pero esto es absurdo porque x,y pertenecen al conexo U contenido en
X — {z}. Esto prueba que a C U. Por tanto U es arcoconexo. [J

El siguiente resultado es uno de los méas impresionantes, ya que es uno de
los mas intuitivos, pero que, como veremos, usa herramientas que acabamos
de desarrollar, y no son para nada triviales.

Teorema 2.12 Un continuo es una dendrita si y sélo si la interseccion de
cualesquiera dos de sus subconjuntos conexos es conexo.

Demostracion. Primero tomemos una dendrita X y supongamos que hay
dos conexos A, B C X con AN B disconexo. Tomemos entonces dos puntos
a,b € AN B que estén en distintas componentes de AN B. Por el teorema 2.4
existen dos arcos que conectan a a y b, « C Ay 8 C B. Pero como tomamos
los puntos en distintas componentes de AN B, a # (3 pero si coinciden en sus
extremos. Entonces podemos aplicar el lema 2.1 para decir que X contiene
una circunferencia, contradiccion. Entonces A N B es conexo.

Ahora supongamos que tenemos un continuo X en el cual la interseccién
de cualesquiera dos conexos es conexa. Supongamos que X tiene un continuo
de convergencia K. Por el lema 2.5(a), K tiene una coleccién no numerable,
%, de separadores cerrados de K disjuntos dos a dos y por el lema 2.5(d), no
todos desconectan a X. Entonces existe un C' € € tal que X — C es conexo
y K — C es disconexo. Pero tenemos que K — C = K N (X — C) debe de
ser conexo ya que es la interseccién de dos conexos. Por lo tanto no puede
haber continuos de convergencia. Como ademés una circunferencia se puede
escribir como unién de dos arcos que se intersectan en sus extremos, es claro
que X no puede tener circunferencias. Entonces X es una dendrita. [

Para nuestro siguiente resultado necesitamos una nueva definiciéon. Dado
un conjunto conexo X y un punto p € X, denotaremos a la cantidad de
componentes de X — {p} como ¢(X,p).

Lema 2.13 Para cualquier continuo no degenerado X y cualquier punto p €
X tal que ordx(p) es finito, tenemos que c¢(X,p) < ordx(p).
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Demostracion. Sea n = ordx(p) y supongamos que X — {p} tiene al menos
n+ 1 componentes {Cy, ..., C,}. Por el teorema de GF, tenemos que p € C;
para toda i € {0,...,n}. Para cadai € {0,...,n}, escojamos puntos p; € C;
y sea
e=min{d(p,p;):i€{0,...,n}} >0
Ahora escojamos una vecindad de p, U € 7 tal que diam(U) < e. Entonces
para cada i € {0,...,n} obtenemos que UNC; # 0 # UN(X —Cy), y
por la conexidad de C; se tiene que bdx(U) N C; # (. Entonces para cada
i € {0,...,n}, tenemos un punto en bdx(U), y estos puntos son diferentes,
lo cual prueba que |bd(U)| > n + 1. Como probamos que existe un € > 0 tal
que cualquier vecindad de diametro menor que € tiene al menos n+ 1 puntos
en la frontera, tenemos que ordx(p) > n. Esta contradiccién nos dice que
c(X,p) <n, que era lo que queriamos. [
Con esto probaremos los ultimos resultados de esta seccion.

Teorema 2.14 Un continuo X es una dendrita st y solo st para cada punto
p € X se tiene la igualdad c(X,p) = ordx(p) cuando alguno de los dos es
finito.

Demostracion. Supongamos primero que X es una dendrita. Por el lema 2.13
s6lo nos falta saber que si ¢(p, X) es finito, entonces se da ¢(X, p) > ordx(p).
Supongamos que n = ¢(p, X) y que {C4,...,C,} son las n componentes de
X —{p}. Por el teorema de GF sabemos que p € C; para cadai € {1,...,n}.
Entonces C; U {p} es un conexo pero ademds como es el complemento de un
abierto (la unién de las demds componentes de X — {p}), es un subcontinuo,
es decir, una subdendrita de X. Y como ademas C; es conexo, p es un punto
que no es de corte de C; U {p}, por lo que orde,uqp(p) = 1.

Ahora dado un € > 0 cualquiera nos gustaria encontrar una vecindad
de p, U € 7 con diam(U) < ey |bd(U)| < n. Para esto usemos que para
i € {1,...,n}, existen vecindades de p, V; € Te,uqp con |bde,upy (Vi) =1y
diam(V;) < %e. Paracadai € {1,...,n}, yaqueV; € 7¢,uqp}, existeun W; € 7
tal que V; = W;N(C; U{p}). Entonces, si definimos U; = V; — {p} = W;NC;,
tenemos que U; € 7¢,. Veamos que U = (|J;_, U;) U {p} funciona.

En primera, como X es lc, sabemos que C; es abierto asi que 7o, C 7y
claramente diam(U) < e. Entonces, para ver que U € 7, s6lo falta ver que p es
punto interior de U. Sea W = (., W;, entonces W es una vecindad abierta
en X de p. Sea un punto x € W — {p}, entonces existe un i € {1,...,n} tal
que x € C; por lo que x € U; C U. Entonces p € W C U que nos dice que p
es punto interior de U, o sea, U € T.
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Ahora sélo falta ver que |bdx (U)| < n para terminar. Para esto, tomemos,
para cada i € {1,...,n}, el punto p; € bdc,ugpy (Vi) ¥ veamos que bdx (U) C
{p1,...,pn}. Sea x € bdx(U), entonces podemos suponer spg que x € C; ya
que p ¢ bdx(U). Entonces, como C; N (CoU---U C,, U {p}) = 0, tenemos
que CyN (U U---UU, U{p}) =0, asi que x ¢ Uy U---UU, U{p} y como
x € U, tenemos que v € Uy NCy C VN (CLU{p}) = VlCIU{p}. Ya que x # p
y « ¢ Uy se tiene que z ¢ V;. Por lo tanto = € bdc,ugpy (Vi) = {p1}. Es decir,
x = p1, lo cual prueba la contencion deseada.

Entonces |[bd(U)| < n, que era lo inico que faltaba para ver que ordx(p) <
n. Por lo tanto, tenemos que ordx(p) = n, que era lo que queriamos.

Ahora, supongamos que para cada punto p € X la igualdad ¢(X,p) =
ordx(p) se cumple cuando alguno de los dos es finito. Claramente esto nos
dice que los puntos que no son terminales son de corte, por lo que X es una
dendrita. [

Esta caracterizacion nos da una idea mas intuitiva del orden de un punto
en una dendrita. El lector puede observar que la dendrita de Gehman tiene
una cantidad numerable de puntos de orden 3, que los de orden 1 son los que
se agregan al tomar la cerradura de la unién en la construccion dada ya que
son los que no son de corte y el resto son de orden 2. En la dendrita ‘H de la
figura 2.4, todos los puntos que no son terminales son de orden 2 excepto los
del arco [0,1] x {0} que tienen primera coordenada un racional diadico los
cuales son de orden 3.

2.2. Dimension y Elementos Ciclicos

Una de las primeras caracterizaciones que no involucran conceptos intuitivos
es la que reemplaza a la propiedad de no contener circunferencias. Decimos
que un continuo X es unicoherente si cada vez que escribimos X = AU B
con A, B € C(X) se tiene que AN B es conexo. Decimos que un continuo es
hereditariamente unicoherente (hu) si cada uno de sus continuos es unicohe-
rente. Claramente un continuo X es hereditariamente unicoherente si y sélo
si cada vez que tomemos dos subcontinuos A, B € C'(X) se tiene que AN B
es conexo. La caracterizaciéon que usa este ultimo concepto es la siguiente.

Teorema 2.15 Un continuo de Peano es una dendrita si y solo si es hu.

Demostracion. Si X es una dendrita, entonces como la interseccion de dos
conexos es conexa (teorema 2.12); claramente es hu. Si X es un continuo
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de Peano hu, no contiene circunferencias ya que las circunferencias no son
unicoherentes. Para ver esto, consideremos los subcontinuos de S':

S = {z € S': Re(z) > 0}
S'” = {z € S': Re(z) <0}

que cumplen que S US'™ =S y ST NS~ = {—4,i} que no es conexo. [
Un espacio X es unicamente arcoconezo si cada vez que tomamos dos pun-
tos diferentes a,b € X, existe un tinico arco que los une, el cual denotaremos

por ab € C(X).

Teorema 2.16 Un continuo de Peano es una dendrita si y solo si es unica-
mente arcoconezo.

Demostracion. Si tenemos una dendrita X, dados dos puntos distintos z,y €
X; sean dos arcos a, # € C(X), que van de z a y. Si o y (3 fueran distintos,
como comparten extremos, tendriamos que a N 3 seria disconexo, lo cual es
una contradiccion a que X es hu, por lo cual X es tinicamente ac. Y si X es
un continuo de Peano tinicamente ac, no puede tener circunferencias, por lo
que es una dendrita. [

Entonces, de ahora en adelante, cuando queramos escribir un arco en una
dendrita, lo denotaremos como en la definicién de tUnicamente arcoconexo.
Ejemplos de continuos hu y tinicamente ac que no sean lc son los dendroides
no lc que estudiaremos mas adelante.

Existe otro concepto que puede reemplazar a no contener circunferencias
en la definicién de dendrita. Para un continuo localmente conexo X y un
punto p € X, llamaremos elemento ciclico en p al conjunto:

B { {p}, si p separa a X,
P {z € X : ningtin punto de X separa a p de x}, si p no separa a X.

Notemos entonces que la definicion de elemento ciclico, depende de si el punto
tomado es o no de corte. Como ejemplo ilustraremos lo que puede ocurrir.
Consideremos el conjunto:

Py=S'"U{z€C: Re(z) € [1,2],Im(z) = 0}

Es decir, & es la union de la circunferencia unitaria con un arco que sélo la
toca en un punto. Llamemos paleta a cualquier espacio homeomorfo a .
Tomemos un punto p € H,.
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Figura 2.7: Paleta

Sip e {z€C: Re(z) € [1,2],Im(z) = 0}, claramente p es un punto de
corte por lo que €, = {p}. Y si p € S' — {1}, entonces p no es un punto de
corte y €, = St

Esto nos lleva a nuestra siguiente caracterizacion.

Teorema 2.17 Un continuo de Peano es una dendrita st y solo si todos sus
elementos ciclicos son singuletes.

Demostracion. En una dendrita X, cualesquiera dos puntos se separan por
algin tercer punto (por el teorema 2.3), por lo que para los puntos p € X
que no son de corte, se cumple que

{z € X : ningtn punto de X separa a p de z} = {p}.

Por otra parte, sea X un continuo de Peano, supongamos que todos los
elementos ciclicos son singuletes pero que S' C X. Por el lema 2.5(e) tenemos
que si todos los puntos de S' fueran de corte de X, existirfan z,y,z € S*
tales que z separa a x y y en X, lo cual no es posible. Entonces existe un
punto p € S' que no es de corte de X, pero esto implicarfa que S' C €, lo
cual es una contradiccién. Entonces X no puede contener circunferencias y
por lo tanto es una dendrita. [
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La siguiente definicion que debemos ver es la de dimensién. Dado un
espacio X, definimos, para cada n > 0:

dim(X) = -1, si X =0,

dim(X) < n, siparatodoU € Texiste VerTconV CU y
dim(bd(V)) <n —1,

dim(X) = n, sidim(X)<n ydim(X)£€n-1,

dim(X) = oo, siparatodon > —1,dim(X) £ n.

Como las fronteras se conservan bajo homeomorfismos, se puede probar, por
induccién, que la dimensién es un invariante topoldgico [N3, 1.2, p. 6]. Los
espacios de dimension 0 son entonces los que tienen una base de abiertos-
cerrados y los espacios de dimensién 1 tienen una base de abiertos con frontera
de dimensién 0 por lo que se pueden separar por conjuntos de dimension 0.
Ejemplos de espacios de dimensién 0 son los compactos de Hausdorff total-
mente disconexos, y ejemplos de espacios de dimensién n son los conocidisi-
mos espacios R™ con la topologia Euclidiana [N3, 9.6, p. 49]. Un ejemplo de
espacio de dimensién infinita es el Cubo de Hilbert 1°° [N3, 9.11, p. 50].

Algo importante que debemos de tomar en cuenta es que si Y C X,
entonces, como para todo Z C X, bdy(Z NY) C bdx(Z), se puede probar,
inductivamente, que dim(Y) < dim(X) [N3, 3.2, p. 15].

Mas adelante mostraremos que las dendritas son de dimensién 1. Entonces
restrinjaimonos a pensar en dimensiones 0 y 1 que son las que nos serviran.

La siguiente caracterizacién que estudiaremos es un poco mas complicada
ya que reunird los conceptos de elemento ciclico y dimensién.

Decimos que, en un continuo de Peano X, un subconjunto U C X es
completamente arcoconezo, (cac) si para cualesquiera dos puntos z,y € U,
y cada arco que va de z a y, a € C(X), se tiene que o« C U. Ahora vale la
pena demostrar algunas propiedades de los continuos y sus subconjuntos cac
que nos serviran en nuestra caracterizacion siguiente.

Lema 2.18 Dado un continuo de Peano X, se tiene:
1. 8i L C X es cac, entonces L es lac.
2. Si Ly C X es cac para cada i € J, entonces (\;; L;i es cac.

3. 81 L C X es no vacio, cac y cerrado, entonces para cada componente
R, de X — L, se tiene que |bdx(R)| = 1.
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Demostracion.

1. Dado p € L y una vecindad del punto p en L, que podemos escribir
UNL para alguna U € 7. Entonces por ser X de Peano, existe un abierto
arcoconexo, V € 7 con p € V C U. Sea cualquier punto x € VN L,
y sea un arco o C V entre p y x. Por ser L cac, « C V N L, lo cual
prueba que V N L es un abierto arcoconexo en L que adem&s cumple
que pe VNLCUnNL. Esto nos da que L es lac.

2. Para cada dos puntos x,y € (), L; y un arco que los una a@ C X,
sabemos que para cada i € J, o C L;. Entonces o C (.. ; L; y podemos
concluir que la interseccion es cac.

ieJ

3. Sea R una componente de X — L. Como X es lc, R es abierto y en-
tonces R es arcoconexo, si suponemos que existen dos puntos distintos
P, q € bdx(R), entonces por el lema 2.6, podemos encontrar dos puntos
distintos, uno cerca de p y otro cerca de ¢, en bdx (R) accesibles por ar-
cos desde R. Podemos pensar spg que esos dos puntos son p y ¢, usando
que R es arcoconexo se puede conseguir un arco a C R U {p} U {q¢}
que conecta a p con ¢. Sin embargo, como bdx(R) C L, acabamos de
mostrar que L no es cac, contradiccién. Entonces |bdx (R)| < 1y como
R es un abierto de X, tiene que darse la igualdad ya que la frontera no
puede ser vacia.

O

Antes de continuar, hay que ver un resultado sobre conexidad local que se
relaciona con la frontera.

Lema 2.19 Dado un espacio de Peano X y una familia de subconjuntos
{Ai}es de X, se tiene que

bdx ( U At> c | Jvdx(4r)

teJ teJ

Demostracion. Supongamos que existe un punto

pe bdX(U At> —Jbdx ()

teJ teJ
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Tomemos una vecindad conexa E/ € 7 con p € E C (X — [, bdx(A)).
Como p € bdx (|U,c; Ar), se tiene que

en(Ua) 2028~ (Ja)=NE- )

teJ teJ teJ

Entonces existe un ¢ty € J tal que EN Ay, # 0 # E — A,,. Esto porque la
segunda condicion siempre se cumple por la igualdad anterior, sélo hay que
tomar algin t; para la primera.

Entonces, por la conexidad de F, tenemos que F N bdx(A,) # 0. Esto
implica que £ N (U,c, bdx(A:)) # 0. Esto contradice la eleccién de E y
termina la prueba de contencién deseada. [

Ahora veamos en que se relacionan la unicoherencia y ser cac en el si-
guiente resultado.

Lema 2.20 Sean un continuo de Peano unicoherente X y un cerrado cac
L € 2%. Entonces L es unicoherente.

Demostracion. Como X es arcoconexo, L € C(X) y por el lema 2.18(1),
L es lc. Sean subcontinuos A, B € C(L) con L = AU B. Denotemos por
{M; : ¢ € J} al conjunto de componentes de X — L. Notemos que para
cada i € J se da bdx(M;) C L ya que M; € 7, ademés bdx(M;) C A o
bdx(M;) C B, por el lema 2.18(3). Sean

M = U{M;:ieJybdx(M;) C A}y

Claramente M, N € 7. Por el lema 2.19 y el hecho de que las fronteras de
los conjuntos M; estan en alguno de los dos cerrados A o B, nos fijamos que
bdx (M) C Ay bdx(N) C B, por lo que M UAy N U B son subcontinuos.
Como X = (MUA)U(NUB), por la unicoherencia de X el siguiente conjunto
€s COnexo:

(MUA)N(NUB) = AN B,

que era lo que queriamos. [
Nos gustaria aplicar el lema 2.20 a los elementos ciclicos, para esto primero
se debe de probar que son cac y cerrados.

Lema 2.21 En un continuo de Peano, los elementos ciclicos son cac y ce-
rrados.
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Demostracion. Tomemos un continuo de Peano X y un punto p € X. Si
¢, = {p}, no hay nada que hacer. Asi que supongamos que €, # {p}. Sea
z € €, — {p}. Notemos que p no es punto de corte. Entonces p no separa a
X. Como el total es un cerrado cac que contiene a p y x, podemos definir al
conjunto L como la interseccion de todos los cerrados cac que contienen a p
y x. Claramente por el lema 2.18, L también es un conjunto cac. Entonces
serd suficiente probar que L = &,.
(C) Sea un punto a € X — &, esto significa que existe un punto de corte
be X con X —{b} = A|B,ac Ayp e B. Claramente z € B U {b} ya
que x no se separa de p por ningin punto. Tomemos tres puntos distintos
a' € A, c,d € BU{b}. Supongamos que existe un arco « que va de ca d y que
ademds pasa por a’. Entonces [c, a'], es un conjunto conexo que intersecta a
BencyaAend, porlocual b € [¢,a),. También tenemos que [a’, d], es un
conjunto conexo que intersecta a B en dy a A en o, por lo que b € (d/, d],.
Pero a = [c,d']4U[d/,d]o y d',b € [c,d],N]d,d],, una contradiccién a que «
es un arco ya que a’ # b. Entonces cualquier arco entre dos puntos de BU{b}
se queda contenido en B U {b}, con lo que demostramos que B U {b} es un
conjunto cerrado y cac, que contiene a p y x pero no contiene a a’, lo cual
quiere decir que a € X — L.
(D) Sea un punto a € X — L, y fijémonos en la componente M de X — L
que contiene a a. Por el lema 2.18(3) sabemos que existe un b € X con
bdx (M) = {b}. Entonces b es un punto que separa a cualquier punto de M
delosde X — M. Comoa € M, L C X —Myb+#pyaqueb es un punto
de corte y p no lo es, tenemos que p € L — M. Entonces b separa a a € M
de pe L, por lo que a € X — €,

Estas dos contenciones prueban lo que queriamos. [

Ahora veamos un resultado que une el concepto de dimensién con la
unicoherencia.

Lema 2.22 Un continuo de Peano unicoherente que no se puede separar por
conguntos de un punto, no se puede separar por conjuntos de dimension cero.

Demostracion. Sean X un continuo de Peano y E un subconjunto que lo
separe. Por el lema 2.5(b), spg podemos escoger a F cerrado. Entonces su-
pongamos que X — F = A'|B’, y tomemos dos puntos a € A"y b € B'.
Claramente la componente de A’ que contiene al punto a, que llamaremos
A, es abierta y bdx(A) C E. Entonces podemos escribir X — bdx(A) = A|C,
donde C = X — A € 7 que ademés cumple que b € C. Tomemos la compo-
nente B de X — A que contiene a b, B C C. Por ser B una componente del
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abierto X — A en un espacio de Peano, tenemos que bdx (B) C bdx (X —A) =
bdx(A) C bdx(A)([K, §49, III, theorem 3, p. 238]). Notemos que por esto,
(AU B) Nbdx(B) = 0, asi que bdx(B) es también un conjunto de corte
cerrado, veamos que es conexo.

Notemos que B es conexo y B = BUbdx(B) por lo que B es una compo-
nente de X — bdx (B). Tomemos el conjunto de componentes de X — bdx (B)
que son distintas de B y denotémoslo por {M; : ¢ € J}. Como los con-
juntos M; son abiertos, para cada i € J tendremos que () # bdx(M;) C

bdx (bdx(B)) C bdx(B) C bdx(A) C A por lo que podemos afirmar que

Au(JM)=x-B

ieJ

es un continuo. Por la unicoherencia de X, tenemos que BN(X —B) = bdx (B)
es conexo. Esto prueba que bdyx(B) € C(X).

Como bdx(B) C bdx(A) C E, hemos probado que cada conjunto de
corte E contiene un subcontinuo de corte K € C'(X). Por hipédtesis, K es no
degenerado. Entonces

dim(E) > dim(K) > 1

que era lo que queriamos probar. [J
Ahora, con esta teoria desarrollada, ya podemos encontrar una caracteri-
zacion mas de las dendritas.

Teorema 2.23 Un continuo de Peano es una dendrita no degenerada si y
solo si es unicoherente y de dimension 1.

Demostracion. Ya sabemos que las dendritas no degeneradas son continuos
de Peano unicoherentes. Recordemos que el teorema 2.3 nos dice que cua-
lesquiera dos puntos en una dendrita se pueden separar por un punto, que
en particular es un conjunto de dimensién 0. Como X es compacto, por [N3,
8.4, p. 39] obtenemos que dim(X) = 1.

Ahora tomemos un continuo de Peano X, unicoherente y de dimensién
1 y supongamos que no es una dendrita. Por el teorema 2.17 X tiene un
elemento ciclico C' que no es un singulete. Por el lema 2.21 tenemos que C'
es cac y cerrado. Entonces por el lema 2.20 tenemos que C' es unicoherente.
Como existe un punto p € C' tal que C' = €, sabemos que p no es de corte
de X, ya que si lo fuera, €, = {p}. Notemos que si p separara a dos puntos
q,7 € C'en C, como no los puede separar en X y ademés las componentes
de X — {p} son abiertas, existe un arco « C X — {p} de g a r. Pero ademas,
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como C' es cac, a« C C' — {p} lo cual no es posible ya que cualquier arco de
q a r contenido en C' debe de pasar por el punto que separa a ¢ de r en C,
es decir, por p. Entonces p no separa a ningun par de puntos de C' en C.
Si tuvieramos que un punto x € C separara a p de un punto y € C en C,
como 1o los puede separar en X, y las componentes de X — {z} son abiertas,
habria un arco § C X — {z} que une a p y y. Pero entonces también se
tendria que dar que § C C'y por un argumento similar al anterior, esto es
una contradiccién. Esto demuestra que cualquier punto de C'— {x} estd en la
misma componente de C'—{z} que p, es decir, C'—{x} es conexo. Es decir, C
no se separa ninguno de sus puntos. Entonces podemos aplicar el lema 2.22
para obtener que C' no se separa por subconjuntos de dimensién 0. Entonces

dim(X) > dim(C) > 2

lo cual es una contradiccion. Entonces X tiene que ser una dendrita, que era
lo que queriamos. []

Sélo falta mencionar que no se puede quitar ninguna de las condiciones en
la caracterizacién anterior. Una circunferencia es de Peano, y de dimensiéon
1 pero no unicoherente. Los dendroides que se definiran mas adelante son de
dimensién 1 [N3, 19.40, p. 123] y unicoherentes pero en general no son lc.
Finalmente 2 es de Peano y unicoherente [N4, p. 19] pero no es de dimensién
1 [N3, 9.5, p. 49].

2.3. El Hiperespacio de los Arcos

La primera caracterizacion de las dendritas que involucra los hiperespacios
en los continuos de Peano tiene que ver con darnos cuenta que el hiperespacio

A (X)={aeC(X):aesun arco} U F(X)

donde Fi(X) = {{p} : p € X}, es compacto si y s6lo si X es una dendrita
(teorema 2.24). Desde este punto en adelante usaremos sin acalarar que las
dendritas son uinicamente arcoconexas (teorema 2.16). También usaremos que
los subconjuntos conexos de las dendritas son cac, ya que los subcontinuos de
las dendritas son dendritas (teo 2.4) y unicamente arcoconexas. Por tltimo,
digamos que una dendrita homeomorfa a la letra 7" es un triodo (Figura 2.8).

Teorema 2.24 En un continuo de Peano X las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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Figura 2.8: Triodo

(1) X es una dendrita,
(2) o/ (X) es compacto,

(3) cualquier sucesion de arcos (e )ien en </ (X), ordenada crecientemente
por la inclusion, estd contenida en un arco,

(4) para cada funcion continua inyectiva f : [0,1) — X se tiene que

f([0,1)) € #(X).

Demostracion.

(1) = (2) Tomemos una sucesion («;);en en o7 (X), como sabemos que C'(X)
es compacto, tiene una subsucesion convergente. Entonces, supongamos spg
que (a;)ien converge, sea a = lim ay, si tuviéramos que « es un punto, ya
acabamos, por lo que supongamos que esto no es asi. Entonces tomemos
puntos p,q € « que no son de corte de « (el comentario que se encuentra
después del teorema 1.4 nos dice por qué estos puntos existen) y tomemos
el arco que los une pg C «. Supongamos que hay un punto r € o — pq, y
tomemos el punto s € pq tal que rs Npg = {s}. Por ser p,q puntos que no
son de corte de «, son terminales y por lo tanto finales, entonces, s # p, q.

Ahora tomemos conexos disjuntos dos a dos U, U,, U, € T tales que

pelU,CclU,CX —rq

€U, CU,CX—(pruly)
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TGUTCFTCX—(]?QUFPUE)

Entonces por la convergencia de la sucesion existe un n € N y puntos z,,, y,
y 2, tales que z, € UpNay, yp € Uy Nay, y 2, € Uy Ny,

Entonces por la conexidad de las vecindades elegidas existen puntos a €
psNU,, besgnNU,yce srnU, tales que ps Nz,a = {a}, sgNy,b =
{b} v sr N z,c = {c}. Por lo tanto, tendremos que el triodo as U sb U sc
esta contenido en «,, lo cual es una contradicciéon. Entonces oo = pq, que era
lo que queriamos.

(2) = (3) Sea (a,)nen una sucesion en o7 (X) ordenada crecientemente por
la inclusion. Primero probemos que lim o, = {J; oy -

Sea x € |, ey @, ¥y una vecindad abierta de x, U € 7. Entonces existe un
punto y € (U,ey @)U, y podemos pensar spg que y € «; para algin j € N.
Entonces para todo k > j obtenemos que y € ay, de donde U Ny, # 0. Esto
significa que x € liminf ;.

Ahora tomemos € X —J, oy
que U C X — [, ey @n- Entonces tenemos que para todo i € N, U Na; = 0.
Esto significa que =z € X — limsup «;.

Por lo tanto la igualdad que queriamos se da. Como 7 (X)) es compacto,
Uien @n €8 un arco que contiene a todos los arcos a,.

(3) = (4) Para cada r € (0,1) tenemos que f|p,] es una funcién continua
inyectiva de un continuo en un espacio 75, es decir, un encaje. Notemos que
f([0,71]) € f([0,7s]) cuando r; < rq, lo cual nos dice que si llamamos a los

arcos 1
(=)

entonces (a;)yen €s una sucesién de arcos ordenada por la inclusién. Por lo
tanto, existe un arco a € &7 (X) tal que para todo i € N se tiene que «; C a.
Por lo tanto, como f([0,1)) = |J,cy @& = lim ¢; es un continuo no degenerado
contenido en el arco «, debe de ser homeomorfo a un arco.

(4) = (1) Si suponemos que X contiene una circunferencia, nos fijamos en
la funcién continua f : I — S' C X definida como f(r) = ¢*™. Entonces
por hipétesis deberia de darse que S' = f(I) = f([0,1)) es un arco lo cual es
una contradiccion. Entonces X no contiene circunferencias por lo que es una

dendrita.

a,, v una vecindad abierta de z, U € 7 tal

O
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Cabe mencionar que si quitamos la condiciéon de ser lc, las condiciones
no son equivalentes a ser dendritas. Se puede demostrar [MV, teorema 4.19,
p. 35] que los dendroides cumplen la condicién (3) (y por lo tanto (4)).
Ademas es facil demostrar que el abanico arménico definido en la seccion 6.2
(figura 6.2) cumple (2) pero no es lc.

2.4. Propiedades de los Conjuntos E(X), O(X)
y R(X)

A continuacién describiremos algunas de las propiedades de los puntos de
una dendrita de acuerdo a su orden. Cabe resaltar que éstas no son carac-
terizaciones de las dendritas. Sin embargo, queda fuera del objetivo de este
trabajo mostrar ejemplos que muestren esto. Como referencia, el lector puede
consultar [Ch, 1.6].

Teorema 2.25 En una dendrita X, |R(X)| < N,.

Demostracion. Suponiendo que no, como los puntos de R(X) son de corte,
por el lema 2.5(g), existen dos puntos a,b € X y un conjunto no numerable B
de puntos de X que los separan en X, donde claramente B C ab. Ya sabemos
que para cada p € B, X —{p} tiene al menos 3 componentes, y como ab—{p}
tiene s6lo dos componentes, una de las componentes de X — {p}, digamos,
W,, cumple W, Nab = 0.

Demostremos que si tomamos dos puntos distintos p, ¢ € B, W,NW, = 0.
Como las componentes de X —{q} son abiertas, la unién de todas ellas excepto
W, debe de ser abierta, es decir, el complemento de esta unién, W, U {q} es
cerrado Por el teorema de GF 1.2, ¢ € W,, de manera que W, U {q} W
Como W,Nab = {q}, W,Uab es una dendrita, y por ser hu, W nw, Uab)
también es una dendrita. Notemos que W,N(W,Uab) = (W,N W JU{p}.y
como p ¢ Wq, claramente p ¢ W N W Pero esto dice que p esta separado
de W,NW,, lo cual serfa una contradmmon a la conexidad de W, N (W, Uab)
a menos queW ﬂW = 0.

Entonces {W,},cp es una cantidad no numerable de abiertos no vacios
y disjuntos dos a dos, lo cual es una contradicciéon pues X es separable.
Entonces |R(X)| < Ry que era lo que querfamos.

Teorema 2.26 Si X es una dendrita, O(X) = X.
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Demostracion. Dado U € 7 — {(}, sabemos que podemos tomar un conexo
V e 7—{0} tal que V' C U. Ahora si nos fijamos en dos puntos p, g € V, como
todos los conexos en las dendritas son arcoconexos (teorema 2.11) pg C V.
Como R(X) N (pq — {p,q}) es a lo mds numerable y ademds los puntos de
pq — {p,q} no son finales y por lo tanto no son terminales, debe haber al
menos un punto ordinario en pg N’V (de hecho una cantidad no numerable)
y por lo tanto UNO(X) # 0. O

Teorema 2.27 En una dendrita X, dim(E (X)) = 0.

Demostracion. Sean un punto p € E(X). Sabemos que una vecindad abierta
de p en E(X) se puede ver como U N E(X) para algin U € 7. Entonces
tomemos una vecindad U N E(X) de p, tal que U € 7 y un punto =z €
X — {p} cualquiera. Como p € FE(X), podemos tomar un V € 7 tal que
peV CU,ze X—-Vybdx(V)={y} para algin y € X. Claramente como
y separa a p de z, y es un punto de corte, es decir, y ¢ F(X). Por lo tanto
VNE(X)=VNE(X),asi que VN E(X) es abierto y cerrado en E(X), lo
cual nos dice que hemos encontrado una base local en p de abiertos-cerrados
en F(X), que es lo que queriamos. [

Ahora el ultimo resultado de esta secciéon que nos da una equivalencia
entre el comportamiento de los puntos de ramificacion y el de los terminales.

Teorema 2.28 En una dendrita X se tiene que E(X) es denso si y sélo si
R(X) es denso.

Demostracion. Primero supongamos que F(X) es denso. Sea cualquier U €
7 — {0} y tomemos un conexo V € 7 — {0} contenido en U, y dos puntos
cualesquiera p,q € V. Claramente pqg C V', escojamos un punto cualquiera
r € pg—{p,q} y un conexo W € 7 tal quer € W C V —{p, ¢}. Entonces por
hipétesis hay un z € W N E(X), que no puede estar en W N pg ya que los
puntos de pg — {p, ¢} no son finales y por lo tanto no son terminales. Como
r € W — pq, por la conexidad de W, existe un y € pg N W tal que xy C W,
y zy N pg = {y}. Con la ayuda de los tres arcos xy, py y qy, obtenemos
que ordx(y) > 3, es decir y € R(X). Entonces U N R(X) # 0 que es lo que
queriamos.

Ahora supongamos que R(X) es denso. Sea x ¢ F(X), veamos que existe
una sucesion de puntos de E(X) que convergen a z, lo cual serd suficiente
para probar que F(X) es denso.
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Tomemos otro punto cualquiera y € X, y tomemos un punto z € xy —
{z,y}. Ahora tomemos una vecindad conexa de z, U, € 7 tal que z € U, C
X —{x,y}. Por hipétesis debe existir un punto w € R(X) en U,, si suponemos
que w € U, — xy, entonces, por la conexidad de U,, sabemos que tiene
que existir un punto ¢ € U, N zy tal que zy N quw = {q}. En este caso
q € R(X)Nzy — {z,y}, por lo que podemos suponer spg desde el principio
que w € zy — {z,y}.

Usando este procedimiento inductivamente, podemos encontrar una su-
cesion (z;);eny de puntos de (zy — {x,y}) N R(X) tal que limz; = = y que
ademds para todo i € N, tengamos ¥ <uy Tiy1 <zy T <gy Y- Esto se pue-
de lograr tomando en el paso n + 1, el arco x;x y aplicar el argumento del
parrafo anterior a y = x; y asi obtener w = x;,,. Como para cada ¢ € N,
X — {a;} tiene al menos 3 componentes, y zy — {z;} tiene sélo 2, existe otra
componente més 3;, de X — {x;}, disjunta del arco xy. Entonces para cada
i € N podemos tomar un punto y; € 3; y considerar el arco x;y; C 5; U {x;}.
Recordemos que z; € f3; por el teorema GF 1.2, asi que 3; = 8; U {xz;} es una
dendrita.

Gracias al teorema 2.24(3), podemos aplicar el teorema de reduccién de
Brouwer a la familia

F,={fe€C(X):pesunarcoy z;y; C @ para cada i € N}

Con esto, encontramos un elemento maximal o; € F;. Podemos tomar en-
tonces spg el extremo z; de o, tal que z; <., y; <,, 2;. Claramente z; es un
punto final, por lo que es un punto terminal.

Podemos suponer spg que la sucesion (x;z;);en converge. Nos gustaria
que lim x;z; = {x} porque asi ya tendriamos la sucesién (z;);cy de puntos de
E(X) que converge a x. Sea A = lim x;z;.

Como z = limz; € lim z;2;, supongamos que |A| # 1. Como X no con-
tiene continuos de convergencia, debe haber una subsucesion de {x;z; }ien tal
que A intersecte a todos los elementos de esta subsucesion. Para no reeti-
quetar, supongamos que A N x;z; # () para todo ¢ € N. Entonces podemos
tomar dos puntos p € ANx;z; y ¢ € AN a2, para algunos j,k € N con
k = j+ 1. Entonces x; € pr C Ay z, € qv C A, lo cual implica que
zrr; C A. Tomemos un punto r € xj112; — {41, 7;} y una vecindad conexa
der, V e, tal que V N (zxj41 Uxjy) = 0. Por la convergencia de (x;2;)en,
y como 1 € A, existe un s € N y un punto w € V N z,z,. Entonces tomamos
el punto z € zy tal que wz Ny = {2z} (podria ser que w = z). Como V es
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una vecindad conexa, tenemos que z € wr C V. Entonces z € x w ya que
T, € zy y cualquier arco de w a algin punto de xy debe de pasar por z. Por
construcciéon zzzsNaey = {zs} con lo que obtenemos z = ;. Entonces x5 € V
lo cual contradice la eleccién de V. Por lo tanto |A| = 1 que era lo que nos
faltaba. [
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Capitulo 3

Convergencia 0-regular

Ahora nos corresponde conocer una nocién que en realidad se relaciona més
con la teoria de homologia, sin embargo, en un caso especifico es otra forma
mas de conexidad local. Una discusién de céomo se origind esta nocion se
puede encontrar en [N1, p. 520].

En un continuo X, diremos que una sucesién de subcontinuos (A;);en en
C(X) converge 0-regularmente a A € C(X) si converge con la métrica de
Hausdorff y ademéas para cada € > 0 existen 6 > 0 y N € N tales que si
tomamos cualquier ¢ > N y dos puntos z,y € A;, con d(z,y) < §, entonces
existe un conexo Z; C A; tal que z,y € Z; y diam(Z;) < e. Escribiremos
A = limpeanA;, usando la misma notacién que en [Maz].

El primer resultado nos muestra una restriccién para la convergencia 0-
regular.

Lema 3.1 En un espacio métrico, si una sucesion de subcontinuos converge,
0-reqularmente, su limite es un subcontinuo lc.

Demostracion. Supongamos que, en un espacio métrico X, tenemos una
sucesion (A;)ieny en C(X) yun A € C(X) tal que A = limpeanA;. Probemos
que A es ulc, para esto, tomemos un € > 0 cualquiera. Tomamos § > 0 y
N; € N que cumplen la definicién de convergencia O-regular para 3.

Sean z,y € A con d(x,y) < 9§, por [lll1, 4.4, p. 70] podemos tomar dos
sucesiones de puntos {z; }ien v {¥i }ien tales que, para cada i € N, x;,y; € A,
r =limz;, y = limy;.

Podemos tomar, por la convergencia con la métrica de Hasussdoff, un
N, € Ntal que sin > N,, entonces d(z, z,,) < 3(0—d(z,y)) y d(y, yn) < 3(0—
d(x,y)). Entonces, si n > Ny, por la desigualdad del triangulo, d(z,,y,) < 9.
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Para n > max {Ny, No}, sabemos que podemos encontrar un conexo,
K, € C(X) con x,,y, € K C A, y diam(K,) < 5. Entonces la sucesién
(K,,)52 . de C(X) tiene una subsucesion convergente, digamos, spg que K =
lim K,,.

Por [Tl11, 4.4, p. 70], z,y € K y también sabemos que K € C(A), sblo
faltaria ver que diam(K) < e. Tomemos primero dos puntos cualesquiera
p,q € K, veamos que d(p,q) < 5. Dada r > 0, por la convergencia tenemos
que existe un N3 € N tal que si n > N3, Hy(K,, K) < r. Sabemos que si
n > N3, existen puntos p,,q, € K, tales que d(p,p,) <7y d(q,q,) <7,y
como ademas d(py,,¢,) < diam(K,) < 3, por la desigualdad del tridngulo,
d(p,q) < 5 + 2r. Como esto lo hicimos para cualquier 7 > 0, obtenemos
que d(p,q) < §, y como esto lo hicimos para cualesquiera dos puntos de K,
obtenemos diam(K) < § < e. Esto completa la prueba de que K es ulc y
por lo tanto lc, que era lo que queriamos. []

Tomamos el hiperespacio de los subcontinuos lc de un continuo X,

L(X)={Y e C(X):Y eslc}

Sabemos, por el lema anterior, que una sucesiéon en L(X) que converja
O-regularmente lo hard a un elemento en L(X). Podemos darle a L(X) una
topologia definiendo, para un conjunto P C L(X), el conjunto cl(P) como
todos los puntos (subcontinuos) a los que converge O-regularmente una suce-
sién contenida en P. Definamos que un subconjunto P C L(X) es cerrado si
y s6lo si P = cl(P). Es facil probar que esta definicién de ¢l(P) cumple las
condiciones (a), (c), (d) de [W, 3.7, p. 25], por lo cual estos cerrados generan
una topologia que llamaremos Z(X), la topologia inducida en L(X) por la
convergencia O-regular. Si el lector desea conocer la prueba de que ésta es
efectivamente una topologia, puede consultar [Whi].

Con esto, podemos continuar con la siguiente caracterizacion de las den-
dritas.

Teorema 3.2 Para un continuo X las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(1) X es una dendrita,

(2) la convergencia en C(X) con la métrica de Hausdorff coincide con la
0-regular,
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(8) X € L(X) y L(X) es compacto con la topologia L (X).

Demostracion.

(1)=-(2) Sean (A4;);en una sucesién en C(X), A = limA; y un € > 0 arbitrario.
Entonces como X es ulac, existe un 6 > 0 tal que si tomamos z,y € X con
d(z,y) < 4, existe un continuo K € C(X) tal que z,y € K y diam(K) < e.
Si ademds tenemos que x,y € A;, por ser X hu, tenemos que K; = A;N K es
un continuo con didmetro menor a €. Entonces tomando N = 0, y el § que ya
tenemos, los conjuntos K; son los conexos que cumplen con la definiciéon de
que A = limpeanA;. Entonces la convergencia con la métrica de Hausdorff
implica la 0-regular y es claro que la 0-regular implica la de Hausdorff.
(2)=(3) Sabemos que para cada Y € C(X), Y = limY como sucesién cons-
tante, por lo que por hipotesis Y = limpeanY . Esto junto con el lema 3.1 nos
dice que C(X) = L(X) como espacios topolégicos, por lo que en particular
X € L(X). Como ademés C(X) es compacto con la métrica de Hausdorff,
L(X) es compacto con la topologia Z(X).

(3)=-(1) Sélo falta mostrar que X no tiene circunferencias. Para esto veamos
que hay una sucesién de subcontinuos de S' que converge con la métrica
de Hausdorff pero no O-regularmente. Para esto consideremos la sucesiéon de
arcos (S, )nen dados por:

Notemos que lim S,, = S!. Veamos que no converge O-regularmente, para
esto tomemos € = 3d(1, —1). Ahora tomemos sucesiones {2, nen ¥ {¥n Fnen
en S" tales que, para cada n € N, d(1,z,) = #1 =d(1,y,) y que cumplan
que Re(z,) > 0, Re(y,) < 0, es decir, estamos tomando los dos extremos
de los arcos S,,. Claramente 1 = limz,, = limy,, y limd(z,,y,) = 0. Ahora
s6lo notemos que como un arco es irreducible alrededor de sus extremos,
cualquier continuo K, € C(S,) con z,,y, € K, tiene que tener al punto
—1. De hecho K,, = S,, y entonces no es posible conseguir que diamkK,, < e.
Por lo tanto la sucesién (.S, ),en no converge O-regularmente. Entonces X no

contiene circunferencias, lo cual prueba que X es una dendrita.

O
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3.1. La Operacién C*

Ahora, usaremos la convergencia O-regular aplicada a un nuevo concepto.
Para esto, dado un continuo X notemos que si A € C'(X), entonces C(A) C
C(X) y ademas C(A) es un continuo; es decir, C'(A) € C(C(X)). Con esta
idea surge la funcion C*. Para un continuo X definimos la funcion

C*: O(X) — C(C(X))

como C*(A) = C(A), es decir, a cada subcontinuo de X le asignamos su hi-
perespacio de subcontinuos. Diremos ademés que X es C*-suave si la funcion
C* definida para X es continua.

En general C* no es continua, como vemos en el siguiente resultado.

Lema 3.3 La circunferencia no es C*-suave.

Demostracion. Nos fijamos, para n € N, en el arco S,, = S' — B il(l),

claramente se cumple que S! = lim S,,, probemos que C(S!) # lim C(S,,).
Maés especificamente, veamos que, llamando al arco Bi(1) = K, entonces
tenemos que K € C(S!) — lim C(S,). Recordemos que, como la sucesién
C(S,) estd ordenada por la inclusién, como en la prueba de (2) = (3) del

lema 2.24, im C(S,,) = |J C(S,).

Primero, sabemos que K ¢ |JC(S,) porque todos los elementos de los
C(Sy,) son arcos que no contienen a 1 € K. Por lo tanto sera suficiente
con ver que K es un punto exterior de |JC(S,). Afirmamos que B 1 (K) C
C(SY) —UC(Sn).

Claramente S' ¢ Bi(K) ya que —1 ¢ N(K,3) y los singuletes tam-
poco estan en B%(K ) porque su distancia de Hausdorff a K es mayor a

2
mos que 1 ¢ A°. Como —1 ¢ N(K,3), entonces —1 ¢ A lo cual nos dice
que A estd contenido en alguna de las dos regiones Re(z) > 0 o Re(x) < 0.
Esto nos dice que H(A, K) > \/73 > 1 lo cual contradice la eleccién de A.
Por lo tanto 1 € A°, es decir, para todo i € N, A ¢ C(A,), que era lo que
queriamos. []

A pesar de que en general la funcion C* no es continua, si podemos
asegurar una parte de su continuidad. Para hacer esto, veamos que podemos
dividir la continuidad en dos conceptos cuando la funcion a considerar tiene

rango el hiperespacio de cerrados de algin espacio. Decimos que una funciéon

%diam(K) = V35 % Ahora consideremos un arco A € B%(K) y suponga-
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f X — 2Y es semicontinua superiormente (scs) en xg € X si para cada
€ > 0 existe una 6 > 0 tal que para todo x € X con d(z, () < 0 se tiene que
f(x) C N(f(x0),€). Andlogamente decimos que f : X — 2¥ es semicontinua
inferiormente (sci) en xy € X si para cada € > 0 existe una § > 0 tal
que para todo z € X con d(z,zy) < 0 se tiene que f(xo) C N(f(x),e).
Diremos que f es scs si es scs en todos sus puntos y lo correspondiente
con sci. También es claro que ser sci y scs implica la continuidad, por la
segunda definicion que dimos de la métrica de Haussdorff en el capitulo 1
(p. 12). También existe otra definicién de los dos tipos de semicontinuidades,
cuando el rango de la funcién a considerar es R, como se puede consultar
en [D, 10.2, p. 84]. Sin embargo, en este trabajo cuando hablemos de las
semicontinuidades, hablaremos de las que definimos cuando el rango es un
hiperespacio de cerrados de algin espacio.
Probemos primero una equivalencia a ser scs.

Lema 3.4 Una funcion f : X — 2¥ es scs en v € X si y sélo si para cada
sucesion (T, )neny de X con x =limz,, se tiene que limsup f(x,) C f(x).

Demostracion.

(=) Seap € limsup f(z,), y tomemos un € > 0 cualquiera. Entonces sabemos
que existe una sucesion (Y, )nen €n Y, y una subsucesiéon de ésta, (Y, Jmen,
que cumple yy,,, € f(r,,) N B:(p), para toda m € N. Tomamos el § > 0
que nos asegura la definicién de scs para §, lo cual nos dice que f(z,) C
N(f(x),5) para todan > N para algiin N; € N . Entonces existe un N, € N
tal que si m > N,, entonces n,, > N;. Por lo tanto, para m = N,, existe
un z € f(z) tal que d(2,yn,,) < 5 y ademds como d(yn,,,p) < 5, usando la
desigualdad del triangulo, se tiene que d(z,p) < €, es decir, p € N(f(x),¢€).
Como esto era para toda € > 0, concluimos que p € f(x).

(<) Supongamos que f no es scs en z, entonces tenemos que existe un € > 0y
una sucesion (, )ney C X tal que z = lim x,, pero que existe una subsucesion
(@n,, )Jmen tal que existen puntos y,,, € f(xn,,) — N(f(z),€). Supongamos,
spg, que (Yn,,)men converge y y = limy, . Entonces y € limsup f(z,) —
N(f(x),€), lo cual es una contradiccion.

O

Ahora, probaremos que a pesar que la funcién C* no siempre es continua,
pero que siempre cumple la semicontinuidad superior.

Lema 3.5 Para cualquier continuo X, la funcion C* es scs.

o7



Demostracion. Si C* no fuera scs en A € C'(X), existirfa un € > 0 y una
sucesion (A, )nen en C(X) que contiene una subsucesion (A,, )men tal que
H(A,,,A) < =+ pero C(4,,) € N(C(A),e) para todo m € N. Entonces
tomemos B, € C(4,,)— N(C(A),¢) y supongamos, spg, que la sucesién
(Bn,,)men converge y B = lim B,, . Como B,, C A,, para toda m € N,
B C A ([1l1, 2.13, p. 28]). Esto nos dice que H(B, B,,,) > € paratodam € N
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto C* es scs. [J

Entonces en general podemos asegurar solamente la mitad de la conti-
nuidad de la funciéon C*. Se ha encontrado que hay continuos no lc que son
C*-suaves, como se pueden consultar en [N1, 15.14, p. 526]. En particular,
nuestro objetivo es probar que los continuos lc que son C*-suaves son preci-
samente las dendritas. Para esto usaremos el siguiente resultado para unir la
convergencia O-regular con la C*-suavidad.

Primero recordemos un hecho que se menciona en [Why, §8, p.13]|. De-
cimos que, dado un espacio X y dos puntos distintos a,b € X, la sucesién
finita {zg,...,2,} C X es una e-cadena si ry = a, ¥, = by para cada
i €{1,...,n} se tiene que d(x,_1,z,) < €. Se dice que Y C X es bien en-
cadenado si para cualesquiera dos puntos de Y y cualquier ¢ > 0 hay una
e-cadena entre esos puntos. El resultado que usaremos es que los conexos son
bien encadenados [Why, §8, 8.2, p. 14].

Lema 3.6 En un continuo X, dada una sucesion (Y, )nen en C(X) conY =
limpeanY,, se tiene que C(Y) =1lm C(Y,).

Demostracion. Por el lema 3.5, s6lo falta probar que C'(Y') C liminf C(Y;,).
Para esto sean A € C(Y) y € > 0. Tomemos 6 > 0y N; € N como en la
definicién de convergencia O-regular para g, también tomemos N, como en
la definicion de la convergencia, con la métrica de Hausdorff, para g, y sea

N = méX{Nl, NQ}
Por la compacidad de A, podemos encontrar un conjunto finito W =
{wy,...,w,} C A tal que H(A,W) < g. Por la conexidad de A, para cada

i €{0,...,n — 1}, sea K; = {z},...,2]"} una Z-cadena, con z} = w; y
) . -1 . .

z;" = w;41. Entonces el conjunto K = |J;_, K; es un conjunto finito que

podemos escribir como K = {ay,...,a,} de tal manera que d(a;,a;41) < g

para cada 1 <i < m. Notemos que, como W C K C A, H(K,A) < g.

Por la definicién de convergencia con la métrica de Hausdorff, como K C
A CY,paracadan > Ny s € {l,...,m}, podemos encontrar un punto
pr €Y, cond(p?, as) < g. Con esto y la desigualdad del triangulo obtenemos
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que para s € {1,...,m — 1}, d(p},p%,,) < 6. Por lo tanto, por la eleccién
de 0, para cada s € {1,...,m — 1} podemos tomar un continuo K? C Y,
con diamK{ < 5y pi,piy € K. Entonces si demostramos que K" =
UZL:_ll K! € C(Y,) cumple que H(K™, A) < ¢, ya serd suficiente para probar
la contenciéon que queriamos.

Primero tomemos a € A, sabemos que existe un r € {1,...,m} tal que
d(a,,a) < g < £, con lo que d(p},a) < € por la desigualdad del tridngulo.
Entonces a € N(K™,¢€) lo cual nos da una de las contenciones de nubes.
Ahora, si a € K", existe un s € {1,...,m} tal que d(a,p}) < §, con lo cual,
como ademds d(a,,p) < $ < €, d(a,as) < e. Por lo tanto a € N(A,e€) que
es la contencion que nos faltaba. [

Con todo lo que hemos hecho, la prueba del resultado principal de esta
seccién es muy facil de probar.

Teorema 3.7 Un continuo de Peano X es una dendrita si y solo si es C*-
suave.

Demostracion. Si X es una dendrita, tomemos una sucesién A4, € C(X) con
A =1im A,, el teorema 3.2 y el lema 3.6 nos dicen que lim C(A4,) = C(A),
lo cual nos da la continuidad de C*.

Ahora, si suponemos que S* C X y que C* es continua, entonces C*een
serd una funcién continua. Esto nos da que S! es C*-suave, lo que contradice
al lema 3.3. Entonces X es una dendrita. [J
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Capitulo 4

Unicoherencia

En este capitulo nos adentraremos en un concepto que se estudio desde el
capitulo 2, la unicoherencia. Ya se definié qué significa ser unicoherente y
hereditariamente unicoherente, hu, ahora veamos unas cuantas definiciones
de otros tipos de unicoherencia.

Un continuo X es fuertemente unicoherente (fu), si es unicoherente y para
cualesquiera dos H, K € C'(X) — {X} con X = H U K, se tiene que ambos
H y K son unicoherentes.

Un continuo X es débilmente hereditariamente unicoherente(dhu), si para
cualesquiera dos H, K € C(X) con H® # () # K°, se tiene que H N K es
conexo.

Claramente ser hu implica ser fu, y ser dhu implica ser unicoherente; sin
embargo, no es claro qué relacion se puede obtener entre ser fu y ser dhu con
solo leer las definiciones. Un concepto que puede simplificar la relacion entre
estos dos tipos de unicoherencia es la unicoherencia en un subcontinuo. De-
cimos que un continuo X es unicoherente en Y € C(X) si para cualesquiera
dos A,B € C(X) — {X} tales que X = AU B, se tiene que ANBNY es
conexo, esto lo escribiremos como X : un(Y').

Con este nuevo concepto podemos encontrar las relaciones que queremos
con los siguientes dos resultados.

Lema 4.1 Un continuo X es fu si y solo si X : un(Y') para todo Y € C(X).

Demostracion. Primero supongamos que X es fu y tomemos Y € C(X) y
dos subcontinuos A, B € C(X) — {X} tales que X = AU B. Supongamos
entonces que ANBNY # (), lo cual en particular implica que BNY # (), que
nos dice que BUY es un subcontinuo. Como X = AU(BUY), notamos que si
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BUY es propio entonces BNY es un subcontinuo por ser X fuysi X = BUY
también pasa lo mismo porque X es unicoherente. Con esto podemos escribir
X =[AU(BNY)]UB, es decir, como unién de dos continuos. En los casos
enque X = AU(BNY) o que AU(BNY) es propio, por ser X fu, ANBNY
es conexo, lo cual nos dice que X : un(Y).

Ahora supongamos que X es unicoherente en todos sus subcontinuos pero
que no es fu, es decir, que existen A, B € C(X)—{X} talesque X = AUBy
supongamos spg que A no es unicoherente. Entonces existen H, K € C'(A) —
{A} con A= HUK y HN K disconexo. Como AN B # (), podemos suponer,
spg, que BN H # (). Como X = (BU H) U K usaremos la unicoherencia de
X en H. Como

(BUHNKNH=BNKNHUKNH)=HNK

no es conexo y K es un subcontinuo propio, entonces el otro debe de ser el
total, es decir, X = B U H. Si tuvieramos que K N B = (), con la igualdad
anterior obtendriamos que K C H lo cual no es posible porque KUH = Ay
H # A. Por lo tanto, andlogamente podemos obtener que X = BU K. Estas
dos igualdades nos dicen que X — B C HNK. Como sabemos que X = BUH
y X :un(K), BNHNK es conexo y no vacio. Pero como HNK no lo es, y las
componentes de H N K N B estan contenidas en las componentes de H N K,
solo una de las componentes de HN K, digamos C, cumple BNC = (), ya que
si B intersectara al menos a dos componentes de H N K, entonces al menos
habrian dos componentes de H N K N B. Entonces C' C X — B C HN K nos
dice que C' también es una componente de X — B. Entonces por el teorema
de GF 1.2, CNbdx(B) # 0, lo cual implica que C' N B # () ya que ambos B
y C son cerrados. Esta contradiccion nos dice que X tiene que ser fu. [J

Lema 4.2 Un continuo X es dhu siy solo si X : un(Y') para todoY € C(X)
tal que Y° # ().

Demostracion. Primero supongamos que X es dhuysean Y, A, B € C'(X) con
Y°#£(), A# X # By X = AUB. Primero notemos que como X —A C B°y
X — B C A°, obtenemos que A° # () # B°. Esto nos dice, por ser X dhu, que
ANY y BNY son conexos. Sabemos que Y° # Jy que Y = (YNA)U(Y NB),
veamos que alguno de los dos uniendos tienen interior (en X) no vacio. Si
Y C A, entonces Y° C ANY porloque (ANY)? £ DysiYon(X —A) # 0,
entonces ) #Y°N (B—A) =Y°N(X — A) C (Y N B)? es decir, alguno
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de los dos tiene interior distinto del vacio. Si usamos de nuevo que X es dhu
obtenemos que Y N AN B es conexo, con lo que concluimos que X : un(Y).

Ahora supongamos que X es unicoherente en todos sus subcontinuos con
interior no vacio pero que tenemos que existen H, K € C(X) con H° # 0 y
H N K disconexo, y probemos que K° = (). Consideremos dos casos.

El primero es que X — H = M|N para algunos abiertos M # () # N.
Entonces M U H y N U H son subcontinuos por el teorema 1.4 y podemos
escribir X = (MUH)U(NUH). Yaque  MUH)N(NUH)NK =KnNH
es disconexo, obtenemos la negacién de X : un(K) por lo que K° = ).

Pero si X — H es conexo, como ademds K ¢ H, tenemos que X — HUK
es un subcontinuo. Notemos que X = HU[X —HU K]y que KN HN
(X — HUK] = KN H es disconexo. Si probamos que X — H U K es un
subcontinuo propio, entonces tendremos la negaciéon de que X : un(K), esto
es lo que queremos para concluir que K° = ().

Entonces supongamos que X — HUK = X. Como X : un(H ), obtenemos
que HNKNX — H = bdx(H)NK es conexo. Notemos que nuestra suposicién
nos dice que H° C H — X — H C K lo cual implica que H° C K y entonces

HNK = (H°Ubdx (H))NK = (H°NK)U(bdx (H)NK) = H°U(bdx (H)NK)

Si probamos que cada componente de H° intersecta a bdx (H)NK , llegaremos
a que HNK es conexo, lo cual seria una contradiccién. El teorema de GF nos
dice que si C es una componente de H°, (} # bdx(H°)NC'y como bdx (H°) C
bdx (H)NK, entonces CN(bdx(H)NK) # ). Con esta contradiccién llegamos
a que X — H U K es un subcontinuo propio, que era lo que queriamos. [J

Notemos que estos tltimos dos lemas nos dicen que fu implica dhu. Men-
cionemos algunos ejemplos que nos dicen que las implicaciones en sentido
contrario no funcionan en general.

Para encontrar un continuo que sea unicoherente pero no dhu pensemos
en I?, que ya dijimos anteriormente que I? es unicoherente, ver, por ejemplo,
[N4, p. 19]. Sin embargo, I? no puede ser dhu pues se pueden encontrar
facilmente dos subcontinuos H, K € C(I?) tales que H° # ) # K°y HNK
es disconexo, como por ejemplo H = ([0, 3] x [0,3]) U ([0,1] x {0}) y K =
(12.1] % [.1)) U ({1} x [0,1]).

Para los siguientes dos contraejemplos, recordemos que dado un espacio
métrico S'y una compactacion S* de él, a S* — S se le llama el residuo bajo
esa compactacion. En particular consideraremos la siguiente compactacion

del rayo [0,1) que deja residuo S', que llamaremos R. La podemos definir
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analiticamente de la siguiente forma:

R=S'U{(1—-1/t)e":t e [2,00)}

Figura 4.1: Compactacién del Rayo con Residuo S*

Entonces veremos que R es fu pero no es hu. La razén por la cual no es
hu es porque el subcontinuo S' no es unicoherente. Todos los subcontinuos
de R son de uno de los siguientes tres tipos: (1) subcontinuos del rayo (que
son arcos), (2) subcontinuos de la circunferencia, (3) subcontinuos del tipo
[r,1) US! donde r € [0, 1), que es homeomorfo al total. Esto ocurre porque
si un subcontinuo tuviera dos puntos p € S* y ¢ € [0, 1), tiene que tener a
todos los puntos consecutivos del arco (i.e., los puntos = € [0,1) con x > q)
para que no queden separados p y ¢, pero [¢,1) = [¢,1) US', lo que nos da el
resultado deseado. Entonces si escribimos R = AUB con A, B € C(R)—R,
tenemos que alguno de los dos A, B tiene que ser del tipo (3) y el otro del
tipo (1). Esto porque estos dos tipos de continuos son los tinicos subcontinuos
con interior no vacio (A4° D A — B # (), analogamente con B) cuya union
puede dar el total. Ya que la interseccién de un continuo de tipo (3) y uno
de tipo (1) es uno de tipo (1) y, ademads, la interseccién de dos continuos de
tipo (1) es vacio, un singulete o uno del tipo (1), se sigue que los continuos
del tipo (3) y los del tipo (1) son unicoherentes. Por lo tanto R es fu.

Para conocer un ejemplo de un continuo dhu que no sea fu se puede
consultar [Mac]. Este ejemplo usa continuos indescomponibles por lo que
presentarlo aqui se saldria de los objetivos del trabajo.
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Antes de continuar con el siguiente concepto probemos que la unicohe-
rencia en un continuo es una propiedad aditiva en el sentido del siguiente
resultado.

Lema 4.3 Sean X wun continuo, y para cada i € {1,...,n}, ¥; € C(X).
Si para cada i € {2,...,n} se tiene que, Y; N (U;;Y;) # 0 y X+ un(Y7),
entonces X : un(|J;_, Yi).

Demostracion. Es suficiente demostrar el caso con n = 2 ya que el resultado
general se sigue por induccién. Entonces, sean Y, Z € C'(X) tales que YNZ #
0, X :un(Y), X : un(Z) pero que no se da X : un(Y U Z). Notemos que la
condicién Y N Z # () nos sirve para decir que Y U Z € C(X) y poder hablar
de unicoherencia en Y U Z. Entonces, por nuestra suposicién, deben existir
A Be(C(X)—{X}con X = AUBy ANBN(Y UZ) disconexo. Pero como

ANBN(YUZ)=(ANBNY)U(ANBNZ)

es decir, es la unién de dos conexos, tiene que darse que ANBNY # () #
ANBNZyANnBNYNZ=40.

Como YNZ # 0y X = AU B, entonces spg podemos suponer que
ANYNZ#0D. Como ANBNZ # (), en particular BNZ # (), y BUZ es
un continuo. Notemos que X = AU (B U Z), por la unicoherencia de X en
Y, v el hecho de que

AN(BUZ)NY =(ANBNY)U(ANZNY)

i.e., es la union de dos cerrados no vacios que no se intersectan y por lo tanto
disconexo, tiene que darse que BU Z = X. Entonces, intersectando con Y se
tiene que

Y =(BNY)U(ZNY) = (BNY)U[(ZUY)NX] = (BNY)U[(ZUY)N(AUB)]

=(BNY)Uu(ZNnYNAUZNYNB)=(ZNnYNA)U(BNY)

Esto es imposible ya que estamos escribiendo a Y como unién de dos cerrados
no vacios y ajenos, lo cual contradice su conexidad. Esta contradiccién nos
dice que por lo tanto X :un(Y U Z). O
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4.1. Aposindesis

Ahora relacionaremos los conceptos que ya tenemos de unicoherencia con
uno nuevo. Un continuo X es aposindético en p € X con respecto a q €
X — {p} si existe K € C(X) conp € K° C K C X — {¢}. Un continuo
es aposindético en un punto p € X si es aposindético en p con respecto a
todos los puntos de X — {p}. Finalmente, un continuo es aposindético si es
aposindético en todos sus puntos.

Notemos que el siguiente resultado nos da la relacién entre la aposindesis
y la conexidad local.

Lema 4.4 Si un continuo X es lc en p € X, entonces es aposindetico en p.

Demostracion. Sea ¢ € X — {p} y tomemos un U € 7 tal que p € U C U C
X — {q}. Entonces podemos encontrar un conexo V€ 7 con p € V.C U lo
cual ademds nos dice que p € V. .C V C X — {q}. Entonces V es el continuo
que nos dice que X es aposindético en p con respecto a ¢. [J

Un ejemplo de un continuo que es aposindético pero no lec. Consideremos
la suspension sobre el Conjunto de Cantor. Recordemos que el Conjunto de
Cantor C' se puede pensar como los puntos de I tales que tienen expansion
en base 3 en la que no aparece el digito 2 y los consideramos como elementos
del eje real. La suspensién se define formalmente en [N1, 0.39, p. 19] pero
nosotros podemos pensarla como la uniéon de todos los segmentos convexos,
en C, que van de % + i a los puntos de C, y también se unen todos los
segmentos convexos en C que van de % — 1 a los puntos de C.

Entonces llamemos a S(C') a la suspension sobre el conjunto de Cantor,
pensada como arriba. Claramente S(C') no es lc en C ya que la tinica forma
de tener un continuo que contenga dos puntos de C es tomando el arco
entre ellos que pasa por % + 1 0 por % — 1, v esto no se puede en vecindades
suficientemente chicas. Sin embargo, S(C) es aposindético. El tnico caso
que no es claro es que sea aposindético en un punto p € C' con respecto a
% +1 (o % —i). Para esto sélo hay que fijarnos que podemos quitar una bola
BT(% + 1) con un r < d(z, 3 +14) y con esto el conjunto que obtenemos es un
subcontinuo de C' que contiene a p en su interior, esto gracias a que no se
esté quitando el punto £ —i (0 3 +1).

Sin embargo, veamos que la aposindesis si es equivalente a ser cik, en
presencia de una de las formas de unicoherencia.

Lema 4.5 Si un continuo X es aposindético en p € X y ademas X es dhu,
entonces X es cik en p.
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Figura 4.2: Suspensién sobre el Conjunto de Cantor

Demostracion. Tomemos un U € 7 con p € U y para cada y € X — U un
subcontinuo V, € C(X) con p € V7 CV,, C X — {y}. Entonces tenemos que
la familia {X —V, : y € X — U} es una cubierta abierta de X — U, por lo
que existe una subcubierta finita {X —V;,..., X —V,,}, o lo que es lo mismo

peﬁw’cﬁch
=1 =1

Entonces, como V?° # () para cada i € {1,...,n}, tenemos que V; N V5 es
conexo y p € (V1 U V,)?, asi que aplicando que X es dhu, (V4 NV5) N V3 es
conexo. Podemos continuar, suponiendo que p € (m{zlvi)o y ﬂg:iV; es conexo,
entonces (ﬂglei) NVj41 es conexo. Por lo tanto, por un argumento inductivo,
N:_, Vi es conexo. Esto nos da que X es cik en p. O

Con todo lo que sabemos ahora ya podemos caracterizar a las dendritas
con aposindesis y unicoherencia.

Teorema 4.6 Para un continuo X son equivalentes:
(1) X es una dendrita,
(2) X es aposindetico y hu,
(3) X es aposindetico y fu,

(4) X es aposindetico y dhu.
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Demostracion.
(1)=(2) Por el lema 4.4 las dendritas son aposindéticas y ya sabfamos que
son hu por el teorema 2.15.

(2)=(3) Es claro de las definiciones de hu y fu.
(3)=-(4) Por los lemas 4.1 y 4.2.

(4)=(1) Por el lema 4.5 sabemos que X es cik y por lo tanto lc. Supongamos
que S! C X. Consideremos los puntos —i,i € S', por la conexidad local
existen U,V € 7 tales que U y V son conexos,

icUcUcCX—-S"y

—eVcVcX—(STul).

Con esto A = S UU y B = S~ UV son dos subcontinuos de X con
interior distinto del vacio tales que AN B = {1,—1} que es disconexo, una
contradiccion. Entonces X no contiene circunferencias, es decir, X es una
dendrita.

O

4.2. La Propiedad S

En esta seccién reemplazaremos la aposindesis por una nueva propiedad
de conexidad local. Se dice que un espacio métrico X tiene la propiedad S si
dado € > 0, existen subconjuntos conexos {41, ..., A,} C X, con diam(A4;) <
¢ para todo i € {1,...,n}, tales que X = (J;_; 4;. En [N2, 8.4, p. 120] se
puede ver la prueba de que la propiedad S es equivalente a la conexidad
local para espacios métricos compactos. Sin embargo, sin la compacidad ni
siquiera es una propiedad topolégica ya que por ejemplo, R no la tiene pero
(0,1) sf la tiene, a pesar de que son espacios homeomorfos. Nuestra siguiente
caracterizacion usa la idea de la propiedad S haciéndola mas fuerte con ayuda
de la unicoherencia.

Teorema 4.7 Para un continuo X son equivalentes:

(1) X es una dendrita,
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(2) para cualesquiera p € X yU € T con p € U, existe un conjunto conexo

VertadquepeV CcUyX:un(V),

(3) para todo € > 0, existen n € N y subcontinuos {Y1,...,Y,} tales que
X =L, Y, diam(Y;) < e y X :un(Y;) para cada i € {1,...,n}.

Demostracion.

(1)=(2) Es claro por la conexidad local y el hecho de que X : un(Y') para
todo Y € C(X) (X es fu porque es hu por el teorema 2.15).

(2)=(3) Para cada punto p € X tomamos un U, € 7 con p € U, y
diam(U,) < §. Entonces por hipétesis podemos encontrar, para cada p € X,
un conexo V, € 7 tal que p € V,, C U, y X : un(V,). Claramente diam(V},) < e
por lo que tomando una subcubierta finita de la familia {V, : p € X} obte-
nemos el resultado deseado.

(3)=(1) Claramente X tiene la propiedad S por lo que es lc y por lo tanto
aposindético. Entonces, por el teorema 4.6, si probamos que X es fu, ten-
dremos que X es una dendrita. Supongamos por el contrario que existe un
K € C(X) tal que no se da que X : un(K) (ver lema 4.1). Esto significa que
existen A, B € C(X) —{X} talesque X = AUB y KN AN B es disconexo,
y como esta interseccion es cerrada, tenemos que K N AN B = P|(Q para dos
P,Q € 2¥. Entonces tomemos €, > 0 tal que

3€1 :d(P,Q) >0

Sean Ny = N(P,5), No = N(Q,5) y C = N1 U Ns. Si existe un punto
r € Ny N Ny entonces existen p € Py ¢ € Q con d(z,p) < § y d(z,q) <
%, por lo que d(p,q) < e, lo cual contradice la eleccién de €. Entonces
N1 N N2 - @

Como K es un conexo que intersecta a ambos conjuntos N y No, se
tiene que dar que K — C' # (). Notemos que ademés (K — C)N (AN B) C
(PUQ) — C = 0. Entonces, definimos

e =d(K—C,ANB) >0

Y sea € = min {€, €5 }.

Entonces tomamos, por hipdtesis, una cubierta {Y;,...,¥,,} € C(X) con
diam(Y;) < e y X : un(Y;) para cada i € {1,...,m}. Podemos suponer
spg que existe n < m tal que, para cada i € {1,...,n}, KNY; # () y si
ie{n+1,....,m}, KNY;=0. Entonces sea Y = J_,Y; € C(X). Veamos
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que podemos numerarlos para que cumplan las hipotesis del lema 4.3. Esto
lo hacemos por induccién. Tomamos Y; arbitrariamente, y tomamos Y}, con
J > 1, que intersecte a Y7, éste siempre existe ya que si no Y7 y la unién de
los demas Y; separarian a Y, podemos suponer que j = 2. Seguimos con este
proceso, suponiendo que ya escogimos Y7, ..., Y., debe existir algin Y, que
intersecte a |J,_, i, ya que, de otra forma, (J;_, Y; y la unién de los deméds
serian dos cerrados que separarian a Y y spg podemos suponer que s = r+ 1.

Por lo tanto aplicando el lema 4.3, X : un(Y’). Probemos a continuacién
dos afirmaciones:

(i) Siie{l,....n}yYin(ANB)#0=Y,N(K-C)=10

(ii) Sii € {1,...,n}, entonces se cumplen las siguientes implicaciones Y; N
N1#@éEﬂNgz(ﬁinﬂNQ#@éYgﬂJ\G:@

Para probar (i), sélo hay que darnos cuenta que, si x € Y;N AN B y existe
y € Y;N (K — C), se tiene que d(z,y) > d(ANB, K —C) =€ > ¢, lo cual
nos dice que diam(Y;) > €, una contradiccion.

Para probar (ii), suponemos que Y; N N7 # () # Y; N Ny. Entonces existen
peP,qeQ,y,zcYcond(y,p) <% vyd(z,q) <%. Como también existe
un w € Y; N K que cumple d(y, w) < € < € y d(z,w) < € < €, podemos usar
la desigualdad del tridngulo para ver que

d(p,q) < d(p,y) + d(y, w) + d(w, z) + d(z,q) < 3e1,

lo cual nos dice que d(P, Q) < 3¢, una contradiccién a la eleccién de e;.

Entonces como ya tenemos (i) y (ii) probados, obtenemos que los Y; inter-
sectan a N 0 a Ny pero a lo més uno de ellos, y como () # Q € ANBNKNN,,
tenemos la siguiente separacién:

anBny = [ansa(|J v vin v #03) || [ansn(|J 0 vin N = 0}) ]

lo cual contradice que X : un(Y'). Por lo tanto X es unicoherente en todos
sus subcontinuos, o sea X es fu que era lo que faltaba.

O
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Capitulo 5

La Dendrita Universal

El propésito principal de este capitulo es construir una dendrita en la
cual se puedan encontrar copias homeomorfas de cualquier dendrita. Diremos
que, para una familia de espacios 9, un espacio X € M es universal para
M si para cualquier Y € 9N tenemos que existe un encaje de Y en X.
Ejemplos de espacios universales son la curva de Sierpinski que es universal
para los continuos de dimensién 1 que se pueden encajar en el plano [N2,
1.11, p. 9], o el cubo de Hilbert, que es universal para todos los espacios
métricos separables [W, 23.1, p. 166]. Asi, el espacio que nosotros buscamos
es universal para la familia de dendritas y se llama dendrita universal.

5.1. Arboles

Primero debemos de comprender que las dendritas son en realidad limi-
tes de arboles, como ya habiamos mencionado anteriormente. Para hacer esto
primero tenemos que ver el teorema 5.2. Dada una dendrita X y una subden-
drita Y € C(X), llamaremos a r : X — Y la retraccion natural sobre Y si
cumple 7(X) =Y y para todo z € X, r(z) es el primer punto en Y, en cual-
quier arco que va de x a algin punto de Y. Esta funcién estd bien definida
porque las dendritas son inicamente ac y ademas es continua como veremos
a continuacion. Como notacién, a la identidad en un espacio S, llamémosla
lg: S — S. Con esta notacién, notemos que r|y = ly.

Lema 5.1 En una dendrita X, para cualquier Y € C(X), la funcidén r :
X — Y tal que r(x) es el primer punto en el arco de x a cualquier punto de
Y, que esta en Y, estd bien definida y es continua.
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Demostracion. Que la funcién esta bien definida se sigue inmediatamente del
hecho de que las dendritas son tinicamente arcoconexas (teorema 2.16). Sea
r € X, veamos que r es continua en X, para esto tomemos un U € 7 tal que
rel.

Si z ¢ Y, podemos tomar un V' € 7 tal que x € V, V sea conexo y
UNV = (. Veamos que (V) = {r(x)}, para esto notamos que existe un
w €V tal que zr(z) Nzy = zw por lo que yr(z) = yw U wr(x). Notemos
que si hubiera un punto z € Y Nwx, entonces tendriamos dos arcos distintos
de z a r(z), uno contenido en Y y otro que contiene al arco wr(z) lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto yr(z) NY = {r(x)} lo que significa que
r(x) = r(y). Esto prueba la continuidad en este caso.

Si x € Y significa que z = r(x), tomemos V € 7 tal que z € V. C U y
V' es conexo. Entonces para cualquier y € V', r(y) € yr(z) =y C V C U.
Esto prueba la continuidad en este caso. [J

Ahora veamos el teorema que nos dice que toda dendrita se puede ver
como el limite de arboles. Recordemos que, para un compacto métrico Y y
cualquier espacio topoldgico X podemos definir la métrica del supremo en el
espacio de funciones de X a Y. Esta se define, para dos funciones f : X — Y,
g: X —Y, como

d(f,g) = sup{d(f(x),g(z)) : € X}

Teorema 5.2 Para una dendrita no degenerada X, existe una sucesion de
drboles (Y;)ien en C(X) y una sucesion de puntos (p;)ien en X tales que:

() para cada i € N, Y; C Yiiq,

(«) imY; = X,

() Yo = {po} v para cada i > 0, Y41 — Y; es un arco donde uno de sus

extremos es p;, y tal que Vi1 — Y;NY; = {p;},

(«+-+) para cada i € N, si r; : X — Y; es la retraccion natural sobre Y;,
entonces limr; = 1x, uniformemente.

Demostracion. Si X es un arbol, elegimos un vértice py de X. Elegimos una

arista Y7, que tenga a pg. Sea p; el otro extremo de Y;. Ahora elegimos una
arista Y5 de X tal que YoNY; # 0y Yy # Y7 (suponiendo que X # Y7).
Elegimos p, el otro extremo de Y5 que no esta en Y;. Seguimos este proceso
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y como X es un arbol, existe k& € N tal que X = Y} (y k£ es minima).
Para poder encontrar los arboles que cumplan lo que queremos, tenemos que
definir Y}, de otra manera. Sabemos que Yy 1 # X y que Yy 1 Uai_1 = X,
por lo que tomamos una sucesién (w;);eny C g1 tal que para todo i € N,
Di—1 <op_y Wi <a,_, Wir1 ¥ limw; sea el extremo de ;4 distinto de pj_;.
Con esto, definimos pg,; = w; para cadat € Ny Y, = Yy 1 Upr_1Pksi, cON
esto ya tenemos definidos todos los arboles y ademas cumplen las condiciones
(1) v (---). Claramente, también se cumplen (--) y (----) ya que a partir del
paso k nos estamos tomando cada vez arcos mas chicos. Por lo tanto, en el
caso en el que X es un arbol, el teorema estd demostrado.

Supongamos entonces que X no es un arbol. Sea D = {z; : i € N}
un conjunto denso y numerable de X. Vamos a definir los arboles Y; por
induccién, empezando con pyg = xo y Yo = {po}-

Supongamos que tenemos definidos los arboles Yy, Y7, ... Y, para alguna
k € N, que ademés cumplen las condiciones (-) y (---). Notemos que, como
X no es un arbol, X #Y;

Entonces my = min {j : z; ¢ Y} existe, por lo que tomamos el arco ay, =
T, Tk (Tm,, ) que cumplird que oMYy, = {ri(zy, )}. Entonces definimos Y,y =
Yi Uar v pr = mk(2m,), con lo cual Yi;; serd un drbol que cumplird las
condiciones (+) y (---). Con esto termina la induccién.

Ahora tenemos que probar las condiciones (-+) y (----). Para la primera
s6lo hay que notar que el conjunto {xg,z1,...} es denso en X por lo que
X ={z;:ie N} ClimY;.

Para (- --+), usaremos la convergencia de los arboles y el hecho de que las
dendritas son ulac. Tomamos € > 0 y un 6 como en la definicién de ulac para
este €. Usando entonces la convergencia en (--), existe un N € N tal que si
n > N, Hy(X,Y,) < . Entonces para cada = € X, como existe un y, € Y,
tal que d(z,y,) < §, obtenemos que diam(zy,) < €. Ya que r,(x) € zyp,,
tenemos que d(z,r,(x)) < €. Entonces d(1x,r,) < €, que es la convergencia
uniforme deseada. [

Con este tltimo resultado, podemos probar ahora otra caracterizacién de
las dendritas. Llamamos a una funciéon continua f : X — Y una e-funcion
si cumple que para todo y € f(X), diamf~'(y) < e. Decimos que, dada una
familia de espacios 9, un espacio X es tipo M si para cada € > 0 existe
un Y, € 9 y una funciéon continua y suprayectiva f. : X — Y. que sea una
e-funcién.

Teorema 5.3 Un continuo de Peano es tipo drbol si y solo si es una den-
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drita.

Demostracion. Primero veremos que una dendrita X es tipo arbol, usamos la
sucesion de drboles (Y;);en del teorema 5.2, junto con las funciones r; : X —
Y; y el hecho de que la sucesion (;);en converge uniformemente a la identidad.
Dado un € > 0, sabemos que existe algin j € N tal que d(r;,1x) < 5. Dada
e X, dr(z),r) <5, dadas u,v € 1 (),

d(u,v) < d(u,z) +d(z,v) = d(u,r;(u)) + d(v,r;(v)) <e.

Por tanto, diam(r;'(z)) < € para cualquier z € X.

Ahora supongamos que X es un continuo de Peano tipo arbol y suponga-
mos que S' C X, como los subcontinuos de los drboles son arboles, tenemos
que S' tambien es tipo arbol. Por lo tanto, si probamos que S! no es tipo
arbol, obtendremos una contradiccién que nos dice que X tampoco es tipo
arbol.

Supongamos que S! tiene la métrica usual, como subconjunto del plano.
Es facil ver que, aunque parece que la definicién del tipo arbol depende de
la métrica, se tiene que esta definicién es topoldgica.

Supongamos que f : St — T es una %—funcién sobre un arbol T'. Sabemos
que f(i) # f(—i) ya que d(i,—i) > 5. Si llamamos K = f(S'") N f(S'7),
entonces por la unicoherencia hereditaria de los arboles, K es conexo, como
f(i), f(—i) € K, K es un subarbol no degenerado. Tomemos, en el arco S'*,
el orden tal que i <gi+ —i. Sabemos que existen puntos a,b € S'* tales que
d(i,a) = 5, d(—i,b) = 3. Si tomamos un punto z € S'* —([i, algi+ U[b, —i]gi+)
entonces f(z) ¢ K porque d(x,S'”) > 3 y f es una 3-funcién.

Sea r el Ultimo punto en el arco [i,algi+ tal que f(r) € K y s el primer
punto en el arco [b, —i]si+ tal que f(s) € K. Vamos a ver que f(r) = f(s),
para esto llamemos m = f(r). Si m € E(T), entonces también es punto
terminal de K y como T es no degenerado, podemos tomar U € 7p tal que
m € U C K. Pero entonces f~*(U)N(r,b)si+ # 0 lo cual es una contradiccion.
Entonces m es punto de corte de T'. Sabemos que T'—{m} tiene una cantidad
finita de componentes, si todas tuvieran puntos de K, m seria un punto
interior de K y una vez mas podemos tomar U € 7p tal que m € U C K, lo
cual de nuevo nos dice que f~1(U)N(r, b)si+ # () lo cual es una contradiccion.
Entonces podemos escribir 7' — {m} = A|B tal que A es la unién de las
componentes de T'— {m} que intersectan a K y B es el resto.

Fijandonos en que f([r,s)si+) es un conexo, si hubiera un punto p €
AN f([r,s)st+), el arco pm C f([r, s)si+) tendria puntos de K distintos de
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m, lo cual no es posible. Entonces f([r,s)si+) C BU{m} y como B U {m}
es un cerrado,

f(s) € (BU{m}) N f(K) C {m}

Entonces f(s) = m que es lo que querfamos demostrar. Si tuvieramos que
d(a,b) < %, por la desigualdad del triangulo tendriamos que

d(i,—i) < d(i,a) + d(a,b) + d(b, —i) < g

lo cual es una contradiccién. Entonces

d(r,s) > d(a,b) >

DO | —

lo cual es una contradiccion a que f es %—funcién. Esto demuestra que S! no
es tipo arbol que era lo unico que faltaba para nuestra caracterizacion. [

Sélo falta mencionar que no se puede quitar, en el teorema 5.3, la con-
dicion de conexidad local. Por ejemplo, todos los dendroides, en general son
tipo arbol como se prueba en [Col, pero hay dendroides que no son lc.

5.2. Limites Inversos y Funciones Monétonas

Ahora continuaremos con los limites inversos, éstos nos ayudaran a cons-
truir la dendrita universal, y también nos permitiran probar otra caracteri-
zacién de las dendritas. Diremos que una funcién continua f : X — Y es
mondtona si para cada y € Y se tiene que f~'(y) es conexa. Empecemos pro-
bando una de las propiedades méas importantes de la funciones mondétonas.

Lema 5.4 Si f : X — Y es una funcion mondtona y suprayectiva con X
compacto y Y métrico, entonces para cualquier E C'Y conexo, f~*(E) es
COMELO.

Demostracion. Supongamos que existe un subconjunto conexo E de Y tal que
[ YFE)=A|B, ysean A = f(A), B' = f(B). Entonces E = A’U B’, por la
conexidad de F podemos suponer, spg, que existe un r € A’ N B’. Entonces
existen ¢ € B con f(q) = r y una sucesiéon (r;);ey en A’ con limr; = r.
Para cada i € N, existe a; € A tal que f(a;) = r;. Podemos suponer, por
la compacidad de X, que lima; = a para alguna a € X. Por la continuidad
de f, f(a) = lim f(a;) = limr; = r. Por lo tanto, a € AN f~'(r). Entonces
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tenemos que f~1(r)NB #0 # f~1(r)NAy ademéas f~(r) C AUB, asi que
)= ()N A)|(f~ (r) N B), lo cual nos da una separacién de f~!(r),
una contradiccién. Entonces f~1(E) es conexo que es lo que querfamos. [J

Antes de comenzar con los limites inversos probemos una caracterizacion
de las dendritas. Una funcién es hereditariamente mondtona si su restriccién
a cada subcontinuo es mondtona

Teorema 5.5 Un continuo de Peano X es una dendrita si y solo si cual-
quier funcion mondtona y suprayectiva con dominio en X es hereditariamente
mondtona

Demostracion. Si X es dendrita y f : X — Y es una funcién monétona
y suprayectiva, y K € C(X), entonces f|x : K — Y cumplird, para todo
peY, que f|'(p) = KN f~(y), el cual es un conexo porque X es hu.

Ahora, para probar el regreso, supongamos que X cumple la segunda
parte. Mostraremos que X es hu. Sean A, B € C(X), y supongamos que
podemos tomar p € AN B y definamos la relacién de equivalencia ~ en X
como:

r~ysiysdlosiz=yo6x,y€ B.

Esta relacion de equivalencia nos define un espacio cociente X/~ y una pro-
yeccion canédnica ¢ 1 X — X/~ | que claramente es mondtona ya que si

T e X/~,
1 | {z}, si oz ¢ B,
o () = B, si x€B.

Entonces, por hipotesis, ¢ debe ser hereditariamente monétona ya que es
suprayectiva por lo cual el conjunto

o4 (¢(p)) =ANB

debe de ser conexo. Esto prueba que X es hu que era lo tinico que faltaba
para concluir que X es dendrita. [

Cabe mencionar que esta propiedad por si misma no caracteriza a las
dendritas, ya que si observamos la prueba, lo que estamos probando es que
un continuo es hu si y sélo si cualquier funcién mondtona y suprayectiva
definida en €l es hereditariamente mondtona. Como veremos mas adelante,
los dendroides son hu y no necesariamente lc.

Ahora empezaremos a probar los resultados que nos serviran para calcular
limites inversos de dendritas.
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Lema 5.6 Si {X;, fi}ien es un sistema inverso de continuos de Peano con
las funciones f; mondtonas y suprayectivas, entonces su limite inverso es un
continuo de Peano.

Demostracion. Sea X el limite inverso de la sucesion. Para cada i € N,
denotemos la i-ésima proyeccion candnica por p; : X — X;. El primer paso
es demostrar que cada p; es suprayectiva. Tomemos un x; € X;, como f;
es suprayectiva, existe un z;,1 € X,y tal que fi(x;1) = x;, y siguiendo
este proceso por induccion, para cada j > 4, se puede encontrar z; € X;
tal que f/(x;) = x;. Como ademds ya conocemos las imdgenes f;(%), para
cada j < ¢, el punto x € X, tal que su j-ésima coordenada es z;, si j > ¢
y fj’(xl), si j < 1, es tal que p;(x) = z;. El siguiente paso es demostrar que
las proyecciones son monoétonas, para esto tomamos un ¢ € N y un z; € X;,
entonces definimos, para cada j € N,

() M) sij>i
K; = {r:}  sij=i
{fj(z)} sij<i

Notemos que cada K; es un continuo ya que, para j < i, K; es un punto y
para j > ¢, las funciones f; son mondtonas. Entonces tenemos la siguiente
igualdad de manera inmediata:

p; (i) = W { K, flr; }

Usando el teorema 1.6, tenemos que p; ' (;) es un continuo, por lo que p; es
mondétona.

Estamos listos para demostrar que X es Ic, tomemos un x € X y U € 7y,
por el teorema 1.5 tenemos que podemos tomar, para algin ¢ € N, un U; € 7y,
tal que z € p;~'(U;) C U. Entonces por la conexidad local de Xj, existe un
conexo V; € Tx, tal que x; € V; C U;. Entonces x € p;/ (Vi) C p; " (U;) C U,
vy, Y(V;), por el lema 5.4, es conexo, por lo cual hemos encontrado la vecindad
que necesitamos. Esto demuestra que X es lc en x, que era lo que queriamos.
OJ

Ahora enunciamos el resultado principal de esta seccién.

Teorema 5.7 Si {X;, fi}ien es un sistema inverso de dendritas con las fun-
ciones f; mondtonas y suprayectivas, entonces su limite inverso X es una
dendrita.
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Demostracion. Claramente el lema 5.4 nos dice que X es lc, por lo que sélo
nos falta demostrar, por ejemplo, que es hu. Sean A, B € C(X), definiendo
C = AN B aplicamos los teoremas 1.7 y 1.6 nos dicen que C' es un continuo
ya que cada C; es un continuo por ser cada X; hu. Con esto tenemos que X
es una dendrita. [

Como ultimo resultado de esta seccion relacionemos los limites inversos
con los arboles que forman la dendrita.

Teorema 5.8 Sea X una dendrita y tomemos los darboles (Y;);en del teore-
ma 5.2, con, para cada v € N, g; : Vi1 — Y, la retraccion natural. Entonces
la funcion h : lim_ {Y;,¢9;} — X definida por h((x;)ien) = limz; es un
homeomorfismo.

Demostracion. Vamos a usar el teorema del encaje de Anderson-Choquet 1.8.
Sélo verificaremos la condicién (1) para obtener que h estd bien definida y es
continua y suprayectiva. Después, de otra forma, veremos que h es inyectiva.

Sea € > 0, por la convergencia uniforme de las r; (definidas en el teore-
ma 5.2), sabemos que existe un k € N tal quesij > k, d(r;, ly) < e. Entonces
siz € (gi)_l(p), para algin p € Y3, obtenemos que d(p,z) = d(z, gl(z)) =
d(z,re(z)) < €, ya que g; or;p1 = r; (esto es porque al hacer la retraccién
natural de X a X;,; y después de X;,1 a X; es lo mismo que hacerla directa-
mente de X a X;). Por lo tanto se cumple la condicién (1) y h es una funcién
continua y suprayectiva.

Ahora, para probar la inyectividad supongamos que hay dos sucesiones
(x;)ien, (Yi)ien con z;,y; € Y; y tales que limz; = = = limy; pero que existe
un k € N con xy # y,. Como ademas Yy = {po} entonces xo = yo = po.

Definimos, para i € N, a; como el arco que va de xg a z; (0 o = {zo} si
x = xg), obtenemos que, para todo i € N, a; C Y; y ademés a; C ;41 pues el
hecho de que 7;(x;41) = x; implica que para ir de x;,1 a y; se tiene que entrar
por z;, asi que x; € a;41. Con esto, lim a; serd un arco que va de z; = po
a limz; = z y que pasa por x (o el punto {z(}) por el teorema 2.24(3).
Anélogamente podemos construir un arco que vaya de x1 = pp a limy; =z y
que pasa por yi. Entonces como las dendritas son unicamente arcoconexas,
tenemos que los arcos construidos son iguales al arco gz (0o ambos son el
punto {xo}).

En el arco zgz = « fijemos el orden <, en el cual ¢y <, z y supongamos,
Spg, que Y <, T (con esta suposicion ya estamos en el caso en el que a no es
un punto). Notemos que por ser X hu, YyNa = xz D xoxy. Si se diera el caso

77



en el que x = xy, entonces paratodor > k, y, € xox = xox C YipNxox) y por
lo tanto ¢;.(y») = Yk, asi que ¥, = yx # x lo cual contradice la convergencia
de (Yn)nen al punto x. Entonces, podemos suponer que = # . Asi que por la
convergencia de la sucesién (Y, )nen, existe un m € N tal que y,,, € X — xoxy.
Entonces yx = ¢7'(ym) pero sin embargo zp € Yi v ox € YrYm — {yx} lo
cual no puede pasar ya que g;*(y.,) es el primer punto en cualquier arco de
Ym @ un punto de Yy, es decir, obtenemos una contradiccién. Esto prueba la
inyectividad que era lo ultimo que nos faltaba. [J

5.3. Las Dendritas Universales

Ahora es tiempo de construir las dendritas universales y probar su uni-
versalidad. A reserva de probar la existencia de las dendritas universales,
empezamos poniéndoles nombres.

5.9 D,, denotard a la dendrita que es universal para la clase de dendritas con
puntos de ramificacion de orden a lo mds n. Claramente, D, serd universal
para la familia de todas las dendritas.

La dendrita D,, tendra la propiedad de que todos sus puntos de ramifi-
cacion tendran orden n y ademas para cualquier arco o C D,, se tendré que
anNR(D,) = «a.

Dado un punto ¢ € C y un segmento convexo en C, [ con ¢ € [, llama-
remos una n-estrella centrada en c, sobre [, de tamano N > 0 a un con-
junto de la forma U;.lzl Bj; donde cada B; es un arco convexo con uno de
sus extremos ¢, que forma un dngulo de 7/2j con el segmento I, tal que
diam(Bj1)/diam(B;) = 1/(j + 1) y diam(;_, Bj) < N. Claramente una
w-estrella es homeomorfa a la dendrita F,,. Sin embargo, nos interesa que las
n-estrellas tengan las propiedades que mencionamos para que asi se puedan
“pegar” apropiadamente.

5.10 Construccion de D,,.

Tomaremos a n € NUw — {0,1,2}. La construccién se hard por induccién,
definiremos, en cada paso, una dendrita D* C C para k € N. Tomemos D°
como una n-estrella con centro en 0 € C sobre el eje real, con tamaiio 1.
Supongamos ahora que ya tenemos construida la dendrita D*¥ C C tal
que todos sus puntos de ramificacién son de orden n, para alguna k € N,
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Figura 5.1: Paso 3 en la Construccion de Ds

y que podemos escribirla como DF = [ e Rim (Jr C N, que es finito si
n # w) donde cada Rf;m es un arco convexo tal que inicamente sus extremos
tienen orden distinto de 2 en DF y con la propiedad de que cada conjunto de
la forma R] — R(DF) es abierto en DF. Todo este enunciado serd nuestra
hipétesis de ‘induccion.

Sea pf;’n el punto medio del arco Ri,rﬂ tomemos el conjunto de todos estos
puntos, P, = {pfC niJE€ Jr }. Notemos que, por la condicién de separacion
que pedimos como hipétesis, para todo j € Ji tenemos que pk W& Pin p{ﬂ o
es decir, que Py, no tiene puntos de acumulacién en él mismo. Entonces, para
cada j € Ji, construyamos una (n — 2)-estrella (si n = w, tomamos una w-
estrella), que llamaremos N,in, con centro en pf;’n, sobre R{;?n con tamano

min {57z, 5 (o Pon = 1) (ke U L)}

leJi—{35}

donde .
a,=e2 <1

Si suponemos que existe un punto x € N,z ﬂN,f; , para algunas 7, 7 € Ji, con

i # j, tendriamos, por la desigualdad del tridngulo y el hecho que = =k < s

que

(P} s D) < d(z,9},,)+d(2, P )

1 . . . .
< 5 (d (pim, Pk,n_{pi,n}> +d (p;qu Pk,n_{p;c,n})>
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< HléX {d(p'2:7n, Pk7n - {p£7n}> 9 d(p;;c,'fm Pk,n - {pz,n}>}

lo cual es una contradiccién, por lo que las (n — 2)-estrellas definidas son dis-
juntas dos a dos. Con esto, como cada (n—2)-estrella que definimos solamente
toca a DF en un punto, podemos definir la dendrita D! = DFU(|J N,gn)
Ahora hay que ver que cumple la hipotesis inductiva para k + 1

En primera, claramente DFt! C C. Es claro que todos sus puntos de
ramificacién son de orden n porque los tnicos puntos de ramificacion que
aumentamos son los pgn que tienen orden 2 en DF y ahora con las (n — 2)-

J€Jx

estrellas que pusimos sobre ellos, tienen orden n en D*1 todo esto por el

teorema 2.14. Los segmentos convexos Rk 1., Seran de dos tipos, los primeros

seran las dos mitades de los segmentos Rj ,, que fueron “divididos” en dos
partes cuando pusimos las (n — 2)-estrellas en el paso inductivo; los segundos
son los segmentos convexos de la definicién de cada uno de las (n 2)-estrellas
que pusimos. Claramente cada uno de estos segmentos nos da un conjunto
abierto cuando le quitamos los puntos de R(D*™!). Entonces se cumplen las
condiciones de la hipotesis para k + 1, lo que nos dice que podemos hacer la
construccion.

Definimos las retracciones naturales f;,, : D! — D! para i € Ny como
claramente son monétonas y suprayectivas, del teorema 5.7 obtenemos que

D, =lm{D! f;.}

es una dendrita.

5.11 D, c C.

Ahora quisiéramos ver que las dendritas D,, se pueden encajar en el plano.
Para esto, hay que usar el teorema del encaje de Anderson-Choquet 1.8. En-
tonces hay que ver que se cumplen las condiciones (1) y (2) de la hipdtesis
de este teorema.

<
29

y algin x € (f,g’n)_l(p) para alguna j > k. Entonces, para todo j > k,

(1) Sea ¢ > 0, tomemos un k& € N tal que Qk—l,l < &, un punto p € DF

T (x) = fm(frjﬂm) y ademds f,, es una (27")-funcién ya que en el paso
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Figura 5.2: Paso 2 en la Construccién de D,

r de la construccion las estrellas tienen tamano menor a 2-". Por lo tanto
usando este hecho y la desigualdad del triangulo,

x—pl = |fl () — 2| < [fl (&) = fl @)+ 4+ 1f] () — 2]
1 1
< §++2—j < k1

Con esto, es claro que diam[J;-; f,in_l(p)] < €.

<e
2

Antes de probar la condicién (2), tomemos dos puntos a,b € DMy sean
a' = frn(a) y b = frn(b). Sise tuviera el caso en el que ae N],vybe N,
para algunos i, j € .J, entonces, por construccién, a’ = p{m yb = pﬁm y por
nuestra construccion

o —d| < 5dpl,. Pon—{ph,}) < S[a -V

b=V < Sd(ph,, Pon—{pia)}) < 52[a -V

y ademas si se da alguno de a = a’ 0 b = b (éste es el caso que faltaba),
claramente se dan ambas igualdades. Entonces usando la desigualdad del
triangulo:

la" —b'| <l|a"—a|+]a—0b+[b—b] < (1—ag)|la —b|+|a—Db
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lo cual nos dice que |fi,(a) — fin(b)| < $|a —b|.

(2) Dadas i € N, § > 0, sea &' = ¢ 2. Sean j > i y a,b € X cualesquiera,
usando la observacién anterior e induccion obtenemos que

Haik:|a—b|He2_n

J
. ‘ 1
|fin(a) = f.(0)] < la—0b| Ha— <la — 0|
k=i k keN keN

ZkeN 2

= la — ble 2ik:|a—b|e

con lo cual obtenemos lo que queriamos.

Por lo tanto se cumplen las condiciones del teorema de Anderson Choqet
por lo que concluimos que D, = |J,.y Dk C C. O

Ahora, antes de probar la universalidad de las D,,, necesitamos conocer
un concepto nuevo. Dados dos conjuntos parcialente ordenados E, F' decimos
que f: E — F es un isomorfismo de orden si es una biyeccién que preserva
el orden. Recordemos que a todo conjunto ordenado FE, se le puede asignar
una topologia llamada la topologia del orden la cual tiene como subbaésicos
a los conjuntos de la forma {x € F: 2 <y} y {x € F: z > y} para cada
y € E. Esto nos lleva al primer resultado.

Lema 5.12 i para dos conjuntos ordenados existe un isomorfismo de orden
entre ellos, entonces son homeomorfos con las topologias del orden correspon-
dientes.

Demostracion. Sean E | F' conjuntos ordenados con la topologia inducida por
sus respectivos érdenes y f : ¥ — F' un isomorfismo de orden entre ellos. Si
tomamos e € F fijo tenemos que

flzeFE:xz<e}) = {yeF:y<fle)}
flzeE:z>e}) = {yeF:y> fle)}

Es decir, f manda subbasicos en subbasicos, por lo cual f es abierta. Analo-
gamente f~! es abierta por lo cual f es un homeomorfismo. [J

Ahora, recordamos el conjunto de los racionales diadicos, que llamaremos
D. Notemos que D N (0, 1) tiene la topologia del orden inducida por la to-
pologia euclidiana de I. Entonces cualquier conjunto que sea isomorfo, como
espacio ordenado a D N (0, 1) serda homeomorfo también a él.
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Lema 5.13 Todos los conjuntos D C I que son densos numerables de [
que ademds no contienen a su supremo ni a su infimo, son isomorfos como
espacios ordenados y por lo tanto homeomorfos a DN (0,1).

Demostracion. Lo que haremos sera encontrar un isomorfismo de orden entre
D y DN (0,1). Para esto, primero numeremos a D, D = {xg,x1,...} ¥
construyamos por induccién una funcién f: D — DN (0,1). El primer paso
es definir f(zg) = 1/2. Sabemos que existen cj,cy € N tales que son los
primeros naturales que cumplen que @1 < To < T, y por ser los primeros
uno de los dos es 7. Entonces el paso dos es hacer f(za) =1/4y f(za) =
3/4 y claramente en este paso ya se habran usado al menos los primeros 2
elementos de D, en la numeracion que dimos. Inductivamente, en el paso n ya
tendremos definido f para 2" — 1 elementos de D, al menos habremos usado
{zo,...,x,_1} y el rango seran los racionales diddicos que en su expresién
reducida tendrdn denominador una potencia 2¥ con 0 < & < n + 1. Con
esto, en el paso n + 1, encontramos los primeros 2" niimeros naturales {c} :
ke {1,...,2"}} tales que ¢} esté en el interior del k-ésimo intervalo que
se forma al tomar la particién de I formada por 0,1 y los elementos de D
para los cuales ya tenemos definida la funcién. Claramente podemos definir
afen{cg:ke{l,...,2"}} tomando como valores a los racionales diadicos
en I que en su expresién reducida tienen denominador 2**! de tal forma
que preserven el orden. Y ademés como escogimos los primeros elementos
de D que cumplieran la condicién descrita, podemos asegurar que en este
paso hemos usado {zg,...,z,}. Entonces por induccién podemos definir la
funcién que claramente es un isomorfismo de orden. Es suprayectiva porque
en el paso n-ésimo nos aseguramos que esta definida para todos los racionales
diddicos de (0,1) que tienen denominador 2*, en su expresién reducida, con
0 <k <n+1y estd definida en todo D porque claramente en el paso
n usamos al menos los primeros n elementos de la numeracién que dimos.
Entonces son isomorfos por orden y por lo tanto homeomorfos. []

Este resultado ademés nos dice que cualesquiera dos conjuntos que cum-
plan las hipotesis del subconjunto D seran isomorfos por orden y por lo tanto
homeomorfos. Sélo hay que mencionar un resultado mas que nos servira en
la prueba de la universalidad.

Lema 5.14 Si D y E son conjuntos densos de I tales que existe un isomor-
fismo de orden f: D — E, entonces existe un homeomorfismo F : I — I tal

que Flp = f.
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Demostracion. Si x € I, podemos definir F'(x) de la siguiente forma. To-
mamos cualquier sucesién (z;);ey en D con z = limz; y que cumpla que
(f(x;))ien converja. Esto siempre se puede conseguir porque I es compac-
to. Definimos F'(z) = lim f(z;). Primero, para ver que F' estd bien defini-
da, supongamos que existen dos sucesiones (z;)en, (¥;)ieny en D tales que
limz; = z = limy; pero que lim f(z;) = a < b = lim f(y;). Tomemos
un ¢ € (a,b) N E, entonces existe un N > 0 tal que si n > N, entonces
f(zn) < ¢ < f(yn). Como f preserva el orden, x, < f~(c) < y, por lo que
tiene que darse que z = f~!(c) ya que ambas sucesiones convergen al mismo
punto. Por lo tanto, x € D y como f es continua, obtenemos que a = b = f(x)
lo cual es absurdo. De manera que lim f(z;) = lim f(y;). Ademé&s con esta
definicién, como las sucesiones constantes convergen, F'|p = f.

Para ver la suprayectividad, tomamos un y € I y una sucesion (v;)ien
en E tal que y = limy;. Sea, para cada i € N, z; = f~!(y;) y por la com-
pacidad de I podemos suponer que existe un x € [ tal que x = limx;.
Entonces F'(z) = lim f(x;) = limy; = y. Si probamos que F respeta el or-
den, tendremos que también es inyectiva, como I tiene la topologia dada por
el orden, obetendremos que F' es un homeomorfismo. Entonces sean x,y € [
tales que * < y, y tomemos 21,2, € D tales que x < 21 < 25 < y. Tome-
mos dos sucesiones (;)ien, (i)ien en D tales que limz; = xz y limy; =y y
las sucesiones (f(x;))ien ¥ (f(¥:))ien sean convergentes. Entonces existe un
N eNtalquesin > N, x, < z1 < 23 < y,. Como f preserva el orden,
flzn) < f(z1) < f(22) < f(yn), por lo que F(z) = lim f(z,) < f(z1) <
f(z2) <lim f(y,) = F(y). Entonces F' también preserva el orden y con esto
tenemos que I’ es un isomorfismo de orden, y entonces F' es un homeomor-
fismo. [

Estos resultados son suficientes para probar la universalidad.

5.15 Universalidad de D,,.

Ahora nos gustaria ver que en realidad la dendrita D,, es universal para la
familia de dendritas que tienen sus puntos de ramificacién de orden a lo més
n. Como ya comentamos, esto nos dird que D, es universal para la familia
de todas las dendritas. La notaciéon que usaremos sera la de la construccién
de la dendrita universal 5.10 y del teorema 5.2.

Sea X una dendrita con todos sus puntos de orden menor o igual a n.
Vamos a usar induccién para definir una funcién creciente p : N — N y
un encaje h; @ Y; — D?” . Recordemos que P* es el conjunto de centros
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de estrellas en D*™! que no son centros de estrellas en DF y notemos que
R(D,) = {0} U (Ugen PF) ya que los puntos de D, — (J,oy DE son puntos
que no son de corte y por lo tanto de E(D,,). Notemos que, por construccion,
todos los puntos de ramificacién de D,, son de orden n y que ademas para
cualquier arco a C D,,, a N R(D,,) = «, dos propiedades que mencionamos
al inicio de esta seccion y que ahora usaremos.

Para i = 0, tomemos p(0) = 1, h(pg) € P} arbitrario. Ahora supongamos
que tenemos ya definida h; y p para i < k. También supongamos que h;(py) €
(U,~; Pr)n DAY para i < k.

Llamemos Agy1 = Yii1 — Y — {Pr, qx}, que es el arco que se le agrega
a Yy para formar a Yjyq, sin sus extremos. Como |R(X)| < Ny, entonces
R(X) N Agyq es un conjunto finito o numerable. En cualquier caso, podemos
agregarle puntos a R(X )N Ay, para formar un conjunto Ey1 D R(X)NAgi1
tal que |Fgri1| = No v Frr1 = A1 Notemos que existe un numero, que

llamaremos p(k + 1) con p(k+ 1) > p(k) y que cumple que hg(px) € prtD),
definimos la funcién p en k + 1 precisamente como p(k + 1).

Construyamos un arco Ay, C DAY tal que AN DA% = Lhy(pi)} y
que sea un subarco de la estrella que se construye sobre hy(px). Observemos
que como los puntos de R(D,,) tienen orden exactamente n y los de R(Y)
tienen orden a lo mas n, en cada paso se puede construir ese arco.

Quisieramos ahora definir g,y @ Yy — DFF tal que hpyily, = ha,
Pi+1]a,,, sea una funcién sobre Aj , y que hj11(qx) sea el otro extremo de
Aj..1. De paso, también lograremos que A1 (R(X) N Apqr) C Ay NR(Dy,)
para que asi 41 (prs1) € Aj 1 NR(D,) y asi se cumplan todas las condiciones
de la hipotesis de induccién para k + 1.

Entonces definamos tg 11 : Eyy1U{pk, @} — Arr1NR(D,) un isomorfismo
de orden (podemos hacerlo por el lema 5.13) con ti11(pr) = hi(pr) ¥ trs1 (k)
el otro extremo de Aj ;. Por el lema 5.14 podemos extender #;;; a un ho-
meomorfismo y definir asi h; como esta extension en Y1 — Yi. Entonces con
esto tenemos el encaje que queriamos, lo cual completa la induccion.

Tenemos las dos sucesiones inversas {Dg(i), Tty tien ¥ 1Y, Gi tien, v, para
cada ¢ € N, una funcién continua inyectiva h; : Y; — Dﬁ(i) que conmuta, es
decir, que f]f ((Z)H) o h; = hiy1 o g;. Entonces la funcién h : X — D,, definida
como h(z) = (hi(x;))en es un encaje por [M, 2.1.47, p.88]. Esto nos dice que
D,, es universal para la familia de dendritas que tienen sus puntos de orden
menor o igual que n. [J
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Capitulo 6

Arco-estructuras y Dendroides

Los dendroides son la generalizacién natural de las dendritas, a pesar de
que su definicién no lo indique a primera vista, cuando no se pide la conexidad
local. Una de las caracteristicas de éstos es que también son uUnicamente
arcoconexos, por lo cual se puede definir una “arco-estructura”. Empecemos
estudiando estas estructuras en general y después las estudiaremos en los
dendroides. Los conceptos que se manejan en las arco-estructuras se derivan
de las propiedades que estudiaremos en los dendroides.

6.1. Arco-estructuras

Dado un continuo arcoconexo X, a una funcién continua A4 : X x X —
2/ (X) que cumpla las siguientes tres propiedades se le llamara arco-estructura
para X.

(1) Para todo z € X, A(z,z) = {z},

(2) Para cualesquiera z,y € X distintos, A(z,y) = A(y,z) es un arco con
extremos z y v,

(3) Para cualesquiera z,y,z € X, A(z,2) C A(z,y) U A(y, 2) v ademads se
da la igualdad si y sélo si y € A(z, 2).

Claramente, en las dendritas existe una unica arco-estructura A dada
por A(x,y) = zy. Siguiendo esta misma idea, es claro que los continuos
unicamente ac, como el circulo de Varsovia, tienen una tnica arco-estructura.
Notemos que, en C, si definimos A(p, ¢) como al tinico segmento convexo en
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C que une a p y ¢, entonces A no satisface la condicién (3). Sin embargo, en
C podemos definir una arco-estructura, que llamaremos Ac, de la siguiente
manera. Primero, llamemos un rayo desde el 0 a cualquier conjunto de la
forma {rz : r € RT U {0}} donde z € C es fijo. Definimos Ac(z,0) como
el segmento convexo que va del origen al punto z; si tenemos dos puntos
x,y tales que no estén en el mismo rayo desde el 0, definimos Ac(z,y) =
Ac(z,0) U Ac(0,y); v para todo z € C y r € R, definimos Ac(z,rz) como
el segmento convexo entre x y rz. Claramente podriamos definir otras arco-
estructuras en C si cambiamos el papel del origen por cualquier otro punto.
Esto nos dice que las arco-estructuras no son unicas. Otra arco-estructura,
que podemos definir en S', escogiendo primero un punto fijo p, y el orden <,
que sea en sentido de las manecillas del reloj desde p, tal que p sea el minimo,
y después definiendo, cuando = <y, Agi(z,y) = {z € S' : 2 < 2 < y}.

Uno de los primeros conceptos en los que pensaremos sera en el que
se llama suavidad. Un continuo X con una arco-estructura A es A-suave
en p € X, sila funciéon A, : X — &/(X) definida por A,(x) = A(x,p) es
continua. Normalmente la suavidad en un punto p € X se piensa en el sentido
de que si una sucesién (z;);ey en X converge a un punto z € X, entonces
la sucesion de arcos (A(p, ;) )ien converge al arco A(p, x) (con la métrica de
Hausdorff).

El circulo de Varsovia (figura 2.6) no es suave en ningin punto. Por
ejemplo, si tomamos el punto p = (0, 1), y una sucesién (z;)nen, que converja
a py no tenga elementos en el arco que va del punto p al (0, —1), obtenemos
que limpz; = W # {p} = A(p,p). Algo similar pasa para el resto de los
puntos, p.

En el caso de la arco-estructura que dimos en C, notemos que si tomamos
un 2z € S' y una sucesion (2;);eny en St — {2} con z = lim z;, lim A¢(z;, 2) =
Ac(0,2) # {2} = Ac(z, 2). Anédlogamente se puede ver que C no es Ac-suave
en ningiin punto z # 0. Sin embargo, claramente si es Ac-suave en el origen.

Notemos que S' no es Agi-suave en ningin punto. Fijemos p = 1. To-
memos un punto ¢ distinto de p, pensemos, spg, que ¢ = —1. Tomemos
una sucesién de puntos (p;)ien en S'* — {p} que converjan a p y todos
sean distintos a p. Como para todo ¢ € N, ¢ < p; vy p < ¢, obtenemos
lim Agi(q,p;) = S'* # S'= = Agi(q,p), por lo que S! no es Agi-suave en
ningun punto distinto de p. Claramente pasa algo similar en p por lo cual no
hay suavidad en ningtin punto.

Un concepto que es més intuitivo que la suavidad, y que posiblemente el
lector lo conoce en R™, es el de la convexidad. Decimos que, en un continuo
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X con una arco-estructura A, el subconjunto Y de X es A-convezo si para
cualesquiera z,y € Y se tiene que A(z,y) C Y. Notemos que la unién de dos
conjuntos A-convexos que se intersectan es A-convexo, gracias a la propiedad
(3) de las arco-estructuras. Recordemos que esto no ocurre con el concepto
de convexidad que se tiene naturalmente en R", sin embargo agregar la pro-
piedad 3 de las arco-estructuras asegura que si. También podemos hablar
de este concepto de una manera local como se hace con la compacidad y la
conexidad.

Cuando hablemos de la A-convexidad de un espacio tnicamente arcoco-
nexo, como la arco-estructura A es unica, sélo diremos convezo.

Dado un subconjunto Y C X y un punto p € Y, llamaremos a V;2(p) =
{z €Y : A(xz,p) C Y} la componente A-convera de Y en p, que es A-convexa
por la propiedad (3) de las arco-estructuras y ademds es el mayor conjunto
A-convexo contenido en Y, que contiene al punto p, esto es claro por su de-
finicién. Notemos que gracias a la propiedad (3) de las arco-estructuras, si
q € Vi#(p) entonces ViA(p) = Vi (q), por lo cual la componente A-convexa
no depende del punto tomado. Por la observacién de que la uniéon de dos
conjuntos A-convexos que se intersectan es A-convexa, es claro que las com-
ponentes A-convexas de un conjunto Y son ajenas e inducen una particion
de Y. Es decir, las componentes A-convexas de un conjunto se comportan de
manera similar a las componentes conexas y a las arcocomponentes, y cada
una de ellas estd contenida en una arcocomponente. Ademaés, cabe senalar
que las arcocomponentes y las componentes A-convexas coinciden cuando el
espacio X es unicamente ac.

Se dice que un continuo X con una arco-estructura A es localmente A-
convero en M C X si para todo U € 7 con M C U existe un Z C X que
sea A-convexo y que cumpla M C Z° € Z C Z C U. Diremos que X es
localmente A-convexo en p € X si es localmente A-convexo en {p}, y en
realidad éste sera el sentido en el que usaremos este concepto.

Notemos que los unicos conjuntos Ac-convexos son de dos tipos. Los
primeros son los subconjuntos convexos del plano que estan contenidos en
algin rayo que parte desde el 0. Los otros son los conjuntos V' que cumplen
la condicién “si x € V, entonces todo el segmento convexo que va de x a 0
estd en V7. De aqui se puede ver que C es localmente Ac-convexo inicamente
en el 0, ya que los rayos desde el 0 tienen interior vacio.

Es claro que el circulo de Varsovia es localmente convexo tinicamente en
los puntos en los que es lc.
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Ahora relacionemos la suavidad y la convexidad local. En general se sa-
be que éstos son conceptos equivalentes, pero para nuestros propositos sélo
necesitamos una implicacion.

Lema 6.1 Si X es un continuo con una arco-estructura A con la cual X es
A-suave en p € X, entonces X es localmente A-convezo en p.

Demostracion. Dado U € 7 conp € U, tomemos V € rconp eV CcV C U.
Sea Z = Vi (p), supongamos que Z no es abierto. Sean un punto z € Z que
no sea interior, y una sucesioén (x,)n,en en X — Z con limz,, = x. Por la A-
suavidad, lim A(p, z,,) = A(p, z), pero por la eleccién de la sucesién, tenemos
que, para cada n € N, existe un punto z, € A(p,x,) N (X — V). Podemos
suponer que z = lim z, para algin z € X. Entonces z € A(z,p) N (X — V),
una contradiccién. Esto prueba la A-convexidad local en p. [J
Necesitamos un resultado més. Para un continuo X con una arco-estructura

Ay un punto p € X tenemos la relacién de orden <, que se define como
xr <, ysiysolosi A(p,x) C A(p,y).

Lema 6.2 Sean X un continuo con una arco-estructura A y un puntop € X.
Entonces X es A-suave en p si y solo si la relacion <, es cerrada (en X x X ).

Demostracion. Primero, supongamos la A-suavidad en p. Tomemos una su-
cesion ((x,, Yn)nen) en X X X con las propiedades de que para todo n € N,
Tn <p Yn, limz, = x y limy, = y. Entonces tenemos que A(p,z) =
lim A(p,z,) C lim A(p,y,) = A(p,y), es decir, z <, y, lo cual nos dice
que <, es cerrada.

Ahora, supongamos que la relacién <, es cerrada. Tomemos un punto
x € X y una sucesion (z,)peny en X con limz, = x, demostraremos que
lim A(p, z,) = A(p, x).

Sea y € limsup A(p, z,,), entonces usando la definicién de lim sup para
vecindades abiertas alrededor de y de radios que converjan a 0, podemos
encontrar una sucesion (Y, Jgken con y,, € A(p,zn,) y limy,, = y. Por la
tercera propiedad de las arcoestructuras, y,, <, =, para k € N, y co-
mo <, cerrada, y <, z, i.e., y € A(p,z). Entonces hemos probado que
limsup A(p, z,,) C A(p, x).

Ahora veamos que z y p estdn en la misma componente (y por lo tan-
to casicomponente) de limsup A(p, z,,), supongamos que esto no ocurre y
que podemos escribir limsup A(p,z,) = P|Q con p € Py z € Q. Tome-
mos P',Q" € T talesque P C P/, Q C Q' y PPN Q" = (). Entonces como
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limx,, = = € ' podemos suponer, spg, que la sucesion (z,),en esta totalmen-
te contenida en )'. Como los arcos son conexos, para cada n € N, podemos
encontrar un punto z, € A(p,z,) N (X — (P UQ")). Como X — (P'UQ")
es cerrado (y por lo tanto compacto), podemos suponer, spg, que z = lim z,
para alguna z € limsup A(p, z,) N (X — (P’ U Q")) lo cual es una contradic-
cién. Entonces, existe una componente de lim sup A(p, x,,) que contiene a p y
x, y ademds como ya vimos que limsup A(p, z,,) C A(p, x), esta componente
debe de estar contenida en A(p,x). Como A(p,z) es un arco, esto implica
que lim sup A(p, z,,) = A(p, )
Ahora supongamos que existe un punto y € limsup A(p, x,,)—liminf A(p, x,,).

En particular, como y ¢ liminf A(p, x,), sabemos que existe un U € 7 con
y € U y una subsucesion (z,, )ren tal que A(p,z,,) N U = 0. Sabemos que
lim sup A(p, z,,,) C limsup A(p, z,) = A(p,x), entonces, por un argumento
similar al del parrafo anterior, se puede demostrar que limsup A(p, z,,) =
A(p, z). Esto prueba que y € limsup A(p, z,, ), sin embargo, como, para ca-
da k € N, A(p,z,,) C X — U, obtenemos que limsup A(p,z,,) C X —U
lo cual contradice el hecho de que y ¢ U. Por lo tanto limsup A(p, z,) —
liminf A(p, z,) = 0 lo cual nos dice finalmente que lim A(p, z,,) = A(p, z). O

El dltimo concepto a estudiar antes de empezar con las caracterizaciones
de dendritas es una funcién que es la generalizacién (en un sentido) de la fun-
cion T de Jones. Dado un continuo X con una arco-estructura A, definimos
la funcién T4 : X — 2% como

Ta(r) = {ye€ X : paracadaY € C(X), A-convexo, con y € Y°,
se tiene que = € Y'}

Para probar que esta funcién estd bien definida se tiene que probar que su
imagen cae en los cerrados de X, pero esto no es importante para el desarrollo
de nuestro trabajo. Notemos que siempre se tiene que = € Ty (x). En parti-
cular, cuando X es unicamente ac, y todos sus continuos son arcoconexos,
podremos escribir 7" solamente, y ésta coincidira con la funcién de Jones, y
no habra problema al escribirla asi. Si el lector desea conocer la funciéon T’
de Jones puede consultar [M, capitulo 3.

Por ejemplo, en el caso del circulo de Varsovia, veremos que para cualquier
punto x € W, T'(z) = ab, donde a = (0,1) y b = (0, —1). Esto es cierto
porque, cualquier abierto suficientemente pequeno alrededor de un punto del
arco ab tocara puntos del rayo que tiende al arco ab, por lo que el tnico
continuo A-convexo que tiene puntos de ab interiores es todo W.
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En el caso de la estructura Agi, tenemos en general que, si ¢ € St
Ta, (q) = {p, q}, donde estd incluido el caso en el cual p = q.

Ahora, ya con todos estos conceptos, probemos unas caracterizaciones de
las dendritas, que se relacionan con ellos.

Teorema 6.3 Para un continuo X las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(1) X es una dendrita,

(2) existe una arco-estructura A y para cada arcoestructura A" de X, Ta () =
{z} para cada z € X,

(3) eziste una arco-estructura A y X es A-suave en cada punto,

(4) existe una arco-estructura A y X es localmente A-convezo en cada pun-
to.

Demostracion.
(1) = (2) La arco-estructura que existe es la tinica que ya conocemos. Dados
r € X,y € X — {z} se puede encontrar un conexo U € 7 con y € U C U C
X — {z}. Entonces U es un continuo convexo con  en su interior y que no
toca a z, de aqui que y ¢ T'(x). Es decir, T'(z) = {x}.
(2) = (3) Dado p € X, veamos que <, es cerrada, por el lema 6.2 tendremos
que X es A-suave en p. Sean z,y € X tales que x %, y. Como y ¢ Tu(z),
existe un K € C(X) que es A-convexo tal que y € K° ¢ K C X — {z}.
Entonces K U A(p,y) € C(X) también serd A-convexo.

Ahora probemos que

(,y) € [X = (KUA(p,y))] x K C (X x X)= <,

lo cual nos dird que (z, y) estd en el exterior de <, por lo que <, serd cerrada.
Es claro que (z,y) estd en este conjunto, sélo falta probar la contencién de
los conjuntos.

Sea (u,v) € [X — (KUA(p,y))] x K°. Nos fijamos que A(v,p) C A(v,y)U
A(y,p) C KU A(y,p) por la A-convexidad de K. Entonces, si ocurriera que
u <, v, tendriamos que u € K UA(p, y), lo cual es una contradiccion, asi que
(u,v) ¢<,. Esto era lo tinico que faltaba demostrar.

(3) = (4) Es claro por el lema 6.1 aplicado en cada punto de X.
(4) = (1) Vamos a probar que cualesquiera dos puntos se pueden separar
por un tercero, esto sera suficiente para probar que X es una dendrita, por
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el teorema 2.3. Sean x,y € X, con x # y y z € A(zx,y). Claramente, z y y
estardn en componentes A-convexas distintas de X — {z}. Veamos que las
componentes A-convexas de X — {z} son abiertas. Tomemos una de éstas,
llamémosle C' y tomemos un r € C. Por hipétesis sabemos que existe un
conjunto A-conexo V; tal que r € V> C V, C V, C X — {z} y ademds por ser
la componente A-convexa, V,, C C. Entonces en particular r € V? C C, esto
nos dice que C' es abierta. Entonces las componentes A-convexas de x y y
son abiertas, y cerradas, porque cada una es el complemento la unién de las
demés, que también son abiertas. Entonces x y y estan en casicomponentes
distintas de X — {z} y por lo tanto z separa a esos dos puntos, esto era lo
que queriamos.

O

El siguiente concepto que nos corresponde conocer es el de las métricas
radialmente A-convexas. En un espacio X con una arco-estructura A, decimos
que una métrica d (que genera la topologia de X) es radialmente A-conveza
en p € X si para cualesquiera x,y € X tales que y € A(p, ) se tiene que
d(p,z) = d(p,y) + d(z,y).

Por ejemplo, en C, con la arco-estructura Ac, la métrica euclidiana es
radialmente Ac-convexa en 0.

En el caso del circulo de Varsovia, pensemos en el punto (0, 1) y en una su-
cesién (z;);en que converja a (0, 1), que no esté contenida en el arco que va de
(0,1) a (0, —1) y que ademés sea estrictamente creciente con el orden natural
del rayo. Supongamos que hay una métrica radialmente convexa d en (0,1) €
W. Notemos que por ser radialmente convexa, d((0, 1), x;) > d((0,1),z9) > 0,
y por la continuidad de la métrica, d((0,1),(0,1)) > d((0,1),z0) > 0 lo cual
es una contradiccion. Entonces VW no tiene una métrica radialmente convexa
en (0,1). Ahora escojamos un punto r € W, distinto del (0,1), y veamos que
tampoco hay una métrica radialmente convexa en r. Para esto tomemos dos
puntos distintos p y ¢ que estén en el arco que va de (0,1) a r y también en el
arco que va de (0,1) a (0, —1) y supongamos que d es una métrica radialmente
convexa en r. Tomemos dos sucesiones (p;)ien ¥ (¢i)ien que converjan apy q,
respectivamente, y que ademds sean crecientes en el orden natural del rayo.
Notemos que, por la convergencia de las sucesiones, para todo ¢ podemos to-
mar j, k € Nconi < j < k tales que d(r, p;) < d(r,q;) < d(r, pg). Por la conti-
nuidad de la métrica, d(r,p) < d(r,q) < d(r,p), por lo que d(r,p) = d(r,q) lo
cual es una contradicciéon. Entonces el circulo de Varsovia no acepta métricas
radialmente convexas en ningin punto.
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Sin embargo, como veremos a continuacion, las dendritas poseen una
métrica que ademds es radialmente convexa en todos sus puntos. La cons-
truccion que presentamos se basa en darle una métrica radialmente convexa
a la dendrita universal D,,. Esto lo haremos aprovechando que D, C C y que
la construimos uniendo arcos convexos cada vez mas pequenos. Al lector tal
vez le resulte conocida esta idea ya que es similar a la que se usa para definir
la longitud de una curva rectificable en el plano.

6.4 Meétrica radialmente convera en una dendrita X .

Recordemos que el teorema 5.2 nos dice que podemos pensar que existe una
sucesion de arboles (X;);en, tales que X, se obtiene de X; agregandole un
arco, Xy es un conjunto de un punto y X = lim X;. Por la construccién
de la dendrita universal 5.10 supongamos, spg, que para cada i € N, Y; =
X1 — X; es un arco convexo en C y ademas diam(Y;) < 2i

Sean z,y € X distintos, como sabemos que todos los puntos de zy—{z, y}
son de corte y los puntos de [ J X;—|J X; no son de corte, zy—{z,y} ¢ UX; =
JY:. Entonces para cada i € N, definimos Z;(x,y) = xy N'Y; que es un arco
convexo (o un punto o el vacio). Entonces definimos

la cual si converge ya que diam(Z;(x,y)) < diam(Y;) < 5. Para demostrar
que d es una métrica, sélo nos falta comprobar la desigualdad del triangulo
porque las deméas propiedades se cumplen trivialmente.

Para hacer esto, primero probaremos que para cualesquiera 3 puntos
x,y,z con z € zy, se tiene que d(z,y) = d(x,z) + d(y,2) lo cual también
nos dara la convexidad radial desde cualquier punto. Para esto notemos
que, por ser unicamente arcoconexas las dendritas, (o por la tercera pro-
piedad de las arco-estructuras) se tiene que Z;(x,y) = Z;j(x,2) U Z;(y, z) y
ademds Z;(x,z) N Z;(y,z) C {2z} (podria ser vacio). Como ademéds Z;(z,y)
es un arco convexo (o un punto o el vacio), es claro que diam(Z;(z,y)) =
diam(Z;(z, z)) + diam(Z;(y, z)) para todo i € N. Por lo tanto, sumando,
obtenemos lo que queriamos.

Para el caso general de la desigualdad del triangulo nos fijamos que existe
un punto p € zyNxzNyz (p es el primer punto de zy que se encuentra cuando
se camina desde z). Por lo que probamos previamente,
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d(z,z) =d(z,p) +d(p,z) < d(2,p) + d(p,x) + 2d(p,y) = d(z,y) + d(y, 2)

Entonces d es una métrica radialmente convexa. Sin embargo, ain no sa-
bemos que esta métrica genere la topologia original de X. Llamemos 7 a la
topologia de C restringida a X y 7’ la topologia generada por la métrica d.
Veamos ahora que 7 = 7.

(t C 7') Sean (z,)neny una sucesién en X y un punto x € X tal que
limd(z,x,) = 0. Si tuvieramos que |r — y| < d(z,y), para cualesquiera
x,y € X, sabriamos que lim |z — x;| = 0, que es lo que necesitamos.

Entonces probemos que |z — y| < d(z,y), para cualesquiera x,y € X.
Notemos que si i # j, Z;(z,y) N Z;(x,y) es a lo mas un punto, y ese punto
serfa un extremo de ambos arcos. Ademds, por ser X hu, |, ., Zk(z,y) es
un arco y, de hecho una poligonal, para cada i € N tal que Z;(z,y) es no
degenerado, a los extremos de este arco los podemos llamar z; y ;, donde
digamos, z; <, y; <, y. Entonces por la desigualdad del tridangulo, el hecho
de que los arcos definidos son convexos e induccién obtenemos

o =yl < o — | + ) diam(Zi(w,y)) + |y — vil
k<i

Como esto ocurre para toda ¢ € Ny ademés sabemos quesiz < j, ngi Z(x,y) C
Ur<; Zi(z,y), entonces limz; = z y limy; = y. Entonces tomando el limite
en la desigualdad anterior cuando ¢ — oo, obtenemos

v —y| <Y diam(Zy(w,y)) = d(z,y)

keN

que era lo que queriamos.

(7" C 7) Sea una sucesion (x;);en en X tal que lim |z;—z| = 0. Por la suavidad
de X, tenemos que limx;z = {z}. Sea ¢ > 0 y tomemos un m € N tal que
TZ—;tl < €. Podemos entonces tomar un N € N tal que, para cada n > N,
Tnr C B_1 (x). Sean n > N, 1 € N, como Z;(z,z,) C xpz C B_1_(z),

Fm—T =T
tenemos que diam(Z;(z,x,)) < 3=, usemos esta desigualdad para i < m.

También usemos que para i > m, diam(Z;(z,z,)) < % Entonces

d(zp, ) = Z diam(Z;(z, z,)) = Z diam(Z;(z, x,)) + Z diam(Z;(x, z,,))

1€N i<m i>m
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<m—1+ 1 m+1<
- = €
2m 2 2m

>m

Esto prueba que limd(x, z,,) = 0, que nos da la contencién que nos faltaba.

Entonces la métrica d cumple todas las propiedades que propusimos.
O

Ahora, usando esta métrica podemos caracterizar a las dendritas. Note-
mos que si d es una métrica convexa en p, para un continuo X, el conjunto
N(p,e) = {x € X : d(z,p) < €} es un continuo convexo porque para cual-
quier punto x € N(p,€) y y € ap, d(p,y) < € (por lo que y € N(p,¢)).

Dados dos espacios parcialmente ordenados X y Y, con los respectivos
ordenes <; y <5, a una funcién f : X — Y que cumpla que z <; y implica
que f(z) <5 f(y), le llamaremos <3-funcién. También podemos decir que f
preserva el orden. Si ademés se cumple que Y C X, <o= <ilyxy y [? = f,
a f le llamaremos <i-retraccion. Ahora con esta terminologia y la métrica
radialmente convexa podemos dar la caracterizacion siguiente.

Teorema 6.5 Para un continuo no degenerado X las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes.

(1) X es una dendrita,

(2) existe una arco-estructura A y para cada p € X, existe una métrica
radialmente A-convezxa en p,

(3) existe una arco-estructura A y para cada arco A(p,x) existe una <,-
retraccion suprayectiva r : X — A(p,x),

(4) existe una arco-estructura A y para cada p € X existe una gg—funcio’n
(donde <, es el orden natural del arco I) f: X — I con f(p) =0.

Demostracion.
(1) = (2) Es claro por 6.4.

(2) = (1) Veamos que X es localmente A-convexo en cada punto, con esto
y el teorema 6.3(4) obtendremos el resultado deseado. Para hacer esto sean
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p€ X yUE€Tconpe U, sea d la métrica A-convexa en p. Entonces no-
temos que existe € > 0 con p € Be(p) C N(p,5) C Be(p). Esto nos da la
A-convexidad local ya que N(p, §) es un continuo A-convexo que tiene en su
interior a p.

(1) = (3) Sea d la métrica convexa definida en 6.4 y supongamos que
d(p,z) = 1. Como N(p,1) es una subdendrita, podemos encontrar la re-
traccién natural R : X — N(p, 1) que claramente preserva el orden <,. Sea
g : I — px la parametrizacién del arco px tal que g(t) es el inico punto en el
arco pr que esta a distancia ¢t de p, claramente g también preserva el orden
y es continua. Notemos también que la funcién d(p, ) : X — RT definida
como d(p, -)(x) = d(p, x) es continua y preserva el orden ya que d es convexa
desde p. Entonces podemos definir r : X — px como r(y) = g(d(p, R(y))) que
como es composicién de funciones continuas que preservan el orden, también
serd continua y preservard el orden. Ademés, por la definicién de g, 7|,y = 1,4,
por lo que 72 = r y por lo tanto r es la <,-retraccién buscada.

(3) = (4) Escojamos x € X — {p} arbitrariamente y definamos g : A(p,z) —
I una parametrizacién biyectiva con g(p) =0y g(z) = 1. Tomamos r : X —
A(z,p) la <,retraccién de la hipdtesis. Entonces f : X — I definida por
f = g or claramente es una <,-funcién sobre I, donde I tiene el orden na-
tural de los reales, y f(p) = 0.

(4) = (1) Probemos que para todo punto z € X, Ty(z) = {z} y con esto el
teorema 6.3 nos dird que X es una dendrita. Seay € X —{z}y f: X — 1
una <,-funcién con f(y) = 0. Entonces llamemos r = f(z) > 0, como f es
una funcién continua, f~([0,%]) es un cerrado y f7'([0,%)) es un abierto
que cumplen:

y e f7H(o, ))Cf (o, ])CX {z}

Entonces si demostramos que f~'([0,%]) es A-convexo, acabaremos. Para
esto, tomamos a,b € f71([0,%]), v ¢ € A(a,b). Entonces como ¢ € A(a,y) U
A(y,b), spg digamos que ¢ <, a, de donde f(c) < f(a) < §,ie., f(c) € [0,5].
Esto nos da la contencién A(a b) C 740, %]) que era lo que faltaba para la

5
convexidad y por lo tanto para Ta(z) = {z}.

O
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6.2. Dendroides

Ahora ya es buen momento de conocer a los dendroides. Un dendroide
es un continuo hu y ac. De esta definicion se pueden obtener resultados in-
mediatamente como son el hecho de que los dendroides son tnicamente ac,
que los subcontinuos de los dendroides son dendroides y ademéds cac (defi-
nido en 2.2, antes del lema 2.18). Sucede que la retraccién natural como la
definimos con las dendritas se puede definir aunque no necesariamente resul-
ta continua. En otras palabras, siempre que tengamos, en un dendroide X,
un punto p € X y un subdendroide Y € C'(X), podemos hablar del primer
punto en Y “moviéndonos” o “caminando” de p a Y. Probemos un resulta-
do que nos servird mas adelante y que no requiere mas que nuestra primera
observacion.

Lema 6.6 En un dendroide X, si U C X es un conjunto arcoconezo, enton-
ces U se puede expresar como el limite de dendroides contenidos en U.

Demostracidn. Sea n € N, como claramente U es compacto, podemos en-
contrar n puntos i, ..., &, en U con U C |J;™" B%H (x;). Como U es cac,
y los dendroides son unicamente arcoconexos, la grafica GG, generada por
los puntos 1, ...,z (es decir, el minimo subcontinuo que contiene a estos
puntos) cumple G,, C U y d(G,,U) < #1 Entonces los conjuntos G,, son

n

dendroides (son subcontinuos de X) que cumplen lim G,, = U, que era lo que
buscéabamos. [

Ahora demos la caracterizacion mas simple de las dendritas dentro de los
dendroides.

Teorema 6.7 Para un continuo X es equivalente ser un dendrita y ser un
dendroide lc.

Demostracion. Ya sabemos que una dendrita es ac porque es lc y también ya
sabemos que es hu. Entonces una dendrita es un dendroide. Como las circun-
ferencias no son unicoherentes, los dendroides no contienen circunferencias.
Entonces los dendroides lc son dendritas. [J

Ya dijimos que los dendroides tienen una arcoestructura tinica por ser
unicamente ac. Entonces por el teorema 6.3(3) sabemos que los dendroides
suaves en cada punto son dendritas. Sin embargo, podemos mejorar esta
caracterizacion con un concepto mas débil que la suavidad. Definamos, para
un dendroide X y un punto p € X,

(X)) ={pre C(X) 2z € X}
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es decir, el hiperespacio de arcos con punto terminal p. Diremos que X es
debilmente suave en p € X si el hiperespacio .27,(X ) es compacto. La suavidad
en p implica la suavidad débil en p, como veremos a continuacién. Con estas
definiciones ya podemos formular nuestra siguiente caracterizacion.

Teorema 6.8 Para un dendroide X las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(1) X es una dendrita,
(2) X es suave en todos sus puntos,
(3) X es débilmente suave en todos sus puntos.

Demostracion.
(1) = (2) Es el teorema 6.3(3).

(2) = (3) Por ser X compacto, si tomamos una sucesién (pz;);en, existe una
subsucesion (z;, )ken con x = lim z;, . Entonces, por la suavidad, lim pz;, = pz
lo cual nos da la compacidad de 7,(X).

(3) = (1) Supongamos que Y es un continuo de convergencia de X, entonces
existe una sucesién (Y;);eny en C(X) con Y = limY; y Y NY; = (), para
todo 7 € N. Ademas como Y es no degenerado, podemos tomar dos puntos
p,q € Y y por lo tanto dos sucesiones (p;)ien, (¢i)ien que cumplan p;, g; € Y5,
para cada ¢ € Ny ademés p = limp;, ¢ = limg; ([Ill1, 4.4, p.70]). Por la
arcoconexidad de Y;, para todo i € N, p;q; C Y;, lo cual implica p;q; Npg = .
Tomemos un r € pg — {p, q} fijo, por ser X tnicamente ac, para todo i € N,
existirdn s; € piq; y t; € pq tales que s;t; N pig; = {s;} v sit; N pg = {t;},
es decir, s;t; es el inico arco que une a p;q; con pq. Dada ¢ € N, en el caso
que t; € rq, entonces r € pt; C ps; C pp; v en el caso en que t; € pr,
analogamente r € qg;. Como se cumplira para alguno de los dos para una
infinidad de indices 7, supongamos, spg, que r € qq; para todo ¢ € N. Entonces
ahora tomemos un " € rq — {r,q}. Como estamos suponiendo que X es
débilmente suave en todos sus puntos, el hiperespacio .2.(X) es compacto.
Asi que podemos suponer que la sucesion (r'¢;);eny converje a un arco de la
forma 1z, para alguna z € X. Fijandonos en el arco ¢;q, para cada i € N,
y tomando el orden ¢; <,, ¢, obtenemos que q; <g.q 7 <gq 7" <gq ¢ lo cual
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nos dice que r € r'g; y por lo tanto rq C limr'q; = r'z. Asi que r'p,r'q C r'z,
esto es imposible pues 7’'g N 1'q = {r}. Entonces X no contiene continuos de
convergencia por lo que es lc y por lo tanto una dendrita.

O

Figura 6.1: Abanico Arménico

El ejemplo clasico de un dendroide no lc es el abanico armdnico, el cual
estd definido como Fy, = (J,cy Yi donde

Yi:{<r,_r >ER2ZTEI}
1+1

YozlimY;:{(r,O) €R2:TGI}

y ademas

Notemos que Fy, es suave (y débilmente suave) en todos sus puntos menos
en los de Yy — {(0,0)}. Tal vez el lector esté interesado en ver un dendroide
que sea débilmente suave en un punto pero no suave en él, para verificar
que realmente son conceptos distintos. Un ejemplo que sirve es el siguiente
(figura 6.2).

Primero definamos A, = {— in} x [0,1], B, = {—3x} % [l — 5=,1] para
n € N, con esto sean X; = ([—1,0] x {1}) (UneNA )y Y1 = ([-1,0] x
{1}H)U(U,.en Br)- Definamos X, (Yg) como la reflexién de X1 (Y1) en el origen.
Entonces definimos el dendroide X = X;UX,U({0} x[—1, 1]). Claramente X
no es suave en el (0,0) pero sucede que 27 0)(X) es homeomorfo a ¥Y; UY, U
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({0} x [=1,1]). Describiremos el homeomorfismo f : /0 (X) — Y. Para
definirlo, tenemos que saber a dénde mandar el arco a,, que va del (0,0)

al punto p € X. Primero definamos f para p € X; y sip € Xo, f(a_,) =

Figura 6.2: Dendroide no Suave pero si Débilmente Suave

—flay). Sip € X1 —U,enAn, como Y C X, f(ay,) = pysip € A; para
alguna i € N, f(a,) es el punto en B; que divide al segmento B; en la misma
razén en la que p divide a A;. Para ver que f es un homeomorfismo, se tendria
que, por ejemplo, ver que las imagenes de las sucesiones que convergen a un
punto convergen a la imagen de ese punto. El tinico caso que no es inmediato
es el siguiente, (y el caso simétrico). Tomamos una sucesién (o, )ien tal que
pi € A;, es claro que lima,, = {0} x [0,1], y si nos fijamos en las imdgenes
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es claro que lim f(ay,) = (0,1) que es el extremo de {0} x [0, 1] distinto del
origen. Por lo tanto X es débilmente suave en (0,0) pero no es suave en
ninguno de sus puntos.

Figura 6.3: .@/,0)(X) cuando X es el Dendroide de la Figura 6.2

Ahora continuemos con una caracterizacion de las dendritas que relaciona
la conexidad y la arcoconexidad de los dendroides. Notemos que las dendritas
no son los tnicos continuos en los cuales la conexidad y la arcoconexidad de
sus subconjuntos coinciden, ya que tenemos el ejemplo de S'. Sin embargo,
ocurre que dentro de los dendroides este hecho si es una caracterizacion.
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Teorema 6.9 Para un dendroide X las siguiéntes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) X es una dendrita,
(2) los conjuntos conexos son arcoconexos,

(3) para cada punto p € X las arcocomponentes de X — {p} son abiertas.

Demostracion.
(1) = (2) Es el teorema 2.11.

(1) = (3) Es claro por el teorema 2.11 y el hecho de que las componentes de
los abiertos en espacios lc son abiertas.

(2) 6 (3) = (1) Supongamos que X tiene un continuo de convergencia. Ha-
remos una construcciéon que contradird a las partes (2) y (3). Tomemos una
sucesion (K;)ey en C(X) con K = lim K; el continuo de convergencia con
la sucesion que lo define. Tomemos dos puntos distintos p,q € K y dos suce-
siones (p;)ien ¥ (¢i)ien en X con limp; = p, lim¢; = ¢ y que cumplan, para
todai € N, p; € K; vy ¢; € K; ([Il11, 4.4, p. 70]). Entonces, para cada i € N,
piq; C K; y pg C K. Como los dendroides son tnicamente ac, para cada
1 € N, existe un primer punto r; € pg que esta en el arco que conecta pq con
p:i¢; (ya que son disjuntos). Claramente la sucesion (7;);en de pg tendra un
punto de acumulacién, supongamos, spg, que r = lim r;. Supongamos, spg,
que r # ¢ y fijemos un punto t € rq — {r}. Entonces podemos suponer,
también spg, que r; € pt — {t}, para cada i € N.

Llamemos entonces «; al arco que une K; y pq. Notemos que r; € «;.
Entonces consideremos los conjuntos.

A=(pt—{tHu [ v a,.)}
ieN
B =qt —{t}
que se encuentran contenidos en arcocomponentes distintas de X — {t}, por
ser X uUnicamente ac. Sin embargo, cualquier abierto alrededor de ¢ intersecta
aAyaquelimg;, =qyq € A, para toda i € N. Entonces la arcocomponente

de B no es abierta, lo cual contradice a (3). Ademas AU B es conexo porque
B C A, pero no es arcoconexo, lo cual contradice a (2). O
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Lo siguiente que podemos observar es que, en los dendroides, no todos los
puntos finales son terminales. Por ejemplo, en el abanico armonico, el punto
(1,0) claramente es final pero no es terminal. Diremos que en un dendroide
X, un punto x € X es orilla si existe una sucesién de subdendroides (X}, )nen
en C'(X) tal que lim X,, = X pero x ¢ X,,, para todo n € N. Llamemos
Z(X) al conjunto de puntos orilla del dendroide X. Notemos que, en el
abanico arménico, Yy —{(0,0)} C . (Fy,) (con la notacién de la definicion).
De hecho mencionaremos dos hechos muy importantes acerca de los puntos
orilla.

Lema 6.10 Para cualquier dendroide X, E(X) C . (X).

Demostracion. Sean x € E(X),n € Ny U, € 7 tales que x € U, bdx(U,) =
{pn}, para alguna p, € X y diam(U,) < 5. Podemos escribir X — {p,} =
Un|V, por lo que X — U, es un subcontinuo (por el teorema 1.4) tal que
x ¢ X —U,. Ademés lim(X — U,) = X con lo cual z € .(X). O

Como dijimos en el ejemplo del abanico armoénico, no siempre se da la
igualdad de los conjuntos del enunciado del lema 6.10. Por eso a los puntos de
S (X)— E(X) se les llama orilla impropios. Otra cosa que podemos asegurar
de los puntos orilla es que no son de corte.

Lema 6.11 En un dendroide X, si v € .#(X) entonces x no es de corte.

Demostracion. Supongamos que X —{z} = A|B y ademds que tenemos una
sucesion (X;)eny en C(X) con lim X; = X y = ¢ X, para todo i € N. Como
cada X; es conexo, spg podemos pensar que X; C A para todo ¢ € N. Esto
implica que lim X; C AU {z} C X (pues B es abierto) lo cual contradice la
eleccién de la sucesion (X;);en. Entonces X — {z} es conexo. [J

Existe una propiedad més que nos ayudard a la caracterizacién de las
dendritas. Se dice que un continuo X tiene la propiedad de Kelley si para
cada € > 0 existe un > 0 tal que para cualesquiera dos puntos a,b € X con
d(a,b) < 0,y todo A€ C(X) cona e A, existe un B € C(X) conbe By
Hy(A, B) < e. Primero notemos que los continuos lc cumplen esta propiedad.

Lema 6.12 Los continuos lc tienen la propiedad de Kelley.

Demostracion. Usemos que los continuos lc son ulc. Tomemos el 6 > 0 que
sirva para la definicién de ulc para e > 0. Ahora sean x,y € X con d(z,y) < 0
yun A € C(X) con z € A. Por la eleccion de 6, existe un K € C(X) tal que
xz,y € Ky diam(K) < e. Entonces Hy(A, AU K) < ¢, por lo que AU K es

103



el continuo buscado. [J

Sin embargo, la clase de continuos con la propiedad de Kelley es mayor a
la de los lc. Por ejemplo, el abanico armoénico tiene la propiedad de Kelley. Sin
embargo, si le agregamos al abanico arménico el arco [1, 2] x {0}, el dendroide
que obtenemos ya no tiene la propiedad de Kelley.

Figura 6.4: Dendroide que no tiene la Propiedad de Kelley

Ahora consideremos el siguiente resultado que nos ayudara en nuestra
caracterizacion.

Lema 6.13 Si X es un dendroide con la propiedad de Kelley y p € X,
entonces para cualquier arcocomponente U de X — {p} se cumple U° =U o

Ue=49.

Demostracion. Supongamos que existen v € U° y u € U — U°, con esto
uv € U. Sabemos entonces que existe un r > 0 tal que B,.(v) C U, con esto,
tomemos € = 3 min{d(u,v),r,d(p,uv)} > 0. Para cada § > 0 sabemos que
existe un ws ¢ U tal que d(u,ws) < J, entonces tomemos un K; € C(X)
cualquiera tal que ws € Ks. Veamos que Hy(Kjs, uv) > €, tenemos dos casos.

Sip ¢ Ks, como ws € Ky, Ky estd contenida en una arcocomponente de
X — {p} distinta a U, por lo que K5 N B.(v) =0y Hy(Ks,uv) >r > €.

Si p € K;, entonces Hy(Ks, uv) > €.

Esto contradice la propiedad de Kelley por lo que alguno de los puntos
u, v no existe, es decir U es todo U o el vacio. [J
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Con esto ya podemos dar caracterizaciones de las dendritas dentro de
los dendroides en términos de las propiedades que hemos estudiado. Primero
notemos que el sélo pedir la propiedad de Kelley o el pedir que no se tengan
puntos orilla impropios no es suficiente para saber que es una dendrita.

Por ejemplo, ya mencionamos que el abanico arménico tiene la propiedad
de Kelley, notemos que podemos encontrar un subdendroide de Fy, que es
homeomorfo a Fy, U ({0} x [1,2]) el cual ya vimos que, no tiene la propiedad
de Kelley y ademas Fy, tiene puntos orilla impropios. En el caso de los
puntos orilla, el dendroide que se obtiene de unirle a Fy, su reflexién en
el origen, trasladada una unidad a la derecha en el eje X, no tiene puntos
orilla impropios y no es una dendrita, notemos que contiene un subdendroide
(presisamente Fy,) que tiene puntos orilla impropios.

Figura 6.5: Dendroide no lc sin Puntos Orilla Impropios

Ahora veremos que si pedimos las dos propiedades juntas, o que se cumpla
alguna de las dos en forma hereditaria obtenemos condiciones suficientes
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para asegurar que el dendroide en cuestion es dendrita. Solo faltara probar la
caracterizacion para la propiedad de Kelley hereditariamente lo cual haremos
mas adelante. Diremos que un dendroide X es puro si ningtin subdendroide
de X tiene puntos orilla impropios.

Teorema 6.14 Para un dendroide X es equivalente
(1) X es una dendrita,
(2) X tiene la propiedad de Kelley y no tiene puntos orilla impropios,
(3) X es puro.

Demostracion.

(1) = (2) Por el lema 6.12 las dendritas tienen la propiedad de Kelley y
por el lema 6.11 los puntos orilla no son de corte, por lo que deben de ser
terminales por el teorema 2.9(2).

(1) = (3) Es claro por lo anterior y el hecho de que los subcontinuos de
dendritas son dendritas.

(2) = (1) Sean p € X y U una arcocomponente de X — {p}. De acuerdo con
el teorema 6.9(3), tenemos que demostrar que U € 7. Supongamos, por el
contrario, que U ¢ 7. Por el lema 6.13, tenemos que U° = (). Sea z € U, el
conjunto xp — {p} estd contenido en U, tomamos un y € zp—{p,z} C U (ya
que nos interesa que y no sea un punto final) que cumplird que y € X — E(X).

Ahora, spg, pensemos que d(p,y) = 1 y para cada n € N, sea C, la
componente de X — B = (y) que contiene a p. Como las componentes de los

cerrados son cerradas, C), es un dendroide con y ¢ C,,. Demostremos ahora
que lim C,, = X.

Como Cpy1 O Cy, para todo n € N, lim C; = | J,.y C; y sélo hay que ver
que X C UieN C;.

Si z € X — U, como todos los puntos de zp — {p} se pueden conectar a z
sin pasar por p, zp N U = 0, asi que y ¢ zp, por lo que existe un m € N tal

que B% (y) N zp = 0. Por lo tanto z € Cy, lo cual nos dice z € [,y Ci-

Si z € U, como U° = (), podemos tomar una sucesion (z;);ey en X — U
con limz, = z. Y ya sabemos por el caso anterior que, para cada m € N,

Zm € U;en Ci por lo que z € (J;on Ci.
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Hemos demostrado que X = lim C,,. Por lo tanto y € .(X) — E(X) lo
cual es una contradicciéon. Entonces U € 7y por el teorema 6.9(3), X es una
dendrita.

(3) = (1) Sea p € X y supongamos que existe una arcocomponente « de
X —{p} que no es abierta. Consideremos dos casos para las arcocomponentes
restantes de X — {p}.

El primer caso es cuando existe una de ellas, 3, tal que S N a # 0.
Tomamos un = € 3N a y notamos que pr — {p} C fNa (pues B es un
dendroide que contiene a p y a ). Entonces tomando y € px—{p, x} tenemos
que y € 3 — E(B) _porque no es final de (. Como ademds a N 3 = 0, tiene
que darse que y € 3 — 3, el lema 6.6 nos dice que y € .7(3) — E(). Esto es
una contradiccion al hecho de que X es puro.

El segundo caso es en el que para toda arcocomponente 3, de X — {p},

diferente de «, se da que 3N a = 0. En este caso sea

B = U{ﬁ : B es una arcocomponente de X — {p}, 3 # a}

Como « no es abierta en X y X = BUaU{p}, podemos tomar x € BNa C
(B—B)N(X —{p})Na. Como p € 3, para cada arcocomponente de X — {p}
con 3 # «, tenemos que B es conexo de manera que pr C (. De modo que
pr — {p} € B — B. Tomemos y € pr — {x,p} y una sucesion (y,)nen con
Yn € By (Bn # @), para cadan € N ([Il11, 4.4, p.70]) y lim y,, = y. Claramente
no puede haber una infinidad de componentes (3, iguales pues en ese caso
y € B, N a lo cual serfa una contradicciéon. Entonces, spg, podemos suponer
que B, # By si n # m. Ahora definimos M, = |JI_, 3 para cada n € N,
que es un cerrado y arcoconexo (p € f3;, para toda i € N) disjunto con a. Es
decir, M,, es un subdendroide y como ademéas M, 1 D M,, M = UleN
lim M; es un dendroide. Ademés y € M — (J,.y M;, por lo que y € 5”( )
Ademaés claramente p € M por lo que py € M. Sea z € py — {p,y} entonces
z € ((a—{p})UM) —J,cn M;, de manera que z € (M) — E(M) ya que es
un punto que no es final de M. Esto también contradice nuestra suposicion.

En conclusién, cada arcocomponente de X — {p} debe de ser abierta y
por el teorema 6.9(3), X es una dendrita. O

Vamos a definir un tipo especial de continuo y despues veremos que éstos
tienen un subcontinuo que no tiene la propiedad de Kelley (cuando el espacio
ambiente es un dendroide), lo cual nos ayudara para ver que las dendritas no
pueden tener una copia de éste. Diremos que un continuo .S es un pseudopeine
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si existe un A € C(S), dos sucesiones (a,)nen v (bn)neny en X, puntos a =
lima,, b =1limb, y arcos a,b, uniendo a,, y b, tales que:

1. S =AU (U{anby : n € N}),

2. Para todo n € N, a,b, N A = {b,},

3. Los arcos a,b, son disjuntos dos a dos,
4. A* =lima;b; C A,

5. a #b.

El ejemplo més simple de pseudopeine es el peine. Lo podemos definir en R?
como el conjunto:

¢y = (1017 % {03) U ({03 x o.11) U ( U{%ﬂ < [0.1]).

neN

Donde A = ([0,1] x {0}) U ({0} x [0,1]), an = (-2-,1) v by = (-1, 0).

n+17 n+1’

Figura 6.6: Peine Cj.

La forma en la que relacionaremos los pseudopeines con las dendritas
estd resumido en el siguiente resultado que no probaremos.

Lema 6.15 Los continuos hereditariamente ac y no lc contienen pseudopei-
nes.
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Demostracion. Ver [1112, teorema 2]. O

Justo este resultado nos sirve para la caracterizacién siguiente. Bésica-
mente la idea es encontrar un subdendroide de un pseudopeine que no tenga
la propiedad de Kelley. Por ejemplo, en el abanico armoénico es facil encontrar
un subdendroide, homeomorfo al de la figura 6.4, que no tiene la propiedad
de Kelley.

Teorema 6.16 Un dendroide X tiene la propiedad de Kelley hereditaria-
mente si y solo si es una dendrita.

Demostracion. Como todos los subcontinuos de las dendritas son lc (por ser
dendritas) es claro que una dendrita tiene la propiedad de Kelley heredita-
riamente por el lema 6.12. Ahora supongamos que X es un dendroide que
tiene la propiedad de Kelley hereditariamente pero que no es lc. Por el teore-
ma 6.15, tenemos que existe un pseudopeine S € C(X). Usemos la notacion
de la definiciéon de pseudopeine. Sean ¢, d € ab tales que, tomando el orden
del arco ab en el que b <4 a, b < d < ¢ < a, y una sucesién (¢, )nen en S tal
que, para todo n € N, ¢, € ayb, y limc, = c. Entonces Z = AU (|J,y cibi)
es un subcontinuo ya que limsup ¢;b; C Ag C A.

Por hipétesis, Z tiene la propiedad de Kelley, por lo que podemos en-
contrar dos sucesiones (E,)nen ¥V (Fn)nen en C(Z) con ¢, € E, N F, para
todo n € N con lim F,, = ac y lim F,, = dc. Escojamos un § > 0 tal que
Bss(b) Nac = (), entonces existe un N € N tal que sin > N, H(E,,ac) < 0,
y ademés d(b,,b) < 0. Entonces, si para algin n > N, b, € E,, existirfa un
t € ac con d(t,b,) < 4, con lo cual tendriamos que d(t,b) < 26 lo cual es una
contradiccién. Observemos que ¢,b, —{b,} es una de las arcocomponentes de
Z —{bn} ya que ¢,b, N[AU(U, 4, cibi)] = {bn} v Z es tinicamente arcoconexo.
Por lo tanto, para todon > N, b, ¢ E,, como ¢, € E, vy b, ¢ E,, obtenemos
que E, C c¢,b,. Andlogamente se prueba que existe un N’ € N tal que si
n > N', F, C ¢,b,, y supongamos, spg, que N = N'.

Sabemos que existe un € > 0 tal que Ba.(a) Ned = Ba(d) Nca = ), tome-
mos m > N tal que H(E,,,ac) < e y H(F,,,cd) < e y ademés d(a,,,a) < €.
Como E,,, F,, € C(cubn) y ¢n € E, N Fy,, sblo se pueden dar dos posibili-
dades.

(B C Fp,) En este caso, como existe un p € E,, con d(a,p) < € y ya que
p € F,,, existe un punto ¢ € cd tal que d(p,q) < € lo cual nos dice que
d(a,q) < 2¢ lo cual es una contradiccion.
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(Fy C Ei) En este caso existe un p’ € F, con d(d,p') < €, como p’ € E,,,
existe un punto ¢’ € ac tal que d(p/,¢’) < € lo cual nos dice que d(d, q’) < 2¢
lo cual es una contradiccion.

Esta contradiccién implica que X es lc, es decir, que es una dendrita, que
era lo que queriamos. [J

Cabe mencionar que existen continuos que tienen la propiedad de Kelley
hereditaria y que no son dendroides, como ejemplo podemos mencionar a la
circunferencia.
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Capitulo 7

Funciones Especiales

En este capitulo daremos caracterizaciones de las dendritas en términos de
retracciones.

7.1. Retractos

Las retracciones son funciones que son muy estudiadas en topologia. De
hecho, ya hemos hablado de la retraccién natural a un continuo cuando habla-
mos de dendritas. En esta secciéon veremos que, precisamente las dendritas,
son los 1nicos continuos tales que todos sus subcontinuos son retractos de
ciertos tipos especiales.

En un espacio X, un conjunto A C X se llama retracto si existe una
funcién continua f : X — A tal que f|4 = 14, la cual se llama retraccion
sobre A. Si ademas la funcion f es mondtona, se llama retracto mondtono.

En un espacio X, un conjunto A C X se le llama retracto por deformacion
si existe una funcién continua F' : X x I — X tal que, para todo z € X,
F(x,0) =  y F|xx{ es una retraccion sobre A. Ademas, si pedimos que
para cualesquierat € I yx € A, f(x,t) = x decimos que es un retracto fuerte
por deformacion .

Empecemos con dos resultados. El primero dice que las funciones monéto-
nas preservan la unicoherencia y el segundo habla de los continuos que se
pueden retraer a sus subcontinuos.

Lema 7.1 Siun continuo X es unicoherente, Y es un continuo y f : X — Y
es una funcion continua mondtona suprayectiva, entonces Y es un continuo
unicoherente.
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Demostracion. Sean A, B € C(Y) tales que Y = AU B. Como f es
continua y monétona, el lema 5.4 nos dice que f~'(A), f~Y(B) € C(X).
Ademds sabemos que X = f~}(A) U f~}(B), por la unicoherencia de X,
YA N f~YB) = f'(AN B) es un conexo. Como la imagen continua de
un conexo es conexa, y f es suprayectiva, f(f~'(ANB)) = AN B es conexo.
Esto termina la prueba de la unicoherencia de Y. [

Lema 7.2 Si X es un continuo tal que todos sus subcontinuos son retractos
por deformacion de X, entonces para cualquier Y € C(X), Y también tiene
todos sus continuos como retractos por deformacion de Y .

Demostracion. SeanY € C(X)y Z € C(Y'), sabemos que existen funciones
f:XxI—=Xy
g: X xI—X

tales que f es continua, f(z,0) = x, f|xxq1} es una retracciéon sobre Y,
g es continua, g(x,0) = = y g|xx{1} es una retracciéon sobre Z. Definimos
h: X x X, como h(z,t) = g(f(x,t),t), tenemos que h(x,0) = g(f(x,0),0) =
f(z,0) = =z, h(z,1) € Z para todo x € X y ademéds si z € Z C Y,
h(z,1) = g(f(z,1),1) = g(z,1) = z lo cual nos dice que h es la retrac-
cién por deformacion buscada. [

En un pseudopeine S, con la notacién de la definicién dada antes del
lema 6.15, dado € € (0,d(a,b)), diremos que (¢,)neny €8 Una e-sucesion si
para todon € N, ¢, € a,b, y existe un N € N tal que sin > N, d(c,,a) < €.
Ahora probemos un resultado acerca de los pseudopeines que tienen a todos
sus subcontinuos como sus retractos.

Lema 7.3 En un pseudopeine X, con la notacion de la definicion dada antes
del lema 6.15, supongamos que todo Y € C(X) es un retracto de X y sea
€ >0, con € < d(a,b). Cada vez que tomemos una t-sucesion (c,)nen cON
t<e, yunse(te), existen dos sucesiones (en)nen Y (dn)nen tales que

(a) (en)nen €S una s-sucesion.
(b) Para todon € N, d,, € a,b,.
(c) Existe un M € N tal que sin > M, entonces a, < ¢, < d, < e, < b,

y d(a,d,) > e.
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Demostracion. Usemos la misma notacién que en la definicién de pseudopei-
ne. Sea N € Ntal que para todon > N, d(c,,a) < ty d(b,,b) < 5(d(a,b)—e).
Para n < N, escogemos d,, € ¢,b, arbitrariamente. Sea n > N, si ocurriera
que d(a,b,) < €, tendriamos que

d(a,b) <d(a,b,)+d(b,b,) < e+ %(d(a, b) —¢€) = %d(a, b) + ge < d(a,b)
lo cual es una contradiccién. Concluimos que d(a,b,) > €. De manera que
podemos escoger un punto d,, € ¢,b, como el primer punto caminando de ¢,
a b, con d(a,d,) = €.

Claramente, si definimos Y = AU (|J{bnd, : n € N}), Y es un subden-
droide de X por lo que, por hipdtesis, existe una retraccion suprayectiva,
r: X — Y. Tomemos un § > 0 tal que § < 3(d(a,b) —¢€) y 6 funciona para la

continuidad uniforme de 7 para el niimero positivo (d(a,b) — €). Tomemos

K > N tal que sin > K, H(ayb,, A*) < 0. ’

Para n > K, definimos e, = r(c¢,) y para el resto elegimos e, € b,d,
arbitrariamente. Nos gustaria ver que, si n > K, se cumple que e, € b,d, —
{b,}, para esto probaremos que, para cada n > K, tenemos que r(c,d,) C
dpb, — {bn}.

Seann > K y = € ¢,d,, como H(a,b,, A*) < §, existe un y € A* C Y tal
que d(z,y) < 9§, por lo que d(r(x),y) = d(r(z),r(y)) < %(d(a,b) — €). Pero
por la eleccién de d,,, d(x,a) < € por lo que la desigualdad del tridngulo nos
dice que

d(a,r(x)) <d(a,z) +d(z,y) + d(y,r(z)) <e+ I+ %(d(a, b) —e) <

2 2 1
g(d(a7 b) —€)+e= gd(a, b) + 3¢

Como d(b,b,) < 3(d(a,b) — €), si tuviéramos que r(x) = b,, entonces
d(a,5) < d(b, r(2)) + d(r(z), @) = d(b,b) + d(r(x), a) <

%(d(a, b) —€) + gd(a, b) + %6 = d(a,b)

lo cual es una clara contradicciéon. Hemos demostrado que b, ¢ r(c,d,).
Observemos que d,,d,, — {b,} es una de las arcocomponentes de Y — {b,} ya
que dyb, N [AU (U, dibi)] = {bn} v Y es tnicamente arcoconexo. Como
r(d,) = dp, tenemos que r(c,d,) C b,d, — {b,}.
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Entonces e, € b,d, — {b,}, veremos que (e,)nen €s una s-sucesiéon. Su-
pongamos que no y que existe una subsucesion (e, )ieny con d(a,e,,) > s
para todo ¢ € N. Entonces, spg, supongamos que ¢ = lime¢,,, por la conti-
nuidad de r, lime,, = r(c) = ¢ ya que ¢ € A C Y. Con esto obtenemos que
d(a,c) > s > t. Sin embargo, como (¢, )nen €8 una t-sucesion, sabemos que,
sin > N, d(c,,a) <ty con ésto, por convergencia de la sucesién (¢, )nen,
obtenemos que d(c,a) < t. Por lo tanto obtuvimos una contradiccién con lo

que podemos concluir la condicién (c), que es la condicién que nos faltaba.
OJ

Ahora estamos listos para probar el siguiente resultado.

Lema 7.4 En un pseudopeine X, no todos sus subcontinuos son retractos
por deformacion de X.

Demostracion. Usemos la misma notacién que en la definicién de pseudo-
peine. Supongamos que F : X x I — X es una retracciéon por deforma-
cién sobre A y que todos los subcontinuos de X son retractos de X. Sea
€ = %d(a,b). Sea r > 0 tal que para cualesquiera z,y € X, p,q € I, tales
que max{d(z,y),|p — q|} < r, se tenga que d(F(z,p), F(y,q)) < €, es decir,
aplicamos la continuidad uniforme de F' usando la métrica del maximo. Sea
L € N tal que 2rL > 1. A continuacién mostraremos que el lema 7.3 se puede
aplicar sucesivamente para encontrar sucesiones

(CS)HGI\U (C}z)nENa SRR (Ci)neNa (di)neN; R (d'rl{)nGN
tales que

1. & = a, para todo n € N,

€(i+1)
2(L+1)

2. para todo i € {1,..., L}, (c!)en es una -sucesion,
3. para todoi € {1,...,L} y para todo n € N, d!, € a,b,,

4. existe un My € N tal que, para todo n > My, a, < 2 < dl < ¢l <
coe<db <ok <,

5. si n > My, entonces para todo i € {1,..., L}, d(d’,ag) > e.
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Veamos como estas sucesiones se pueden construir inductivamente. El
primer paso es escoger (c?),cy como en (1) y notemos que, trivialmente, ésta
. - ) -
es una szoyy-sucesion, ya que lima, = a. Ahora supongamos que tenemos
~ - 0 1 k k-1
definidas las sucesiones (¢2),en, (€2 )nens -« - (F)nen ¥ (A1) nen, - -5 (A5 nen
(si k& = 0 sblo tenemos a (2),en) para alguit k con 0 < k < L. Entonces

e(k e(k . .
2& Lﬁ)) ys= 2§ Lﬁ)) Por hipdtesis de

induccién, la sucesién (cf),en es una t-sucesiéon. Asf que podemos encontrar
una s-sucesion (e, )nen y una sucesion (d,)nen que cumplen las propiedades
(b), (¢) y (d) del lema 7.3. Entonces hagamos, para toda n € N, e, = il y
d"*! = d,. Entonces las sucesiones que construimos cumplen las propiedades
que queremos, lo Unico que podriamos dudar es la existencia de M, en las
condiciones (4) y (5). Sin embargo, como sélo hicimos el paso inductivo una
cantidad finita de veces, en cada paso la condicién (c) del lema 7.3 nos da
un entero positivo M, que depende de qué paso estemos haciendo. Basta
con tomar My como el maximo de estos enteros positivos y se cumpliran las
condiciones que faltan.

Sea entonces n* > My tal que d(a,a,+) < r y ademds para todo i €
{0,1,...,L},d(a,c.) < 624;11) Como F(ay«,0) = ap+ y F(ay+,1) € A, como
el tnico arco que va de a,« a A es a,+b,~, debe existir un s; € I tal que
F(ay«,s1) = d.., el cual es un punto en el arco a,-b,. Andlogamente debe
existir un t; € [s1,1] tal que F(ay,s1) = cl.. Usando este procedimiento,
por induccién podemos encontrar nimeros

podemos aplicar el lema 7.3 con €, t =

0<s1<t1 <5<t <...<s5, <1 <1

tales que F(an+,s;) = din y Flap,t;) = ¢ ., para todo i € {1 ., L}.
Como d(a,di.) > €y d(a,ch.) < §, obtenemos que d(c,.,d..) > § por la
desigualdad del tridngulo. Por la eleccion de r, ¢; — s; > r y andlogamente,

d(ci-t, di) > £ por lo que s; — t;_1 > r para todo i € {1,...,L}. Entonces

w oy Wy x

tenemos las desigualdades

s > r
t1—s1 > r
tp —s, =2 r

Sumando estas desigualdades obtenemos 1 > t;, > 2Lr lo cual es una contra-
diccién con la eleccién de L. Entonces A no es un retracto por deformacion
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de X. O

Con esto ya podemos escribir otra caracterizacién de dendritas que habla
de retractos.

Teorema 7.5 Para un continuo X las siguientes condiciones son equivalen-
tes

(1) X es una dendrita,

(2) para todo Y € C(X), Y es retracto mondtono de X,

(8) para todo Y € C(X), Y es retracto por deformacion de X,

(4) para todo Y € C(X), Y es retracto fuerte por deformacion de X .

Demostracion.

(1) = (2),(3) y (4) Sea r : X — Y la retraccién natural sobre Y y d una
métrica radialmente convexa para X. Definimos f : X x I — X, para cada
(x,t) € X x I, diciendo que f(z,t) es el unico punto en el arco xr(z) tal
que d(f(z,t),r(x)) = (1 — t)d(r(z),z). Primero notemos que f(z,0) estd a
la misma distancia de r(z) que = por lo que son el mismo punto, es de-
cir, f(z,0) = z. Siz € Y, x = r(x) y por lo tanto, para toda t € I,
f(z,t) = r(z) = x. Ademds para todo z € X, f(z,1) = r(x), por lo que, si
probamos que f es continua, lo cual haremos mas tarde, también la funcion
[ serd una retraccién fuerte por deformacién y ademads f|xxpy = r, que es
mondtona ya que para cualquier y € Y, r~!(y) es la unién de {y} con las
arcocomponentes de X —{y} que no intersectan a Y (esta unién es un conexo
por el teorema 1.4).

Para mostrar que f es continua, sea ((x;,t;));en una sucesién en X x [ tal
que limz; = z y limt; = ¢t. Como d y r son continuas, limr(z;) = r(z) y por lo
tanto lim d(r(z;), z;) = d(r(z), z). Llamemos z € X a algin punto de acumu-
lacién de (f(x;,t;))ien. Entonces por lo anterior d(z,7(x)) = (1 —t)d(r(z), x).
Pero ademds la suavidad nos dice que z € limax;r(z;) = ar(z). Como la
métrica es radialmente convexa, el punto de zr(z) que cumple la igual-
dad d(z,r(z)) = (1 — t)d(r(z),z) es tunico asi que z = f(z,t). Enton-
ces como cualquier punto de acumulaciéon cumple esto y X es compacto,
lim f(x;,t;) = f(x,t). Por lo tanto f es continua.
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(2) = (1) Primero probemos que X es hu. Para esto, recordemos que por
el lema 7.1, es suficiente ver que X es unicoherente ya que todos los sub-
continuos de X, por ser retractos mondtonos seran unicoherentes. Enton-
ces supongamos que existen A, B € C(X) con X = AUB y AN B dis-
conexo. Sea f : X — A una retraccion monodtona sobre A y tomemos
x € f(B)— B, este punto existe ya que, si f(B) C B, f(B) seria un conjunto
conexo con f(B) C AN B C f(B) lo cual es una contradiccién. Entonces
fHz) € C(X) y como x € A, x € f~'(x). Pero también, por definicién,
existe un y € B tal que f(y) = z, como f(y) # y, tenemos que y ¢ A.
Entonces z € f~H(z)N(A—B)yy € f ' (z)Nn(B—A). Yaque A— By
B — A son conjuntos separados, la conexidad de f~!(z) implica que existe
un punto z € AN BN f~(z), pero z € A nos dice que f(z) = z lo cual no
es posible porque z # z. Esto prueba la unicoherencia de X.

Ahora veamos que X es cik en todos sus puntos. Supongamos que esto
no ocurre. Sea p € X tal que X no es cik en p, entonces existe un W € 7 con
p € W tal que si (1, es la componente de W que tiene a p, se cumple que
peC, —C SealU €Ttalquepc U C U C W ysea C la componente de
U que tiene a p. Como C C C}, tenemos que p € C' — C°. Consideremos una
retraccion r : X — C. Sea V = f~H (U NC)NU, entonces VerypeV.
Tomemos x € V — C, esto se puede porque si V C C, entonces p € V C C
lo cual es una contradicciéon. Sea K = f~!(f(z)), entonces K € C(X) y se
cumple que r € K. Ademas, como X es hu, C N K es un conexo y como
ademés C' es componente de U, es un conexo maximo contenido en U N K,
es decir, una de las componentes de U N K. Notemos que f(z) € C'N K por
lo cual C N K # (). Entonces, usando el teorema de GF, para el continuo
K, el hecho de que K N C = {f(z)} (ya que r|c = 1¢) y el hecho de que
bdyx (U N K) C bdxU, obtenemos que

D#CNKNbdg(UNK) C{f(z)}NbdxU

lo cual implica que f(z) C bdx(U). Pero como x € V, f(z) € U y entonces
UNbdx(U) # (), esto es imposible pues U es abierto. Esta contradiccién nos
dice que X es cik en todos sus puntos y por lo tanto lc.

Por lo tanto X es una dendrita.

(4) = (3) Es claro de la definicién.

(3) = (1) Primero veamos que X es hereditariamente arcoconexo. Como las
retracciones conservan la conexidad por arcos, es suficiente ver que X es ac.
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Sean p,q € X, sabemos que existe una funcién continua f : X x I — X con
f(z,0) = x para todo z € X y f(X x {1}) = {p}. Entonces f({q} x I) es
un subcontinuo de Peano que contiene a {p, ¢}. Entonces, si p # ¢, existe un
arco a € C(X) tal que o C f({q} x I) C X que va de p a ¢, lo cual nos da
la arcoconexidad.

Ahora veamos que X es hu. Demostremos primero que X es unicoherente.
Sean A, B € C(X) tales que X = AU B, tomemos p,q € AN B, con p # q,
sabemos que lo podemos hacer ya que si AN B tuviera menos de dos puntos
tendriamos que A N B es conexo y no nos interesa ese caso. Por lo que
acabamos de ver existen arcos o, € C(X) que vande pagcon a C Ay
0 C B. Si a =/, ya tenemos que p y ¢ se pueden conectar por un arco en
ANB. Si a# B3, por el lema 2.1, existe S* € X, donde S! es homeomorfo a
una circunferencia. Por el lema 7.2, todos los subcontinuos de S! son retractos
por deformacién de S'. Como en particular los puntos son subcontinuos de S*
tendrfamos que S! es contraible, esto es una contradiccién. Entonces AN B es
arcoconexo. Ahora sélo notemos que es suficiente probar esto. Por el lema 7.2,
cualquier subcontinuo Y € C'(X) también tendra, al igual que X, todos sus
subcontinuos como retractos por deformacion. Entonces se puede usar un
argumento igual al anterior para probar que Y es unicoherente. Entonces X
es hu.

Por lo tanto X es un dendroide, si suponemos que X no es de Peano, el
teorema 6.15 nos dice que X contiene un pseudopeine Y. Pero el lema 7.4 nos
dice que Y no tiene a todos sus continuos como retractos por deformacion.
Esto contradice al lema 7.2 con lo que concluimos que X es Ic y por lo tanto
una dendrita.

O

7.2. Selecciones

Dado un continuo X y uno de sus hiperespacios H(X) (puede ser 2%,
C(X) o algunos otros que no hemos mencionado en este trabajo), una selec-
cion para H(X) es una funcién continua f : H(X) — X tal que para todo
K € H(X), se tiene que f(K) € K. En particular se sabe que las seleccio-
nes para hiperespacios distintos a C'(X) s6lo existen para I como se puede
consultar en [I111, Corolario 10.4, p. 143]. Entonces las unicas selecciones que
vale la pena estudiar con més detalle son las selecciones para C'(X). Nuestro
primer resultado es que no existen selecciones para la circunferencia.

118



Lema 7.6 No existe una seleccion para el hiperespacio de subcontinuos de
la circunferencia.

Demostracién. En [Ill1, ejemplo 3.2, p. 31| podemos encontrar la discusién
de un modelo para C(S). Estm dice que si pensamos en C y considera-
mos, la funcién f : C(S') — B;(0) definida por f({p}) = p, f(S!) =0y,
si A es un arco con extremos a, b, f(A) es un punto a distancia 1 — % del
centro y es tal que el rayo que parte del 0 y pasa por f(A) pasa por el punto
medio de A, 0f(A) y ab son perpendiculares, donde £(A) es el dngulo que
abarca el arco A. Entonces la funcién es un homeomorfismo y, claramente,
con este modelo, si g : C(S') — S! es una seleccién para la circunferencia,
entonces g o f~1 : B1(0) — S! es una retraccién del disco unitario sobre la
circunferencia, lo cual contradice a [W, 34.5, p. 236]. Entonces no existe una
seleccién para S! que era lo que querfamos. [J

Con ayuda de este resultado se puede demostrar que los dendroides son
los tnicos continuos que pueden tener selecciones para su hiperespacio de
subcontinuos, como se muestra en [Ill11, teorema 10.10, p. 145]. Sin embargo,
a nosotros sélo nos interesa nuestra siguiente caracterizacion, con lo cual es
suficiente conocer el resultado anterior.

Teorema 7.7 Para un continuo lc X, existe una seleccion para C(X) si y
solo si X es una dendrita.

Demostracion. Si X es un continuo lc que acepta una seleccion para X,
entonces existe f : C(X) — X tal que f(Y) € Y para cada Y € C(X).
Supongamos que X contiene un subcontinuo S! el cual es homeomorfo a la
circunferencia. Notemos que f(C(S')) = S!, ya que f es una seleccién, por
lo que f|c sty serfa una seleccién para St lo cual contradiria al lema 7.6.
Entonces X es una dendrita.

Si X es una dendrita, vamos a definir una funcién f : C(X) — X que
serd una seleccién. Sea un punto p € X fijo. Para cada Y € C(X) sabemos
que podemos definir la retraccién natural ry : X — Y, entonces definimos
f(Y) =ry(p). Veamos que f es continua en cada elemento Y* € C(X), para
esto sea € > 0y sea x = f(Y™). Podemos considerar dos casos.

Caso 1. p ¢ Y*. Entonces © # p, por lo que podemos escoger un conexo
Uerttalquez € UC X —{p}y diam(U) < e. Como pr NY* = {x},
pr — U C X —Y*, por lo cual podemos escoger, para cada y € Y* una
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vecindad conexa V, € 7 tal que y € V, y diam(V,) < min{e, d(y,pz —U)}.
Por la compacidad de Y*, podemos tomar una subcubierta finita de Y* con
estos abiertos de tal manera que < V,,,,...,V, > es una vecindad basica,
con la topologia de Vietoris, de Y* y podemos pedir, spg, que V,, = U.

SeaY € < V,,,...,V,, >N C(X), tomemos un w € Y N U. Claramen-
te f(Y) € pw C prUU. Como f(Y) €Y C U, V,, v para todo ¢ > 1,
VN (px —U) # 0, forzosamente f(Y) € U. Por lo tanto d(f(Y), f(Y™)) <,
con lo que obtenemos la continuidad en este caso.

Caso 2. p € Y*. Entonces p = x. Recordamos que las dendritas son ulac,
asi existe un 0 > 0 que cumple la definicién para el niimero €, que ya habiamos
tomado. Para cada y € Y*, tomemos una vecindad conexa V}, € 7 de y tal que
diam(V,) < 6. Por la compacidad de Y*, podemos encontrar una subcubierta
finita de Y* usando de estos abiertos. Notemos que

< Vi, oy Vi, >

es una vecindad bésica, con la topologia de Vietoris de Y*. Tomemos Y &
<Vy,...,V,, >yweYnNV,, entonces diam(pw) < € y como claramente
ry(p) € pw, se tendrd que d(f(Y), f(Y™*)) < €. Esto nos da la continuidad en
este caso.

Por lo tanto, la funcién definida es una seleccién para C(X). O

7.3. Subcontinuo Minimo

Normalmente no podemos hablar en general de un subcontinuo menor
que contenga a un cerrado. Por ejemplo, dados dos puntos en C, cualquier
arco entre ellos dos es un subcontinuo minimo que los contiene, sin embargo,
no es unico. Sucede que para los continuos hu si existe este minimo. Primero
veamos que existen los subcontinuos minimos.

Lema 7.8 Dado un continuo X, para cualquier A € 2% existe un B € C(X)
tal que AC B y si C € C(X) tal que A C C C B, entonces C = B.

Demostracion. Usemos el teorema de reduccion de Brouwer pero para elemen-
tos minimos. Sea (M;);c; una familia totalmente ordenada por la inclusién tal
que A C M; para todo i € I. Sabemos, por el teorema 1.1, que (,.; M; O A
es un continuo por lo que podemos aplicar el teorema de reduccién de Brou-
wer y obtener el resultado deseado. [
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Ahora usemos la unicoherencia hereditaria para definir una funcién de
subcontinuo menor.

Lema 7.9 Un continuo X es hu si y sélo si para todo A € 2%, A* =
N{MeCX):AC M} e C(X).

Demostracion. Supongamos que X es hu. Como existen los subcontinuos
minimos supongamos que dado A € 2% tenemos un subcontinuo minimo N
que contiene a A. Sea N’ € C(X) tal que A C N’. Por la unicoherencia
hereditaria, A C NN N’ € C(X), lo cual implica que N = N'N N. Entonces
N C N'. De manera que N = (({M € C(X):AC M}, que era lo que
queriamos.

Ahora supongamos que, para cualquier Y € 2%, Y* € C'(X), sean A, B €
C(X), veamos que ANB es conexo. Supongamos que ANB # (). Por hipGtesis
(AN B)* € C(X), como Ay B son subcontinuos que contienen a AN B, por
definicién, (AN B)* C AN B. Pero por definicién, se da la otra contencion
por lo que se da la igualdad, i.e., AN B € C(X). O

Para X hu, si definimos M : 2% — C(X) como

M(A)=A"=({M e C(X): AC M},
nos podemos preguntar cuando esta funcion es continua. La siguiente carac-
terizacion nos da la respuesta.

Teorema 7.10 En un continuo hu X, la funcion M es continua si y solo si
X es una dendrita.

Demostracion. Primero supongamos que X es una dendrita. Sea ¢ > 0.
Para cada punto y € Y, elegimos un subconjunto abierto y conexo V,, de
Xtalquey eV, y diamvy < €. Por la compacidad de Y podemos tomar
una subcubierta finita {V4,...,V,,} de {V, : y € Y}. Aseguramos que si
Z e < Vi,..., Vi, >, entonces H(M(Z),M(Y)) < €. Esto implicarfa la
continuidad de M en Y. Sea pues Z € < Vi,...,V,, >. Entonces

ZCOWC (GVJ uY™.
=1 i=1

Como esta tiltima unién es un continuo, obtenemos que M(Z2) C (U, V;) U
Y*C N(Y* €)= N(M(Y),¢). Similarmente,

Yc@%c (Ow)uz*

=1 1=1
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asi que M(Y) C N(M(Z),e). Por lo tanto, H(M(Y),M(Z)) < €. Hemos
probado que M es continua.

Ahora supongamos que X cumple que la funcién M es continua, sélo falta
probar la conexidad local para saber que X es dendrita. Seanz € X yU € 1
con z € U. Entonces, en particular, {x} € < U >NC(X), por lo cual existe
una vecindad basica con la topologia de Vietoris, < Vi,...,V,, >€ mx con
{z} e <Vi,...,V, >y quesatisface que que satisface que < V;,...,V,, >C <
U>y M(<V,...,V,>) C<U >. Esto implica que z € V,N---NV,, C U.
Definimos W = {M({z,y}) :y € Vin---NV,}, W es un conexo ya es la
union de los arcos xy = M ({z,y}) paracaday € ViN---NV,, (y # x) y por lo
tanto, todos los puntos de W estan conectados a x. La eleccion de la vecindad
< Wi,...,V, > por otra parte nos dice que x € V,N---NV, cWecCc W cCU.
Esto prueba que X es cik en z y por lo tanto lc. [

7.4. Continuos Hereditariamente Indescom-
ponibles

La propiedad de los continuos hereditariamente indescomponibles que nos
interesa es que sus hiperespacios de continuos son unicamente arcoconexos.
Por medio de esta propiedad, podemos caracterizar a los continuos lc que se
pueden encajar en un C(X) cuando X es hereditariamente indescomponible.
Para hacer esto, necesitamos un resultado previo.

Lema 7.11 En un continuo X, si o € C(C(X)), entonces | J o € C(X).

Demostracién. Para probar que | J &7 es cerrado, tomemos x € U—ﬂ Enton-
ces, para cada n € N, existe un punto y € |J < tal que d(z,y) < HLH por
lo que podemos encontrar un A, € o/ con y € A,,. Por lo tanto, la sucesion
(An)nen en o serd tal que limd(x, A,) = 0. Entonces, como existe una sub-
sucesion (A, )ren que converge a un elemento de 7, por ser &/ compacto,
x € lim A,,, . Por tanto, z € | J «/.

Supongamos que | J&/ = B|C' y sean K, L € 7T tales que BC K, C C L
y KN L = 0. Entonces |J«/ C K U L, como cada elemento de &7 es co-
nexo, cada elemento de & estd contenido en uno de H o K, por lo cual
o C <H>U<K >, ademas hay elementos de o/ en cada uno de H y
K, dN<H>#*0# dN<K>ycomo HNK = (), también tenemos
o N < H>N< K >=(. Esto nos da una separacién de .2/ que es conexo,
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esto es una contradiccién. Entonces | J #7 es un continuo. [J

Dado un continuo X, llamaremos A € C(X) un subcontinuo terminal de
X si para cualquier B € C(X) se cumple B C A, A C Bo ANB = {.
Notemos que un continuo es indescomponible si y sélo si todos sus subcon-
tinuos son terminales. Con esto probemos un hecho muy importante de los
continuos terminales.

Lema 7.12 Si X es un continuo, A es un subcontinuo terminal de X 1y
B,C € C(X) son tales que B C A y C € A, entonces cualquier arco que
conecte a B y C en C(X) pasa por A.

Demostracion. Sea o : I — C(X) una funcién continua e inyectiva tal que
a(0) = By a(l) = C. Como A es un continuo, C'(A) es un subcontinuo de
C(X). Como B € C(A), podemos tomar t* = méx{t € I : a(t) € C(A)} >0
y como C' ¢ C(A), t* < 1. Sea (t;);en una sucesion estrictamente decre-
ciente en el intervalo (t*,1) tal que limt¢, = ¢*. Por la continuidad de «
y el lema 7.11, para cada i € N, Ja([t*,t;]) = K; € C(X). Como para
todo i € N, a(t*) C A, a(t;) € Ay A es terminal, K; D A. Entonces
a(t*) = Nien Ki D A, pero también sabemos que se da la otra contencién,
por la eleccién de t*. Entonces a(t*) = A, que era lo que queriamos. [J

Ahora ya podemos enunciar la caracterizacién a la que queriamos llegar.

Teorema 7.13 Dados, una dendrita X y un continuo hereditariamente in-
descomponible Y cualquiera, X se puede encajar en C(Y). Ademds, si X es
un continuo lc que se puede encajar en C(Y'), para algin continuo heredita-
riamente indescomponible Y, entonces X es una dendrita.

Demostracion. Primero probemos que, si Y es hereditariamente indescom-
ponible, hay una copia de la dendrita universal en C(Y'). Esto implica que
cualquier dendrita también se puede encajar en C(Y'). Primero, probemos
que si Z es indescomponible (Z no degenerado), podemos encontrar una co-
pia de la dendrita F,, en C'(Z) tal que el punto de orden w sea precisamente
Z y cada arco Y; (con la notacién de la definicién de F,, al principio de la
seccién 2) sea un arco ordenado. Recordemos que, como Z es indescompo-
nible, hay una cantidad no numerable de composantes y ademas todas son
densas en Z ([K, § 48, vi, teorema 2, p. 209]). Entonces sean p € Z y una
sucesion (p;)ieny de puntos en Z tal que limp; = p y cualesquiera dos de las
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composantes kz(p;) sean distintas. Para cada i € N, sea o; C C(Z) un arco
ordenado de {p;} a Z. Por la eleccién de los puntos y la definicién de las
composantes, ninguin subcontinuo propio de Z puede tener a dos elementos
distintos de la sucesién por lo que o; Na; = {Z} para todo ¢ # j. Ahora to-
mamos una funciéon de Whitney p : C(Z) — I tal que pu(Z) = 1y definimos,
para cada ¢ € N,

1
ﬁz_{YEal.u(Y)zl z'—l—l}
Claramente | J,. 3 es homeomorfo a F,, que era lo que querfamos. Ahora
notemos que con esto podemos hacer la construccion de la dendrita universal
como en 5.10. Notemos que lo tinico que necesitamos es poder construir un F;,
en cada punto medio de los arcos libres maximales que ya se han construido,
en cada paso, pero esto precisamente se podra hacer ya que cada punto
medio es un subcontinuo de Z no degenerado, por lo cual podemos aplicar
el argumento de las composantes una vez maés.

Ahora supongamos que X es un continuo lc que se puede encajar en
C(Y), para algin continuo hereditariamente indescomponible Y, podemos
suponer que X C C(Y). Veamos que C(Y) es tinicamente ac con lo cual X
también lo serd y por la conexidad local de X tendra que ser una dendrita.
Sea o : I — C(Y") una funcién continua e inyectiva con «(0) = Ay «(0) = B,
como todos los continuos en Y son terminales sélo tenemos que considerar
dos posibles casos.

Caso 1. A C B. Sea (3 un arco ordenado de A a B. Sea W € (3, por el le-
ma 7.12, W € «o(I). Entonces § C a(l) y como los arcos 5y a(I) coinciden
en sus extremos, tienen que ser iguales.

De pasada, hemos demostrado que los arcos ordenados en C'(X), que unen

dos puntos, son unicos.
Caso 2. AN B ={. Sea R € C(Z) tal que la interseccién de los tinicos arcos
ordenados de A a Z y de B a Z sea el arco ordenado de R a Z. Sean ARy BR
los arcos ordenados que van de A a Ry de B a R, respectivamente. De nuevo,
por el lema 7.12, cada W € AR — {R} cumple W € «(I) y andlogamente,
lo mismo ocurre para cada W € BR — {R}. Y por la compacidad de «a(1),
R € «(I). Entonces, de nuevo, los arcos AR U BR y a(l) son iguales, por
tener los mismos puntos extremos.

Entonces, en cualquier caso, el arco « es tnico y por lo tanto C(Z) es
unicamente arcoconexo. Por lo tanto, X es dendrita. [J
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Notemos que en la segunda parte del teorema 7.13 no es posible quitar la
condicién de la conexidad local ya que el abanico armdnico se puede enca-
jar en C(Y), cuando Y es hereditariamente indescomponible, haciendo algo
parecido a lo que hicimos para encajar a la dendrita F,.

7.5. Teorema del Punto Fijo

Uno de los problemas mas importantes en topologia es determinar cuando
un espacio topolégico tiene la famosa propiedad del punto fijo. Decimos que
X tiene la propiedad del punto fijo si para toda funciéon continua f: X — X
existe un punto x € X tal que f(x) = x. A nosotros nos interesa mostrar
que las dendritas tienen la propiedad del punto fijo.

Sin embargo, para las dendritas podemos generalizar este concepto. Di-
remos que f : X — 2% tiene la propiedad del punto fijo si existe un punto
x € X tal que z € f(r). Andlogamente definimos propiedad del punto fijo
para funciones f : X — C(X). Primero demostremos que, en este sentido,
los arboles tienen la propiedad del punto fijo, esto nos servira para hacer lo
propio con las dendritas. Empecemos con un resultado previo.

Lema 7.14 Si f : I — 2! es una funcion continua tal que existe un punto
p € I—{1} tal que (p, 1N f(p) # 0, entonces existe un q > p tal que g € f(q).

Demostracion. Supongamos que, para todo g € [p, 1), se tiene que ¢ ¢ f(q)
ysea K ={x € [p,1):[z,1]N f(x) # 0}, veamos que K es abierto y cerrado
en [p,1).

Sea (x;);en una sucesién en K tal que limz; = x € [p,1). Entonces, para
cada i € N, podemos encontrar un y; € [z;, 1] N f(x;), spg podemos suponer
que y = lim y;, para alguna y € I, por la continuidad de f, lim f(z;) = f(z)
y como y; € f(z;), tenemos que y € f(z). Claramente y € [z, 1]. Entonces
x € K. Hemos mostrado que K es cerrado en [p, 1).

Sean x € K y e = d(f(x),x) que sabemos que es mayor que cero porque
estamos suponiendo que x ¢ f(x). Por la continuidad de f, existe un § > 0
que sirve para el nimero § y el punto z , sea a = min {4, §}. Si tomamos
un y € [p,1) N (z — o,z + ), entonces H(f(y), f(z)) < 5. Notemos que
x4 € € f(x) por lo que debe existir un z € f(y) tal que d(z,z +¢) < §.
Como ademds tenemos que d(x + ¢, 2+ 5) = §y x + 5 < o + ¢, entonces
z >z + 5. Esto nos dice que y < z y por lo tanto, f(y) N[y, 1] # 0 que es lo

que queriamos. Por lo tanto y € K que demuestra que K es abierto.

125



Por lo tanto K es abierto y cerrado y ademas distinto del vacio ya que
p € K, por lo cual K = [p,1). Por continuidad de f, tomando para cada
neN, p, €[1— 51N f(1—5), limp, = 1 por lo que 1 € f(1). Enton-
ces en cualquiera de los casos tenemos lo que queremos. []

Antes de probar algo similar al lema 7.14 para los arboles veamos cémo
asociar a una funcién entre continuos una entre sus hiperespacios. Dada una
funciéon continua f : X — Y, donde X y Y son continuos, definimos la
funcién asociada, f* : 2% — 2¥ como f*(A) = f(A) (la imagen de A bajo
f), que también es continua [N4, lemma 6.4, p. 68].

Lema 7.15 Si X es un drbol y f : X — 2% es una funcién continua, en-
tonces f tiene un punto fijo.

Demostracion. Probémoslo por induccion en el nimero de puntos terminales
de X, recordemos que los arboles tienen una cantidad finita de puntos ter-
minales. La base de induccién, es decir, cuando el arbol es un arco, es clara
ya que si 0 ¢ f(0) se pueda aplicar el lema 7.14 y obtendremos un punto
fijo. Ahora supongamos que la conclusién del lema es cierta para arboles con
a lo méds n puntos terminales (n > 2) y sea T' un arbol con n + 1 puntos
terminales. Sea f : T — 27 una funcién continua.

Sean p € T un punto terminal y ¢ un punto de ramificacién tales que
T = RUpqg donde R es un arbol con n puntos terminales. Consideramos
r : T — R la retraccién natural y la funcién asociada r* : 27 — 2% que
también es continua. Entonces, por la hipétesis de induccién, la funcién (r* o
Plr : R — 2% tiene un punto fijo. Entonces sea y € R tal que y € r*(f(y)),
asi que y = r(z), para alguna z € f(y). Siy # ¢, como r~!(y) = y, tendriamos
que y = z € f(y), entonces supongamos que y = q.

En particular, estamos suponiendo que ¢ ¢ f(q), como ¢ € r*(f(q)),
flq) N pg # 0. Sea d una métrica radialmente convexa para R tal que
sup{d(¢q,z) :x € R} = 5 y sea « : [3,1] — gp un homeomorfismo tal que
a(3) = ¢y (1) = p. Entonces definamos una funcién continua g : T — I de
la siguiente manera, si z € R, g(z) = 3 — d(z,q) y si z € pq, g(z) = o~ (z).
Notemos que % —d(q,q) = % por lo que g estd bien definida y es conti-
nua. Ahora consideramos ¢* : 27 — 2! la funcién asociada que también es

continua. Entonces definimos la funcién h : I — 2! como

[ g (fl@), sizelo,l],
M=) = { g*(Fla(x))), siwze (L 1]
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Como a(%) = ¢, h es continua. Como existe un punto z € f(q) N pq, tenemos
que g(x ) € 9(f(9)) Nglpg) = h(5) Na~'(pg) C h(3) N[5,1]. De manera que
h(3) N [3,1] # 0. Entonces, el lema 7.14, nos dice que hay un s > £ tal que
s € h(s ) Sea z = a(s) € pq, notemos que si z = ¢, entonces s = % lo cual
implicarfa que 1 € h(q) = g(f(q)) y como f(q) C R, q € f(g), pero estamos
en el caso g ¢ f(q), por lo que z # ¢. Entonces tenemos que

s € h(s) = g(f(a(s))) = g([f(a(s)) Npg] U [f(a(s)) N R]) =

9(f(a(s)) Npg) Ug(f(als)) N R)

pero como g(f(a(s))NR) C [0, 1], obtenemos que s € g*(f(a(s)) Npg). Como

Ilpg = al,

z=a(s) € a(g(f(als)) Npqg)) = f(als)) Npg C f(2)

que era lo que queriamos. [

Diremos que un espacio S es un extensor absoluto si, para todo espacio
normal X, cualquier subconjunto cerrado A C X y cualquier funcién continua
f:A— S, existe una funcién continua F' : X — K, tal que F|4 = f, ala
cual llamaremos eztension de f. El teorema de extensién de Tietze [W, 15.8,
p. 103] nos dice que un arco es un extensor absoluto. El siguiente resultado
nos dice que I? es un extensor absoluto.

Lema 7.16 St K| y Ky son extensores absolutos entonces K1 X Ko también
lo es.

Demostracién. Sean un espacio normal X, A € 2% y una funcién continua
f:A— K xK,. Sabemos que podemos ver a f como el producto cartesiano
f = fi1 X fs, de dos funciones continuas f; : A — Ky y fo : A — K5. Entonces
cada una de estas funciones la podemos extender, es decir, existen funciones
continuas F; : X — Ky Fy : X — K tales que Fi|a = f1y Fala = fo
Entonces claramente la funcién F : X — K; x K5 definida por F = F; x I3
es una funcién continua tal que F|4 = f. Por lo tanto F' es la funcién que
buscamos. []

Ahora si con estas herramientas, podemos probar nuestra caracterizacion
de esta seccion.

Teorema 7.17 Para un continuo lc X son equivalentes:
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(1) X es una dendrita,

(2) cada funcion continua f: X — 2% tiene un punto fijo,
(8) cada funcion continua f: X — C(X) tiene un punto fijo,
(4) cada funcion scs f: X — C(X) tiene un punto fijo.

Demostracion.
(1) = (2) Sabemos, por el teorema 5.2, que existe una sucesiéon de arboles
(Y)ien en C(X) con limY; = X, y que satisface que las retracciones naturales
r; + X — Y, convergen uniformemente a la identidad en X. Claramente las
funciones asociadas r} : 2% — 2¥ son continuas, para cada i € N, y convergen
uniformemente a la identidad en 2%.

Sea f : X — 2% una funcién continua. Por el lema 7.15, para cada i € N,
la funcién (rfo f)|y, : Y; — Y; tiene un punto fijo. Para cadai € N, sea p; € Y;
tal que p; € rI(fi(p;)) y supongamos, spg, que p = lim p;. Por la convergencia
uniforme, existe un N; € N tal que, si ¢ > Ny, entonces para todo = € X,
H((rj o f)(z), f(x)) < §. Por la continuidad de f, existe un 6 > 0 tal que,
si d(z,y) < 4, entonces H(f(x), f(y)) < 5. Tomemos un N, € N tal que,
si i > Ny, entonces d(p;,p) < 6. Tomando entonces N = max{Ny, No}, si
i>N,

H((rj o [)(pi), f(p)) < H((ri o ) (pa); [ (i) + H(f(pe), f(p)) <€

Entonces p € lim(r} o f)(p;) = f(p), que era lo que queriamos.

(1) = (4) Tomemos una funcion scs f : X — C(X). Fijemos p € X, para
cada © € X, definimos el conjunto m(z) = {y € X : = <, y} que es un
cerrado porque es el complemento de la componente de X —{z} que contiene
ap, cuando p # z, y m(p) = X. Ademés, si p # z, dada y € m(z), el arco zy
estard contenido en m(z). De manera que m(z) es conexo. Por tanto, m(x)
es un subcontinuo de X para cada x € X. Definamos

P={xe X :m(zx)N f(x) # 0}

Como m(p) = X, p € P por lo cual P no es vacio. Recordemos que <, es
un orden parcial en X, mostraremos que P tiene elementos maximos con
este orden. Recordemos que z <, y si y s6lo si px C py por lo que el orden
<, induce un orden en 7, que es la inclusiéon de conjuntos. Notemos que
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encontrar un maximo con el orden <, en P es lo mismo que encontrar un
méximo en P’ = {zp € 4, : v € P} con la inclusién. Sea C' un conjunto
totalmente ordenado en P’, que podemos escribir como

C={pred,:zecC}

donde C* es un conjunto totalmente ordenado en P con el orden <,. Sea
Y = U,cc- po. Si, para cada n € N, cubrimos a Y con un nimero finito de
bolas de radio n+r1, podemos encontrar un y, € C* tal que H(Y,py,) < %
Entonces, hemos encontrado una sucesién (y;);en contenida en Ck tal que
Uienpyi = limpy; = Y. Por el teorema 2.24(3), si suponemos, spg, que
y = limy;, entonces Y = py. Ocurre ademés que para todo z € C*, x <, y.
Entonces, si tomamos, para cada i € N, z; € m(y;) N f(y;), y suponemos spg
z = lim z;, por el lema 3.4, z € limsup f(y;) C f(y). Como ademds para todo
x € C, m(x) C m(y), obtenemos que z € m(y) N f(y), por lo cual y € P, y
con esto, py es un maximo en P’ que corresponde a que y es maximon en
P, que es lo que queriamos.

Entonces sea z* € P un méximo con el orden <, para P y supongamos
que z* ¢ f(x*). Por la conexidad de f(x*), tenemos que f(z*) C m(x*)—{x*},
ya que z* separa a m(z*) del resto de X. Sea un w € f(z*) y una sucesion
(x;)ien en z*w con limx; = = y que sea estrictamente decreciente con el
orden <,. Como ademds X — f(z*) es abierto, podemos suponer, spg, que
(x;)ien esté contenida en X — f(x*). Definiendo U = m(zy) — {zo}, se cum-
ple que f(z*) C U € 7. Pero como m(x,) D m(xg) para todo n € N, y
x* es maximo en P, se tiene que dar que m(x,) N f(z,) = @ por lo que
f(z,) C X —=U. Como X — U es cerrado, limsup f(x,) C X — U lo cual nos
dice que limsup f(z,) N f(z*) = 0. Esto contradice al lema 3.4 por lo cual
x* € f(z*), que es lo que nos faltaba.

(2) = (3) Es claro porque una funcién continua f : X — C(X) también se
puede ver como una funcién f : X — 2%,

(4) = (3) Es claro porque las funciones continuas en particular son scs.

(3) = (1) Supongamos, por el contrario, que S! C X, sea f : B1(0) — C(S')
el inverso del homeomorfismo que definimos en la prueba del lema 7.6. Sea

g : S' — By(0) la rotacién de angulo %, la cual no tiene puntos fijos. El

lema 7.16 y el teorema de extensién de Tietze nos dicen que I? = B;(0) es un
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extensor absoluto. Por lo tanto existe una funcién continua G : X — B;(0)
que extiende a g. Entonces fo G : X — C(S') € C(X) es una funcién
continua, veamos que no tiene puntos fijos. Si x € X fuera un punto fijo,
como la imagen de f oG cae en C(S'), tenemos que z € S' y x € (fog)(z) lo
cual contradice el hecho que g no tiene puntos fijos. Esta contradiccién nos
dice que X no contiene circunferencias, es decir, X es una dendrita.

O

Notemos que hay continuos no lc que cumplen las condiciones del teore-
ma 7.17, como por ejemplo, los continuos tipo arco cumplen la condicién (2)
y por lo tanto la (4). En [N2, 12.56, p. 265] viene una idea de como probar la
condicién (2) para continuos tipo arco, la cual es muy parecida al lema 7.14.
En [Wa| se prueba ademas que todos los dendroides cumplen la condicién

(3).
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