CAPITULO 3 – Conjuntos numéricos.

Lección 7. – Los números complejos. Estructura de este conjunto. Forma binaria  del complejo. Representación gráfica. Operaciones. Producto escalar. Estructura de espacio vectorial.

En el conjunto de los números reales (R), que como hemos visto es un cuerpo 

ordenado, es posible resolver toda ecuación de primer grado con una incógnita, cuya forma general es:        ax + b = 0.

En efecto: para calcular x debemos despejar esta incógnita mediante pasaje de términos, con lo cual se obtiene:     x = - b/a     es decir obtendremos por  resultado el opuesto del número real que resulta de dividir b por a.

Si consideramos ecuaciones de segundo grado, encontraremos que muchas de ellas tienen solución en el conjunto de números reales. En particular hemos visto que     x2 – 2 = 0  permitió introducir los números irracionales. Pero no todas las ecuaciones de segundo grado tienen esta posibilidad. Por ejemplo     x2 + 1 = 0   (   x2 = -1   y en este caso no existe ningún número real que sea solución de la ecuación. En efecto    12 = 1x1 = 1                              y         (–1)2 = (-1) x (–1) = 1.

Esta nueva dificultad, nos lleva a pensar que es necesario efectuar otra ampliación del sistema numérico. Podemos por lo tanto utilizar el mismo método que hemos empleado con anterioridad, vale decir consideramos el producto cartesiano de R x R y procedamos a su estructuración.

R x R = {(x, y) / x ( R, y ( R}

Definimos:    (a, b) = (c, d)  (   a = c  ( b = d.  Esta relación es reflexiva, simétrica y transitiva  (se demuestra con facilidad aplicando la metodología ya estudiada en los anteriores conjuntos numéricos). Luego determina en R x R una partición que denominaremos C y que contiene a las clases de equivalencia que constituyen la partición mencionada. Cada clase es un conjunto de pares todos iguales entre si, donde podemos considerar a uno de esos pares como representante de toda la clase. 

Consecuencia de la definición dada.    Si    a ( b  (   (a, b) ( (b, a), es decir las componentes de cada par no son intercambiables.

Llamamos números complejos ( C ) al conjunto cociente de    R x R / = .

Ejemplos de números complejos: (2, 3); (1/2, 5/3);  (0,333…, 7); (/2, /5); …

La primera componente de cada par se denomina componente real, la segunda se denomina componente imaginaria.

Definimos la suma:  Dados dos complejos (a, b) y (c, d) será:
                                           (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d)

Para sumar números complejos, se forma un nuevo complejo cuya componente real es la suma de las componentes reales de los complejos dados, y cuya componente imaginaria es la suma de las componentes imaginarias. 

Ej.: (1, -3) + (-2, 5) = (1 – 2, -3 + 5) = (-1, 2)

Podemos probar que esta operación es:

Asociativa:    ((a, b) + (c, d)( + (e, f) = (a, b) + ((c, d) + (e, f)(   simplemente aplicando la definición de suma dada y la propiedad asociativa de la suma de números reales. 

Existencia de neutro:  Basta considerar como un número complejo al par (0, 0), pues en ese caso:    (a, b) + (0, 0) = (a + 0, b + 0) = (a, b)    para todo complejo (a, b).

Conmutativa:  En efecto  (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) = (c + a, d + b) = (c, b) + (a, b).

Existencia de opuesto:  Para todo  (a, b), podemos considerar el par  (-a, -b) que son números reales como las componentes del par dado y tal que:

(a, b) + (-a, -b) = (a +(-a), b + (-b)) = (a – a, b – b) = (0, 0)

La suma definida otorga al conjunto de números complejos estructura de grupo abeliano.

Habiendo definido la suma de números complejos, debemos demostrar que la operación inversa, la resta, es posible. Para ello consideremos dos complejos (a, b) y (c, d) cualesquiera. Nos preguntamos, ¿existe un complejo que sumado a (c, d) nos da (a, b)? Llamemos (x, y) a ese complejo. Si existe deberá ser:

(c, d) + (x, y) = (a, b)   o lo que es lo mismo  (c+x, d+y) = (a, b)

y por definición de igualdad  tendremos   c + x = a;   d + y = b

Como estos son números reales, resulta:    x = a – c     y = b – d  lo cual es siempre posible.  Por lo tanto, la diferencia de números complejos, operación inversa de la suma, se efectúa del siguiente modo:     (a, b) – (c, d) =  (a – c, b – d) .

Definimos el producto:   (a, b) · (c, d) = (ac – bd, ad + bc). El producto de dos complejos es un nuevo complejo cuya componente real es la diferencia de los productos de las componentes reales menos el producto de las componentes imaginarias de los complejos dados; y cuya componente imaginaria es la suma de los productos de las componentes reales de cada complejo dado por la componente imaginaria del otro.

Ej.: (2, -3) · (-4, 5) = (2x(-4) – (-3)x5, 2x5 + (-3)x(-4)) = (-8 + 15, 10 + 12) = (7, 22)

Las propiedades que pueden probarse son:

Asociativa.    ((a, b) · (c, d)( · (e, f) = (a, b) · ((c, d) · (e, f)(
Existencia de unidad.  Consideremos el complejo (1, 0) y apliquemos la definición de producto con otro complejo cualquiera. Será:

(a, b) · (1, 0) = (a·1 -  b·0, a·0 + b·1) = (a – 0 , 0 + b) = (a, b)   Luego el producto de un complejo cualquiera por el complejo (1, 0) es el complejo dado. Luego el par (1, 0) es la unidad del producto.

Conmutativa.   (a, b) · (c, d) = (ac – bd, ad + bc) (1)

                          (c, d) · (a, b) =  ( ca – db, cb + da) (2)    Los segundos miembros de (1) y (2) son iguales, luego los primeros también lo serán:     (a, b) · (c, d) = (c, d) · (a, b)

Existencia de inverso. Sea (a, b) un complejo cualquiera, si existe su inverso deberá ser:  (a, b) · (x, y) = (1, 0)    (     (ax – by, ay + bx) = (1, 0)  (   ax – by = 1   (  ay + bx = 0

Estas dos últimas, son ecuaciones con números reales. ¿Cómo se resuelven?

Multipliquemos la primera ecuación por b, la segunda por a.

abx – bby = b   (    aay + abx = 0    Restemos miembro a miembro:

-bby – aay = b   (   -y(b2 + a2) = b   (    y = -b / (a2 + b2)

Realicemos ahora las siguientes operaciones con las mismas ecuaciones vistas.

Multipliquemos la primera por a y la segunda por b.

aax – aby = a   (   aby + bbx = 0     Sumemos miembro a miembro:

aax + bbx = a    (  x( a2 + b2) = a   (   x = a / (a2 + b2)

Por lo tanto,

el inverso del complejo (a, b) es el complejo  (x, y) = (a / (a2 + b2), -b / (a2 + b2).

Debemos tener en cuenta sin embargo que si (a, b) = (0, 0), no serán posible las divisiones indicadas. 

En general indicamos el inverso de un complejo con (a, b)-1
Propiedad distributiva del producto respecto de la suma. Debemos probar que    ((a, b) + (c, d)( (e, f) = (a, b) (e, f) + (c, d) (e, f)

Para ello desarrollamos cada miembro de esta igualdad por separado:

((a, b) + (c, d)( (e, f) = (a + c, b + d) (e, f) = (ae + ce – bf – df,  af + cf + be + de)  (1)

(a, b) (e, f) + (c, d) (e, f) = (ae – bf ,  af + be) + (ce – df ,  cf + de) = 

=(ae + ce – bf – df ,  af + cf  + be + de)  (2)

Como las relaciones (1) y (2) son iguales, la tesis está probada, es decir se cumple la propiedad distributiva.

Como en el caso de la diferencia, debemos probar ahora que existe el cociente de dos complejos, cualesquiera sean ellos.      (a, b) / (c, d) = (a, b) · (c, d)-1  que estará definido para todo par    (c, d) ( (0, 0)   y  la expresión correspondiente será:

(a, b) / (c, d) = (a, b) · (c/(c2+d2), -d/(c2+d2)) = ((ac + bd)/(c2 + d2), (bc – ad)/(c2 + d2)( 

Ej.:  (3, -2) / (1, 1) = ( ½, -5/2)

Tenemos entonces al considerar el conjunto C con el producto una estructura algebraica de  grupo multiplicativo abeliano. Como hemos visto además que es un grupo aditivo abeliano y que se cumple la propiedad distributiva del producto respecto de la suma, podemos afirmar que C tiene estructura de cuerpo. Luego en el conjunto C se pueden efectuar todas las operaciones cerradas del conjunto de números reales: suma, producto, diferencia y cociente. 

Veamos ahora qué relación existe entre el conjunto de los números reales y los complejos. Consideremos el subconjunto C’ = {(x, y) / x ( R, y = 0 } que según esta definición serán complejos de la forma (a, 0), es decir con la primera componente que es un número real cualquiera y la segunda componente igual a 0. Podemos definir entonces una función    f : R ( C’  que a cada número real   a ( R   le haga corresponder el par (a, 0) ( C’

Esta función es biyectiva, puesto que a números reales diferentes, le corresponderán pares diferentes; y además todo par de C’ provendrá de un número real   a ( R por la definición de subconjunto dada. Es decir la función   f    es inyectiva y suryectiva; luego es biyectiva.

Además conserva las dos operaciones básicas definidas. En efecto, sean   

a ( R  y   b( R  (  f(a) = (a, 0)  y   f(b) = (b, 0)  ( f(a + b) = (a + b, 0)    y como 

                                 f(a) + f(b) = (a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0)      resulta

                                 f(a + b) = f(a) + f(b)        Luego la biyección conserva la suma.

Igualmente probaremos que conserva el producto:

f(a · b) = (ab, 0)  y como  f(a) · f(b) = (a, 0) · (b, 0) = (a·b – 0·0 , a·0 + 0·b) = (ab, 0)        resulta                f(a · b) = f(a) · f(b)   que es lo que afirmamos antes. 

Existe en consecuencia un isomorfismo entre el conjunto R y el conjunto C’, o sea que el conjunto de los números complejos incluye a los números reales, es decir que C es una ampliación del cuerpo de los reales. Los números complejos de la forma (a, 0) se identifican con los números reales y se los denomina de ese modo.

El problema que se nos presenta es que en este conjunto no podemos definir una relación de orden del tipo   <, >, ( , (    como en R. Por este motivo decimos que C es un cuerpo no ordenado.

Queda por saber si con esta ampliación de números que hemos realizado se resuelve el problema de la ecuación de segundo grado que encontramos en la lección anterior. Recordemos:    x2 + 1 = 0   (   x2 = -1

Si tomamos en el conjunto de los números complejos el par (0, 1) podemos verificar que 

(0, 1) (0, 1) = (0·0 – 1·1 ,  0·1 + 1·0) = (-1, 0) = -1

es decir el par (0, 1) resuelve la ecuación dada. Este par recibe el nombre de unidad imaginaria y se la representa con la letra i. Resulta así que    i2 = -1  (   i = Raíz Cuadrada (-1)

Consideremos ahora el par (0, -1), que también es un número complejo. Será:

(0, -1) (0, -1) = (0·0 – (-1)·(-1)  ,  0·(-1) + (-1)·0( = (-1,0) = -1

Por lo tanto tenemos una segunda solución para la ecuación dada. 

Los pares de la forma (0, n) reciben el nombre de imaginarios puros. Se puede verificar ahora que todo número complejo se puede expresar en forma binómica. En efecto:

( (0, b) ( C    será     (0, b) = (b, 0)·(0, 1) = (b·0 – 0·1 , b·1 + 0·0) = bi     y en consecuencia     ( (a, b) ( C   tendremos:  (a, b) = (a, 0) + (0, b) = a + bi    es decir:

Todo complejo  (a, b) puede escribirse en la forma    a + bi   que se denomina la forma binómica o normal del complejo;  a constituye la parte real y b la parte imaginaria.
 

Nota: En lecciones posteriores estudiaremos otras formas que pueden tomar los números complejos, pero para ello necesitamos desarrollar algunos temas previos de trigonometría.

Podemos dar ahora una expresión más simple para la suma de números complejos diciendo que para sumar dos complejos se suman por separado las partes reales e imaginarias de los mismos:      (a + bi ) + (c + di) = (a +c) + (b + d)i 

Además para multiplicar dos complejos, no necesitamos recordar la regla anteriormente dada, bastará multiplicar los binomios en la forma conocida desde la enseñanza media.

(a + bi) (c + di) = ac + adi +bic + bidi = ac + adi + bci + bdi2 = (ac – bd) + (ad + bc)i

COMPLEJOS CONJUGADOS.

Dado un complejo    a + bi   llamamos complejo conjugado de este al número    a – bi .

 Demostraremos ahora que el producto de dos complejos conjugados es un número real no negativo. En efecto.

(a + bi)(a – bi) = (a2 + b2) + (a(-b) + ba)i =  a2 + b2
Podemos ahora facilitar el cálculo del cociente de dos números complejos. En efecto:
(a + bi ) / (c + di) = (a + bi) (c – di) / (c + di) (c – di)

es decir multiplicamos el numerador y el denominador por el conjugado del denominador.

Obtenemos así en el numerador un producto de dos binomios que sabemos calcular facilmente y nos da un número complejo y en el denominador el producto de dos complejos conjugados que como hemos demostrado es un número real no negativo. Es decir la división se reduce a dividir un binomio  por un número real, que se resuelve aplicando propiedad distributiva.
POTENCIAS SUCESIVAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA.

Hemos visto anteriormente que    i2 = -1   podemos estudiar ahora las potencias sucesivas de la unidad imaginaria i. Se tendrá:

i3 = i2 · i  = (-1) · i = - i

i4 = i3 · i = (-i) · i = (-i)2 = 1

i5 = i4 · i = 1·i = i

i6 = i5 · i = i4 · i2 = i2 = -1

i7 = i6 · i = i4 · i3 = 1 · -i = -i 

Podemos observar que desde i5 los resultados repiten los valores obtenidos desde i1 hasta i4. Siendo 6 = 4 + 2 = 4x1 + 2, podemos decir que i6 = i2 y también lo será   i10, i14, i18, etc.

Del mismo modo  7 = 4 + 3 = 4x1 + 3   y   i7 = i3.

                              8 = 4 + 4 = 4x1 + 4   y   i8 = i4
                              9 = 4x2 +1    tendrá como resultado   i1 = i    (verificarlo)

y en general podemos afirmar que    i4k+r = ir    con k y r números enteros.

REPRESENTACION GRAFICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS.

En el estudio de los conjuntos numéricos N, Z, Q y R, pudimos observar que todos los elementos de estos conjuntos pueden ser representados por puntos de una recta tomando en ella un punto origen y un segmento unidad para definir una escala de medición. Demostramos que los puntos racionales no completan la recta, pero al introducir los números irracionales todos los puntos de la recta quedan asociados a un número real. 

En consecuencia no podemos pensar que los números complejos puedan ser representados por nuevos puntos de la recta. Pero al considerar los números complejos como pares ordenados de números reales podemos pensar en el producto cartesiano  de R x R  (Lección 4 de nuestro curso), y entonces tomando dos rectas perpendiculares, definiendo el punto de intersección como origen común y un sistema de escala en cada recta, tendremos lo que se denomina un sistema de ejes coordenados, donde en general al eje horizontal se lo denomina eje de las abscisas (o eje real) y se lo identifica con x  y al eje perpendicular se lo denomina eje de las ordenadas ( o imaginario) y se lo identifica con y.

En estas condiciones todo punto del plano puede asociarse a un par ordenado de números reales, es decir a un número complejo. 
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Como sabemos desde la enseñanza media, el par de números (a, b) asociado al punto M del plano se obtiene mediante proyecciones sobre los ejes de abscisa y ordenada respectivamente. Podemos observar entonces que el par (0, 0) corresponde al origen; los puntos sobre el eje x tienen ordenada 0, luego serán números de la forma (x, 0), vale decir reales; los puntos del eje y tienen abscisa 0, su forma corresponde a (0, y) o sea son imaginarios puros.
Es posible además asociar con cada punto del plano otra representación gráfica. Para ello trazamos una flecha desde el origen al punto considerado. En este caso la flecha representa al par ordenado. Todo par ordenado tendrá así su flecha y recíprocamente. Al punto O le corresponde una flecha nula sin longitud ni sentido definidos. Estas flechas reciben el nombre de vectores y en la practica su aplicación  es muy frecuente. En física por ejemplo puede representar una fuerza, cuya magnitud es la longitud de la flecha y su dirección y sentido coinciden con los de la flecha.
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Por otra parte estas interpretaciones gráficas facilitan la comprensión de las operaciones definidas. La suma de dos complejos en el caso de dos vectores se obtiene construyendo un paralelogramo con lados en esos vectores y considerando la diagonal desde O, como el vector suma.

PRODUCTO ESCALAR EN C.

Definimos ahora una nueva operación en el conjunto de los números complejos. Para ello vamos a considerar los conjuntos R de números reales, que ahora llamaremos escalares; y el conjunto C de los números complejos que podemos denominar vectores, haciendo alusión a la representación vista. 

Sea   a  un número real cualquiera  y   (m, n) un complejo que podemos expresar en su notación  binomial o normal,   m + ni.

Llamaremos producto escalar:    a(m + ni) = am + ani    es decir multiplicamos un escalar por un vector y obtenemos un nuevo vector.

Si   a = 0   el vector que se obtiene es el vector nulo (0, 0)  o sea el punto O.

Si   a > 0   el vector resultado es un estiramiento del vector dado.

Si   0 < a < 1    el vector resultado es una reducción del vector dado.

Si   a < 0  el vector resultado cambia de sentido.

En cualquiera de los casos se mantiene la dirección del vector dado.

Esta operación como vemos difiere notoriamente de todas las operaciones estudiadas hasta ahora. En efecto en las operaciones de suma, producto, etc. se consideran dos elementos del mismo conjunto y se obtiene un elemento de ese conjunto. Por tal motivo se las denomina operaciones internas binarias. En el caso del producto escalar en cambio los elementos que intervienen en el producto pertenecen a dos conjuntos diferentes y el resultado es un elemento del segundo conjunto. Por esta razón decimos que es una operación externa, aunque sigue siendo binaria.

PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR.

Pp. distributiva respecto de la suma de vectores (o complejos). Sea    s ( R, un escalar, queremos demostrar que    s((a + bi) + (c + di)( = s(a + bi) + s(c + di). Demostrémoslo:    s((a + bi) + (c + di)( = s ((a + c) + (b + d)i(    por suma de complejos.

                       = s(a+c) + s(b +d)i       por producto de un escalar por un vector.

                       = sa + sc + sbi + sdi      por la misma razón.

                       = s(a + bi) + s(c + di)    que es nuestra tesis.

Pp. distributiva respecto de la suma de escalares. Sean ahora   s ( R y   t ( R  es decir dos escalares. Queremos demostrar que    (s + t)(a + bi) = s(a + bi) + t(a + bi). La demostración es simple:

La suma de dos escalares es un escalar (por ser estos números reales), podemos aplicar entonces la definición de producto escalar, con lo que se obtiene:

(s +t)(a + bi) = (s + t)a + (s + t)bi = sa + ta + sbi + tbi = s(a + bi) + t(a + bi).

Luego la propiedad se verifica.

Pp asociativa mixta. Aparecen aquí dos tipos de multiplicación, una de un escalar por un vector (o complejo) y la otra multiplicación de dos escalares.  Sean   s( R  y  t ( R   dos escalares  y     (a + bi)    el vector.   
Queremos probar que    (s · t)(a + bi)  (producto mixto) es igual     s · (t(a + bi)(.    Aplicando las propiedades conocidas, se tiene:

(s · t)(a + bi) = (s · t)a + (s · t)bi = s(ta) + s(tb)i = s · (t(a + bi)(     que es la tesis.

Existencia de elemento unidad. En el producto escalar definido se verifica que el escalar    1 ( R,    que es elemento unidad en el producto de los números reales, es tambien unidad en el producto de un escalar por un vector. En efecto:

1(a + bi) = 1a  + 1bi = a + bi      Es decir multiplicando un vector cualquiera por el escalar 1 se obtiene el mismo vector.
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Podemos ahora resumir las propiedades anteriores, pero antes vamos introducir una notación abreviada para los vectores. Utilizaremos en lo sucesivo, letras mayúsculas de nuestro abecedario con una flecha en la parte superior  y  para los escalares reservamos la notación acostumbrada. En general y en las aplicaciones de vectores en particular se utiliza esta notación:   

X,   Y,   Z,    V,    W, ….

1. Leyes distributivas: 

                                     r · (X  +  Y)  =  r ·  X + r · Y


                                     (r + s) · X  =  r · X  +  s ·  X

2. Ley asociativa mixta: 

                                       (r · s) · X  =  r · (s · X)

3. Elemento unidad:

                                    1 · X = X

Considerando entonces que el conjunto C de números complejos tiene:

a. Estructura de grupo abeliano respecto de la suma, es decir es un grupo aditivo abeliano.

b. Que al considerar otro conjunto con estructura de cuerpo, es decir un cuerpo de escalares, es posible definir una operación de multiplicación entre un escalar y un elemento de C (vectores) que de por resultado un vector.

c. Que el producto escalar definido goza de las tres propiedades o leyes mencionadas anteriormente.

 Decimos que el conjunto C tiene estructura de espacio vectorial.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA.

Al construir el conjunto numérico de los números complejos dijimos que lo hacíamos para resolver la ecuación   x2 + 1 = 0. Debemos probar que esto es verdadero. Nos preguntamos entonces ¿cuál es el valor de x que hace posible la solución de esta ecuación? Encontramos que  i2 = -1. Luego   x = i. = (-1.

Resumiendo, hemos construido el conjunto de los números enteros (Z) para tener soluciones a las ecuaciones del tipo   x + a = b    que vimos, en el conjunto de los números naturales, no siempre tienen solución. 

Luego, construimos el conjunto de los números racionales (Q) para encontrar solución a las ecuaciones de la forma    ax = b    que no siempre encuentran solución en el conjunto de los números enteros.

De este modo toda ecuación de la forma   ax + b = 0   tiene solución única en el conjunto de los números racionales. Es decir las llamadas ecuaciones de primer grado tienen siempre solución. 

Sin embargo habíamos encontrado que ciertas ecuaciones de segundo grado, no podían ser resueltas en este conjunto, tal por ejemplo   x2 – 1 = 0. Esto nos condujo a ampliar una vez más el conjunto numérico y construimos el conjunto de los números reales ( R ).

Pero entonces no encontramos solución para las ecuaciones de segundo grado de la forma x2 + 1 = 0. Y tuvimos que construir el conjunto de los números complejos ( C ) para lograrlo.

¿ Qué pasa ahora?. Hemos resuelto las ecuaciones de segundo grado, ¿tendremos otras dificultades con ecuaciones de grado superior que nos obliguen a ampliar una vez más el conjunto de los números que hemos construido? Esta pregunta se la formuló tambien el matemático alemán Carl Friedrich Gauss (1777 – 1855) y para responder a ella, pudo demostrar que toda ecuación algebraica de grado n tiene siempre solución en el conjunto de los números complejos. 

Una ecuación algebraica de grado n es de la forma:

anxn + an-1xn-1 + … + a1x + a0 = 0

donde los coeficientes son números complejos.

Probó además que una ecuación tiene tantas soluciones como indica el grado de la misma. Las de primer grado, una solución; las de segundo grado, dos soluciones; las de grado n, tienen n soluciones.

Este es el llamado Teorema fundamental del álgebra, y su demostración podemos verla en detalle en otro capítulo de nuestro curso.

PROBLEMAS RESUELTOS.

1. Si  designamos  con     X    el complejo conjugado de  X, demostrar que el conjugado de la suma de dos complejos es la suma de los respectivos complejos conjugados.

Sean X e Y dos complejos cualesquiera. Sus conjugados serán    X   ,   Y. Debemos probar que    X + Y  =  X  +  Y. Para demostrar esta igualdad, expresamos los complejos en forma binómica:

X + Y = (x + ai) + (y + bi) = (x + y) + (a + b)i =

= (x + y) – (a + b) i = (x – ai) + (y – bi) = X + Y

2. Demostrar que el conjugado del producto de dos complejos es el producto de los conjugados de esos complejos.  La demostración es análoga a la anterior.


X · Y = (x + ai) · (y + bi) = (xy – ab) + (xb + ay)i = (xy – ab) – (xb + ay)i  (1)


X  ·  Y = (x – ai) · (y – bi) = (xy – ab) + (x(-b) + (-a)y(i = 

= (xy – ab) – (xb + ay)i (2)

Como los últimos miembros de las igualdades (1) y (2) son iguales, la tesis se verifica.


3. El conjugado del conjugado de un complejo es ese complejo:   Z  = Z. En efecto


Sea  Z = (a + bi)    (    Z = (a – bi)   (   Z = (a + bi) = Z

4. Se llaman enteros de Gauss a los números complejos del conjunto:

G = {m + ni / (m + ni) ( C ; m ( Z ; n ( Z}.

Demostrar que constituyen un dominio de integridad.

Consideramos las dos operaciones fundamentales de los números complejos:

Suma. Según la definición se tendrá:    (m + ni) + (p + qi) = (m+p) + (n+q)i  ;  y como m, n, p, q  son números enteros, también lo serán m+p   y n+q.   Luego el resultado de la suma es un número que pertenece a G, es decir es un número de Gauss. Entonces la operación de suma es cerrada en G. 

Es asociativa y conmutativa, por serlo la suma de complejos.

Existe el elemento neutro:   0 + 0i ( G    tal que   (m + ni) + (0 +0i) = m + ni.

Existe el opuesto, para cualquier elemento de G. En efecto dado m + ni  su opuesto será      (–m – ni) , con –m y –n  números enteros, o sea que (–m – ni) ( G. 

Producto. Como en el caso de la suma, el producto también es una operación cerrada en 
G. En efecto:    (m + ni)(p + qi) = (mp - nq) + (mq + np)i   y este resultado es un entero de Gauss, porque mp , -nq , mq , np , mp-nq, mq +np  son números enteros.

Es asociativa y conmutativa porque lo es el producto de complejos.

Existe el elemento unidad:   (1 + 0i)  ( G, pues las componenetes de este complejo son números enteros y además     (m + ni)(1 + 0i) = m + ni

No existe inverso, pues   para todo m + ni ( 0, será:   

(m + ni)-1 = m/(m2+n2) – ni/(m2+n2)   y

   m/(m2+n2) ( Z,    n/(m2+n2) ( Z

Luego G no es un grupo multiplicativo.

Se verifica la propiedad distributiva. Esto es así porque el producto de complejos es distributivo respecto de la suma y aplicando la propiedad al caso de los enteros de Gauss, tenemos:   (m + ni)((p + qi) + (r + si)( = (m(p + r) – n(q + s)( + (m(q + s) + n (p + r)(i  que da como resultado un número complejo, donde las operaciones realizadas para obtener las componentes del mismo,  son operaciones enteras. 

Finalmente la ley cancelativa de la multiplicación o ley de simplificación tambien se verifica. En efecto,    sea    m + ni ( 0   (   (m + ni) (p + qi) = (m + ni) (r + si)   ( 

(m + ni)(p + qi) – (m + ni)(r + si) = 0   (   (m + ni) ((p + qi) – (r + si)( = 0     y como     (m + ni) ( 0   (   (p + qi – ( r + si) = 0    (   p + qi = r + si.

De todo lo anterior resulta que G es un dominio de integridad.

PROBLEMAS PROPUESTOS.

1. Representar gráficamente, como vectores: a)    a + bi   y   a – bi    (complejos conjugados);   b)    a + bi    y   -a – bi    (complejos opuestos);   c)   a + bi   y   -a + bi.

2. Como las potencias sucesivas de la unidad imaginaria, son números complejos, representar las cuatro primeras potencias y observar qué debe ocurrir con las siguientes. 

3. Dados los complejos    u = 1 + 2i,    v = 2 – i,    w = 2 + 3i,   verificar que se cumplen todas las propiedades que definen un cuerpo en el conjunto C.

4. Resolver la ecuación     (1, 1) (x, y) = (2, 1)   como un sistema de ecuaciones en x e y , teniendo en cuenta que los pares ordenados son números complejos. 

5. Hallar una raíz compleja de    x2 = - 4    y de    x2 = - a2     siendo a ( R.

� INCRUSTAR Unknown  ���





� INCRUSTAR Unknown  ���





� INCRUSTAR Unknown  ���











� Los números complejos fueron introducidos por primera vez por los matemáticos italianos del siglo XVI, que hallaron, al igual que nosotros, que sin ellos no se podían resolver ciertas ecuaciones.  
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