CAPITULO 3 - Conjuntos numéricos.

Lección 6: El conjunto de los números racionales:  estructuras algebraicas y de orden,  la densidad; el conjunto de los  números reales: sus estructuras; la continuidad. Los números complejos.

LOS NUMEROS RACIONALES.

Dado que en el conjunto de los números enteros sigue sin solución el problema de la división por cuanto el inverso de un número entero cualquiera, no existe en el conjunto, los matemáticos se han visto obligados a realizar una nueva ampliación del sistema numérico. Esto ha permitido introducir los números racionales – que sirven para medir –  y  seguramente el lector recuerda. Veremos aquí una forma rigurosa de creación de los mismos.

Consideremos para ello el producto cartesiano de Z x Z*, siendo Z* = Z – {0}. Este nuevo conjunto estará formado por todos los pares ordenados posibles de la forma (x, y) donde x e y, son números enteros, siendo y ( 0. Podemos definir en este nuevo conjunto una relación entre pares, en la siguiente forma:   (a, b) ( (c, d)  (  a · d = b · c.  (producto entre números enteros). Se prueba con cierta facilidad que esta es una relación de equivalencia, vale decir admite las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Las demostraciones correspondientes se obtienen razonando en forma similar a como lo hicimos en el caso de los números enteros.

Propiedad reflexiva:  Para todo par (a, b) de Z x Z*, se verifica:

(a, b) ( (a, b)   por cuanto    a · b = b · a     (pp. conmutativa del producto de números enteros).

Propiedad simétrica:  Si   (a, b) ( (c, d)  (  (c, d) ( (a, b). En efecto:

si     (a, b) ( (c, d)   (   a · d = b · c  (   c · b = d · a   (pps. del producto y la igualdad en el conjunto de los enteros). La última igualdad nos indica que    (c, d) ( (a, b).

Propiedad transitiva:  Si   (a, b) ( (c, d)   y   (c, d) ( (e, f)   (   (a, b) ( (e, f).  En efecto:

si  (a, b) ( (c, d)  (  a · d = b · c  (1)

si  (c, d) ( (e, f)  (  c · f = d · e    (2)    multiplicando miembro a miembro (1) y (2):

a · d · c · f  =  b · c · d · e    y simplificando    a · f = b · e  (  (a, b) ( (e, f)

Luego la relación definida entre pares ordenados de números enteros es una relación de equivalencia, y en consecuencia determina en el producto cartesiano considerado una partición en clases de equivalencia. A esta partición la llamamos números racionales y la designamos con Q. Luego
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En este nuevo conjunto, encontramos pares equivalentes: (1, 2); (2, 4); (3, 6); ...;(-1, -2);    (-5, -10); ... Aquí podemos elegir a uno cualquiera de estos pares como representante de la clase, por ejemplo el par (1, 2) que acostumbramos a expresar con  
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Se comprende además que la clase representada por 1/2 no es la misma que la representada por -1/2. Para comprobarlo bastará aplicar la definición de equivalencia dada. A esta forma de escritura de los números racionales se las denomina también fracciones.

OPERACIONES EN Q.

Vamos a definir ahora dos operaciones fundamentales en Q: la suma y el producto.

Suma o adición. Dados dos pares (a, b) y (c, d) definimos:

(a, b) + (c, d) = (ad + bc, bd)

Multiplicación o producto. 

(a, b) · (c, d) = (ac, bd)

El lector podrá probar sin mayor dificultad (aplique procedimientos similares a los utilizados para demostrar las mismas propiedades con números de Z), que estas operaciones gozan de las siguientes propiedades:

Suma. Pp. Asociativa:     ((a, b) + (c, d)( + (e, f) = (a, b) + ((c, d) + (e, f)(
           Existencia de neutro:    (a, b) + (0, 1) = (a, b)    para todo par   (a, b)

           Existencia de opuesto:  Dado (a, b) + (x, y) = (0, 1)  (  (x, y) = (-a, b)

           Pp. Conmutativa:    (a, b) + (c, d) = (c, d) + (a, b)

Producto.  Pp. Asociativa:   ((a, b) · (c, d)( · (e, f) = (a, b) · ((c, d) · (e, f)(
                  Existencia de unidad:  (a, b) · (1, 1) = (a, b)   para todo par (a, b)

                  Pp. Conmutativa: (a, b) · (c, d) = (c, d) · (a, b)

                 Pp. distributiva del producto en la suma:

(a, b) · ((c, d) + (e, f)( = (a, b) · (c, d) + (a, b) · (e, f)

                 Pp. cancelativa (o ley de simplificación):  

(a, b) · (x, y) = (c, d) · (x, y)   con (x, y) ( (0,1)  (  (a, b) = (c, d)

En consecuencia el conjunto de los números racionales (Q) tiene estructura de dominio de integridad. 

Existencia de recíproco:  Para todo par (a, b) ( (0,1) de Q, existe el par (b, a), tal que         

(a, b) · (b, a) = (1, 1)

El par (b, a) se llama recíproco de (a, b).

Definimos entonces el cociente de dos números racionales:

(a, b) : (c, d)  =  (a, b) · (d, c)

es decir, para dividir un número racional por otro, multiplicamos el primero (dividendo) por el recíproco del segundo (divisor).

Podemos ahora afirmar que la ecuación (a, b) · (x, y) = (c, d)  tiene siempre solución.

Lo cual significa que la división es cerrada en el conjunto Q. Luego las cuatro operaciones suma, resta, multiplicación y división se denominan operaciones racionales.

RELACIONES DE ORDEN EN Q.

Relación de menor. Dado dos números racionales   (a, b) y (c ,d) diremos que el primero es menor que el segundo cuando se verifica:

(a, b)  <  (c, d)   (    a.d < b.c 

Relación de mayor. Diremos que el primer número es mayor que el segundo cuando:

(a, b)  >  (c, d)   (    a.d > b.c

Como la equivalencia entre números racionales habla de la igualdad de estos números, podemos completar las relaciones anteriores con las expresiones:  (  ó  (, según corresponda.

Podemos verificar con facilidad que estas relaciones cumplen con las propiedades: reflexiva, antisimétrica y transitiva. 

Luego son relaciones de orden y para cualquier par de números de Q se verifica:    

(a, b) <  (c, d)   ó   (a, b) = (c, d)  ó  (a, b) > (c, d),      (ley de tricotomía)      

Estas relaciónes de orden son  totales.

ISOMORFISMO ENTRE Z Y Q. 

Veamos si es posible aquí establecer un isomorfismo similar al que estudiamos entre los números naturales y los enteros.

Consideremos la clase de los números racionales cuya segunda componente sea 1. Los elementos de esta clase serán de la forma (x, 1) pudiendo ser x un número entero positivo o negativo. Sea  Q’ esta clase.

Definamos una función    i : Z ( Q’, tal que   ( x ( Z   (    i(x) = (x, 1)

Esta función es biyectiva, pues:   a)   x ( x’  (  (x, 1) ( (x’, 1)     (inyectiva) 

                           b)  ( (z, 1) ( Q’,  ( z ( Z, tal que   i(z) = (z, 1)   (sobreyectiva)

Existe entonces una correspondencia biunívoca entre ambos conjuntos, y esta correspondencia conserva la suma y el producto. En efecto:

(a, 1) + (b, 1) = (a + b, 1) = a + b

(a, 1) · (b, 1) = (ab, 1) = a.b

Podemos entonces afirmar que los números enteros (Z)  y los racionales de la forma (x, 1) (Q’) corresponden a un concepto esencialmente único y pueden por lo tanto identificarse. Todo número entero   s    puede por lo tanto identificarse con un número racional de la forma  (s, 1) que normalmente expresamos con   s/1. Los números racionales que no representan números enteros suelen designarse con el nombre de números fraccionarios y en general se expresan con   a/b   en lugar de utilizar la notación de par ordenado.

REPRESENTACION GRAFICA DE Q.

Los números racionales pueden representarse con puntos sobre una recta tomando una unidad arbitraria y representando primero a los enteros. Los racionales o fracciones serán puntos como  ½  (punto medio del segmento  0, 1); 1/3  (tercio del mismo segmento); etc. 
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La recta recibe el nombre de abscisa, y los puntos serán denominados puntos racionales. Al conjunto de puntos racionales x, situados entre otros dos  a y b  lo llamaremos intervalo racional de extremos  a y b, y se representará con  (a, b(.

Como entre dos números racionales siempre existen otros, decimos que el conjunto Q es denso.

Resumiendo: El conjunto de números racionales tiene estructura de grupo con respecto a la suma (según hemos visto se cumplen para esta operación las propiedades: de cierre, asociativa, existencia de neutro y existencia de opuesto y es conmutativa); es en realidad un grupo abeliano. En consecuencia la resta o diferencia es siempre posible.

Tiene estructura de grupo abeliano, también para el producto (hemos probado que esta operación es cerrada, asociativa, tiene unidad y recíproco para todo número y es conmutativa). Pero además es distributiva con respecto a la suma. Luego es un anillo conmutativo y con unidad. Esto nos indica que la operación opuesta al producto, vale decir la división es siempre posible, según lo hemos indicado.

Finalmente cuando un conjunto tiene estructura de grupo respecto de las dos operaciones fundamentales, decimos que su estructura algebraica es un cuerpo. En otras palabras un cuerpo es un anillo que tiene unidad y recíproco para todos los elementos del conjunto salvo el cero.

o bien 1/2 por razones tipográficas
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