CAPITULO 3: Estructuras de los Conjuntos Numéricos.

Lección 5: El Conjunto de Números naturales; estructura algebraica y de orden. Ampliaciones sucesivas de los conjuntos numéricos: el conjunto de los enteros: sus estructuras.
En esta lección estudiaremos los conjuntos numéricos – conocidos por el estudiante desde la escuela primaria y secundaria, donde nos los enseñaron en forma intuitiva – fundamentándolos como lo requiere la matemática y destacando las propiedades que determinan en ellos estructuras algebraicas aplicables a diversos conjuntos de entes matemáticos. 

LOS NUMEROS NATURALES.

El primer conjunto estudiado  es el de los números naturales (N), que son aquellos que nos sirven para contar. En esta aplicación está su origen. ¿Cómo se fundamentan?

 Hemos dicho en la lección anterior, que si entre dos conjuntos  es posible definir una correspondencia biunívoca se determina una relación de coordinabilidad entre ellos. En tales casos ambos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos, es decir tienen el mismo cardinal.

Si dado entonces un conjunto finito, consideramos el conjunto de las partes de él, podemos determinar en el conjunto de las partes, una partición en clases de equivalencia, tales que los subconjunto con un solo elemento van a pertenecer a C1; los subconjunto con dos elementos van a pertenecer a C2; los subconjunto con tres elementos van a pertenecer a C3 y así continuando. Este es en general el procedimiento que utilizaba el maestro al enseñar los números naturales en el nivel primario.

En particular:     Sea      A = {a, b, c, d}    como vimos antes, el conjunto de las partes de A, tendrá 16 subconjunto: 

P(A) = { { }, {a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b ,c}, {b, d}, {c, d}, {a, b, c}, {a, b. d}, {a, c, d}, {b, c, d}, {a, b, c, d}}  y la coordinabilidad puede establecerse en la siguiente forma

C1 = {{a}, {b}, {c}, {d}}        todos estos subconjunto tienen en común el cardinal uno.

C2 = {{a, b}, {a, c}, {a, d}, {b ,c}, {b, d}, {c, d}}          tienen en común el cardinal dos.

C3 = {{a, b, c}, {a, b. d}, {a, c, d}, {b, c, d}}                  tienen en común el cardinal tres.

y como la coordinabilidad puede establecerse en un conjunto consigo mismo encontramos que    C4 = {{a, b, c, d}}     tiene por cardinal cuatro, y

que    C0 =  {{}}                  tiene por cardinal cero.

En forma análoga podemos trabajar con cualquier otro conjunto finito, con lo cual resulta que los números naturales se obtienen tomando lo que es común a los conjuntos coordinables. 

N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, ...}

Cuando incluyamos el 0, anotaremos:

N0 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, ...}

 Tenemos así fundamentado el concepto de Número natural, los nombres dados a estos números y los símbolos utilizados corresponden a nuestro sistema habitual de numeración, pero no son intrínsecos al número.

En cuanto a las operaciones conocidas en el conjunto N0, las principales son la suma y la multiplicación cuyas propiedades nos interesa recordar. Previamente aclaremos qué significa operación. Sea por ejemplo la suma de dos números naturales, su resultado es siempre un número natural. Por esta razón decimos  que la suma es una operación interna en el conjunto de números naturales o bien que el conjunto de números naturales es cerrado para la operación de suma. Por otra parte para operar necesitamos un par ordenado de números o sea  un elemento del producto cartesiano N0 x N0, siendo el resultado un elemento del conjunto N0. (Debemos tener en cuenta aquí, que al definir una operación, no siempre el resultado es un elemento del conjunto considerado. A lo largo del curso veremos ejemplos que certifican esta afirmación).

Luego la operación de suma es una aplicación del conjunto N0 x N0 en N0. 

Simbólicamente expresamos:        + :  N0 x N0 ( N0
Lo mismo podemos afirmar respecto de la multiplicación, que también es cerrada en el conjunto N0.

 En cambio la diferencia y el cociente no son operaciones cerradas en este conjunto.

Veamos ahora las otras propiedades de la suma y el producto.

Suma.   pp.  asociativa:  Para todo  x , y, z  (   N0,   (x + y) + z = x + (y + z)

             Existencia de neutro:  Para todo   x  ( N0,  existe  0 ( N0,  x + 0 = 0 + x = x

             pp.  conmutativa: Para todo  x, y   (  N0,    x + y  =  y + x

Estas propiedades definen en  el conjunto N0 con la suma,  una estructura algebraica que llamamos semigrupo conmutativo con unidad. Anotamos  (N0, +) es un semigrupo.

Producto:   pp  asociativa:  Para todo x, y, z  (  N0,   (x . y) . z  =  x . (y . z)

                   Existencia de neutro (o unidad):  Para todo x  (  N0,  existe  1  (  N0, 

        1 . x = x . 1 = x

                   pp. conmutativa:  Para todo  x, y  (  N0,   x . y = y . x

Luego el conjunto N0 con el producto, tiene una estructura análoga a la anterior, es decir:

(N0, .) es un semigrupo conmutativo con unidad..

Veamos ahora las relaciones de desigualdad entre números naturales.

Relación de menor (o mayor). Dados dos números naturales cualesquiera sabemos distinguir cuando uno es menor ( o mayor) que otro. En efecto:

a < b  (   a + x = b    siendo x (  0.

a > b  (   b + x = a  siendo  x (  0

Estas relaciones son de orden estricto por lo ya explicado en nuestra lección anterior. Consideremos en particular la relación de menor (<); aplicándola a N0 tenemos el orden creciente que hemos indicado al expresar el conjunto. Sus propiedades son:

pp. antisimétrica:  Si    a < b  y   b < a   entonces  a = b

pp. transitiva:  Si    a < b   y    b < c     entonces   a < c.

orden total:  para todo  a, b ( N0, si  a ( b   entonces   a < b   ó  b < a.

Análogamente, si consideramos la relación de mayor (>), tendremos también un orden en N0, pues esta relación como la anterior goza de las mismas propiedades; solo que en este caso el orden es decreciente.

Es oportuno mencionar entonces que tomando uno de estos órdenes (por ejemplo el orden creciente), es posible representar, como hacíamos en la escuela secundaria, los números naturales sobre una semirrecta. Para ello tomamos arbitrariamente un segmento unidad que nos permite determinar puntos sucesivos sobre la semirrecta, a partir del origen. A estos puntos podemos asignarle en consecuencia los sucesivos números naturales a partir del 0 coincidente con el origen. 
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Una pregunta importante que podemos formularnos aquí, es la siguiente:  ¿Cual es el número natural que sumado a   b, nos da   a? En símbolos:

Determinar      x,   tal que      b + x = a    para todo a, b perteneciente a N0   (1)

En este caso la respuesta no siempre existe, porque: 

si   b < a, será    x = a - b

si   b = a, será    x = 0

si   b > a, no hay solución para el problema planteado.

      Es decir la ecuación planteada en (1) no tiene siempre solución, porque la resta solo es posible cuando el minuendo es mayor o igual que el sustraendo.  Esto significa que entre los números naturales no existen los llamados números opuestos. 

Del mismo modo  para la multiplicación podemos formularnos una pregunta análoga.

¿Cuál es el número natural que multiplicado por b nos da a? Simbólicamente:

Para todo    a, b  (  N0,    tiene solución la ecuación   b . x = a ?

si   a es múltiplo de  b,  entonces la ecuación 

                                 b . x = a, nos permite encontrar el valor de x = a :  b

si   a = 0, la ecuación también tiene solución en N0, dado que    x = 0 

si   a  no es múltiplo de b, entonces la ecuación no tiene solución en el conjunto de los números naturales, dado que la división exacta no existe en estos casos. Es decir en el conjunto de los números naturales no hay inversos, para todos sus elementos.

Consideremos ahora simultáneamente las operaciones de suma y producto;  es posible vincularlas con una propiedad ya conocida:

pp. distributiva del producto respecto de la suma: Para todo  x, y, z   (  N0,  será

x . (y + z) =  x . y + x . z   es decir, el producto es distributivo respecto de la suma.

Y finalmente existe compatibilidad entre la relación de orden (< ó >) con la suma y con el producto. ¿Qué queremos significar con esto?. Lo siguiente:

Si   x < y, para todo z ( N0,   x + z < y + z,  

              y para todo z > 0  (  N0,   x . z < y . z 

Estas son las propiedades más importantes del conjunto de números naturales. Para resolver los problemas de la diferencia y el cociente, necesitamos ampliar este conjunto numérico. 

NUMEROS ENTEROS, PRIMERA AMPLIACION DEL CONJUNTO NUMERICO.

Consideremos ahora el producto cartesiano de N0 x N0 , tendremos así un conjunto de pares ordenados:  (0; 1), ... (1; 1), (1; 2), ... (2; 1), (2; 2), (2; 3), ...  (a; b), ... (x; y), ...

Definimos en este conjunto la siguiente relación:

(a; b)  ( (c; d)  (  a + d = b + c

Veamos sus propiedades:

es reflexiva:     (a; b)  ( (a; b)    puesto que   a + b = b + a

es simétrica:     (a; b)  ( (c; d)  (   a + d = b + c  (   c + b = d + a  (   (c; d)  (  (a; b) 

es transitiva:     (a; b) (  (c; d)  (   a + d = b + c    

                   y      (c; d) ( (e; f)  (    c + f = d + e   sumando resulta:

                   a + d + c + f = b + c + d + e   y simplificando

                    a + f = b + e   (   (a; b) (  (e; f)

Hemos definido en consecuencia una relación de equivalencia en N0 x N0. Ella determina en el producto cartesiano una partición en clases de equivalencia, de modo tal que en cada clase encontraremos todos los pares equivalentes con uno dado.

A este nuevo conjunto lo llamamos Números Enteros y lo representaremos con Z.
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Cada clase tiene los siguientes elementos:

C0,3 = {(0; 3), (1; 4), (2; 5), (3; 6), ...}

C0,2 = {(0; 2), (1; 3), (2; 4), (3; 5), ...}
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C0,1 = {(0; 1), (1; 2), (2; 3), (3; 4), ...}

C0,0 = {(0; 0), (1; 1), (2; 2), (3; 3), ...}

C1,0 = {(1; 0), (2; 1), (3; 2), (4; 3), ...}

C2,0 = {(2; 0), (3; 1), (4; 2), (5; 3), ...}

C3,0 = {(3; 0), (4; 1), (5; 2), (6; 3), ...}

C4,0 = {(4; 0), (5; 1), (6; 2), (7; 3), ...} 

etc.;  los puntos suspensivos significan  en todos los casos que existen otros elementos como los indicados.

Como los pares ordenados de cada clase son equivalentes, podemos tomar como representantes de cada clase al primer par de las mismas, en cuyo caso tendremos:
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Z = {..., (0; 3), (0; 2), (0; 1), (0; 0), (1; 0), (2; 0), (3; 0), (4; 0), ...}

Definamos ahora en este nuevo conjunto las siguientes operaciones:

Suma o adición.  Sean  (a, b) y (c, d) dos números enteros pertenecientes a dos clases cualquiera de las mencionadas antes. Su Suma será un nuevo par determinado de la siguiente manera:

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d)

En esta definición hemos tomado un par de representantes de dos clases dadas y obtuvimos un par de una nueva clase. ¿ Si cambiamos los representantes, el resultado será equivalente con el resultado hallado? Veremos que efectivamente es así

Consideremos pares equivalentes a los representantes dados:  

(a, b)  ( (a’, b’)   (  a + b’ =  b + a’

       (c, d) (  (c’, d’)   (  c + d’ = d + c’

sumando miembro a miembro estas dos igualdades:

a + b’ + c + d’ = b + a’ + d + c’   (   a + c + b’ + d’ = b + d + a’ + c’  

· (a + c, b + d)  (  (a’ + c’, b’ + d’)

· (a, b) + (c, d)  (  (a’, b’) + (c’, d’)

En consecuencia la suma no depende de los representantes de las clases que se consideren.

Producto o multiplicación. Vamos a definir el producto entre números enteros, considerando dos representantes de dos clases de Z, en la siguiente forma:

(a, b) · (c, d) = (ac + bd, ad + bc)

Como en el caso de la suma, debemos verificar a continuación si el resultado de esta operación no depende del par de representantes que hemos considerado.

Tomemos entonces otros representantes de las clases dadas y veamos cual es el resultado de multiplicarlos según nuestra definición.

(a, b) (  (a’, b’)   (  a + b’ =  b + a’   (1)     por ser pares equivalentes

(c, d)  ( (c’, d’)   (   c + d’ = d + c’    (2)    idem

Debemos probar que el producto    (a, b) · (c, d) = (a’, b’) · (c’, d’) es decir:

ac + bd + a’d’ + b’c’ = ad + bc + a’c’ + b’d’   (esta es nuestra Tesis)

Para demostrar esta relación vamos a utilizar varios números auxiliares que obtenemos de las expresiones (1) y (2). Sean esos números: (a + a’); (b + b’); (c, + c’); (d + d’) que se obtienen sumando las componentes de igual orden en los pares considerados. Podemos efctuar las siguientes operacioes en el conjunto de los números naturales:

(a + b’) (c + c’) = (b + a’) (c + c’)

(b + a’) (d + d’) = (a + b’) (d + d’)

(c + d’) (a + a’) = (d + c’) (a + a’)

(d + c’) (b + b’) = (c + d’) (b + b’)    

sumando miembro a miembro estas igualdades tenemos: 

(a + b’) (c + c’) + (b + a’) (d + d’) + (c + d’) (a + a’) + (d + c’) (b + b’) =

(b + a’) (c + c’) + (a + b’) (d + d’) + (d + c’) (a + a’) + (c + d’) (b + b’)

y operando:

ac + ac’ + b’c + b’c’ + bd + bd’ + a’d + a’d’ + ca + ca’ + d’a + d’a’ + db + db’ + c’b + c’b’ = bc + bc’ + a’c + a’c’ + ad + ad’ + b’d + b’d’ + da + da’ + c’a + c’a’+ cb + cb’ + d’b + d’b’

como estas operaciones son realizadas en el conjunto de los números naturales podemos simplificar suprimiendo los términos iguales en ambos miembros.

ac + b’c’ + bd + a’d’ + ca + d’a’ + db + c’b’= bc + a’c’ + ad + b’d’ + da +c’a’+ cb + d’b’

y reuniendo convenientemente estos términos  tenemos:

2 (ac + bd + d’a’ + b’c) = 2 (ad + bc + a’c’ + b’d’)     y simplificando

ac + bd + d’a’ + b’c = ad + bc + a’c’ + b’d’

que justamente es muestra Tesis-.

Afirmamos entonces que el producto no depende de los representantes que se elijan para efectuar la operación.

Desigualdad en Z. Definimos:   (a, b) < (c, d)  (  a + d  <  b + c   (3)

También en este caso debemos probar que la relación no depende del  representante elegido. En efecto:

Sea   (a, b) (  (a’, b’)  (  a + b’ = b + a’   (4) 

         (c, d)  ( (c’, d’)  (  c + d’ = d + c’ ( d + c’ = c + d’  (5)

sumando miembro a miembro  las relaciones (4) y (5) tenemos:

a + b’ + d + c’ = b + a’ + c + d’  

                                y  por (3)               a + d < b + c         restando miembro a miembro dado que estos son números naturales, se tiene:

b’ + c’ > a’ + d’     (     a’ + d’ <  b’ + c’   (   (a’, b’) < c’, d’)  (6)

Las expresiones  (3) y (6) demuestran que la relación de menor no depende del representante elegido. 

Isomorfismo de N en Z+. Podemos ahora definir entre el conjunto de números naturales  (sin el 0) y el subconjunto de Z formado por las clases  (n, 0) que llamaremos Z+ una función biyectiva, tal que a la suma (o producto) de dos números naturales, le haga corresponder la suma (o producto) de las respectivas clases de Z+ ;  y que también conserve la relación de menor entre los mismos conjuntos.

Sea  i :  N ( Z+  tal que   i (n) = (n, 0)    con  n ( N ,  (n, 0) ( Z+  esta función es biyectiva  (verificarlo).

Con respecto a la suma se tendrá:

i (a + b) = i (a) + i (b) = (a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0)   lo que significa que hacer la suma de dos números naturales equivale a sumar las respectivas clases en el conjunto Z+.
Con respecto al producto:

i (a · b) = i (a) · i (b) = (a, 0) · (b, 0) = (ab, 0)   es hacer el producto de dos números naturales equivale a multiplicar las respectivas clases en el conjunto Z+.

Finalmente  si   a < b  i (a) < i (b)  (  a + 0 < b + 0  (  (a, 0) < (b, 0)  o sea, si un número natural es menor que otro, las clases de equivalencia en Z+ se encuentran en la misma relación.

Podemos ahora definir: dos sistemas S y S’ se dicen isomorfos, si:

a) existe una biyección entre los dos conjuntos S y S’.

b) Cualquiera relaciones y operaciones definidas en los dos conjuntos se conservan en la biyección.

Consecuencia importante de este isomorfismo es que el conjunto Z+ puede sustituirse por el conjunto N dondequiera que éste resulte más cómodo.  Al conjunto Z+ se lo denomina enteros positivos y podemos usar la notación de los números naturales para indicarlos. 

Por otra parte si llamamos Z- al conjunto de todas las clases representadas por los pares (0, n), podemos definir una función    f : Z+ ( Z-    tal que       f (x, 0) = (0, x)    es una biyección , por cuanto:

a) Si   (n, 0)  ( (n’,0)  pertenecientes a   Z+    sus imágenes  serán    (0, n)  y  (0, n’)  que representan a clases de equivalencia diferentes; luego f es inyectiva.

b) Para todo     (0, r) ( Z-  , existe    (r, 0)  tal que   f (r, 0) =  (0, r) ; luego   f es sobreyectiva. 

Por lo tanto f es biyectiva, es decir todos los elementos de Z+ tienen su correspondiente elemento en Z- y recíprocamente.  Convenimos entonces en llamar enteros negativos a los elementos de Z- y así podemos escribir:  

Z = Z+  ( { 0 } ( Z-
O bien:         Z = {… , -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, …}    que es la notación que usamos desde la escuela secundaria. 

[image: image5.png]


Este conjunto puede tambien representarse gráficamente como lo hicimos con el conjunto de los números naturales. Solo que ahora la representación se hace sobre una recta, a partir de un origen y luego de haber definido una unidad, que permita obtener los sucesivos puntos sobre la recta.

Con la notación conocida de Z vamos a recordar la definición de múltiplo de un número.

Dado   n ( Z, llamamos múltiplo de n al producto de  n.k  siendo k ( Z, un entero cualquiera.

Sea C el conjunto de todos los múltiplos de n.   

C = {n.k} = {0, n, 2n, 3n, ... -n, -2n, -3n, ...}

Dando a n valores particulares, obtenemos todos los múltiplos de ese número.

 Ejemplo:

Si n = 7, tendremos    C7 = {0, 7, 14, 21, 28, ..., -7, -14, -21, ...}

Si n = 10, tendremos  C10 = {0, 10, 20, 30, 40, 50, ..., -10, -20, -30, -40, ...}

 Se puede comprobar facilmente que la suma de dos múltiplos de 7 es otro múltiplo de 7; o que la suma de dos múltiplos de 10, es múltiplo de 10. En general la suma de dos múltiplos de n es un múltiplo de n. (Probarlo).

Nota muy importante. a) Con esta ampliación del sistema numérico hemos resuelto el primero de los problemas que nos habíamos planteado con la operación de resta en el conjunto de los números naturales. Vale decir que en este nuevo conjunto la operación de resta es siempre posible.

b) No ocurre lo mismo respecto de la ecuación dada para el producto, por cuanto la división solo es posible cuando el dividendo es múltiplo del divisor.

Resumiendo: En el conjunto de los enteros hemos definido dos operaciones, suma y producto, conocidas ya por el lector, que tienen las siguientes propiedades muy importantes:

1) Con la suma, el conjunto tiene estructura de grupo abeliano.

2) El producto es asociativo y distributivo. 

En estas condiciones decimos que el conjunto de los números enteros tiene una estructura algebraica de anillo; como además el producto es conmutativo, se dice que el anillo es conmutativo.

3) El producto tiene elemento unidad y admite la ley de simplificación.

Con estas nuevas propiedades decimos que el conjunto de los números enteros tiene estructura algebraica de dominio de integridad. En lecciones posteriores veremos la importancia de estas estructuras y sus aplicaciones en diversos temas de nuestro curso. 

PROBLEMAS RESUELTOS.

Considemos el conjunto de los números naturales pares, incluído el 0:

P = {0, 2, 4, 6, 8 , ...}

Podemos estudiar su estructura algebraica incorporando la suma conocida. 

Es facil comprobar en algunos casos particulares que:    2 + 4 = 6;    0 + 6 = 6;                   4 + 8 = 12;  etc.             

¿Pero esto es así para todos los números pares? Debemos probar que efectivamente lo es.

 Para ello vamos a utilizar una simbología especial para indicar números pares. Se puede observar que si separamos el 0 de la lista dada, bastará multiplicar el lugar que ocupa cada número en la lista, por 2, para obtener el número correspondiente de la lista. Así  2x1 = 2;          2x2 = 4;   2x3 = 6;   2x4 = 8;   y en general podemos decir que el lugar    n   de la lista estará ocupado por el número   2n   que es un número par ( el número que indicamos con n es un número natural). 

Ahora podemos probar que la suma de dos números pares es un nuevo número par. En efecto, sumemos      2n + 2m = 2(n+m)    es decir es un número par.  

Luego la suma de números pares es cerrada en el conjunto de esos números.

Como la suma considerada es la operación definida para los números naturales, sus propiedades están ya demostradas.

Luego la suma de números pares es asociativa. Podemos expresarlo de la siguiente manera:    (2n + 2m) + 2k = 2n + (2m + 2k)

Como hemos incluído el 0 en este conjunto, será  2n + 0 = 2n, cualquiera sea n. Es decir:

Existe elemento neutro para la suma de números pares.

Además      2n + 2m = 2(n + m) = 2(m + n) = 2m + 2n

Luego la suma de  números pares es conmutativa.   

En consecuencia, el conjunto de los números naturales pares (P, +), tiene estructura de semigrupo conmutativo con unidad.

2. Consideremos en el conjunto de los números enteros Z, el subconjunto de los múltiplos de 3. Tendremos:  C0 = {3n} = {..., -12, -9, -6, -3, 0, 3, 6, 9, 12, 15, ...}. Para todo número de este conjunto, el cociente por 3 da un resto 0 (por eso lo hemos indicado con C0). Los restantes enteros van a pertenecer a C1 (cuando dividiendo el entero por 3 nos da resto 1) o bien a C2 (cuando dividiendo el entero por 3 nos da resto 2).

El conjunto Z queda así particionado en:

Z = C0 ( C1 ( C2

 y todo número entero puede expresarse de modo único como   

a = 3n + r   siendo         0 ( r < 3

Podemos definir en Z una relación que llamaremos de congruencia, diciendo:  dos números enteros son congruentes módulo 3, cuando divididos por dicho número dan el mismo resto. Anotaremos    a  (  b (mod.3).

       Esta relación definida en Z, es una relación de equivalencia.

En efecto:    Es reflexiva, pues      a ( a  (mod,.3)

      Es simétrica, pues      a ( b  (mod.3)  (  b ( a (mod.3)

      Es transitiva, pues      a ( b (mod.3)  y  b ( c (mod.3)    (    a ( c (mod.3)

Si consideramos nada más que los restos posibles al dividir un número entero por 3         (0, 1, 2), podemos considerar a estos restos como representantes de cada una de las clases obtenidas, las cuales pueden denominarse entonces clases residuales 0, 1 ó 2.

3. Hemos visto que en el conjunto Z, la división no es siempre posible. Cuando dados a y b de Z, es posible hallar un k de Z, tal que    a.k = b   decimos que a divide a b ó que a es un divisor de b. Podemos decir también que b es un múltiplo de a. 

Esta relación divide que puede anotarse con   a(b  y se lee  "a divide a b" (no confundir con a/b) goza de las siguientes propiedades. 

Es reflexiva, pues     a (a  ya que     1(Z, y    1.a = a

Es transitiva, pues    a ( b  (  a.k = b   (1)

                                 b ( c  (  b.s = c    (2)

reemplazando (1) en (2) se tiene:   (a.k).s = a.(k.s) = a.q = c  (  a(c

Luego es una relación de orden en el conjunto Z, pero no es un orden total porque existen en Z elementos no comparables. Ejemplo: 3 y 7; 2 y 5; etc.

PROBLEMAS PROPUESTOS.

1. Estudiar la estructura del conjunto de los números naturales pares con la operación de multiplicación.

2. Estudiar la estructura del conjunto de los números naturales impares, con la operación de suma. Para generalizar la escritura de un número natural impar podemos escribir:   2n + 1   o bien   2n - 1.

3. Hallar las clases residuales que corresponden a las posiciones de las manecillas de un reloj.

El gráfico  muestra el producto cartesiano N0 x N0 donde los puntos de intersección de las rectas verticales y horizontales son los pares que pertenecen a dicho producto. Los de igual color corresponden a las clases de equivalencia definida por la relación dada.
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