CAPITULO 5. - Funciones.

Lección E -  Estructura algebraica del conjunto de funciones. Composición de funciones o aplicaciones. Ecuaciones. 

ESTRUCTURA ALGEBRAICA DEL CONJUNTO DE FUNCIONES REALES.

Consideremos el conjunto de las  funciones reales definidas en el conjunto  R  de los números reales. Indicaremos este conjunto de funciones con la notación  F(R).  Si f y g son dos  funciones de este conjunto, podemos definir las siguientes operaciones:

Suma de funciones. Llamamos suma de las funciones f y g a la función que se obtiene de modo que a cada elemento   x  , se le asigna el elemento   y    tal que    

y = f(x) + g(x)     y la representaremos con f + g.

Esta es pues una ley interna sobre el conjunto de funciones numéricas definidas sobre R. Simbólicamente:

( f + g( (x) = f(x) + g(x)

Esta ley es  asociativa.  En efecto: 

(f + (g + h)( = f(x) + [g + h] (x) = f(x) + [g(x) + h(x)]    por definición de suma.

[(f + g) + h] = [f + g] ( x) + h(x) = [f(x) + g(x)] + h(x)   por definición de suma

y como     f(x), g(x) , h(x)     son números reales, su suma es asociativa. 

Luego     [f + (g + h)] = [(f + g) + h]    es decir la suma definida es asociativa.

Existe un elemento neutro. En efecto,  consideremos la función constante que a cada elemento x de E, le hace corresponder el número  0 de R. Llamemos O (x) a esta función.      [f + O] (x) = f(x) + O(x) = f(x) + 0 = 0 + f(x) = O(x) + f(x) = f(x)

Luego:  O(x) es el elemento neutro de la operación definida y que para simplificar podemos indicar con 0  a esta función. 

Existe un simétrico para toda función definida sobre R. En efecto, sea  -f  la función numérica que para todo   x    le hace corresponder el valor –f(x). Como   f(x)   es un número real,   -f(x)   existe en todos los casos. Será     

[f + (-f)] (x) = f(x) + [-f(x)] = 0 = O(x)

Luego   para todo f existe el simétrico –f .

La ley es conmutativa. En efecto, cualquiera sea la suma considerada, será

[f + g] (x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = [g + f] (x)

aplicando simplemente la propiedad conmutativa de los números reales.

En consecuencia, la ley  de composición interna  que llamamos suma determina una  estructura de grupo abeliano, en el conjunto de funciones numéricas sobre R

Multiplicación de funciones.

 Dadas dos funciones numéricas f y g  definidas sobre E, podemos definir la función      f . g   de modo que a cada x perteneciente a R le hace corresponder el valor f(x). g(x)  que es un producto entre números reales; luego pertenece a R.   Tenemos así definida una segunda ley de composición interna.

Esta ley es asociativa. Como en el caso de la operación anterior  podemos probar que la ley es asociativa, apoyándonos en la propiedad correspondiente de los números reales. En efecto:

[f . (g . h)] (x) = f(x) . (g . h) (x) = f(x) . [g(x) . h(x)] = [f(x) . g(x)] . h(x) = [(f . g) . h] (x)

La multiplicación o producto es conmutativo.  En efecto:

f . g (x) = f(x) . g(x) = g(x) . f(x) = g .f (x)

Existe elemento neutro.  En efecto  llamemos 1 a la función constante que a cada valor  x,   le asigna el valor 1 que es un número real. Se tendrá:

1 .f = f .1 = f

cualquiera sea f. Es decir esta función particular actúa de elemento neutro para la multiplicación definida.

La multiplicación es distributiva respecto de la suma. Efectivamente: 

[f . (g + h)] (x) = f(x) . [(g + h ) (x)] = f(x) . [g(x) + h(x)] = f(x) . g(x) + f(x) . h(x) =                   f .g (x) + f . h (x)  =    [f . g + f . h ] (x)

Existencia del elemento simétrico.
Si consideramos en el conjunto de funciones numéricas definidas sobre R, una función f que solo toma valor 0 para algunos valores de x, pero que en general es f(x) ( 0, permite definir la función 1/f que a cada valor de x (salvo aquellos para los cuales f(x) = 0 ) le asigna el número real 1/f(x). La función así definida es tal que:

f . 1/f = f(x) . 1/ f(x) = 1

Luego existe el elemento simétrico para toda función numérica de R que cumpla con la condición establecida.

Por lo tanto si tenemos en cuenta que el conjunto de funciones numéricas considerado, tiene estructura de grupo abeliano respecto de la suma, y hemos encontrado una nueva ley de composición interna que cumple con las propiedades indicadas, podemos afirmar que ese conjunto de funciones  F(R), tiene estructura de dominio de integridad.

 Producto  escalar  en el conjunto de  funciones F (R).

   Sea f una función del conjunto F(R).  Podemos definir una función   (f,   con ( ( R, que hace corresponder a cada x de E,  el valor   (f(x)  que será único y es un número real.  Hemos definido en consecuencia una ley de composición externa, cuyos operadores son números reales y que tiene las siguientes propiedades.

El producto escalar es distributivo respecto de la suma de funciones.  En efecto, tomando en cuenta las propiedades de los números reales:

( (f + g) (x) = ( [f(x) + g(x)]  = (f(x) + (g(x) = [(f + (g] (x)

pero también es distributivo respecto de la suma de escalares:

[(( + ()f ] (x) = (( + () f(x)  = (f(x) + (f(x)

 que demuestra lo que queríamos probar.

Y finalmente:              (((f)(x) = (((f(x)) = ((()f(x)

Considerando ahora la suma definida en primer término  y esta ley de composición externa que hemos llamado producto escalar, ambas confieren al conjunto de funciones F(R) estructura de espacio vectorial sobre R. 

Son aplicables entonces todas las consecuencias de las estructuras estudiada en el capítulo correspondiente de estructuras algebraicas.

Vale la ley de simplificación para la suma: 

f + g = f + h   (  g = h

Se puede definir la sustracción entre funciones, siendo:

f – g = f + (-g)

Es válida la regla de los signos en la multiplicación de funciones.

Se puede definir el cociente entre funciones, siendo:

f / g = f . 1/g

 que será verdadero para todo x , tal que  g(x) ( 0.

Todo subespacio  de F(R) es un espacio vectorial sobre R.

 El conjunto de todas las combinaciones lineales de un conjunto de funciones de F(R)  es un subespacio de éste.

La intersección de dos subespacios de F(R) es también un subespacio de F(R).       etc.    etc.

COMPOSICION DE APLICACIONES.

 Consideremos ahora dos aplicaciones tales que:     f :  X ( Y       g :   Y ( Z    es decir que:         f (x) = y     g (y) = z.

 Podemos considerar entonces la aplicación  con dominio en X y rango en Z que a cada elemento de X, le haga corresponder  el único elemento de Y dado por f, y a éste elemento le haga corresponder el único elemento de Z dado por g.

 Luego a cada elemento de X le va a corresponder una único elemento de Z, es decir se obtiene así una nueva aplicación que se denomina  aplicación compuesta o composición de aplicaciones  de f y g y se simboliza con    g o f,    que se lee             "f compuesta con g”. (obsérvese que la segunda aplicación se escribe a la izquierda de la primera). 

De acuerdo con lo expresado  podemos escribir:    

g o f : X  (  Z       tal que             g o f (x) = z

de modo que para determinar z será necesario efectuar las siguientes operaciones:           

g o f (x) = g (f(x)( = z

 que significa,  primero efectuamos la aplicación f y luego la aplicación g.

La composición de aplicaciones es asociativa. En efecto sean 

   f :  S ( T    tal que   t = f (s);   g : T ( U   tal que   u = g (t);            

   h :  U ( W   tal que   w = h (u),    vamos a probar que      (h o g) o f = h o (g o f).

 En efecto,  ( s ( S,    tendremos: 

((h o g) o f( (s) = ((h o g)( f(s) =  (h o g) t = h (g(t)( = h (u) = w     (1)

(h o (g o f)( (s) = h ((g o f) (s)( = h ( g (f (s)(( = h (g(t)( = h (u) = w  (2)

De las relaciones (1) y (2) resulta la Tesis. 

Nota:  Es conveniente observar que no  se debe confundir  la notación f . g con  f o g . Una cosa es el producto de las funciones f y g y otra es la composición de las funciones                    “g compuesta con f”.  

  Además debemos distinguir y no confundir   1/f    con   f –1  .  La primera notación se utiliza para indicar el elemento simétrico de f; mientras que la segunda indica la función inversa de una función  f  biyectiva.

NOCION DE ECUACION.

Sea f una aplicación de un conjunto X en Y, y sea b un elemento particular de Y.  La proposición  o expresión analítica

f(x) = b

donde x representa algún elemento de X, será verdadera en ciertos casos  y falsa en otros. Decimos entonces que esta expresión representa una ecuación.

 Cuando se determina el conjunto S de elementos  x de X, para los cuales la proposición anterior es verdadera, decimos que se ha resuelto la ecuación.  La letra x se llama incógnita; los valores de x que hacen verdadera la  proposición se llaman soluciones de la ecuación; el conjunto S se denomina conjunto de soluciones de la ecuación.

Consideremos ahora una aplicación f de X en Y y la ecuación  f(x) = b. Llamemos S al conjunto de soluciones de esta ecuación.

Si f es suryectiva, para todo b de Y será  S  ( ( es decir que la ecuación tiene al menos una solución.  Puede existir más de una solución.

Si f es inyectiva, para todo b de Y, la ecuación tiene a lo sumo una solución. Puede no existir solución pero en el caso de existir no será más de una.

De estas dos consecuencias, resulta que si f es biyectiva, para todo b de Y, la ecuación tiene solución única.
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