CAPITULO 5. - FUNCIONES.

Lección D - Clasificación de funciones: funciones trascendentes: exponenciales, hiperbólicas, logarítmicas, circulares o trigonométricas. 

Como hemos dicho en la lección anterior, las funciones trascendentes son las que expresan la variable x vinculada a operaciones no algebraicas. Entre ellas distinguiremos:

Funciones exponenciales. En nuestros estudios secundarios hemos aprendido a elevar a potencia un número determinado   a ( 0   cuando:

· El exponente es positivo o nulo:   a3 = a · a · a.  Ejemplos:  32 = 9;   (0 = 1.

· El exponente es negativo:   a-5 = 1/a5. Ejemplos:   (½)-3 = 1/(½)3 = 23. 
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[image: image21.wmf]El exponente es fraccionario:   a3/2 = (a3 . Ejemplos:   3-¼ = 1/3¼  = 1/4(3
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Nada se ha dicho cuando el exponente es un número irracional, pero podemos pensar que al considerar un irracional como una sucesión de números racionales, es posible interpretar este caso como una sucesión que se aproxima al valor buscado. Así   5(2, (siendo 1,4; 1,41; 1,414; … aproximaciones sucesivas de (2), nos dará los valores aproximados siguientes:   
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51,4 = 514/10 = 10(514 = 9,518269693579 ( 9,52;
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51,41 = 5141/100 = 100(5141 =   9,67269972893 ( 9,67;

51,414 = 51414/1000 = 1000(51414 =  9,735171039199 ( 9,73;

……..

5 1,414213562373 = 9,738517742335
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Con estas consideraciones presentes y las propiedades conocidas de los números reales definimos la función exponencial como    y = f(x) = ax  (con a > 0), es decir una potencia donde la variable independiente es el exponente. Las gráficas correspondientes para          a < 1,    y    a > 1    son las siguientes. (El caso en que       a = 1   no lo consideramos como función exponencial ya que ella se reduce a la función constante     f(x) = 1)

Pueden observarse en los gráficos las siguientes propiedades de la función exponencial: 

1) La función exponencial no se anula nunca, ya que para todo    x    es    ax > 0.

2) Cualquiera sea el valor de    a > 0     f(0) = a0 = 1, en consecuencia todas las gráficas pasan por el punto  (0; 1).

3) El valor de la función cuando    x = 1    nos da siempre la base de la exponencial puesto que     f(1) = a1 = a.

Un caso particularmente importante en matemática, es la función exponencial cuya base es el llamado número   e  que es un irracional, cuyo valor aproximado es                   

e ( 2,71828…> 0, y se la denomina exponencial natural,   f(x) = ex , cuya gráfica es:
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Funciones hiperbólicas. La función exponencial   y = ex   permite definir otras funciones muy importantes en matemática llamadas como decimos funciones hiperbólicas.

Son las siguientes:
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          (2)

sh x, se lee “seno hiperbólico de x”;   ch x se lee “coseno hiperbólico de x”. 

De estas definiciones resultan  las siguientes propiedades:    

a)  sh(-x) =  - sh(x)       es decir la función sh(x) es impar;       y       ch(-x) = ch(x)     esta función es par. 

b)  sh(0) = 0               y       ch(0) = 1

c)  Sumando las funciones dadas se obtiene:     ch(x) + sh(x) = ex   

d)  Restando la segunda de la primera se obtiene:      ch(x) – sh(x) = e-x
e) Multiplicando estas dos últimas expresiones resulta:     ch2(x) – sh2(x) = 1 relación fundamental que nos permite calcular cada función en término de la otra.

ch(x) = + (sh2(x) + 1        y        sh(x) =  ((ch2(x) – 1 

f) Dividiendo  (1) : (2) se obtiene la función         
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Las gráficas correspondientes son: 


La gráfica del coseno     y = ch(x)      se denomina catenaria siendo esta la forma que toma un cable suspendido por sus extremos bajo la acción de la gravedad. 

Funciones logarítmicas. En los cursos secundarios hemos estudiado como operación inversa de la exponenciación, la logaritmación. Decíamos que el logaritmo en base    b de un número    x,    es el exponente    y    al que hay que elevar la base    b    para obtener el valor   x.   En símbolos:    y = logb x    si se verifica   x = by  con     b > 0  y     b ( 1

En particular si b = 10  tenemos los llamados logaritmos decimales o de Brigg. Se indican simplemente con    log x,   sin indicar la base.    Si     b = e    los logaritmos se denominan naturales, neperianos o hiperbólicos, se indican con    ln x.


Sus propiedades pueden deducirse de las ya vistas para las funciones exponenciales, siendo las siguientes:

1)  La función     y = f(x) = logb x    solo está definida para   x > 0.

2)  f(b) = logb b = 1    y      f(1) = logb 1 = 0 

3)  Si se representan en un mismo sistema coordenado cartesiano ortogonal a las funciones      y = ax       y      y = loga x     las gráficas son simétricas respecto de la bisectriz correspondiente al primero tercer cuadrante. 


Funciones circulares o trigonométricas.

Son también conocidas desde la escuela secundaria, donde se utilizó un triángulo rectángulo (o una circunferencia trigonométrica) para definirlas. 


Relacionan lados de un triángulo rectángulo con los ángulos agudos del mismo. Las tres fundamentales son:   sen x,    cos x   y   tan x.   Recordemos su definición: 

y = sen x =
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      (3)                       y = cos x = 
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                                              y = tan x = 
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      (5)

Hemos visto además que estas funciones están definidas para cualquier valor real del ángulo  x   que puede expresarse en el sistema sexagesimal o radianal indistintamente. Los valores de estas funciones por su parte, son números reales. Por ello afirmamos que el dominio de    sen x ,       cos x,    y    tan x      es el conjunto de los números reales, lo mismo que su rango, pero la imagen de    sen x   y    cos x    está dada por el subconjunto  de los números reales del intervalo [-1, 1].

Para generalizar las definiciones de las funciones trigonométricas del ángulo POQ = x (ver figura anterior) consideremos el sistema coordenado cartesiano con eje de las abscisas coincidente con la recta OQ y eje de las ordenadas perpendicular al anterior en el punto O. Convenimos también en llamar   (   al ángulo x;   y   a la ordenada del punto P,   x   a su abscisa   y    (  (ro)   al segmento OP    que admitimos es siempre positivo.   

Cuando P recorre la circunferencia  puede hacerlo en dos sentidos diferentes: PRS, que convenimos es el sentido positivo de los ángulos, y PSR que aceptamos es el sentido negativo de los ángulos ( ver figura siguiente). El ángulo ( variará, lo mismo que las longitudes de los segmentos   OQ  (x)    y    QP  (y).    (  en cambio permanecerá constante. De cualquier modo los cocientes que involucren a estos segmentos serán variables, con lo cual tenemos:
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     función cuya variable independiente es   (  con dominio en  R.
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  función cuya variable independiente es    (    con dominio en R.
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 función cuya variable independiente es    (    con dominio en R.
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Desde el punto de vista matemático, las funciones trigonométricas se aplican a la resolución de triángulos y otras figuras que puedan ser descompuestas mediante triángulos. Aclaremos que resolver un triángulo significa calcular los valores de sus lados y ángulos, conociendo algunos de estos elementos. 

Pero no solo la matemática utiliza la trigonometría, los agrimensores, los constructores, los geógrafos, los astrónomos, los físicos que se ocupan de electricidad, magnetismo, óptica, etc. también la utilizan.  

Históricamente podemos decir que fueron los griegos los que comenzaron a ocuparse de esta rama de la matemática, siendo Hiparco de Nicaia (180 ? – 125 ?  a. de C.) que se dedicó a observaciones astronómicas en Rodas y Alejandría, quien calculó unas tablas de cuerdas y que probablemente conoció los problemas mas sencillos de la trigonometría práctica. Posteriormente la trigonometría se desarrolló con Menelao de Alejandría (aprox. 100 d. de C.) quien trabaja con triángulos esféricos. Los musulmanes realizan grandes progresos en trigonometría. Al-Habas (770 ? – 870 ? d. de C.) introduce la función tangente y hace tablas de estas funciones. Abul-Wafa perfecciona el cálculo mediante tablas sexagesimales. Abu-Nasr (aprox. 1000 d. de C)  encuentra el teorema del seno y At-Tusi (1201-1274) escribe por primera vez un tratado completo de trigonometría.

En nuestro curso, el estudio detallado de la trigonometría se desarrollará en la lección E1 y E2.

Ahora para completar nuestra presentación de las funciones trascendentes elementales veremos las gráficas de estas funciones.

LA FUNCION SENO.

                       
[image: image11.png]¥ = sen(x)





Como vemos es una función cuyo dominio es el conjunto de los números reales, es decir x varía entre   - (   y   + ( .  Los valores de y en cambio varían entre   –1   y   1; luego su imagen será un número real en el intervalo   [-1, 1]. Observamos además que su gráfica se repite a lo largo del eje x   (observar la curva en el intervalo [0, 2(])  por ello resulta muy útil para describir fenómenos de este tipo, vale decir fenómenos periódicos. La distancia de 0 a 2(  se denomina período.

LA FUNCION COSENO.

Esta como la anterior es una función periódica. En ambos casos el período es   2(  pero la imagen del coseno está desplazada respecto del seno en   (/2.   El dominio de la función es                                Dom(cos x) = {x / x ( R  (  -( < x < (}  

y su imagen                              Im (cos x) = { -1 ( cos  x  (  1}}.

. 
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Veamos en un gráfico superpuesto las imágenes de ambas funciones.
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LA FUNCION TANGENTE.

Es esta otra función periódica, cuya gráfica presenta trazos separados, es decir no es continua, sino que tiene puntos de discontinuidad. Podemos observar así que la gráfica muestra una rama completa en el intervalo [-(/2, (/2]. En ese intervalo la función es creciente y la gráfica se acerca continuamente a las rectas de punto, perpendiculares al eje x,  que hemos representado en los extremos del intervalo; por este motivo decimos que esas rectas son asíntotas de la curva, o bien que la curva tiende asintóticamente a esas rectas. 

El dominio y la imagen de la función es el conjunto de los números reales con la advertencia de que existen puntos de discontinuidad en todos los puntos que son múltiplos impares de (/2. 
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FUNCION COSECANTE.
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Es la función recíproca del seno con dominio e imagen en el conjunto de los números reales, pero que es discontinua en todos los valores de x que anulan a la función seno. 

LA FUNCION SECANTE.
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Es la función recíproca del coseno con dominio e imagen en el conjunto de los números reales, pero que es discontinua en todos los valores de x que anulan a la función coseno. 

LA FUNCION COTANGENTE.

Es la función recíproca de la tangente  con dominio e imagen en el conjunto de los números reales, pero que es discontinua en todos los valores de x que anulan a la función seno.

                
[image: image17.png]



FUNCIONES INVERSAS.

Las funciones inversas de las funciones trigonométricas, permiten calcular el ángulo en función de los valores que toman el seno, coseno, tangente, secante, cosecante o cotangente. No deben confundirse con las funciones recíprocas de cada una de ellas. 

Estas funciones son:    

	x = arc.sen(y)
	y = arc.sen(x)

	x = arc.cos(y)
	y = arc.cos(x)

	x = arc.tan(y)
	y = arc.tan(x)

	x = arc.cosec(y)
	y = arc.cosec(x)

	x = arc.sec(y)
	y = arc.sec(x)

	x = arc.tan(y)
	y = arc.tan(x)


Como cada valor de las funciones sen(x), cos(x), tan(x), ... , corresponden a infinitos valores de x, las inversas de estas funciones son en realidad relaciones. Por lo tanto si queremos considerarlas como función debemos restringir el  dominio de las mismas. Asi tendremos:

ARC.SENO.
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El dominio es el intervalo [-1, 1] y la imagen toma valores en el intervalo [-(/2, (/2], es decir hemos restringido la imagen de la relación a este intervalo.

ARC.COSENO.
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Nuevamente consideramos aquí un trozo del gráfico de la relación con lo cual resulta que el dominio de la función es el intervalo [-1, 1]  y la imagen toma valores en [0, 2(].

ARC. TANGENTE.
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En  este  caso  el  dominio es el intervalo  ]-(, ([   y  la imagen tomará valores entre       ]-(/2, (/2[.

.

Considerando los valores recíprocos de las funciones anteriores obtenemos las tres funciones siguientes:


 � EMBED EquationMagic  ���              �   


                   �     


                    �








� Las operaciones que se indican entre funciones, serán estudiadas con mayor precisión en la lección siguiente, relacionada con las estructuras del conjunto de funciones reales. 
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