CAPITULO 4. Estructuras algebraicas.

Lección B. Espacios vectoriales. Base de un espacio vectorial. Dimensión. Subespacios vectoriales. 

ESPACIO VECTORIAL.

La noción de espacio vectorial se encuentra disimulada en conocimientos muy comunes y cotidianos, como es por ejemplo el caso de las compras en un negocio cualquiera.

Supongamos un supermercado.  Una compra cualquiera puede expresarse como: 

2 cajas de leche + 3 paquetes de galletitas + 1 botella de yogur. Y simbólicamente podemos escribir:   2v1 + 3v2 + 1v3  . Diremos que esta es una combinación lineal de compras. 

¿En qué consiste?. Simplemente en una suma algebraica de compras, donde los coeficientes:  2 , 3 , 1 , son números reales  y   v1, v2, v3, son compras. 

Encontramos así que la suma de compras es una compra.

El producto de una compra por un número real es una compra. 

Las propiedades de esta “suma” y “producto” son las que corresponden a una estructura algebraica que tiene las siguientes características.

Definición: Un conjunto C tiene estructura de espacio vectorial  cuando están definidas en él dos operaciones (una interna y otra externa) , que llamaremos suma (+) y producto (·) respectivamente, que verifican las propiedades siguientes: 

A1. Para todo par de elementos de C, la suma pertenece a C. Anotamos:

( a , b ( C,    a + b ( C

A2. Para toda terna de elementos de C, la suma es asociativa. Anotamos:

( a, b, c ( C,    (a + b) + c = a + (b + c)

A3. Existe en C un elemento particular que denominamos 0 (elemento neutro) tal que para todo elemento de C, sumado a 0, no se altera. Anotamos:

( a ( C,  existe 0 ( C,  tal que  a + 0 = a

A4. Para todo elemento a de C, existe otro elemento -a de C (llamado opuesto)  que sumado al primero da como resultado el elemento neutro (0). Anotamos:

( a ( C , existe –a ( C, tal que    a + (-a) = 0

A5. Para todo par de elementos de C, la suma es conmutativa. Anotamos:

( a, b ( C,   a + b = b + a

A6. Para todo número real r y todo a perteneciente a C, el producto de  ra pertenece a C. 

Anotamos:        ( r ( R , a ( C ,   ra ( C

A7. Para todo par de número reales y cualquier a de C, el producto de la suma de reales por a es distributivo. Anotamos:

( r1, r2 ( R, a ( C,    (r1 + r2)a = r1a + r2a

(el primer signo + es suma de reales, el segundo es suma de elementos de C)

A8. Para todo número real y todo par a, b de elementos de C, el producto de r por a + b, es distributivo. Anotamos:

( r ( R; a, b ( C ,    r (a + b) = ra + rb

A9. Para todo par de números reales y todo a perteneciente a  C, el producto de estos tres elementos es “asociativo”. Anotamos:

( r1, r2 ( R;  a ( C ,      r1(r2a) = (r1r2)a

(esta es una asociatividad mixta)

A10.  Para todo a perteneciente a C, el producto por la unidad real no lo modifica. Anotamos:
( a ( C ,     1.a = a

Estas propiedades, pueden sintetizarse diciendo que el conjunto C con la operación interna de suma, tiene estructura de grupo abeliano o módulo, lo que se indica con (C, +).
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La estructura de espacio vectorial de C se indica con  (R, C, +). Los elementos de C se denominan en general vectores y se conviene en expresarlos con 
una letra minúscula con una flecha en la parte superior. 

En nuestro apunte utilizaremos letras minúsculas en negrita, sin flechas para simplificar la tipografía.

 Volviendo al ejemplo del supermercado, podemos decir que el conjunto de las compras tiene estructura de espacio vectorial.

Otro ejemplo de espacio vectorial, lo hemos visto cuando estudiamos el conjunto de los números complejos.

En Física seguramente el lector ha estudiado las fuerzas, los desplazamientos o traslaciones, las velocidades, los momentos, las aceleraciones, la intensidad de un campo o una corriente eléctrica, etc. y los ha representado por segmentos con una flecha que fueron denominados vectores. Con estos vectores, se realizaron operaciones de suma vectorial y producto de un vector por un número real. Con estas dos operaciones el conjunto de vectores de la física, tiene estructura de espacio vectorial. 
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Estos vectores pueden representarse geométricamente en el plano o en el espacio ordinario. La representación en el plano nos da dos componentes que son las proyecciones del vector dado sobre los dos rectas secantes, paralelamente a esas rectas. Para la proyección del vector espacial se requieren tres rectas secantes con un punto común, con lo cual se obtienen tres componentes. 
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BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL.

Volvamos al ejemplo del supermercado. Supongamos que tiene en venta n artículos. Consideremos las cantidades unitarias de esos artículos. Algunos se venderán por kg. otros por latas, otros por botellas, etc. Ninguna de estas cantidades unitarias será nula. Designemos con   e1, e2, ... , en  estas cantidades. Toda compra vendrá expresada como una combinación lineal de estas cantidades. Así la compra x, se expresará:

x = r1e1 + r2e2 + ... + rnen  (1)

siendo r1, r2, ... rn   números reales.

En esta expresión distinguimos una fila de números reales que denominamos coordenadas o componentes de la compra, y que 
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designamos con  r, y una columna de cantidades unitarias, que designamos con e y denominamos base del espacio vectorial.

Se conviene entonces en anotar la expresión (1) en forma sintética:       x = re .

Si nuestro negocio tuviera solamente dos artículos, toda compra podría expresarse con          x = r1e1 + r2e2
siendo      e1 y e2     las cantidades unitarias de cada artículo en venta. 

Este es un ejemplo de un espacio vectorial bidimensional, teniendo en cuenta que llamamos dimensión del espacio a la cantidad de artículos del negocio, es decir a la cantidad de vectores  e1 y e2 que permiten expresar cualquier compra.

Si el negocio tuviera tres artículos, toda compra se expresaría con     

x = r1e1 + r2e2 + r3e3
es decir estaríamos en un espacio tridimensional de vectores. 

Y si el negocio tuviera n artículos, cualquier compra se expresaría como lo indicamos en (1), es decir estaríamos en un espacio n-dimensional de vectores. 

Se comprende también que dada una base en este espacio vectorial, la compra nula se podrá expresar con    

0 = ae1 + be2 + ... + ken    si y solo si     a = b =  ...= k = 0

Para un espacio vectorial cualquiera podemos enunciar entonces los siguientes axiomas:

Axioma de la base:  En todo espacio vectorial (R, C, +) existe un sistema de n vectores  (v1, v2, ... , vn) tal que todo vector v ( 0 perteneciente a C, se puede expresar como una combinación lineal      v =  r1v1 + r2v2 + ... + rnvn     con r1, r2, ... , rn    no todos nulos,  que se denomina una base del espacio vectorial dado.

Decimos que estos vectores son linealmente independientes y reemplazamos su notación con   e1, e2, ... en. 
Si    v = 0 (vector nulo, no confundir con número 0), su expresión    

0 = r1e1 +r2e2 + ... + rnen   (   r1 = r2 = ... = rn = 0

Si dado un conjunto de vectores w1, w2, ... , wn  del conjunto C, el vector nulo se expresa como una combinación lineal      0 = k1w1 + k2w2 + ... + knwn    con   algún    ki ( 0, decimos que los vectores     w1, w2, ... , wn    son linealmente dependientes. 

Axioma de las coordenadas: En todo espacio vectorial (R, C, +) existe un conjunto de n números reales (r1, r2, ... , rn), tales que, dada una base  (e1, e2, ... , en), permite expresar un vector   v  dado de C, como una combinación lineal   

v = r1e1 + r2e2 + ... + rnen.

Este conjunto de números reales se denomina componentes o coordenadas del vector v. 

Teorema: Las componentes de un vector en una base dada son únicas. 

En efecto:

Supongamos que para un vector v existan dos combinaciones lineales diferentes. Se tendrá:

r1e1 + r2e2 + ... + rnen = s1e1 + s2e2 + ... + snen
Haciendo pasaje de términos y extrayendo factor común se tendrá

(r1 - s1)e1 + (r2 - s2)e2 + ... + (rn -sn)en = 0

es decir esta sería la expresión del vector 0, y en consecuencia:

r1 - s1 = r2 - s2 = ... = rn - sn = 0    (     r1 = s1,   r2 = s2,   ...   rn = sn
lo que significa que dada una base, las componentes de un vector v quedan determinadas unívocamente.

Dada una base en un espacio vectorial (R, C, +) podemos preguntarnos si es posible hallar otra base entre sus elementos y cuales son las condiciones que deben cumplir los nuevos vectores para constituir otra base. 

Para facilitar la comprensión del razonamiento pensemos en un espacio bidimensional, es decir que la base de este espacio tiene dos vectores e1 y e2. Si v1 y v2, constituyen una nueva base, deberá ocurrir:

v1 = ae1 + be2
v2 = ce1 + de2    

y además: 

xv1 + yv2 = 0   (   x = 0 , y = 0   (2)

Desarrollando esta última expresión resulta:

xv1 + yv2 = x(ae1 +be2) + y(ce1 + de2) = 0   (
(xa +ync)e1 + (xb + yd)e2 = 0     y como    e1, e2   es una base será:

xa + yc = 0

xb + yd = 0

a, b, c, d son las coordenadas conocidas de v1 y v2. Luego tenemos aquí un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas x, y. (Ver Problemas Resueltos, ejemplo 1)

Resolviéndola se tiene:

De la primera ecuación       xa = -yc   (    x = y(-c/a)   (3)

y sustituyendo en la segunda ecuación     y(-c/a)b + yd = 0    (    y (d - cb/a) = 0 .

Este es un producto de dos números reales. Si el producto es igual a cero, uno de los dos factores deberá ser cero. Si el paréntesis fuese igual a cero, y podría tomar cualquier valor real y el producto sería cero; pero en ese caso obtendríamos para x (sustituyendo en 3) infinitos valores. En otras palabras el sistema no tendría solución única.

Luego, deberá ser: 

(da - cb)/a ( 0  ( a ( 0   y   da - cb ( 0  (4)

Esta última relación es la condición para que el sistema tenga solución única y entonces      y = 0, x = 0. En otras palabras esta es la condición para que los vectores v1 y v2 constituyan una nueva base en el espacio vectorial dado.

Completando el razonamiento, observemos que la relación (4) es el determinante de los coeficientes del sistema dado, que en la regla de Cramer, se requiere que sea distinto de cero, para que el sistema tenga solución.

Si v1 y v2 no forman una nueva base, son vectores de un subconjunto del espacio considerado de una dimensión.

CALCULO DE LAS COMPONENTES DE UN VECTOR EN LA NUEVA BASE.

Sea (R, C, +) un espacio vectorial de base e1, e2. Sean v1, v2 los vectores de la nueva base. Queremos calcular las componentes de un vector w en la nueva base, conocidas las componentes de ese vector en la base original.

Si v1 y v2 forman una nueva base, se tendrá:

v1 = ae1 + be2
v2 = ce1 + de2
con        ad - bc ( 0

Como   w ( C, llamemos   (x, y)  a las componentes en la primera base y  (X, Y)   a sus componentes en la segunda base. Será:

w = xe1 + ye2 = Xv1 + Yv2
xe1 + ye2 = X(ae1 + be2) + Y(ce1 + de2)

= (Xa + Yc)e1 + (Xb + Yd)e2
y de acuerdo con el teorema de la unicidad deberá ser:

x = Xa + Yc

y = Xb + Yd

un nuevo sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incógnitas X, Y, que podemos resolver por Cramer, obteniendo:
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Estas son las componentes del vector w en la nueva base. 

La cantidad de vectores de una base está determinada para cada espacio vectorial y se denomina dimensión del espacio vectorial. Si la base de un espacio es finita, decimos que el espacio vectorial es de  dimensión finita. 

Este razonamiento que hemos realizado sobre un espacio vectorial bidimensional, puede extenderse para un espacio de cualquier número de dimensiones, aunque en ese caso los cálculos se complican. Como ejercitación dejamos para el lector (en Problemas Propuestos), el estudio en un espacio tridimensional.

Generalizando la teoría para un espacio de dimensión n (llamado hiper-espacio), podemos afirmar que en él existe un sistema de n vectores linealmente independientes que constituye su base, tal que para cada vector  v ( 0   del espacio se tendrá una n-upla de números reales (r1, r2, ..., rn) no todos nulos que serán sus componentes únicas y que permitirán expresar al vector como una combinación lineal:

v = r1e1 + r2e2 + ... + rnen

Teorema: Toda combinación lineal de vectores, que son a su vez combinación lineal de k vectores   wi (i = 1, 2, ... , k), es otra combinación lineal de los wi.

Sean v1, v2, ... vn vectores de C que son combinación lineal de los wi. Se tendrá:

v1 = a1w1 + a2w2 + ... + akwk
v2 = b1w1 + b2w2 + ... + bkwk
...............

vn = r1w1 + r2w2 + ... + rkwk
En consecuencia:

h1v1 + h2v2 + ... + hnvn = (h1a1)w1 + (h1a2)w2  + ... + (h1ak)wk + 

+ (h2b1)w1 + (h2b2)w2 + ... + (h2bk)wk + ............. +(hnr1)w1 + (hnr2)w2 + ... +(hnrk)wk                  agrupando y extrayendo factores comunes, se tiene:

= (h1a1 + h2b1 + ... + hnr1)w1 + (h1a2 + h2b2 +   ...  + hnr2)w2 +    ...    + (h1ak + h2bk +    ...          + hnrk)wk
Entre paréntesis tenemos sumas y productos entre números reales cuyo resultados serán números reales,     s1 + s2 + ... + sk      es decir:

h1v1 + h2v2 + ... + hnvn = s1w1 + s2w2 + ... + skwk        con lo cual se verifica la tesis. 

Podemos enunciar además otros teoremas que no vamos a demostrar:

· Un conjunto de vectores de un espacio vectorial C, son linealmente dependientes si y solo si uno de ellos por lo menos, es una combinación lineal de los demás.

· Si a un conjunto de vectores linealmente independientes, le agregamos un nuevo vector w, y el sistema así formado es linealmente dependiente, entonces w es una combinación lineal de los restantes vectores. 

· Si m vectores de un espacio vectorial son linealmente independientes, todo subconjunto k de estos vectores, con   k < m   son también linealmente independientes. 

SUBESPACIO VECTORIAL.

Dado un espacio vectorial (R, C, +), llamamos subespacio vectorial a todo subconjunto  M ( C, tal que toda combinación lineal de vectores de M pertenece a M. 

Sean    v1, v2, ... , vk ( M   (   ( r1, r2, ... , rk ( R  (  r1v1 + r2v2 + ... + rkvk  ( M

Este espacio es evidentemente el menor de los subespacios que contiene a los vectores considerados, por lo cual se lo denomina subespacio engendrado por dichos vectores.

El vector nulo  0  es un subespacio de cualquier espacio vectorial.

Teorema: La intersección    S ( T   de dos subespacios cualesquiera de un espacio vectorial C, es también un subespacio de C. 

En efecto   si   v1 y v2   son vectores   de   S ( T, son vectores de S y de T, luego su suma    v1 + v2  ( S (por ser un subespacio)   y    v1 + v2 ( T (por ser un subespacio).       Es decir    v1 + v2  (  S ( T.

Del mismo modo, para todo   v ( S ( T,     kv ( S ( T.   Con lo cual hemos probado la tesis.  

PROBLEMAS RESUELTOS.

1. El estudio de la resolución de ecuaciones es de importancia fundamental en diversas ramas de la matemática como así también en otras ciencias. En álgebra, las ecuaciones más sencillas son las de primer grado, o ecuaciones lineales con una o más incógnitas. Las soluciones de estas ecuaciones seguramente fueron estudiadas por el lector en la escuela secundaria, y serán motivo de estudio general en otra lección de nuestro curso, junto con las transformaciones lineales y matrices.

No obstante, vamos a recordar las reglas básicas conocidas.

En general un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas tiene la forma siguiente:

ax + by = h

cx + dy = k 

donde    x e y     indican las incógnitas y     a, b, c, d, h, k    denominados coeficientes, indican valores numéricos particulares. 

En nuestro curso vamos a utilizar otra notación para simplificar luego, las expresiones más generales.

a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2
A las incógnitas las hemos denominado x1 y x2. Para los coeficientes hemos utilizado una letra   a   con dos subíndices, el primero indica la ecuación a la que pertenece, y el segundo indica la incógnita a la que multiplica. Genéricamente denominamos    i, j   a estos subíndices y escribimos:     aij    para referirnos a uno cualquiera de los coeficientes. 

Para resolver un sistema de ecuaciones, hemos utilizado diversos métodos, recordemos: igualación, sustitución, reducción por suma y resta, y determinantes. Este último es el más general y es el que utilizaremos en lo sucesivo. Aplicando este método el sistema dado conduce a:

[image: image8.emf]Y


=


a


d


à


b


c


a


y


à


b


x




Y

= ad

à

bc

ayàbx

 

[image: image9.emf]r


=


r


1


;


r


2


;


:


:


:


;


r


n


(


)




r= r1

;

r2

;

:::; rn

( )


[image: image10.emf]x


=


4


4


x


y


=


4


4


y




x

=

4

4x

y

=

4

4y


[image: image11.wmf]e

=

e

1

e

2

à

e

n

0

B

@

1

C

A


que se conoce también como regla de Cramer:    
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siendo   

es el denominador común que según sabemos debe ser distinto de 0 para que el sistema tenga solución única.

El método de los determinantes y la regla de Cramer se utilizaron tambien para los sistemas lineales de 3 ecuaciones con 3 incógnitas y en realidad su aplicación es general para cualquier sistema lineal de n x n. Estos temas serán estudiados en detalle en otra lección de nuestro curso.

2. En el estudio que realizan los físicos con representaciones de vectores en el espacio tridimensional, utilizan una notación donde expresan los vectores en función de tres vectores unitarios denominados i, j, k. Estos vectores en realidad constituyen una base en el espacio considerado y sus componentes son:  i (1, 0, 0);     j(0, 1, 0);                 k(0, 0, 1).

En estas condiciones cualquier vector del espacio se podrá expresar como combinación lineal de estos tres vectores. Ej.    v = 2i + 3j + 5k = 2·(1, 0, 0) + 3·(0, 1, 0) + 5·(0, 0, 1)   = (2, 0, 0) + (0, 3, 0) + (0, 0, 5) = (2, 3, 5)   que son las componentes del vector v.

PROBLEMAS PROPUESTOS.

1. Sea (R, C, +) un espacio vectorial de dimensión tres. Calcular las componentes de un vector w en una nueva base, conocidas las componentes de ese vector en la base original.
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