CAPITULO 4 - Estructuras Algebraicas: Cuerpo.

Lección A. Cuerpo, axiomas. Propiedades. Subcuerpo.  

CUERPO O CAMPO.

Esta estructura algebraica fue también mencionada cuando estudiamos los conjuntos numéricos, en particular al trabajar con los números racionales (Q). Encontramos allí que en dicho conjunto podían definirse dos operaciones internas, cuyas propiedades daban al conjunto una estructura de grupo aditivo abeliano con unidad y una estructura de grupo multiplicativo también abeliano, cuando se elimina el cero como divisor, siendo el producto distributivo respecto de la suma.  Dijimos entonces que  (Q, +, ·) tiene estructura de cuerpo y en consecuencia las operaciones de suma, resta, multiplicación y división son cerradas, es decir están definidas para todos los casos. De aquí que decimos que estas cuatro operaciones son operaciones racionales. 

Veamos entonces la definición de cuerpo como estructura abstracta.

Dado un conjunto C con dos operaciones internas que denominamos genéricamente  suma (+) y producto (·), decimos que tiene estructura algebraica de cuerpo o campo  cuando se verifica:

C1. La suma es cerrada en C. Anotamos:

( a ( C, b ( C,    a + b ( C

C2. La suma es asociativa. Anotamos:

( a ( C, b ( C, c ( C,     (a + b) + c = a + ( b + c) = a + b + c

C3. Existe elemento neutro para la suma en C. Anotamos:

( x ( C, ( e ( C , tal que  x + e = e + x = x. 

En particular hacemos   e = 0 .

C4. Para cada elemento de C, existe el inverso  en C. Anotamos:

( a ( C, ( a-1 ( C, tal que   a + a-1 = a-1 + a = e

En particular hacemos    a-1 = -a  y lo llamamos opuesto. 

C5. La suma es conmutativa. Anotamos:

( a ( C,  b ( C,   a + b = b + a

C6. El producto es cerrado en C. Anotamos:

( a ( C, b ( C,     a · b = ab ( C

C7. El producto es asociativo. Anotamos:

( a ( C, b( C, c ( C,   (a · b) · c = a · (b · c) = a · b · c = abc

C8. Existe el elemento neutro del producto en C. Anotamos:

( x ( C, ( e’ ( C, tal que     x · e’ = e’ · x = x

En particular  e’ = 1, se denomina unidad. 

C9. Para cada elemento x ( 0 en C, existe el inverso en C. Anotamos:

( x ( C, x ( 0, (   x-1 ( C, tal que    x · x-1 = x-1 · x = 1

C10. El producto es conmutativo. Anotamos

( a ( C, b ( C,   a · b = b · a

C11. El producto es distributivo respecto de la suma. Anotamos:

( a ( C, b ( C, c ( C,     a (b + c) = ab + ac

Cuando un conjunto tiene estructura de cuerpo, anotamos (C, +, ·)

Apoyándonos en estas propiedades de los cuerpos, podemos afirmar que:

1. La ecuación   a + x = b,   tiene siempre solución  es este conjunto. En efecto:

sumando a  ambos miembros  –a, se tiene:    a + x + (-a) = b + (-a)   y aplicando propiedad conmutativa en el primer miembro:     a + (-a) + x = b + (-a)   y por propiedades asociativa y del opuesto:                                      (a + (-a)) + x = 0 + x = x                                                 o sea                                                                                     x =  b + (-a)                                                    que convenimos en escribir:                                                x = b – a         que es la solución para la ecuación dada y llamamos “diferencia de b menos a”. 

2. La ecuación     a · x = b    cuando a ( 0,  tiene siempre solución en este conjunto. En efecto:  multiplicando ambos miembros por  a-1, se tiene:    a · x · a-1 = b · a-1  y aplicando propiedad conmutativa en el primer miembro:                      a · a-1 · x = b · a-1   y por propiedad asociativa y del inverso:                                                     (a · a-1) · x = 1 · x = x                          o sea                                                                                                   x = b · a-1              que convenimos en escribir                                                                      x = b/a       que es la solución de la ecuación dada y llamamos “cociente de b por a”.

3. En todo cuerpo, los cocientes obedecen a las siguientes leyes (con b ( 0 y d ( 0):

a)                                  a/b = c/d    si y solo si    ad = bc.

En efecto:   a/b = ab-1   y    c/d = cd-1   por la definición de cociente que vimos.

Entonces,     ad = a(1)d = a(b-1b)d = (ab-1)bd = (a/b)bd

                     bc = b(1)c = b(d-1d)c = (cd-1)bd = (c/d)bd      y como  por hipótesis                 a/b = c/d        será     (a/b)bd = (c/d)bd     que implica que   ad = bc.

Recíprocamente,       ad = bc    si y solo si      a/b = c/d.

En efecto:       a/b = b-1a = b-1add-1 = ad(b-1d-1)                                                                                 y                            c/d = cd-1 = cd-1bb-1 = bc(b-1d-1)          y  siendo   ad = bc   será                        ad(b-1d-1) = bc(b-1d-1)     que implica que        a/b = c/d

Hemos encontrado así la propiedad que utilizábamos con las fracciones cuando queríamos comparar dos de ellas. “Dos fracciones son iguales, cuando el producto del numerador de la primera por el denominador de la segunda es igual al producto del denominador de la primera por el numerador de la segunda”. 

b)     a/b + c/d = (ad + bc)/bd   (1)     y       a/b – c/d = (ad – bc)/bd    (2)

Sea    x = a/b ,   y = c/d        que implica      bx = a  ,    dy = c      

Luego      dbx = da    ,     bdy = bc       que implica       dbx + bdy = bd(x + y) = ad + bc

Entonces    x + y = (ad + bc)/bd     que prueba la relación (1).

En forma análoga se prueba la relación (2).  (ver problema propuesto 1)

Estas propiedades corresponden a las reglas de suma y diferencia de fracciones, conocidas desde la escuela primaria. “Para sumar (o restar) fracciones se reduce a común denominador, ….”.

Consecuencia:        (a/b) + (-a/b) = 0        basta aplicar la propiedad demostrada.

(a/b) + (-a/b) = (ab + (-a)b)/b2 = (ab – ab)/ b2 = 0/b2 = 0.

c) (a/b)(c/d) = (ac/bd). 

Como en el caso anterior sea    x = a/b     y = c/d      implica     bx = a    dy = c .

Luego      (bx)(dy) =  (bd)(xy) = ac      implica      xy = (ac/bd)     que prueba la hipótesis.

Esta es la regla de multiplicación de fracciones: “Para multiplicar dos fraciones se multiplican los numeradores y se divide por el producto de los denominadores”.

Consecuencia de lo anterior:      Si    a/b ( 0      será     (a/b)(b/a) = 1.

Con razonamientos similares a los anteriores podemos probar, las siguientes leyes (ver problemas resueltos y propuestos):

d)    (bd)-1 = d-1b-1             (-b)-1 = -(b-1)

e)    a + (b/c) = (ac + b)/c      a – (b/c) = (ac - b)/c       a(b/c) = ab/c

f)    (a/b)/(c/d) = ad/bc       (a/b)/c = a/bc        a/1 = a

g)    -(a/b) = (-a)/b = a/(-b)          (-a)/(-b) = a/b

CUERPOS ORDENADOS.

En general decimos que un cuerpo es ordenado cuando es posible definir entre sus elementos, una relación de orden total (antisimétrica y transitiva). 
Utilizando la simbología y terminología conocida de los números enteros, podemos expresar la relación de orden estricto con (<) ó (>), tal que:

1. Pp. antisimétrica:  Si  a ( C   y    b ( C, será    a < b   (   b > a

2. Pp. transitiva:  Si    a < b    y     b < c    (     a < c

Estas propiedades también se verifican si utilizamos como relación de orden (>).

Decir que    a < b    ( ó que     b > a)  equivale a    b – a > 0  y decimos que  b – a es positivo.
Ley de tricotomía:  Para todo   a ( C   es válida una y solo una de las siguientes alternativas:  o es a positivo, o es a = 0, o es –a positivo.

Ley aditiva:  Para todo par  a > 0   y   b > 0, será    a + b > 0.

Ley multiplicativa:   Para todo par    a > 0,  b > 0, será   ab > 0 

Teorema: En todo cuerpo ordenado, el cuadrado de cualquier elemento no nulo es positivo.

Sea   a2   el cuadrado  considerado, con    a ( 0.   De acuerdo con la ley de tricotomía será       a > 0   o   -a > 0  y en ambos casos por la ley multiplicativa:      a · a > 0   o bien   (-a)(-a) > 0. Es decir   a2 > 0.

Consecuencia:      12 = 1.

De las leyes para los elementos positivos de un cuerpo, se deducen las siguientes propiedades para las desigualdades:

· Si    a < b   (   a + c < b + c 

· Si    a < b  y  c > 0   (   ac < bc

SUBCUERPOS.

Llamamos subcuerpo a todo subconjunto de (C, +, ·) que es un cuerpo respecto de las operaciones (+) y (·) de C.

Para probar que un subconjunto    S ( C   es un cuerpo, basta probar que contiene al 0 y al 1 de C; que la suma y producto son cerrados; y que contiene al opuesto y al inverso de cualquier elemento de S (salvo x = 0).

PROBLEMAS RESUELTOS.

1.  Demostramos:     (bd)-1 = d-1b-1
Si el inverso de    bd    es   d-1b-1    deberá ser:    (bd)(d-1b-1) = 1. En efecto:

(bd)(d-1b-1) = b(dd-1)b-1 = b(1)b-1 = bb-1 = 1

2.  Demostramos:      a + (b/c) = (ac + b)/c       aplicamos la definición de suma a la expresión        a/1 + b/c = (ac + 1b)/1c = (ac + b)/c    

3. Demostramos:     (a/b)/(c/d) = (ad)/(bc)        

(a/b)/(c/d) = (a(dc)/b(dc)(/(c/d) = (adc/bcd)/(c/d) = ((ad)/(bc)(((c/d)(/(c/d) =                          = ((ad)/(bc)((1( = (ad)/(bc)

4.  Demostrar que el conjunto de los números reales de la forma    a + b(2  con coeficientes a, b  racionales es un cuerpo. Vamos a indicar este conjunto con Q((2) donde Q indica los números racionales.  Suponemos como operaciones del conjunto la suma y producto de números reales.

El conjunto dado es un subconjunto del conjunto de números reales (R), y este tiene estructura de cuerpo. Veamos si se cumplen las condiciones para ser un subcuerpo.

· Suma:     (a + b(2) + (m + n (2) = (a + m) + (b + n)(2.   Si a, b, m, n son números racionales, también lo serán    a + m    y   b + n.     Luego la suma es cerrada en el conjunto considerado.

· Producto:    (a + b(2)(m + n(2) = am + an(2 + bm(2 + bn(2(2 =                                             =(am + 2bn) + (an + bm)(2     donde las expresiones encerradas entre paréntesis darán por resultado números racionales. Luego el producto es cerrado en Q((2).

· Sea   0 ( R,   0 ( Q   y puede ser expresado como   (0 + 0(2). Entonces                             (a + b(2) + (0 + 0(2) = (a + 0) + (b + 0)(2 = a + b(2. Es decir 0 ( Q((2)

· Sea   1( R,   1(Q   y puede ser expresado como    1 + 0(2.  Entonces                                 (a + b(2) (1 + 0(2) = (a.1 +2b.0) + (a.0 + b.1)(2 = a + b(2.   Es decir   1 ( Q((2).

· Para todo  (a + b(2)   su opuesto deberá cumplir con la condición  de que sumado al número dado de por resultado 0.    Por lo tanto     (a + b(2) + (x + y(2) =                              (a + x) + (b + y)(2 = 0 + 0(2    que implica    a + x = 0 ;  b + y = 0    que implica         x = -a ;    y = -b   y el opuesto será    -a - b(2 = -(a + b(2)  ( Q((2).

· Para todo   (a + b(2) ( 0  su inverso deberá cumplir con la condición del inverso. Por lo tanto:    (a + b(2) (x + y(2) = (ax + 2by) + (ay + bx)(2 = 1 + 0(2     implica                  ax + 2by = 1

    bx + ay = 0

      Resolviendo este sistema se tiene:   x = a/a2 –2b2    y = -b/a2 – 2b2  . Luego:

(a + b(2)((a/a2-2b2) - b(2/a2 –2b2( =

= (a(a/a2-2b2) – (2b2/a2-2b2)( + ((-ab/a2-2b2) + (ba/a2-2b2)((2 = 1 + 0(2

      Lo cual significa que    (a + b(2)-1 ( Q((2)

Con lo cual queda probado que   Q((2) tiene estructura de cuerpo, es decir es un subcuerpo del cuerpo de los números reales.

PROBLEMAS PROPUESTOS. 

1.  Probar que     a/b – c/d = (ad – bc)/bd.

2. Probar que:     (-b)-1= -(b-1)

3. Probar que:     a – (b/c) = (ac – b)/c 

4. Probar que la clase residual módulo 3 tiene estructura de cuerpo.
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