CAPITULO 4 - Estructuras Algebraicas: Grupos.

Lección 8 : Semigrupo,  Grupo y  Subgrupo. Definiciones. 

AXIOMAS DE SEMIGRUPO, DEFINICIONES Y PROPIEDADES.

En el capítulo anterior hemos estudiado los conjuntos numéricos con el objeto de destacar:

a) Las razones que explican las diferentes ampliaciones.

b) Las operaciones principales que definen estructuras algebraicas en cada uno de ellos.

c) Las estructuras ocultas en esos conjuntos y de las cuales no teníamos noticias en la enseñanza media.

En este capítulo nos vamos a detener a analizar esas mismas estructuras pero con una visión general, donde encontraremos que no solo en los conjuntos numéricos sino que en cualquier conjunto, es posible encontrar estructuras algebraicas como las ya conocidas.  En matemática es el Algebra precisamente, la parte que se ocupa del estudio de estas estructuras.

Recordemos entonces que al estudiar los conjuntos N, Z, Q, R y C, nos deteníamos particularmente en las operaciones de suma y producto y analizábamos sus propiedades. Vimos que en el caso de los números naturales, la suma (operación binaria) es cerrada, vale decir su resultado es también un número natural y  es asociativa. Su estructura algebraica por lo tanto es muy elemental recibe el nombre de semigrupo. Encontramos también que el producto de números naturales es cerrado y asociativo; luego N con esta operación  es un semigrupo.

Podemos entonces generalizar diciendo: Un conjunto C cualquiera es un semigrupo, cuando es posible definir en él una cierta operación binaria, que la simbolizamos con * tal que:

1.  para todo a ( C, b(C resulta     a * b = c     "leemos  a  operación b es igual a c", siendo      c ( C.

2.  Esta operación es asociativa, es decir      [a * b]* c = a *[b *c] = a * b * c.

Las operaciones de un conjunto con estructura de semigrupo,  pueden tener además otras propiedades, como ser la conmutativa (caso de la suma y el producto de números naturales). Para esos casos, definimos:

Un semigrupo es conmutativo, si y solo si, para todo a, b, del conjunto C se verifica:

3. a ( C, b(C  (  a * b = b * a 

Puede también existir en el conjunto C, un elemento que denominaremos   e  (unidad) que operado con cualquier elemento del conjunto, no lo modifique. Entonces definimos:

Un elemento se llama unidad a derecha respecto de la operación considerada en el conjunto C, si se verifica para todo a ( C,   a * e = a. Del mismo modo, un elemento e' se denomina unidad a izquierda respecto de la mencionada operación, si se verifica  para todo    a ( C,   e' * a = a. Un elemento    e   se denomina simplemente unidad, si y solo si es unidad tanto a izquierda como a  derecha. En este caso decimos que C es un semigrupo con unidad. 

En el caso de los números naturales (N) sabemos que para la suma no hay elemento unidad por cuanto 0 ( N (en cambio si consideramos N0 tendremos unidad); pero si hay unidad para el producto. En efecto existe el 1 ( N, tal que   x · 1 = 1 · x = x  para todo x ( N. 

Cuando un conjunto tiene estructura de semigrupo se verifican diversas propiedades que enunciamos pero que no demostraremos para no abundar sobre este tema.

Teorema: Si c tiene estructura de grupo y e y e' son  unidades a derecha e izquierda respecto de la operación considerada, ambas unidades coinciden.

Definición: En un semigrupo con unidad, cualquier elemento  a ( C se denomina regular, si y solo si  existe otro elemento a', tal que,   a * a' = a' * a = e. El elemento a' se denomina inverso (u opuesto) de a, y se lo expresa con    a-1.

En el ejemplo de los número naturales (N), no hay elemento regular ni con la suma ni con el producto.

Otro ejemplo: Sea    I  (  N, el conjunto de los números impares. Si consideramos la operación de suma, el conjunto no es un semigrupo. En efecto: la suma de dos números impares (2a + 1), (2b +1) no es impar, luego no pertenece a I, entonces la operación no es cerrada.

(2a + 1) + (2b + 1) = 2a + 2b +2 = 2(a + b +1)     es par.

Consideremos en cambio el producto de estos números:

(2a +1) (2b + 1) = 2a · 2b + 2a + 2b + 1 = 2(2ab + a +b) + 1   el resultado es un número impar. La operación es cerrada. Además es asociativa, y conmutativa porque el producto de dos números naturales es asociativo y conmutativo. En consecuencia es un semigrupo y más aún es un semigrupo conmutativo con unidad porque    1 ( I   dado que es impar, y es el elemento unidad con el producto. 

AXIOMAS DE GRUPO, DEFINICIONES Y PROPIEDADES. 

Continuamos recordando. Al estudiar el conjunto (Z) de los números enteros, consideramos nuevamente la suma y el producto. 

Vimos entonces que con la suma se verifican: a) la operación es cerrada; b) la operación es asociativa; c) existe el elemento unidad (que denominamos neutro); d) todos los elementos son regulares, porque para cada uno de ellos probamos  que existe el opuesto; e) la operación es conmutativa. Hicimos notar que con estas características el conjunto Z tiene estructura de grupo aditivo abeliano (o conmutativo), y lo podemos indicar con (Z, +). Este es un ejemplo de grupo infinito.

Con el producto en cambio, si bien algunas de las propiedades citadas para la suma, se verifican, ocurre que solo algunos de los elementos de Z son regulares, es decir no hay inverso para todos ellos. Luego (Z, ·) no es un grupo. En cambio es un semigrupo conmutativo con unidad. 

Veamos el siguiente ejemplo. Sabemos que un triángulo equilátero es una figura geométrica que tiene tres lados iguales; en él los ángulos internos también son iguales. Construyamos un triángulo equilátero sobre una hoja de papel e identifiquemos sus ángulos como se indica en el gráfico.                                                                                A
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Consideremos los siguientes movimientos de la figura:

                                                                                                                B                            C  

f  :  Transforma A en C; B en A; C en B

En realidad hay dos movimientos que producen esta transformación: un giro en el plano de 120º, en el sentido de las agujas de un reloj; y un giro en el plano de 240º, en sentido contrario al de las agujas de un reloj. Decimos que estos dos movimientos son iguales.

g :   Transforma A en B; B en C; C en A

Nuevamente hay dos movimientos que producen esta transformación: un giro en el plano de 240º, en el sentido de las agujas de un reloj; y un giro en el plano de 120º, en sentido contrario al de las agujas de un reloj. Teniendo en cuenta los resultados, ambos son iguales.

i :   Transforma A en A; B en B; C en C

Estamos ahora ante tres posibilidades: un giro en el plano de 360º, en el sentido de las agujas del reloj; o bien un giro en el plano de 0º en el mismo sentido; o un giro de 360º en sentido contrario al de las agujas de un reloj. Todos ellos son iguales, considerando sus resultados.

Veamos ahora los siguientes giros en el espacio.

h : Transforma A en A; B en C; C en B

Es este un giro de 180º en el espacio alrededor de una recta perpendicular al lado BC que contiene al punto A.

k :   Transforma A en B; B en A; C en C

Es este un giro de 180º en el espacio alrededor de una recta perpendicular al lado AB que contiene al punto C.

l :   Transforma A en C; B en B; C en A

Es este un giro de 180º en el espacio alrededor de una recta perpendicular al lado AC que contiene al punto B. 

Vamos a estudiar el conjunto formado con los movimientos del triángulo que hemos definido y que como vemos dejan la figura invariante. Sea M ese conjunto:

M = {f, g, h, i, k, l}

Definimos aquí una operación que llamamos composición de transformaciones (o) que ya hemos mencionado en la Lección 4 como composición de aplicaciones. Tendremos así por ejemplo que    

g o f = i

Para efectuar todas las composiciones posibles, construiremos una tabla de doble entrada, o tabla de Cayley,  donde la primera transformación (f, la de la derecha) se encontrarán en la fila de referencia; y la segunda transformación (g, la de la izquierda) se encontrarán en la columna de referencia.

	o   
	i
	f
	g
	h
	k
	l

	i
	i
	f
	g
	h
	k
	l

	f
	f
	g
	i
	l
	h
	k

	g
	g
	i
	f
	k
	l
	h

	h
	h
	k
	l
	i
	f
	g

	k
	k
	l
	h
	g
	i
	f

	l
	l
	h
	k
	f
	g
	i


Vamos a averiguar ahora ¿cuál es la estructura de este conjunto, con la operación mencionada?

1. Realizadas todas las operaciones posibles con los elementos de M, en la tabla no aparece ninguna transformación que no pertenezca a M. Luego la operación es cerrada en este conjunto.

2. Podemos observar en la tabla que la primera fila, es exactamente igual a la fila de referencia, es decir cualquiera de los movimientos indicados en la fila de referencia, compuesto con la transformación i, nos da como resultado el primer movimiento, o sea: 

i o i = i ; i o f = f ; i o g = g ; i o h = h ; i o k = k ; i o l = l

Del mismo modo la primer columna de la tabla es igual a la columna de referencia, lo que significa que i compuesta con cualquier transformación, nos da como resultado esa transformación.

Afirmamos entonces que   i   es transformación identidad, para este conjunto de movimientos. 

3.  Para saber si la operación dada es asociativa, no tenemos más recurso que el verificar para todos los casos   que   (z o y) o x = z o (y o x), siendo x, y, z alguno de los movimientos considerados. Veamos en la tabla algunos casos particulares:

(l o h) o f  = f o f = g     y además     l o (h o f) = l o k = g    en ambas relaciones llegamos al  mismo resultado; luego     (l o h) o f = l o (h o f).    Para este caso se verifica la propiedad asociativa. Debemos proceder del mismo modo con todos los casos posibles (hacerlo).

Afirmamos entonces que la operación es asociativa.

4.  En la tabla podemos observar que en cada una de sus columnas (o filas) aparece la transformación identidad. Esto significa que cada transformación tiene su inversa en el conjunto M. Para determinarlo, basta tomar una transformación, bajar por la columna correspondiente hasta encontrar a   i   y luego mirar cual es la transformación que se encuentra en la columna de referencia de esa misma fila. Así por ejemplo, tomemos   g, su inversa es    f, pues    f o g = i, es decir podemos escribir    f = g-1 .

Del mismo modo:   g o f = i   (  g = f -1 ;    h = h-1  ;  k = k-1 ;   l = l-1 ;  i = i-1 . 

Estas cuatro propiedades nos permiten afirmar que (M, o)  tiene estructura de grupo. Claro está que no es un grupo abeliano o conmutativo, por cuanto esta propiedad no se cumple para todos los pares de elementos de M. Así:  f o h = l ;  h o f = k   (  f o h ( h o f .

Tenemos en este ejemplo un grupo finito y podemos ahora proponer la siguiente definición general.

Un conjunto C con una operación binaria  *  tiene estructura de grupo,  cuando se verifica:

G1.  (  a ( C,  b ( C,    a * b = c   siendo   c ( C    (Ley de cierre) 

G2.  (  a ( C,  b ( C,  c ( C,     (a * b) * c = a * (b * c)    (Ley asociativa)

G3.  (  e ( C  /   (  a ( C,    e * a = a * e = a         (Existencia de unidad)

G4.  (  a ( C,  ( a-1 ( C,    a * a-1 = a-1 * a = e       (Existencia de inverso)

Si la operación definida es una suma, se dice que el grupo es aditivo; si es un producto, se dice grupo multiplicativo. Si es una suma la unidad se indica con 0, y al inverso se lo llama opuesto. 

Puede ocurrir que además de las cuatro leyes anteriores se verifique:

G5.  (  a ( C,  b ( C,   a * b = b * a      (Ley conmutativa).

En tal caso se dice que el grupo es conmutativo o abeliano 
(Este nombre ha sido dado a estos grupos en homenaje a Niels Henrik Abel)
Cuando un conjunto tiene estructura de grupo respecto de la operación dada, es posible aplicar en él diversas propiedades, como las que estudiaremos a continuación.

Teorema: En todo grupo, las ecuaciones     x * a = b   y    a * y = b, tienen las respectivas soluciones únicas    x = b * a-1      y = a-1 * b.

En efecto:    si    x * a = b   podemos multiplicar ambos miembros a la derecha por   a-1 y aplicar a continuación las leyes G2,  G4 y G3 (propiedades asociativa y de existencia de inverso y unidad), obteniendo:     

 x * a * a-1 = b * a-1   (    x * (a * a-1) = b * a-1   (   x * e = b * a-1  (  x = b * a-1      

En forma análoga se prueba que    y = a-1 * b, multiplicando la segunda ecuación a la izquierda por a-1.

Ley de Simplificación: se deduce del teorema anterior y se expresa:   

a) si   a * b = a * c  (   b = c  En efecto, multiplicando ambos miembros de la igualdad dada por  a-1 se tiene      

a-1 * a * b = a-1 * a * c   (   (a-1 * a) * b = (a-1 * a) * c   (  e * b = e * c   (   b = c    

b)   si    b * a = c * a    (    b = c    se demuestra en forma similar.

Corolario:  En todo grupo (C, *), existe solo un elemento unidad y un único inverso para cada   x ( C. 

Definición:  Un grupo se llama finito si el conjunto tiene un número n finito de elementos. Al número n se lo denomina orden del grupo.

Observaciones:  a)  Hemos probado que    si   x * a = b   entonces   x = b * a-1 pero en general no será     x = a-1 * b. Del mismo modo si   a * x = b   entonces   x = a-1 * b pero en general no será     x = b * a-1.

b) El inverso del producto de dos elementos del grupo, será igual al producto de los inversos pero cambiando el orden de los factores. Es decir.   (a * b)-1 = b-1 * a-1    pero en general       (a * b)-1 ( a-1 * b-1.

c) Si C es un grupo finito, y    a ( C    podemos definir una operación    an = a * a * ... * a   (n veces  a  como factor), con n ( Z. En ese caso, se tendrá    a0 = e   y    a-n = (a-1)n .

En nuestro ejemplo de las transformaciones de un triángulo equilátero en si mismo, podemos ver que efectivamente:     f  0 = i  ;   f 1 = f  ;   f 2 = g  ; f 3 = f o f o f = f 0 = i .

 g 0 = i   ;   g 1 = g   ;  g 2 = g o g = f  ;   g 3 = g 0 = i .    etc.

f -2 = (f -1)2 = g 2 = f    ;    etc.

En general no es aplicable en un grupo    (a * b)n = an  *  bn .   

En efecto:  (a * b)2 = (a * b) * (a * b) = a * b * a * b    y si el grupo no es conmutativo no puede cambiarse la posición de a.  

En las distintas etapas de construcción de los sistemas numéricos hemos visto aparecer el concepto de grupo varias veces, recordemos:  (Z, +) es un grupo aditivo abeliano; (Q, +) es un grupo aditivo abeliano;  (Q, ·) es un grupo multiplicativo abeliano;  (R, +) es un grupo aditivo abeliano;  (R, ·) es un grupo multiplicativo abeliano;  (C, +) es un grupo aditivo abeliano;    (C, ·) es un grupo multiplicativo abeliano; en todos los casos los grupo son infinitos.

 Encontraremos además esta estructura en numerosos conjuntos referidos a temas de matemática, pero también tiene aplicación en la física, la lógica, etc. Esto justifica el estudio en particular que estamos realizando.

SUBGRUPOS.

En diversos casos, vamos a encontrar que en un conjunto que tiene estructura de grupo, es posible tomar algún  subconjunto que con la misma operación que define el grupo, cumple también con sus propiedades. Esto no ocurre en general con cualquier subconjunto. Decimos que estos subconjunto especiales son subgrupos del grupo dado. 

En el conjunto de los movimientos que transforman el triángulo equilátero en si mismo, podemos tomar el subconjunto    S ( M,    tal que     S = {i, f, g}   y  la composición de transformaciones. Observando la tabla, veremos que: a) la operación es cerrada en S; b) es asociativa (por cuanto lo es en M); c) Existe el elemento identidad, es la transformación i; d) todos los elementos son regulares, porque para cada elemento existe su inverso.  Luego S es un subgrupo. 

En realidad para afirmar que un subconjunto (H) de un grupo (G) es un subgrupo, basta probar que:

 1)   (  a ( H,  b ( H   (   a * b ( H;  

 2)   ( a ( H  y  a-1 ( H       (        a * a-1 ( H.

Si estas dos propiedades se verifica, resulta que    e ( H , es decir todo subgrupo, contiene a la unidad. 

PROBLEMAS RESUELTOS.

1.  Sea   M ( N, el conjunto de los números naturales múltiplos de 3 y consideremos en él la operación de suma conocida. ¿Cuál es su estructura?

a)   3m + 3n = 3(m + n)  es decir    3m ( M, 3n ( M ( 3(m + n) ( M  la operación es cerrada. 

b) La operación es asociativa, porque lo es la suma de números naturales.

c) 0 ( M  porque  M ( N; luego no existe el  elemento unidad.

d) La operación es conmutativa, porque lo es la suma de números naturales.

Por lo tanto el conjunto M tiene estructura de semigrupo, conmutativo. 

No hay en este conjunto elementos regulares.

2.  Sea   U = {m, n, w}. Sus subconjunto según sabemos son:   A = {m}  ;  B = {n}  ;          C = {w} ;  D = {m, n}  ;  E = {m, w}  ;  F = {n, w}  ;   ( = { }. Podemos considerar el conjunto partes de U, que como sabemos tiene por elementos a todos los subconjunto mencionados. 

Luego   P(U) = {U, A, B, C, D, E, F, (}. Tomemos para estudiar la estructura de este conjunto la operación  ( (unión) y   construyamos una tabla de doble entrada para hallar todos los resultados posibles en el conjunto dado.

	(
	U
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	(

	U
	U
	U
	U
	U
	U
	U
	U
	U

	A
	U
	A
	D
	E
	D
	E
	U
	A

	B
	U
	D
	B
	F
	D
	U
	F
	B

	C
	U
	E
	F
	C
	U
	E
	F
	C

	D
	U
	D
	D
	U
	D
	U
	U
	D

	E
	U
	E
	U
	E
	U
	E
	U
	E

	F
	U
	U
	F
	F
	U
	U
	F
	F

	(
	U
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	(


  Mediante la tabla podemos verificar las siguientes leyes:

G1 - En la tabla, que contiene todos los resultados posibles de la operación estudiada, no aparece ningún subconjunto que no pertenezca a P(U). Luego la operación es cerrada. 

G2 - (X ( Y) ( Z = X ( ( Y ( Z),   cualquiera sean los conjuntos X, Y, Z  que se consideren. Así:   (F ( B) ( D = F ( D = U ;    F ( (B ( D) = F ( D = U   que verifica la ley asociativa.

G3 - La última fila y la última columna de la tabla indican que el conjunto vacío (, es el elemento neutro en este conjunto.

G4 - No se verifica aquí que cada elemento tenga su inverso u opuesto, pues en ningún caso la unión de dos conjuntos nos da el elemento neutro. 

Luego   (P(U), () no tiene estructura de grupo. Solo es un semigrupo.

3.  Llamamos permutación de un conjunto E, a toda función   p : E ( E   tal que  todo elemento de E es origen de una y solo una cupla (o par ordenado) de p, y extremidad de una y solo una cupla de p.  

Ejemplo:     Sea     E = {a, b, c}, una permutación    p : E ( E  estará dada por el conjunto de pares     p1 = {(a,b), (b,c), (c,a)}, que como vemos es una transformación  de E en E.  La transformación idéntica es por cierto una permutación.

En general una permutación se indica colocando los elementos del conjunto en una fila y debajo de cada uno de ellos, la imagen por la función correspondiente. Así:

   p1      --    a    b   c           p2    --    a    b    c           p3    --     a    b    c 

b   c   a                          c    a    b                           a    c    b                                                                                         

  p0      --      a    b    c          p4   --     a    b    c          p5     --      a    b    c

                  a    b    c                         b   a     c                           c    b    a

y normalmente se suprimen los nombres de dichas  funciones.

Podemos ahora definir en el conjunto de permutaciones dadas, la operación de composición de transformaciones, como ya lo hicimos antes con los giros del triángulo. Tendremos:    P3  = {p0, p1, p2, p3, p4, p5}   y la operación “composición” (o).

Construyamos una tabla de Cayley
, para determinar todas las composiciones posibles con estos 6 elementos.

	o
	p0
	p1
	p2
	p3
	p4
	p5

	p0
	p0
	p1
	p2
	p3
	p4
	p5

	p1
	p1
	p2
	p0
	p4
	p5
	p3

	p2
	p2
	p0
	p1
	p5
	p3
	p4

	p3
	p3
	p5
	p4
	p0
	p2
	p1

	p4
	p4
	p3
	p5
	p1
	p0
	p2

	p5
	p5
	p4
	p3
	p2
	p1
	p0


La tabla nos permite afirmar que la composición de permutaciones es una permutación de P3. Luego es una operación interna, cerrada.

 Tenemos que verificar que es asociativa. Veamos:

(p3 o p5) o p2 = p1 o p2 = p0        p3 o (p5 o p2) = p3 o p3 = p0     de donde

(p3 o p5) o p2 = p3 o (p5 o p2)

(p4 o p1) o p0 = p3 o p0 = p3         p4 o (p1 o p0) = p4 o p1 = p3     de donde

(p4 o p1) o p0 = p4 o (p1 o p0)

Trabajando con la tabla de este modo podemos verificar la propiedad asociativa de la composición de permutaciones. 

La existencia de neutro se comprueba observando que la columna (y la fila) encabezada por p0, deja inalterada a las restantes permutaciones. Luego p0 es el elemento neutro.

Y como en cada una de las filas y columnas de la tabla aparece siempre la permutación p0, los encabezados de columna y fila correspondiente serán inversos. Así:   p2 es el inverso de p1, por cuanto en la intersección de la columna encabezada por p2, y la fila encabezada por p1, se encuentra p0. Luego      p1 o p2 = p0   (  (p2)-1 = p1  o bien    (p1)-1= p2.

Luego este conjunto de permutaciones tiene estructura de grupo. Este grupo es llamado grupo simétrico del conjunto E. 

¿Es un grupo conmutativo? Observando con detención la tabla, el lector podrá responder a esta pregunta.

PROBLEMAS PROPUESTOS.

1.  Demostrar que la operación    (  (diferencia simétrica entre dos conjuntos A y B), tiene estructura de grupo.

2.  Averiguar cuál es la estructura de  N  con la operación exponenciación  ( ab  = a.a.a. … a  ;   b veces).

3.  Si    a  y   b, indican puntos del plano  y designamos con    a * b   al punto medio del segmento   (ab(. Estudiar e indicar: si esta es una operación interna en el conjunto de todos los puntos del plano;  si el conjunto de puntos del plano con esta operación  tiene estructura de grupo.







� Cuando una operación es cerrada en un conjunto se suele decir que es una operación interna en el conjunto, definida para todo par de elementos de dicho conjunto.


� Matemático Noruego, que vivió durante toda su vida en extrema pobreza. Trató de abrirse paso entre los matemáticos del continente, pero no lo logró. Obtuvo con Jacobi el Gran Premio de Matemática del Instituto de Francia, por su trabajo sobre funciones elípticas. Fue uno de los más grandes algebristas del siglo XIX. Demostró el Teorema General del Binomio. Llevó a cabo la demostración de la imposibilidad de resolución de las ecuaciones de 5º grado. Es uno de los iniciadores del estudio de los grupos. Murió desconocido.)





�  Arthur Cayley (1821- 1895), matemático ingles, contribuyó notablemente en la Teoría de los Invariantes que se aplica en muchas teorías físicas y en particular en la relatividad especial. Se ocupó además de la Teoría de las matrices que se utilizan en las leyes de la mecánica cuántica.
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