CAPITULO 2 - CONJUNTOS 

Lección 3: Conjunto, elemento, pertenencia. Definición por extensión y por comprensión. Notaciones. Relaciones: igualdad e inclusión. Operaciones con conjuntos. Algebra de conjuntos.

Comenzaremos a fundamentar nuestro edificio matemático en conceptos y conocimientos supuestamente adquiridos por el alumno en el nivel secundario. 

El concepto de conjunto de objetos es uno de los más fundamentales de la matemática. Georg Cantor (1845 – 1918)
, fue uno de los primeros en destacar su  importancia  y generalmente se considera que el nacimiento de la teoría de conjunto es el comienzo de la matemática moderna.

Recordemos entonces que los conceptos de conjunto y elemento no necesitan definición, es decir debemos tomarlos como conceptos primitivos. Estos conceptos son utilizados corrientemente en la vida diaria, pero no siempre en forma correcta. Cuando utilizamos estos términos, lo importante es saber distinguir con precisión cuando un elemento pertenece o no a un conjunto dado. Es decir lo que importa es definir correctamente el conjunto dado. 

Para definir un conjunto, podemos utilizar cualquiera de las formas siguientes: por extensión o por comprensión.

Decimos que un conjunto está definido por extensión cuando podemos identificar a todos y cada uno de sus elementos. Claro está que en este caso sabemos claramente qué elemento pertenece al conjunto y cual no le pertenece. Este tipo de definición es muy utilizado con los llamados conjuntos finitos.

Decimos que un conjunto está definido por comprensión cuando para identificar a sus elementos indicamos una propiedad o ley que los caracteriza. La ley por lo tanto, debe ser muy precisa para que no se preste a confusión la pertenencia o no de un elemento, al conjunto dado. Este tipo de definición conviene especialmente cuando el conjunto tiene infinitos elementos. 

En matemática utilizamos frecuentemente un tipo particular de definición por comprensión. Ello ocurre cuando expresamos la ley o regla mediante una fórmula. En este caso todos los elementos que responden a la fórmula pertenecen al conjunto, en cambio los que no se ajustan a la fórmula indicada no pertenecen al conjunto.

Recordemos también las notaciones y símbolos que se utilizan para referirnos a estos conceptos.

Los conjuntos se representan mediante letras mayúsculas de nuestro abecedario: A, B, C, etc. Para los elementos utilizamos letras minúsculas: a, b, c, .... Las últimas letras  minúsculas del abecedario, u, v, w, x, y, z se reservan para indicar a cualquiera de los elementos de un conjunto dado; hacen las veces de variables. Cuando queremos expresar un conjunto con sus elementos acudimos a ciertos signos, como son las llaves, las barras inclinadas, el signo igual, etc. Así por ejemplo:

· El conjunto de las vocales que corresponden al idioma castellano, podemos indicarlo con: 

V = {a, e, i, o, u}        definición por extensión.

· El conjunto de las consonantes correspondientes al mismo idioma, se puede indicar con:

C = {x / x es una consonante del idioma castellano}       definición por comprensión.

Definidos estos conjuntos, podemos indicar con claridad cuando un elemento pertenece   ( ( ) o no pertenece  (  (  ) al conjunto. Lo hacemos del siguiente modo:

u  (  V    ;   u  (  C   ;     ñ  (   C  ;    ñ   (   V

Recordemos por otra parte que los conjuntos y los elementos se pueden representar gráficamente mediante los llamados diagramas de Venn. Estos ayudan en muchas ocasiones a comprender con mayor facilidad los enunciados abstractos o simbólicos. 

RELACIONES ENTRE CONJUNTOS.

Las relaciones que conocemos entre conjuntos son la igualdad y la inclusión. 

Decimos que un conjunto A está incluido en un conjunto B, cuando todo elemento de A  es elemento de B, o mejor  "cuando todo elemento que pertenece a A, pertenece a B". Para simbolizar esta relación escribimos:     A  (  B   que se lee, según sabemos  "A incluido en B". Cuando un conjunto está incluido en otro decimos que es un subconjunto del otro; en nuestro caso A es un subconjunto de B, o el conjunto a es una parte de B. También es posible decir que B contiene a A, que B incluye a A o que B es un superconjunto de A, en cuyo caso podemos escribir:    B  (  A. Escribimos:

A  (   B    si y solo si,  para todo  x /  x  (  A  entonces   x  (   B

Decimos que dos conjuntos son iguales cuando tienen los mismos elementos. En estos casos escribimos simbólicamente:      A = B    (si A y B son los conjuntos analizados). Esta afirmación es equivalente a decir que todo elemento de A pertenece a B y todo elemento de B pertenece a A. Escribimos:

A = B   si y solo si,  para todo x /  x  (  A   entonces    x  (  B   y   para todo x /  x  (  B  entonces    x   (  A  

En matemática algunas de las expresiones utilizadas se sustituyen con símbolos especiales para simplificar la escritura. Así:  "si y solo si" ( (); "para todo" ( (), "entonces" o "implica" (( ), "existe" (( ). Con estas convenciones podemos escribir:

A  (   B   (   (  x / x  (  A  (   x  (  B

A = B    (   ( x  /  x  (  A   (   x   (   B

En este último caso también podemos decir:

A = B   (     (A  (   B   y    B   (   A)

Dados dos conjuntos hemos definido solamente las relaciones de igualdad e inclusión. Vale la pena preguntarse si estas son las únicas formas en que en que ellos pueden relacionarse. Surgen entonces dos nuevas alternativas: 

· Ningún elemento de A es elemento de B y ningún elemento de B es elemento de A, es decir no tienen elementos comunes.  En tal caso decimos que los dos conjuntos son disjuntos.

· Algunos elementos de A (pero no todos), son elementos de B. En cuyo caso no podemos afirmar que A es parte de B, ni tampoco que B es parte de A. En este caso decimos que los conjuntos son no disjuntos. En ambos casos decimos que los conjuntos son no comparables.

Hablando de conjuntos hemos aprendido también que existen dos conjuntos muy particulares: el conjunto universal ( U ) y el conjunto vacío  (( ). Conjunto universal formado por todos los elementos al que se hace referencia en un asunto dado. Conjunto vacío el que no posee elementos.

Propiedad del conjunto vacío:

El conjunto vacío está incluido en cualquier conjunto.

OPERACIONES CON CONJUNTOS.

De las operaciones estudiadas entre conjuntos en el nivel secundario, nos interesan en particular la unión, la intersección, el complemento y la  diferencia. Recordemos:

Unión: Dados  dos conjuntos A y B, llamamos unión al conjunto formado por todos los elementos  que pertenecen a uno por lo menos de los conjuntos   A  y  B. Simbólicamente se expresa: 

A  (   B  = {x / x  (  A  o  x  (  B }

Donde la o debe entenderse como elementos de A, elementos de B  y elementos que simultáneamente pertenecen A y B. 

Intersección: Dados dos conjuntos A y B, llamamos intersección al conjunto formado por  los elementos  que pertenecen  a la vez a A y B. Simbólicamente:

A   (    B  =  {x /  x   (  A   y   x   (   B}

En este caso la y indica simultaneidad, es decir que los elementos deben pertenecer a ambos conjuntos.

Complemento: Dados dos conjuntos A y B, llamamos complemento de A en B, al conjunto formado por todos los elementos de B que no pertenecen a A. En particular el conjunto B puede ser el universal U en cuyo caso decimos simplemente complemento de A. Simbólicamente:

CBA   =  { x /  x   (  B   y    x   (  A}

Cuando no haya posibilidad de confusión escribiremos simplemente: A’ para indicar el complemento de A.

Diferencia: Dados dos conjuntos A y B, llamamos diferencia de A menos B, al conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A y que no pertenecen  a B. Vale decir la diferencia A menos B, es lo mismo que el complemento de B en A. Simbólicamente:

A  -  B  =  {x /  x  (  A   y    x  (  B} 

ALGEBRA DE CONJUNTOS.

Vamos a recordar ahora diversas propiedades de las operaciones definidas. 

Asociatividad de la unión:  Dados tres conjuntos es posible afirmar que:

(A   (  B)  (   C  =  A  (   (B   (   C)

En efecto:

 (A   (   B)   (   C  =  { x / x  (  (A   (   B)  o   x  (   C}      por definición de unión

=   { x /  (x  (  A   o   x  (  B)   o  x  (  C}                        por la misma razón

=  { x /  x  (  A   o   x  (  B   o   x  (  C}                           por lógica

=  { x /  x  (  A   o  ( x  (  B   o   x  (  C)}                       por la misma razón

=  { x /  x  ( A   o   x  (  ( B  (    C)}                              nuevamente por definición

=  A   (   ( B   (   C)                                                       nuevamente por definición

Por lo tanto la propiedad asociativa así demostrada nos permite escribir:

A  (    B   (   C  =  A   (   ( B  (    C )  =  (A   (   B )   (   C

Conmutatividad de la unión.  Dados dos conjuntos A y B podemos afirmar que:

A   (   B  =  B   (   A

En efecto:   A   (   B  =  { x / x  (  A  o  x  (  B}

                                    = { x  / x  (  B  o  x  (  A} =   B   (   A       por simple aplicación de la definición y de la lógica.

Consideremos en particular la unión de A con el conjunto vacío. Se tendrá:

A  (  (    =  { x /  x  (  A   o  x  (  ( }  =  { x / x  (  A}  =  A

Esto significa que el conjunto  (  es el elemento neutro de la unión.

En forma análoga podemos demostrar ahora las siguientes propiedades de la intersección.

Asociatividad:  Dados tres conjuntos A, B, C podemos afirmar que:

A   (   (B   (   C)  =  (A   (   B)   (    C

En efecto basándonos en la definición y en la lógica, podemos escribir:

A   (   (B   (   C)  =  { x / x  (  A  y  x  (  (B  (   C)}

                         =  { x / x  (  A  y  ( x  (  B  y  x  (  C)

                         =  { x / (x  (  A  y  x  (  B)  y  x  (  C}

                         =  { x / x  (  (A  (   B)  y  x  (  C}

                         =   (A   (   B)   (   C 

En consecuencia:   A  (   B   (   C  =  A  (   (B  (   C)  =  (A  (   B)  (   C

Conmutatividad:  Esta propiedad se expresa:   A  (    B  =  B   (   A.  Su demostración es similar al procedimiento que utilizamos para demostrar la conmutatividad de la unión.

En  efecto:

A   (   B  =  { x / x  (  A  y  x  (  B} =  {x / x  (  B  y  x  (  A} =  B   (   A
Además podemos encontrar un conjunto particular, el conjunto universal, tal que:

A   (   U  =  {x / x  (  A  y   x  (  U} =  {x / x  (  A}  =  A

Luego el conjunto universal (U)  es elemento neutro para la intersección.

Podemos recordar ahora propiedades conjuntas entre la unión y la intersección.

Distributividad de la unión respecto de la intersección. Se expresa en la siguiente forma:

A   (   (B   (   C)  =  (A  (   B)   (   (A   (   C)

Se demuestra a partir de las definiciones dadas y de las leyes de la lógica. En efecto:

A   (   (B  (   C)  = {x / x  (  A   o   x  (  (B   (   C)          por definición de unión

                         = {x / x  (  A   o   (x  (  B  y  x  (  C)}      por definición de intersección

                         = { x / (x  ( A   o   x  (  B)  y  (x  ( A  o   x  (  C)   aplicando la lógica.

                         =  (A   (  B)  (   (A  (   C)                  es lo que queríamos demostrar.

Distributividad de la intersección respecto de la unión. Se expresa en la siguiente forma:

A   (  (B  (    C)  =  (A   (   B)   (   (A  (    C)

Como en el caso anterior lo demostramos apoyándonos en las definiciones conocidas y en las leyes de la lógica. En efecto:

A   (   (B  (    C)  =  {x / x  (  A  y   x  (  (B   (   C)}       por definición de intersección

                         =  {x / x  (  A  y   (x  (  B   o  x  (  C)        por definición de unión.

                         =  {x / (x  (  A  y  x  (  B)  o  (x  (  A  y   x  (   C)     por lógica.

                         =   (A   (   B)   (   (A   (   C)              q.d.

Leyes de Morgan: 

El complemento de la unión es igual a la intersección de los complementos. Lo expresamos así:

(A   (   B)’  =  A’  (   B’

Como en los casos anteriores para demostrar esta igualdad, nos apoyamos en la definición y en la lógica.

(A  (   B)’ =  {x / x  (  (A  (   B)}  =  {x / x  (  A  y  x  (  B)}  =  A’  (   B’
El complemento de la intersección es igual a la unión de los complementos. Es decir:

(A   (   B)’  =  A’   (   B’

(A   (   B)’  =  {x / x  (  (A  (   B)} = {x / x  (  A  o  x  (  B} =  A’  (    B’
PROBLEMAS RESUELTOS  

1)  Una cuestión interesante a resolver es la siguiente: Dado un conjunto A, ¿cuantos subconjuntos pueden definirse?

La solución depende del conjunto A considerado. 

Sea    A = {dedos de mi mano izquierda} 

                   = {pulgar, índice, medio, anular, meñique}

Podemos entonces formar los siguientes subconjuntos:

{pulgar}, {índice}, {medio}, {anular}, {meñique}, todos estos son subconjuntos de A, cada uno con un solo elemento, decimos que son conjuntos monarios. 

Tenemos además: {pulgar, índice}, {pulgar, medio}, {pulgar, anular}, {pulgar, meñique}, {índice, medio}, {índice, anular}, {índice, meñique}, {medio, anular}, {medio, meñique}, {anular, meñique}, todos estos son conjuntos binarios.

Consideremos ahora los conjuntos ternarios, es decir con tres elementos: {pulgar, índice, medio}, {pulgar, índice, anular}, {pulgar, índice, meñique}, {pulgar, medio, anular}, {pulgar, medio meñique}, {pulgar, anular, meñique}, {índice, medio, anular}, {índice, medio, meñique}, {índice, anular, meñique}, {medio, anular, meñique}.

Pasemos a los conjuntos de 4 elementos o cuaternarios: {pulgar, índice, medio anular}, {pulgar, índice, medio, meñique},  {pulgar, índice, anular, meñique}, {pulgar, medio, anular, meñique}, {índice, medio, anular, meñique}

Pero además sabemos que     A    (    A      por definición.

Y también                               (    (    A.

En consecuencia, tenemos: 32 subconjuntos al considerar un conjunto A con 5 elmentos. Al conjunto de todos los subconjuntos o partes de A, se lo denomina conjunto de las partes de A, y lo representamos con   P (A).

Sea     B = {a, b, c}. En este caso

P(B) = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, B, (}  las partes de B son 8. 

¿Qué pasa si el conjunto tiene un solo elemento, vale decir es un conjunto monario?

Sea       C = {sol}         De acuerdo con lo expresado antes tendremos:

          P(C) = { C, (}             Luego el conjunto de las partes tiene 2 elementos.

Como dijimos al comienzo, la cantidad de partes de un conjunto, depende del conjunto considerado. Para aclarar nuestras ideas solo hemos tomado conjuntos finitos. Reflexionando sobre estos ejemplos y otros 
que podemos agregar resulta:

Si    A = { } =  (    (   P(A) = { ( }  contiene un solo elemento, es decir 20

Si    A contiene un solo elemento, ya hemos visto que  P(A)  contiene 21 elementos

Si    A = {a , b}       (       P(A) = { (  , {a}, {b}, A}   contiene 4 elementos, es decir  22
Si    A  contiene tres elementos  P(A) contiene 23 como vimos.

Podemos verificar que si   A = {a, b, c, d}  entonces  P(A) contendrá  24  elementos.

Si   A contiene 5 elementos, hemos visto que  P(A) contiene  25 elementos. 

Parece lógico aceptar que si  A contiene  n  elementos, el conjunto de las partes de A, contendrá  2n elementos. 

2)   Sea        M = {a, b}       y        N = { 1, 2}       formar  el conjunto    P (M x N)

Según sabemos:       M x N = {(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2)}    es decir tiene 4 elementos, que son pares ordenados (primer elemento del par pertenece a M, segundo elemento del par pertenece a N).

En consecuencia: 

P(M x N) = { {(a, 1)}, {(a, 2)}, {(b, 1)}, {(b, 2)}, {(a, 1), (a, 2)}, {(a, 1), (b, 1)}, {(a, 1), (b, 2)}, {(a, 2), (b, 1)}, {(a,2), (b, 2)}, {(b,1), (b, 2)}, {(a, 1), (a, 2), (b, 1)},    {(a, 1), (a, 2), (b, 2)}, {(a, 2), (b, 1), (b, 2)}, M x N, ( }  tiene 16 elementos.

3) Sea    A   (   B      y       B   (   C.  ¿qué vinculación existe entre  A  y  C? 

Por definición sabemos que:

A   (   B = {x / x  (  A   (    x  (   B}  ;    B   (  C = {x / x  (  B   (    x   (  C}

Por lo tanto  todo elemento que pertenece a A, pertenece a B; y si pertenece a B, pertenece a C. Es decir, podemos escribir:    A   (   C . Esta propiedad de la inclusión se denomina transitiva. 

4) Consideremos los conjuntos B  y P(B) mencionados en el ejercicio 1. Es posible vincular  los elementos del conjunto P(B), mediante la relación de inclusión. En efecto:

(  (  {a}  (   {a, b}  (   {a, b, c}

(  (  {a}  (  {a, c}  (  {a, b, c}

· (  {b}  (  {a, b}  (  {a, b, c}

· (  {b}  (  {b, c}  (  {a, b, c}

· (  {c}  (  {a, c}  (  {a, b, c}

· (  {c}  (  {b, c}  (  {a, b, c}
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Estos vínculos pueden ser representados mediante el siguiente diagrama, donde las flechas indican el sentido de la inclusión. Esta es una manera de ordenar los elementos del conjunto de las partes. El diagrama se denomina diagrama de líneas o diagrama de Hasse, y permite observar con claridad la propiedad transitiva de la inclusión. Este tipo de diagrama se puede aplicar en todos los casos en que varios conjuntos estén vinculados por dicha  relación.

5) De las definiciones de unión, intersección y complemento que hemos estudiado, se deducen facilmente, las siguientes consecuencias:

· La unión de un conjunto A y su complemento A’ es el conjunto universal.

A ( A’ = U puesto que A y A’ son disjuntos.

· La intersección de un conjunto A y su complemento A’ es el conjunto vacio.

A ( A’ = ( dado que A y A’ son disjuntos.

· El complemento del conjunto universal es el conjunto vacío y viceversa.

U’ = (    y    (’ = U

· El complemento del complemento de un conjunto A es el propio conjunto A.

(A’)’ = A

· La diferencia entre A y B es igual a la intersección de A y el complemento de B. 

En efecto:  A – B = {x / x ( A   y   x ( B} = {x / x ( A   y   x ( B’} = A ( B’

5) Demostrar que si   A (  B  (   A  (  B = A  En efecto:

A  (  B  (  (x  ( A  (   x  (  B(   (  para todo  x ( A podemos afirmar:

x ( A  y  x ( B   es decir   A =  A  (  B.

Recíprocamente  si   A ( B = A   (   A ( B  y en consecuencia

A ( B = A  (  A ( B

Puede demostrarse además (hacerlo) que:

A (  B = B   (  A ( B

A  ( (B – A) = B  (  A ( B

(esta última proposición se puede demostrar utilizando las relaciónes mencionada en el ejercicio anterior)

6) Demostrar que   (A – B) ( (B – A) = (A ( B) – ( A ( B) 

Como la unión del primer miembro es un conjunto y la diferencia del segundo miembro es otro conjunto, bastará probar que el primero es un subconjunto del  segundo y  que el segundo es un subconjunto del primero; de donde resultará que el primer conjunto es igual al segundo conjunto. En efecto:

a)    Si    x ( (A – B) ( (B – A)  (  x ( (A – B)  (  x ( (B – A) 

Si   x ( (A – B) (  x ( A ( x ( B  o bien   x ( B ( x ( A

En ambos casos resulta que 

 x ( A ( B ( x ( (A ( B)   (  x ( (A ( B) – (A ( B)        Luego

(A – B) ( (B – A) ( (A ( B) – (A ( B)   (1)

b)   Si    x ( (A ( B) – (A ( B)   (   x ( (A ( B)  (  x ( (A ( B)

De aquí resulta que   x ( A  (  x ( B   (  x ( (A – B); 

                      o bien   x ( B ( x ( A   (   x ( (B – A)    es decir   x ( (A – B) ( (B – A)

Resultado:     (A ( B) – (A ( B) ( (A – B) ( (B – A)    (2)

De (1) y (2)  se obtiene:     (A – B) ( (B –A)  =  (A ( B) – (A ( B)

PROBLEMAS PROPUESTOS 
1) Definir por extensión los siguientes conjuntos y expresarlos simbólicamente:

a) El conjunto de los divisores primos de 210.

b) El conjunto de los números naturales pares mayor que 5 y menor o igual que 18.

c) El conjunto de los países miembros plenos del Mercosur.

d) El conjunto de los paralelogramos.

e) El conjunto de los dias de la semana.

f) El conjunto de satélites naturales de la tierra.

2) Cuales de estos conjuntos son iguales?

a) {x / x es una letra de la palabra “Argentina”}

b) Letras que aparecen en la palabra “americano”.

c) Letras:  a, e, i, n, r, t.

3) Cuales de estos conjuntos son diferentes:  { }, {0}, {( }, (
4) Cuales y cuantos son  los subconjuntos de M = {2, 3, 5}

5) Indicar la relación de inclusión que liga a los siguientes conjuntos de figuras geométricas:

C = {x / x es un cuadrilátero};   R = {x / x es un rectángulo};  D = {x / x es un cuadrado};         B = { x / x es un rombo}

6)   Sea A = {5, 6, 7, 9}   y   B = {x / x es impar},  demostrar que A no es un subconjunto de B.

7) Sean  C, R, D y B los conjuntos indicados en el problema 5, construir el diagrama de linea de estos conjuntos.

8) Sean  M = {Raúl, Luis, Rosa, Juan};  N = {Teresa, Francisco, Inés};                                P = {Luis, Juan, Marcelo}. Encontrar:  M ( N;  M ( P;  N ( P. 

9) Sean   A = {a, b, c, d},   B = {a, c, g},   C = {c, g, m, n, p} Hallar:

A ( B;  A ( C;  B ( C;    A ( (B ( C);   (A ( B) ( C;  (A ( B) ( C

10) Demostrar      a)  A – (B ( C) = (A – B) ( (A – C) ;

b) A – (B ( C) = (A – B) ( (A – C)

� INCRUSTAR PBrush  ���








� Georg Cantor era hijo de un comerciante dinamarqués. Nació en Rusia en 1845 y pasó casi toda su vida en las Universidades de Gotinga,  Berlín y  Halle. Sus primeros estudios sobre la teoría de conjuntos datan de 1879. Murió en 1918.


� - La teoría de conjuntos se aplica en general para cualquier tipo de elementos, como lo veremos en nuestros ejemplos y problemas. Particularmente en matemática, nuestros elementos serán objetos matemáticos: números, puntos, figuras, etc.


� La justificación de esta propiedad se verá cuando se estudien los temas de combinatoria.
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