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RESUMO

E feita uma revisio critica das propriedades fundamentais dos sistemas de Ermakov,
compreendendo a lei de superposicao nao linear e a linearizacao dos sistemas de Er-
makov nos casos em que a funcao freqiiéncia depende apenas do tempo. Apresentam-se
as aplicacoes mais relevantes dos sistemas de Ermakov na mecanica quantica. A teoria
de Lewis e Riesenfeld é apresentada e utilizada na procura de estados coerentes e fases de
Berry geométricas para sistemas quanticos.

Sistemas de Ermakov generalizados sao sistemas de Ermakov cuja funcao freqiiéncia
depende nao apenas do tempo, mas também das varidveis dinamicas e suas derivadas.
Encontram-se sistemas de Ermakov generalizados que admitem linearizacao. Com isto,
sao ampliados resultados previamente conhecidos na literatura, concernentes aos casos em
que a freqiiencia depende apenas do tempo. Analisa-se a estrutura do grupo de simetrias
de Lie geométricas dos sistemas de Ermakov generalizados. Sao consideradas algumas ex-
tensoes dos sistemas de Ermakov a muitas dimensoes, com énfase nas abordagens baseadas
em simetrias de Lie. E considerada a questdo da existéncia de formulagoes Hamiltoni-
anas associadas aos sistemas de Ermakov generalizados, com aplicacao a um problema
de trés corpos com potencial de Calogero e a um sistema admitindo simetria dinamica.
Aplicando o teorema de Noether aos sistemas de Ermakov generalizados Hamiltonianos,
encontra-se uma nova classe de sistemas dinamicos completamente integravel. E obtida
a solucao exata das equagoes de movimento classica e quantica para esta nova classe de
sistemas.

O teorema de Noether é aplicado ao movimento nao relativistico de uma particula
carregada sob acao de um campo eletromagnético geral. Com isto, obtém-se um par
de equagoes diferenciais parciais lineares satisfeitas pelos campos elétrico e magnético
compativeis com a existéncia de simetrias de Noether geométricas. A solucao deste par
de equagoes é analisada com profundidade no caso em que o campo magnético é devido a
um monopolo magnético fixo na origem. E obtido o grupo de simetrias de Noether e as
constantes de movimento exatas associadas. Aplica-se este resultado aos sistemas de uma
particula carregada sob acao de um monopolo magnético com a superposicao de forgas
harmonica ou gravitacional dependentes do tempo. Em ambos os casos, considera-se uma

forga centrifuga extra.



ABSTRACT

The key properties of Ermakov systems are critically reviewed, including the nonlinear
superposition law relating the solutions for the equations of motion and the linearization
of Ermakov systems with frequency function depending only on time. The most relevant
applications of Ermakov systems in quantum mechanics are presented. The Lewis and
Riesenfeld theory is reviewed and used in the search for coherent states and geometric
Berry’s phases for quantum systems.

Generalized Ermakov systems are Ermakov systems with frequency function depending
also on the dynamical variables and their time derivatives. The linearization of generalized
Ermakov systems is considered, extending known results on the literature concerning usual
Ermakov systems. The Lie group structure of generalized Ermakov systems is analysed.
Multi—dimensional extensions of generalized Ermakov systems obtained by Lie symmetry
analysis are studied. New Hamiltonian formulations associated to generalized Ermakov
systems are presented, with application to a three-body Calogero potential and to a system
possessing dynamical symmetry. Noether’s theorem applied to Hamiltonian generalized
Ermakov systems leads to a new completely integrable dynamical system. The exact
solutions for the corresponding classical and quantum equations of motion are found.

Noether’s theorem is applied to nonrelativistic charged particle motion under general
electromagnetic fields. The electromagnetic fields compatible with Noether point sym-
metries are shown to satisfy a pair of coupled, linear partial differential equations. The
solution for this pair of linear equations is found when the magnetic field is due to a mag-
netic monopole fixed at the origin. The associated Noether symmetries and constants of
motion are obtained. The result is applied to the motion of a charged particle under a
magnetic monopole with superimposed time-dependent harmonic or gravitacional forces.

In both cases the influence of an additional centrifugal force is allowed.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A descoberta de invariantes exatos (constantes de movimento exatas ou integrais primeiras
exatas) é de importancia fundamental para qualquer sistema fisico. Um nimero suficiente
de invariantes exatos implica num comportamento predizivel da dinamica, sem ocorréncia
de caos. Por outro lado, o entendimento dos sistemas integraveis pode auxiliar na com-
preensao dos sistemas caoticos. Isto ocorre quando estes sao obtidos perturbando os sis-
temas de comportamento regular. De resto, a obten¢ao de invariantes exatos tem grande
relevancia em dreas como a fisica de plasma nao colisional [1, 2], que tem no sistema de
Vlasov-Maxwell o seu modelo fundamental. Nesta descrigao, a funcao distribuicao é uma
funcdo dos invariantes exatos do problema. No dizer de Leach [3], o prazer estético de
determinar constantes de movimento exatas une-se ao interesse pratico de construir um
modelo tedrico para a fusdao termonuclear controlada. Além disso, constantes de movi-
mento exatas sao de importancia em diversas outras areas que nao a fisica de plasma. Sem
a pretensao de esgotar o tema, invariantes exatos encontram aplicagao no estudo do movi-
mento de particulas carregadas sob campos eletromagnéticos [4], na descricao de campos
eletromagnéticos tridimensionais com topologia toroidal [5], na andlise de cavidades de
Fabry-Pérot [6] e na obtengao do propagador de Feynman [7] ou das fases de Berry [§]
para problemas quanticos. A existéncia de constantes de movimento exatas pode facilitar
também a construgao de formalismos Hamiltonianos [9]-[12].

Sem duvida, o trabalho de Lewis e Riesenfeld [13]-][24] desencadeou este interesse re-
cente no estudo dos invariantes exatos. Lewis e Riesenfeld [24] construiram um método
para obter a solucao exata da equacao de Schrodinger a partir de um operador Her-
mitiano invariante distinto do Hamiltoniano, em geral. Este método foi aplicado com
sucesso [24] na quantizagao exata do oscilador harmonico dependente do tempo (OHDT)
unidimensional. E interessante examinar o sistema de Lewis e Riesenfeld e o invariante

exato correspondente. A motivacao para isto nao é apenas histérica. Na verdade, o sis-
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tema de Lewis e Riesenfeld é um exemplo elementar dos sistemas de Ermakov [15], que
sao um dos temas centrais deste trabalho. A equag¢ao de movimento cldssica do OHDT
unidimensional é dada por

i+wt)r =0, (1.1)

onde a freqiiéncia w(t) ¢ uma fungao arbitraria do tempo. Um invariante exato associado
a equacao (1.1) é dado por [13, 14]
1, . ok 9
I'= 5yt —29)" + 5 (/y)”, (1.2)
onde k é uma constante arbitraria e a fungao y = y(t) satisfaz
j+ Wity =k/y>. (1.3)
Verifica-se diretamente que se x satisfaz a equagao (1.1) e y satisfaz a equagao (1.3) entao
dl/dt =0, (1.4)

ou seja, I de fato é uma constante de movimento.
Eliezer e Gray [16] encontraram uma interpretagao para o invariante /. Segundo esta
interpretacao, a constancia de I esta associada a conservacao do momentum angular de

um OHDT bidimensional e isotrépico, cuja equagao de movimento é dada por
P+’ (tr=0 , r=(z;,1) . (1.5)

Introduzindo coordenadas polares via x; = r cos ¢, xo = rsin ¢, obtém-se as equagoes de

movimento

P —rd® +2t)r = 0, (1.6)
r’¢ = L, (1.7)
onde L é uma constante, igual & magnitude do momentum angular. Considerando uma das

componentes da equacio (1.5) e eliminando ¢ de (1.6) através da relacao (1.7), obtém-se

o sistema
i+ Wit = 0, (1.8)
P+t = L*/r. (1.9)
Este sistema é equivalente ao sistema de Ermakov (1.1)—(1.3), desde que sejam feitas as

identificagoes
v —x , r—y , LP—k . (1.10)
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O invariante de Ermakov correspondente é

1 L? L?

I = 5(3:17'“ —rig)? + ?(xl/r)z =5 (1.11)

Ou seja, o OHDT bidimensional isotropico pode ser formulado como um sistema de Er-
makov, cujo invariante de Ermakov é proporcional ao quadrado do momentum angular.
O sistema (1.1-1.3) é um exemplo elementar de sistema de Ermakov, e o invariante
exato I dado em (1.2) o correspondente invariante de Ermakov. As equagoes (1.1-1.3) e
a constante de movimento / possuem uma longa historia, iniciada com Ermakov [15] no
século passado. Ermakov derivou o invariante exato I eliminando w entre as equacoes de
movimento e efetuando alguns calculos simples. O procedimento parte da eliminacao da

freqiiéncia entre as equagoes (1.1) e (1.3), o que leva a
yi —xij+kx/y* =0. (1.12)

Multiplicando a relacao (1.12) pelo fator integrante (y& — xy), vem que

CZ (;(ya’f — ) + ];(af/y)2> =0, (1.13)

dal decorrendo a constancia da integral primeira dada em (1.2).

Apés Ermakov, Gambier [18] considerou as equagoes (1.1-1.3) em 1910 do ponto de
vista da teoria das singularidades das equacoes diferenciais. Gambier mostrou que a
equagao para a varidvel £ = y? é linear, e deduziu o invariante exato dado em (1.2) no
curso da sua andlise. Mais tarde, em 1930, Milne [19] explorou a analogia entre a equagao

de Schrodinger unidimensional independente do tempo

d®u 2m
e a equacao do OHDT. A analogia é estrita, bastando, para realizé-la, fazer as trans-
posicoes
t—x , x—u , w —2mh*(E-V(z)) (1.15)

entre as equagoes (1.1) e (1.14). Apds esta transposicdo, o invariante exato passa a
expressar uma relacao entre a funcao de onda e sua primeira derivada. Milne foi capaz
de obter uma condi¢ao de quantizacao exata para o espectro de energias discreto. Esta
condigao se reduz a condi¢ao WKB (Wentzel-Kramers—Brillouin) no limite em que V()

¢ lentamente varidvel.
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Aparentemente, a abordagem de Milne nao teve o sucesso merecido na época de sua
publicacao devido ao cardter nao linear da equagao (1.3). Tal ndo linearidade nao é
manifestamente compativel com o principio da superposicao linear dos estados quanticos.
Recentemente, entretanto, constata-se um ressurgimento no interesse pelo método de
quantizagao de Milne [20, 21]. Isto se deve as propriedades numéricas atrativas da equagao
(1.3), j& que a varidvel y(¢) normalmente varia mais lentamente do que z(t).

Pinney, numa nota curta [22], apresentou a solugao geral da equacdo nao linear (1.3)
a partir de duas solugoes particulares de (1.1) linearmente independentes. Por este mo-
tivo, (1.3) é conhecida como equagao de Pinney. Neste espirito, o sistema (1.1-1.3) sera
chamado de sistema de Ermakov—-Pinney.

Courant e Snyder [23] também participaram de estudos pioneiros envolvendo o sistema
de Ermakov—Pinney. Courant e Snyder utilizaram a constante de movimento dada em
(1.2) no estudo da estabilidade das érbitas de particulas carregadas em aceleradores do
tipo ciclotron.

O operador Hermitiano obtido a partir da quantizacao de I foi utilizado no tratamento
exato do OHDT quéntico [24]. A base da teoria de Lewis e Riesenfeld estd em expandir o
vetor de estado como uma combinacao linear dos autovetores do invariante. Entretanto,
contrariamente as constantes de movimento exatas usualmente mencionadas na literatura
[17], o invariante exato I é explicitamente dependente do tempo. Tal se da devido a
presenga da fungao y(t) no invariante exato, o que estd manifesto na equagao (1.2). Apesar
disto, os autovalores de I sao constantes no tempo. Na secao 2.3, sera discutida com maior
detalhe a teoria de Lewis e Riesenfeld.

O sucesso da teoria de Lewis e Riesenfeld para o OHDT quantico motivou o surgimento
de vérias abordagens para derivar, generalizar ou interpretar o sistema de Ermakov—

Pinney. Uma das generalizagoes, proposta por Ray e Reid [25], é dada pelo sistema

i+oi(t)r = y; (y/x), (1.16)
j+wit)y = x;g(:c/y), (117)

onde w(t), f e g fungdes arbitrarias dos seus argumentos. Quando f = 0e g = kx/y,
recobra-se o sistema de Ermakov-Pinney. Em geral, entretanto, o sistema (1.16-1.17)
admite varios outros tipos de acoplamento nao linear.

A proposta de Ray e Reid [25] inspira-se no fato de o sistema (1.16-1.17) possuir um

invariante exato dedutivel por eliminagao da freqiiéncia. Ou seja, obtém-se o invariante
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exato via o método empregado por Ermakov no tratamento do sistema (1.1-1.3). De fato,

eliminando w entre as equagoes (1.16-1.17), obtém-se
. L1 1
yi — zj + Eg(ff/y) — 2 f/e) =0, (1.18)
que, multiplicado pelo fator integrante (yi — z7), transforma-se na equagao
dl/dt =0, (1.19)

para
= ;(yx' )t /W FO)dA + /w/yg()\) dX. (1.20)

Este invariante de Ermakov generaliza o invariante dado em (1.2). O sistema (1.16-1.17)
e o invariante exato dado em (1.20) desempenharam um papel fundamental nos estudos
subseqiientes envolvendo sistemas de Ermakov. O sistema (1.16-1.17) serda chamado de
sistema de Ermakov-Lewis—Ray—Reid (ELRR).

No método de Ermakov, fica claro que a freqiiéncia w pode depender das variaveis
dinamicas e suas derivadas até qualquer ordem, sem prejuizo para a existéncia do invari-
ante exato. De fato, w sequer comparece na expressao do invariante exato definido em
(1.20). E cabivel, portanto, estender o sistema de ELRR de modo a permitir freqiiéncias
mais complexas [52]. Por razoes fisicas, consideram-se apenas os casos em que a freqiiéncia
depende, no méximo, da velocidade, ou seja, toma-se w = w(x,y,&,y,t). Nem sempre
este tipo de fungao pode ser interpretada como uma “freqiiéncia”, no sentido estrito da
palavra, mas a nomenclatura serd mantida aqui. Além disso, os sistemas de Ermakov
com freqiiéncia dependente das variaveis dinamicas e suas derivadas serao chamados de
sistemas de Ermakov generalizados. A terminologia é natural, pois os sistemas de Er-
makov com freqiiéncia dependendo das varidveis espaciais e suas derivadas abarcam uma
variedade de sistemas bem maior do que o par de equagdes (1.16-1.17). Em particular,
nos sistemas de Ermakov generalizados pode comparecer a velocidade, o que é impossivel
no caso dos sistemas de ELRR.

O presente trabalho tem por objetivo principal a investigacao das propriedades funda-
mentais dos sistemas de Ermakov generalizados. Sem duvida, esta é uma tarefa relevante,
ja que a maior parte da literatura sobre sistemas de Ermakov estd voltada aos sistemas
de ELRR. Como ja foi mencionado, nos sistemas de ELRR a freqiiéncia pode depender
somente do tempo. Ao permitir dependéncia da freqiiéncia nas variaveis dinamicas e suas

derivadas, os sistemas de Ermakov generalizados passam a abarcar uma gama muito maior



Capitulo 1. Introdugao 6

de sistemas dinamicos. Conseqiientemente, hd uma potencialidade nos sistemas de Er-
makov generalizados muito maior em aplicagoes fisicas. Portanto, é de interesse analisar,
em detalhe, as propriedades formais dos sistemas de Ermakov generalizados. Uma questao
natural ¢ identificar quais as propriedades comuns aos sistemas de ELRR e de Ermakov
generalizados. Por exemplo, a existéncia de um invariante exato de Ermakov associado
nao é prejudicada pela extensao do conceito de freqiiéncia. E importante verificar o que
ocorre com as demais propriedades. Em particular, é sabido [41] que os sistemas de ELRR
podem ser linearizados. Surge, entao, a necessidade de averiguar o impacto no processo de
linearizacao ao serem consideradas freqiiéncias de dependéncia mais complexa. Ou seja, é
de interesse saber quais sao os sistemas de Ermakov generalizados ainda passiveis de lin-
earizacao. Esta questao é analisada na secao 2.2. Questoes andlogas podem ser facilmente
formuladas. Em particular, nos tltimos anos tem sido analisada a estrutura do grupo de
simetrias de Lie subjacente aos sistemas de ELRR [64], [112]-][114]. O capitulo 3 ¢ voltado
a analise das simetrias de Lie dos sistemas de Ermakov generalizados. Outra propriedade
extra de uma subclasse de sistemas de ELRR é a de admitir formulacdo Hamiltoniana
[61]. E natural esperar que uma subclasse mais ampla de sistemas de Ermakov general-
izados admita formulacao Hamiltoniana. Neste contexto, é de se esperar que a subclasse
Hamiltoniana de sistemas de ELRR seja recobrada ao impor que a freqiiéncia dependa
apenas do tempo. Estas expectativas sao confirmadas e desenvolvidas no capitulo 4, onde
também é considerada a questao da existéncia de simetrias de Noether associadas aos
sistemas de Ermakov Hamiltonianos.

O capitulo 5 contempla a analise das simetrias e leis de conservacao do movimento
nao relativistico de uma particula carregada. Esta investigacao utiliza a formulagao do
teorema de Noether exposta no capitulo 4, dedicado aos sistemas de Ermakov Hamilto-
nianos. A metodologia empregada tem o espirito do item c¢) dos métodos de derivacao de
invariantes exatos exposto na pagina 9. Ou seja, em contraposicao as metodologias usual-
mente propostas, e em consonancia com a estratégia comumente utilizada na obtencao de
sistemas integraveis, nao se buscam, desde o inicio, as simetrias de Noether para algum
campo eletromagnético especifico. Seguindo o caminho inverso, busca-se a forma geral dos
campos eletromagnéticos para os quais a acao admite simetrias de Noether. Em outras
palavras, a abordagem tradicional procura as simetrias para um conjunto de equagoes
cuja forma é fixada de antemao. Na abordagem seguida no capitulo 5, sao procuradas
as equagoes de Lorentz (para o movimento nao relativistico de particulas carregadas) que

sao compativeis com simetrias de Noether. Mais especificamente, sao propostas apenas
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as simetrias de Noether geométricas, que nao envolvem as componentes da velocidade na
sua formulacao. Com a metodologia proposta, obtém-se um par de equacoes diferenciais
parciais para o campo eletromagnético. A forma destas equagoes depende da forma da
simetria de Noether associada. Os campos eletromagnéticos que podem satisfazer o par
de equagoes obtido destacam-se naturalmente como sendo de especial interesse, ja que
candidatam-se a produzir movimentos integraveis.

A busca de configuragoes de campos eletromagnéticos compativeis com a existéncia
de integrais primeiras exatas é de grande importancia em fisica de plasma. De fato,
como ja foi mencionado logo no inicio desta introdugao, no modelo de Vlasov—-Maxwell
para o plasma nao colisional é fundamental a descoberta de invariantes exatos. E neste
contexto que o teorema de Noether tem relevancia para a fisica de plasma, quando aplicado
ao movimento nao relativistico de particulas carregadas. As configuracoes de campos
eletromagnéticos que satisfazem o sistema de equacOes parciais encontrado no capitulo
5, sendo compativeis com simetrias de Noether, sao fortes candidatas a produzir novas
solucoes exatas para o sistema de Vlasov—Maxwell. Desta maneira, fica evidente também
que a procura de invariantes exatos produz resultados interessantes nao apenas quando
se esta tratando de sistemas de Ermakov. Entretanto, as técnicas para o tratamento
dos sistemas de Ermakov podem ser facilmente implementadas no estudo de sistemas
dinamicos variados, tais como a equacao de Lorentz nao relativistica.

Voltemos a tratar dos sistemas de Ermakov. Admitindo freqiiéncias nao triviais, isto €,
incluindo dependéncia nas variaveis dinamicas, é possivel reescrever o sistema de Ermakov
generalizado de uma forma mais compacta [26] que utiliza apenas duas fungoes arbitrarias.

Para tanto, basta definir as funcoes

.. .. 1
QZ(‘T’y7$7y7t) = w2(x7y7x7yat>_x7ygg(x/y)a (121)
22
Fly/z) = fly/z) = z9(/y), (1.22)
com as quais o sistema (1.16-1.17) adquire a forma
1
i+ Qr,y a9 ) = —Fy/a), (1.23)
yx
j+ (g, d9,0)y = 0. (1.24)

Nesta representacao, subsistem apenas as fungoes arbitrarias 2 e F. O invariante de
Ermakov associado ao sistema (1.23-1.24) é, entao, dado por

I= ;(yx' )+ /y/x F(\) dA. (1.25)
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O sistema de Ermakov-Pinney (1.1-1.3) é obtido a partir do par (1.23-1.24) tomando

0 = W) —k/yt, (1.26)
F = —k(z/y)*. (1.27)

Sempre que forem consideradas freqiiéncias com dependéncia nao trivial, claramente é
mais conveniente utilizar a representacao compacta (1.23-1.24) dos sistemas de Ermakov
generalizados. Com isto, se obtém um tratamento mais economico de vérias questoes
envolvendo os sistemas de Ermakov generalizados, como quando sao analisadas a sua
possivel linearizagdo (secdo 2.2), a estrutura de seu grupo de simetrias de Lie (segao
3.2) e o seu cardter Hamiltoniano (se¢ao 4.1). Naturalmente, é sempre preferivel utilizar
a formulagao mais simples possivel de um dado sistema. Caso contrario, é necessério
tolerar a presenca de elementos espirios que apenas obscurecem os aspectos fundamentais
do sistema. Entretanto, deve-se ressaltar que a formulacao compacta é equivalente a
formulacao original, a qual envolve trés fungoes arbitrarias. A representacao compacta
nao omite informacao alguma, sendo mais conveniente na andlise das propriedades dos
sistemas de Ermakov generalizados por sua economia.

Os sistemas de Ermakov, em suas diversas formulagoes, encontram aplicacao em vérios
problemas. Entre estes, podem-se citar os problemas da obtengao da solugao exata [29,
30] ou numérica [20, 21] da equagao de Schrodinger para varias classes de potenciais
dependentes do tempo e da obtencao da fase de Berry [8] ou de estados coerentes [31] para
problemas quanticos. Sistemas de Ermakov também encontram aplicacao na dinamica de
particulas carregadas em aceleradores [23], [27, 28], em Odtica [32]-[37], em modelos de
criagdo cosmolégica de particulas [38], em elasticidade nao linear [39] e no estudo da
propagagao de ondas de grande comprimento de onda em fluidos rasos [40]-[42]. Nao é
objetivo deste trabalho oferecer uma investigacao profunda de cada uma destas aplicagoes.
Muitas delas, por seu alcance, merecem um estudo separado.

E importante ressaltar que os sistemas de Ermakov sao apenas uma categoria especial
dentre os sistemas dinamicos com invariantes exatos. De fato, desde o trabalho de Lewis e
Riesenfeld a busca de sistemas dinamicos com invariantes exatos tem se constituido numa
area de pesquisa intensa. Apesar disto, o nimero de sistemas com constante de movimento
exata conhecida ainda é relativamente pequeno. Mesmo assim, pode-se citar pelo menos
uma dezena de métodos de obtencao de constantes de movimento exatas para sistemas
fisicos. A maioria deles tem sido aplicada a sistemas Hamiltonianos unidimensionais,

com dependéncia explicita do tempo. Certamente, muito trabalho ainda resta por fazer,
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especialmente no que tange aos sistemas multidimensionais. Embora este trabalho nao se
dedique a uma revisao detalhada das técnicas para obtencao de invariantes exatos, abaixo
segue uma lista comentada destes métodos.

a) Método de Ermakov.

Esta técnica ja foi exemplificada nesta introdugao. O método de Ermakov pressupoe o
emprego de uma equagao auxiliar para a derivagao do invariante exato. Por exemplo, no
caso do OHDT com equagao de movimento (1.1), é preciso utilizar a equagdo de Pinney
(1.3) para eliminar a freqiiéncia e obter o invariante de Ermakov dado em (1.2). E,
portanto, uma técnica ad hoc, cujo grande mérito estd na simplicidade [15, 25],[43]-[45].

b) Método de Kruskal aplicado de forma fechada.

Vélido para sistemas Hamiltonianos. O método de Kruskal [46] aplicado de forma
fechada tem importancia histérica, ja que foi o método utilizado por Lewis [13, 14] na
dedugao da constante de movimento exata dada em (1.2). Entretanto, de modo geral,
o método de Kruskal fornece apenas invariantes adiabaticos, na forma de uma série
assintotica infinita, para sistemas com parametros lentamente varidaveis. Além disso,
no limite estacionario os sistemas passiveis de tratamento necessariamente devem pos-
suir apenas Orbitas periddicas. Satisfeita esta condicao, procuram-se variaveis otimas
(z,0) = (21,..., 2N, ®1, .., O ), onde 2N é a dimensao do espago de fase, z = (z1, ..., 2y)
é lentamente varidvel e ¢ = (¢1,...,¢n) é um vetor de varidaveis do tipo angulo. E
fornecida uma teoria sistematica para derivagao destas variaveis étimas e para a obtengao
de um invariante adiabatico na forma de uma série assintética. No caso do OHDT, esta
série assintdtica encerra-se nos primeiros termos, resultando num invariante exato (nao
adiabético). Em geral, a aplicagdo do método de Kruskal de forma fechada é restrita a
uma certa classe de sistemas [47].

c¢) Teorema de Noether.

Conhecido desde o inicio do século, o teorema de Noether [48, 49] tem sido empregado
recentemente na identificacao de invariantes exatos para equagoes diferenciais ordindrias
[50]-[66]. Historicamente, a abordagem usual busca invariantes exatos para um sistema
dinamico dado. O interesse recente no teorema de Noether fundamenta-se noutra per-
spectiva: dada uma classe de sistemas dinamicos que nao esta completamente definida, a
pergunta é quais sao os sistemas nesta classe que admitem simetrias e invariantes exatos
de Noether. Por exemplo, pode-se perguntar (e responder) quais os sistemas Hamiltoni-
anos unidimensionais com potencial explicitamente dependente do tempo que admitem

simetrias de Noether [65]. Por ser um método dedutivo, o teorema de Noether é bas-
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tante geral, requerendo apenas uma formulagao variacional para o sistema em questao.
Na secao 4.2 é aplicado o teorema de Noether a uma classe de sistemas de Ermakov ad-
mitindo formulacao variacional. O capitulo 5 dedica-se a aplicacao do teorema de Noether
ao movimento nao relativistico de uma particula carregada sob campos eletromagnéticos
gerais.

d) Grupos de Lie estendidos.

Esta abordagem remonta ao inicio do século, mas somente nas ultimas trés décadas
tem sido sistematicamente utilizada [40, 45, 61, 64], [66]-[75]. O método dos grupos de
Lie estendidos pode ser aplicado a qualquer sistema dinamico, com ou sem formulacao
variacional. Uma desvantagem em relacao ao teorema de Noether é que nao existe um
procedimento padrao para a obtencao das integrais primeiras exatas correspondentes as
simetrias de Lie. Entretanto, as simetrias de Lie tém relevancia nao apenas na derivagao
de invariantes exatos. Por exemplo, o conhecimento do grupo de simetrias de Lie permite
identificar a estrutura algébrica subjacente a um problema dado. Isto, por sua vez, fornece
um ponto de partida para generalizacoes do problema, ou seja, as generalizagoes vélidas
seriam aquelas que respeitam o grupo de simetrias. Este ponto de vista foi utilizado com
sucesso por Leach em sua generalizagdo do conceito de sistema de Ermakov [74] para
varias dimensoes. O capitulo 3 dedica-se a analise das simetrias de Lie admissiveis pelos
sistemas de Ermakov.

e) Método direto.

Esta técnica apoia-se no fato dos invariantes exatos conhecidos e fisicamente rele-
vantes geralmente terem uma dependéncia simples na velocidade. Portanto, assumindo
desde o inicio a forma do invariante exato, evitam-se passos intermediarios possivelmente
desnecessarios. Progressos tem sido alcangados propondo invariantes exatos polinomiais
[76]-[83], racionais [84]-[86] ou transcendentais [88, 89] na velocidade. A efetividade do
método depende do sistema sob estudo e da intuicao da forma apropriada da constante
de movimento exata a buscar.

f) Transformagoes canonicas generalizadas.

As transformacoes canonicas generalizadas distinguem-se das usuais por permitirem
uma mudanca de variavel temporal. Além disso, a funcao geratriz, via de regra, depende
explicitamente do tempo, o que é permitido mas nao usual no caso das transformacoes
canonicas comuns. A idéia béasica do método é transformar as equacoes de movimento
e/ou a funcdo Hamiltoniana em alguma forma equivalente porém mais simples. Com

isto, pode-se tratar uma vasta gama de sistemas [76], [92]-[99]. As dificuldades com
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esta abordagem estao associadas a necessidade de postular a forma da transformacgao
canonica generalizada, a qual, por seu turno, pressupoe a existéncia de alguma descricao
Hamiltoniana do problema.

g) Re-escalonamento das varidveis.

Consiste no uso de um grupo de transformacoes especial, composto de um reescalon-
amento dependente do tempo, uma mudanca de varidvel temporal e, possivelmente, uma
translagdo dependente do tempo [72], [100]-[102]. Trata-se de um grupo de Lie particu-
lar. Certamente, é importante deduzir todo e qualquer resultado da maneira mais simples
possivel. Isto é feito, na técnica de re-escalonamento, supondo desde o inicio a forma apro-
priada do grupo de simetrias de Lie. Re-escalonamentos podem ser tteis também para
transformar as equagoes de movimento em alguma outra forma equivalente de estrutura
desejavel. O mérito da abordagem esta na simplicidade. O demérito esta em tratar-se de
uma técnica ad hoc, que pode nao contemplar algum aspecto relevante da dinamica.

h) Algebras dinamicas.

Aplica-se a sistemas Hamiltonianos. Pressupoe que tanto o Hamiltoniano quanto o
invariante exato sejam uma combinacao linear de fungoes no espaco de fase que tenham
a estrutura de uma algebra de Lie frente ao colchete de Poisson. Tem a vantagem de ter
uma transposi¢ao quantica direta. E um método ad hoc, cujo alcance completo ainda esté
por ser auferido [8], [27], [103]-[107].

i) Critério de Painlevé.

Explora a estrutura das singularidades das solugoes do sistema sob analise. De acordo
com o critério de Painlevé, um sistema candidata-se a condicao de ser integravel se nao
possuir nenhum ponto critico mével. Isto é, as tunicas singularidades (numa solugao
arbitraria) que dependem das condigoes iniciais sao pdlos. O critério de Painlevé foi usado
no tratamento de uma grande variedade de sistemas (ver [108] e referéncias incluidas).
No entanto, trata-se de um método ad hoc, nao existindo, até agora, uma justificativa
formal do porqué de seu bom funcionamento.

j) Teorema de Frobenius.

E um método bastante restrito, aplicavel apenas a sistemas dinamicos tridimensionais,
Hamiltonianos ou nao. Entretanto, é digno de nota por generalizar a técnica de simetrias
de Lie, ao menos no caso dos sistemas tridimensionais. Busca-se um campo vetorial
compativel com o campo vetorial representativo do sistema dinamico sob analise [109]. O
campo compativel nao necessariamente gera simetrias de Lie.

Finalizando esta recapitulacao dos métodos de derivacao de invariantes exatos, é im-
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portante ressaltar que, segundo o teorema KAM (Kolmogorov—Arnold-Moser), a integra-
bilidade é a excegao e nao a regra [110], sendo genericamente destruida por perturbagoes.
Decorre dai que o nimero de sistemas integraveis jamais serd comparavel ao nimero de
sistemas irregulares conhecidos, por mais que evoluam os métodos de derivacao de invari-
antes exatos. Mesmo assim, é de se esperar que sejam desenvolvidas ainda novas aborda-
gens para a construcao de integrais primeiras exatas. Isto se justifica pela importancia das
integrais primeiras exatas e pelo fato de ainda nao existir um método universal, que tenha
os méritos de todos os métodos mencionados acima e que possa ser aplicado a qualquer
sistema. Do ponto de vista matematico, a obtencao de tal método universal se afigura
uma tarefa formidavel, o que nao é surpreendente, dada a complexidade dos sistemas nao

lineares em geral.

Este trabalho organiza-se como segue. O capitulo 2 dedica-se a uma revisao das pro-
priedades basicas dos sistemas de Ermakov e de algumas de suas aplicagoes. Na secao 2.1,
trata-se da lei de superposicao nao linear associada aos sistemas de Ermakov. Esta lei
depende crucialmente da existéncia do invariante de Ermakov, relacionando as solugoes
x e y do sistema correspondente. Na secao 2.2, é discutido o processo de linearizagao
dos sistemas de Ermakov com freqiiéncia dependente apenas do tempo. A linearizacao
¢ analisada criticamente, e é apontada uma generalizagao para sistemas com freqiiéncia
dependente das varidveis dinamicas. As secoes restantes do capitulo tratam de aplicacoes
dos sistemas de Ermakov na mecanica quantica. A secao 2.3 é dedicada a aplicagao
dos invariantes exatos de Ermakov na busca de solugoes da equacao de Schrodinger para
potenciais explicitamente dependentes do tempo. Focaliza-se a teoria de Lewis e Riesen-
feld, que tanta importancia teve na busca de sistemas dinamicos com invariantes exatos.
Apresenta-se a teoria geral de Lewis e Riesenfeld, a qual é exemplificada com sua aplicacao
ao OHDT quantico. A segao 2.4 é dedicada a teoria de Ray e Hartley dos estados co-
erentes para o oscilador harmonico dependente do tempo. Trata-se, neste caso, de um
importante exemplo de utilizacao da solugao exata de Lewis e Riesenfeld. A segao 2.5
trata da conexao entre as fases geométricas de Berry, que tanta atengao tem desper-
tado nos ultimos anos [111], e os sistemas de Ermakov. Exemplifica-se com um oscilador
harmonico generalizado dependente do tempo.

O capitulo 3 contempla o tema das simetrias de Lie dos sistemas de Ermakov. Na se¢ao
3.1, faz-se uma breve revisao das técnicas de simetrias de Lie com vistas a sua aplicacao

as equacgoes diferenciais ordinarias. Na secao 3.2, identifica-se o grupo de simetrias de



Capitulo 1. Introducgao 13

Lie geométricas admissivel pelos sistemas de Ermakov generalizados. Demonstra-se que
nem todo sistema de Ermakov admite simetrias de Lie geométricas, sendo necessario que
a freqiiéncia tenha uma dependéncia especifica nas variaveis dindmicas. Mesmo assim,
estende-se a classe de sistemas de Ermakov com simetria de Lie, em relagao a classe
determinada por Leach e colaboradores [64], [112]-[114]. Esta ultima classe inclui apenas
sistemas cujas freqiéncias dependem apenas do tempo. A secao 3.3 analisa algumas
possiveis generalizagoes dos sistemas de Ermakov. Sem duvida, o grupo de simetrias
de Lie subjacente deve ser levado em consideracao em qualquer extensao plausivel dos
sistemas de Ermakov. Este é o principio de generaliza¢ao proposto por Leach [64] aos
sistemas de Ermakov para mais dimensoes. A secao 3.3 considera também alguns sistemas
de Ermakov a dimensao infinita.

O capitulo 4 dedica-se aos sistemas de Ermakov Hamiltonianos. Como se sabe, a ex-
isténcia de um formalismo Hamiltoniano é vital em véarias perspectivas, como sua quan-
tizacao ou sua abordagem por métodos de teorias de perturbacao. Com esta motivagao,
exibe-se na se¢ao 4.1 uma classe de sistemas de Ermakov generalizados com formulagao
Hamiltoniana. A classe construida generaliza a proposta de Cerver6 e Lejarreta [61],
que contempla os casos com frequéncia dependente apenas do tempo. Na secao 4.2,
encontram-se as solucoes classicas exatas para dois sistemas dinamicos de interesse, que
podem ser postos na forma de sistemas de Ermakov Hamiltonianos autonomos. Um destes
¢ o sistema de Calogero, descrevendo uma interacao de trés corpos numa linha. O outro
sistema analisado se notabiliza por admitir simetria dinamica. Na secao 4.3, aplica-se o
teorema de Noether a sistemas de Ermakov com formulagao variacional. O objetivo é
verificar a possivel presenca de alguma constante de movimento exata extra, que garanta
integrabilidade completa. Com isto, distingue-se uma subclasse de sistemas de Ermakov
com formulacao variacional e, em acréscimo, com simetria de Noether. A integrabilidade
desta subclasse é demonstrada na secao 4.4, onde se exibe a solucao exata da dinamica,
tanto classica quanto quantica.

O capitulo 5 esta centrado nas simetrias de Noether para a particula carregada nao
relativistica sob campos eletromagnéticos gerais. O objetivo é aplicar a formulacao do
teorema de Noether do capitulo 4 para sistemas mais gerais do que os sistemas de Er-
makov generalizados. Na secao 5.1, determina-se a forma geral do gerador de simetrias
de Noether, que contém o grupo de simetrias de Lie dos sistemas de Ermakov como caso
particular. Determinam-se as equagoes fundamentais para os campos eletromagnéticos

compativeis, bem como os invariantes exatos de Noether correspondentes. Na secao 5.2,
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exemplifica-se com o caso do monopolo magnético. Na secao 5.3, obtém-se explicitamente
a classe mais geral possivel de campos elétricos que podem ser justapostos ao campo de
um monopolo magnético, sem prejuizo da existéncia de simetrias de Noether. Na secao
5.4, aplica-se a teoria das secoes precedentes. Analisa-se o movimento de uma particula
carregada sob acao de um monopolo magnético na presenca de dois campos extras. Um
destes corresponde a um potencial harmonico e o outro a um potencial gravitacional.
Ambos apresentam dependéncia temporal explicita.

O capitulo 6 dedica-se a conclusao, onde ha um apanhado dos resultados novos. Na

conclusao, também sao apontadas diversas alternativas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

SISTEMAS DE ERMAKOV

2.1 Lei de superposicao nao linear

A grande vantagem de se tratar com equagoes lineares é a possibilidade de compor solucoes
elementares, usando o principio da superposicao linear, para construir a solugao geral. No
caso de certas classes de equagoes nao lineares, é possivel combinar solugoes de modo a
obter novas solucoes. Esta propriedade ¢ frequentemente chamada de superposi¢ao nao
linear [115]. Possivelmente, o exemplo mais conhecido de lei de superposigao nao linear é

fornecido pela equacao de Riccati,
dr/dt = ao(t) + ay(t) v + as(t) 2°. (2.1)

para fungoes ag, a; e ay dadas. Se forem conhecidas trés solucoes particulares z1, x5 e x3

da equagao de Riccati, a sua solucao geral [116] é dada pela relacao algébrica

(x — @) (23 — 1) _
(. — 1) (23 — 22)

(2.2)

sendo C' uma constante arbitraria. A relacdo (2.2) é uma lei de superposi¢ao nao linear
para a equagcao de Riccati.
Os sistemas de Ermakov generalizados possuem uma lei de superposicao nao linear

[52], relacionando as solugoes z(t) e y(t) do sistema (1.23-1.24). Sejam as varidveis

t
Q=zly , T:/ d lambda/y*(\) (2.3)
com as quais o invariante de Ermakov definido em (1.25) expressa-se na forma
1 (dQ\’
-1 (dT> e (2.4)

onde

V(Q) = /UQ F(\)dA. (2.5)
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Nestas novas variaveis, o invariante de Ermakov é formalmente andlogo a energia de uma
particula em movimento unidimensional com potencial V' (Q). Seguindo o procedimento
padrao adotado nos textos béasicos de mecanica [17], é possivel reduzir este tipo de movi-
mento a uma quadratura,

Q d\
T+c:/
V2(I - V(02

onde ¢ é uma constante de integracao. Quando é possivel executar a integral na equagao

(2.6)

(2.6) de forma fechada, obtém-se uma expressao do tipo T'+ ¢ = T(Q; I). Esta expressao
nao é jamais uma constante em (). Consequentemente, o teorema da funcao inversa
garante a existéncia local da funcao inversa Q = Q(T + ¢;I). Esta fungao, obtida por
inversao, envolve duas constantes arbitrarias, I e c. Assim, sempre que for conhecida uma
solugao particular y;(t) da equagao auxiliar (1.24), pode-se expressar a solucao de (1.23)

na forma

x(t; I, ¢) =y (1)Q </tylgé\)+c;f> . (2.7)

A solugao dada na relagdo (2.7) decorre da transformagao (2.3) e é uma lei de superposigao
nao linear para os sistemas de Ermakov.

O invariante de Ermakov fornece uma ligacao entre as solugbes z(t) e y(t) do sis-
tema de Ermakov. Esta ligacao culmina na lei de superposicao nao linear. Certamente,
esta propriedade distingue os sistemas de Ermakov como uma classe especial de sistemas
dinamicos.

Existe uma diferenca essencial entre as leis de superposicao nao linear dos sistemas de
Ermakov e as usualmente consideradas. Tal como no exemplo da lei de superposicao para
a equacao de Riccati, normalmente sao construidas novas solucoes a partir de solucoes
elementares da mesma equacdo. A relagao (2.7), em contraste, fornece a solugao geral
para a varidvel x(t) a partir de uma solugao particular y;(t) de outra equacdo, a saber,
(1.24). Neste contexto, esta é chamada de equagao auxiliar [52] para a equacao (1.23).

A lei de superposigao nao linear definida em (2.7) é, em geral, apenas implicita. De
fato, a relagdo (2.7) torna-se explicita apenas quando a equagdo (1.24) é desacoplada,
podendo ser considerada separadamente. Isto, por seu turno, ocorre quando a freqiiéncia

2 ndo contém z ou suas derivadas, ou seja, quando, na formulacao (1.23-1.24),
Q=Q(y,y,1). (2.8)

Em particular, quando
0 = W2(t) - k/y'", (2.9)
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sendo w(t) uma fungao arbitréria e k uma constante, obtém-se o sistema de ELRR

P+t = fly/x)/ya®, (2.10)

j+witly = kv, (2.11)
onde

fly/x) = F(y/x) + ka* [y (2.12)

Facilmente se verifica que o sistema (2.10-2.11) é o sistema de ELRR mais geral possivel

no qual a equagao para y(t) estd desacoplada. O invariante de Ermakov correspondente

é dado por
1,k qua
I= (@i =) + (/v + [ FN)d, (2.13)
ou, nas varidveis definidas por (2.3),
1/dQ\*> k 1/Q
1= () +5@0+ . 2.14
5 (dT> +o@ + [ f(A)dA (2.14)

O sistema (2.10-2.11) é o sistema de ELRR para os quais a lei de superposi¢ao nao
linear (2.7) ¢é explicita. Entretanto, os sistemas de Ermakov generalizados (1.23-1.24)
permitem dependéncias mais gerais na freqiiéncia e, portanto, outros casos onde a lei de
superposicao nao linear torna-se explicita. A tnica condigao para isto é que 2 nao dependa
de x e suas derivadas. Convém observar que se considerou aqui apenas a equacao para vy,
sendo que uma argumentacao analoga se aplicaria quando o desacoplamento acontecesse
na equacgao para .

Neste ponto, apresentam-se alguns exemplos de aplicacao da lei de superposicao nao

linear (2.7). O primeiro deles diz respeito ao sistema (2.10-2.11) com f = 0,

F+wit)r = 0, (2.15)
j+w(t)y = ;3 (2.16)

Este par de equagoes é o sistema de Ermakov—Pinney discutido no capitulo introdutorio.

O invariante de Ermakov dado em (2.14) é, neste caso, dado por

C1(dQ\* &k
1_2<dT> +§Q2. (2.17)

Distinguem-se aqui dois casos. No primeiro caso, k = 0, (2.16) torna-se a equagao do
OHDT e a quadratura (2.6) fornece

T+c=Q/V2I. (2.18)
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Em termos das varidveis originais, ou seja, usando a rela¢ao (2.7), obtém-se

(1) = VI (/tCM —l—c) n(t). (2.19)

yi(A)
Isto é,
= c1yi(t) + caya(t), (2.20)
onde ¢y = ¢ 2],02:\/56 .
pa(t) = v [ A (2.21)

é outra solucdo particular da equacdo auxiliar (2.16) com & = 0. A expressao (2.20) é
a forma usual da solucao geral para o OHDT em termos da combinacao linear de duas
de suas solugoes particulares independentes. Este desenvolvimento mostra como a lei de
superposi¢ao nao linear (2.7) reduz-se a solugado usual, quando a equagao auxiliar é a
prépria equagao do OHDT.

O outro caso onde a solu¢ao geral da equagao (2.15) é construida a partir de uma
solugao particular da equacao auxiliar (2.16) é aquele no qual & # 0. Neste caso, o

/4y fixa o valor da constante k como unitdrio. E importante

re-escalonamento y — k~
ressaltar que este reescalonamento ¢é valido apenas se k # 0. Tomando k = 1 e repetindo
o procedimento anterior, obtém-se

x = V21 y,(t)sin (/t y%d(AA) + c) . (2.22)

Esta é uma legitima lei de superposicao nao linear, na qual tanto a solucao particular

quanto as constantes numéricas comparecem de modo nao linear. Pode parecer inutil
expressar a solucao geral do OHDT, que é linear, em termos da solugao particular da
equacao de Pinney, nao linear. Entretanto, é bom notar que basta uma solucao partic-
ular y;(t) para obter a solucao geral x(t). Para uma freqiiéncia w(t) dada, pode-se, por
exemplo, buscar y; (f) numericamente.

Como segundo exemplo de aplica¢ao da lei de superposigdo nao linear (2.7) dos sis-

temas de Ermakov, sejam as equagoes (2.10-2.11) com f(y/x) =y/x e k =0,
i+t = 1/2°, (2.23)
ji+wit)y = 0. (2.24)
O invariante exato dado na equagao (2.14) assume a forma

C1(dQY 1
1_2<dT> T o (2.25)



Capitulo 2. Sistemas de Ermakov 19

Com isto, a quadratura em (2.6) fornece
Q> =1/21 +21(T +¢)?, (2.26)
e a lei de superposigao nao linear (2.7) traduz-se em
2*(t) = Ayi(t) + 2 Buyi(t) ya(t) + Cu5(1), (2.27)

o nde
A=1/2I +2I¢* , B=2Ic , C=2I (2.28)

sao constantes satisfazendo AC — B? =1 e y, é a outra solucao particular da equacao do
OHDT, dada pela relagao (2.21). A lei de superposigao nao linear (2.27) fornece a solugao
geral da equagao de Pinney (2.23) em termos de uma solugao particular da equagao (2.24)
do OHDT. Na verdade, existe um estreito paparelismo entre os sistemas (2.15-2.16) e
(2.23-2.24), j4 que um é obtido do outro pela troca x «— y. No primeiro sistema,
entretanto, é requerida uma solucao particular para a equacao de Pinney, enquanto no
segundo sistema é requerida uma solucao particular da equacao do OHDT.

A solugao dada em (2.27) foi obtida por Pinney [22] sem qualquer demonstragao. An-
teriormente, o préprio Ermakov [15] a obteve considerando dois invariantes de Ermakov,
cada qual envolvendo uma solucdo particular, y; e yo. Eliminando a velocidade 2(t) entre
os invariantes e perfazendo calculos algébricos, obteve a relagao (2.27). Esta estratégia
de eliminar a velocidade pode ser aplicada também quando for conhecido um segundo
invariante exato para os sistemas de Ermakov [117]. O resultado ¢ outro tipo de lei de
superposicao nao linear, admitido apenas pelos sistemas de Ermakov com um segundo
invariante exato.

Conforme notado por Sarlet [118], a razao fundamental da existéncia da lei de super-

posi¢ao nao linear (2.7) é a possibilidade de por o invariante de Ermakov na forma

_ (49
I=1 <dT, Q) , (2.29)

para variaveis (@, T') adequadas. Seja um par de equagoes diferenciais de segunda ordem,
acopladas ou nao, com varidveis x e y, como o sistema de Ermakov. Qualquer sistema
com um invariante exato I = I(x,y,&,7,t) que pode ser posto na forma (2.29) possui

uma lei de superposicao nao linear, relacionando as solucgoes de suas equagoes. Seja
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a transformagao de varidveis que coloca o invariante exato na forma (2.29), e

r=2z(Q,y,t) (2.31)

a inversa de @ = Q(z,y,t). A equagao (2.29) pode ser interpretada como uma equagao
ordindria de primeira ordem para Q). Seja Q(T + ¢;I) sua solucao, onde ¢ é uma con-
stante de integracao. Esta constante comparece aditivamente ao parametro temporal
pois a equagao (2.29) é independente de T'. Supondo que seja conhecida alguma solugao
particular y;(¢) do segundo membro do par de equagoes que admite o invariante exato,
obtém-se, de (2.30-2.31),

w(t; 1, ¢) = x (Q(T(yi (), 1) + ¢ 1), ya (1), 1) - (2.32)

Esta é a solugao geral para a variavel z(t) em termos de uma solugao particular para a
varidvel y(t). Este tipo de lei de superposi¢ao nao linear se aplica a qualquer sistema
com um invariante exato suficientemente simples, como o sistema de Ermakov. A idéia de
Sarlet foi desenvolvida com o intuito de obter uma classificacdo dos sistemas dinamicos
com invariantes exatos e leis de superposi¢ao nao lineares [119].
Sao concebiveis infinitos sistemas exemplificando o conceito de superposi¢ao nao linear
tal como entendido por Sarlet. Com inspiragao em certos sistemas exibidos em [56, 57],
sera proposto aqui um novo sistema, dado por
i+ QP (x,y, 2,9, ) = —; (Sé) / (g]{,) , (2.33)
i+ Q(z,y,4,9,t)y = 0, (2.34)
onde
I=1(PQ) (2.35)

¢ um invariante exato de forma arbitraria, sendo

Q==z/y , P=yt—2xy . (2.36)

Na verdade, pode-se demonstrar que o sistema (2.33-2.34) é um caso particular de uma
classe mais geral de sistemas introduzida em [57]. Genericamente, entretanto, esta classe
nao apresenta nenhuma lei de superposi¢cao nao linear.

Verifica-se diretamente que I(P, Q) é, de fato, um invariante exato associado ao sistema

(2.33-2.34), qualquer que seja a forma da fungao I(P,Q)! Além disso, introduzindo

T = /t N2\ (2.37)
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expressa-se o invariante exato dado em (2.35) como um invariente da forma adequada de
Sarlet dada em (2.29), com P = dQ/dT.
Em particular, quando
I(P,Q)=P*/2+V(Q), (2.38)

recobram-se os sistemas de Ermakov generalizados (1.23-1.24), com F(1/Q) = —Q*dV/dQ.
Caso contrario, obtém-se outros tipos de sistema dinamico, mais gerais, possuindo leis de
superposicao nao linear no espirito da teoria de Sarlet. Estas leis de superposi¢ao nao
lineares sao explicitas quando a equagao (2.34) estd desacoplada.

A generalizagao proposta no sistema (2.33-2.34) preserva uma das propriedades mais
importantes dos sistemas de Ermakov, a existéncia de uma lei de superposicao nao linear.
Neste espirito, foram propostas algumas outras generalizacoes dos sistemas de Ermakov.
Reid e Ray [116] consideraram equagoes diferenciais de ordem mais alta; Lutzky [120]
tratou de outros tipos de acoplamento; Sarlet e Cantrijn [121] consideraram sistemas
de dimensionalidade mais alta. O assunto das extensoes dos sistemas de Ermakov serd
considerado com maior detalhe na secao 3.2. Para finalizar a secao, é lembrado que
transformagoes do tipo (2.3) encontram aplicacdo em diversos contextos, tais como no

célculo do propagador de Feynman de sistemas quanticos dependentes do tempo [122].

2.2 Linearizacao

Nos tltimos anos, tem sido exploradas outras propriedades formais dos sistemas de Er-
makov além da lei de superposi¢ao nao linear. Entre estas propriedades, destaca-se a pos-
sibilidade de linearizagao das equagoes de movimento [41, 42], [124]-[127], para freqiiéncias
dependentes puramente do tempo. Propriedades adicionais sao a existéncia de classes de
sistemas de Ermakov com um segundo invariante exato [117], formula¢do Hamiltoniana
[157, 26] ou simetrias de Lie [74, 123]. A presente se¢ao dedica-se, em particular, a uma
andlise critica da linearizagao para os sistemas de Ermakov. Como ja foi dito, esta lin-
earizacao refere-se aos sistemas de Ermakov com freqiiéncia funcao sé do tempo. Nesta
secao, sao analisados os passos bésicos envolvidos no processo de linearizacao. A partir
dai, constréi-se uma extensao da linearizacao para uma classe de sistemas de Ermakov
generalizados, com frequiéncia funcao da s varidveis dinamicas. Esta nova extensao, como
serd visto, permite uma melhor compreensao do processo de linearizacao.

Os chamados sistemas de Kepler-Ermakov foram introduzidos como sendo perturba-

¢oes dos sistemas de ELRR que ainda sao passiveis de linearizacao [124]. Na verdade, como
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sera visto adiante, os sistemas de Kepler-Ermakov sao meramente sistemas de Ermakov
generalizados admitindo linearizagao. Deste ponto de vista, a reducao das equacoes de
Kepler—-Ermakov a uma equacao linear é apenas uma aplicacao de uma teoria mais geral.
Simultaneamente a esta aplicacao, a secao mostra qual é a amplitude e quais sao as
limitagoes do tipo de linearizacao proposta para os sistemas de Ermakov.

Seja o sistema de ELRR, dado pelas equagoes (1.16-1.17). Para estes sistemas de
Ermakov, com freqiiéncia puramente dependente do tempo, é possivel eliminar a presenca
explicita do tempo das equagoes de movimento [41]. Para isto, é suficiente obter uma

solucao particular da equagao do OHDT. De fato, sejam as novas variaveis
F—z/C | §=y/C | t:/tdA/CQ(A) , (2.39)
onde C(t) é uma solugao particular da equagao do OHDT,
C+ W) =0. (2.40)

Com a transformagao (2.39), exprime-se o sistema de ELRR na forma auténoma

d*z 1 d? 1
z _ 5/ Y = z/y 2.41
R w/z) Wg(x/y), (2.41)

<

que é uma forma na qual o tempo nao comparece mais explicitamente. E importante
ressaltar, no entanto, que é indispensavel o conhecimento de uma solugao particular C'(¢)
para a equagao (2.40). Sem isto, ndo é possivel construir a transformagao (2.39). Até o
momento, nao se conhece a solugao da equacao do OHDT para freqiiéncias arbitrarias. Dai
se depreende que nem sempre a transformacao (2.39) é factivel. E interessante observar

também que
r/y=x/y , =xdy/dt—ydz/dt =xdy/dt —ydx/dt (2.42)

isto é, x/y e xy — y& nao variam de forma frente a transformagao (2.39).

Para efetuar a linearizagao do sistema (2.41), sejam as variaveis

=1y . n=2/7 . (2.43)

Toma-se 1 como a nova variavel independente e £ como a varidvel dependente. Na nova
transformagao (2.43), se supoe que y # 0 para todo tempo. De outra maneira, a trans-

formagao nao é bem comportada, e vale apenas localmente no tempo.
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A equagao satisfeita por £(n) é linear. Para demonstrar isto, inicialmente é necesséria

a relagao
dn/df = 272 () (i dF — 7). (2.44)
O lado direito da equagao (2.44) pode ser expresso numa forma envolvendo apenas 7,

usando o invariante de Ermakov (1.20), o qual, nas varidveis (2.39), tem a forma

B 1(_dy _dz 2 9/z z/y
1= (xdt - dt) +/ O d/\+/ g\ dA. (2.45)
Com isto,
ydz/dt — zdy/dt = h(n;I)/2/7, (2.46)

onde definiu-se uma familia uniparamétrica de fungées h(n; I) dada por

1/2

hin; 1) = 24/2n (1 - /Uﬁf(x) X — /\/ﬁg()\) d)\) . (2.47)

Por meio da relagao (2.46), converte-se a equagao (2.44) em

dn/dt = € (n) h(n; I). (2.48)
Utilizando esta tltima relacao e a transformagao (2.43), segue que

¢ ldydt 1 dy

dy g dtdy  h(pD)dt

(2.49)

Derivando mais uma vez e substituindo d*y/dt* do sistema de ELRR autonomo (2.41),

obtém-se uma familia uniparamétrica de equacoes de segunda ordem lineares,

d (o de 1 -
i (hD ) e =0, (2.50)

Cada elemento desta familia de equacgoes € identificado por um valor numérico do invari-
ante de Ermakov.

A linearizacao exposta acima assemelha-se a linearizacao da equacao de Riccati, na
qual a linearizagao é obtida as custas do aumento da ordem da equagao (ver, por exemplo,
(73] para detalhes). Aqui, ¢ introduzida uma varidvel auxiliar, C(t), que ndo comparece
no sistema original, representando um grau de liberdade extra.

O processo de linearizacao é semelhante ao usado no problema de Kepler, onde se
faz uso explicito da constancia do momentum angular. No caso do sistema de ELRR, a

forca nao é central, o que poderia, em principio, inviabilizar o processo de linearizacao.
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Entretanto, o invariante de Ermakov cumpre, neste contexto, o papel do momentum
angular no problema de Kepler, garantindo a linearizacao.

Qualquer processo de linearizacao pressupoe que a solucao do problema original, nao
linear, possa ser obtida a partir da solucao do problema linearizado. Presentemente,

obtém-se a solucao do sistema de ELRR a partir da equagao (2.50) como segue. Seja

§=c1€(n) + c2€(n) (2.51)

a solugao geral da equagao (2.50), sendo &; e & duas solugoes particulares e ¢; e ¢y con-
stantes arbitrarias. A partir da solugao (2.51), é possivel recobrar a solugao do sistema de
ELRR original. Para demonstrar isto, inicialmente utiliza-se a inversao da transformacgao
(2.43),

T=n/(c&i+ ) , 7=1/(c& +xb) (2.52)
).

onde utilizou-se explicitamente a solugao (2.51

Ocorre que a relagao (2.52) fornece Z e § em termos da variavel 7, enquanto o desejado
é a solugao em termos da varidvel . Para obter isto, utiliza-se a relagao (2.48), que fornece
a lei de transformacao da variavel independente,

dn
0 h(n; I)(cr61(n) + ca€a(n))? - (2.53)
Nesta tltima equacao, o lado direito é uma funcao conhecida de . Em principio, é possivel
efetuar a quadratura, dai advindo

dA

O T o T ey 2 (2:54)

onde ¢3 é uma nova constante de integracdo. O lado direito da equagao (2.54) nao é
uma funcao constante de 7. Pelo teorema da funcao implicita, localmente encontra-se
uma funcao n(t) obtida por inversao da relagao (2.54). Inserindo esta func¢ao em (2.52),

obtém-se finalmente

(B = /0B /(&) + eem®) . a0 =1/(@&00) + cabmD) . (255)

que envolve quatro constantes arbitrarias, c¢q,co,c3 € I. A constante c3 surge da definicao
de t dada pela equacao (2.54). A constante I estd presente como um parametro na equagao
linear (2.50), e, portanto, nas solugoes &; e &s.

A solugao final do sistema de ELRR original ainda nao é dada por (2.55). E pre-

ciso, como passo final, inverter a transformagao (2.39), usada para tornar auténomas as



Capitulo 2. Sistemas de Ermakov 25

equagoes de movimento. Esta inversao, entretanto, depende de uma solucao particular
da equagao (2.40) do OHDT. Esta nem sempre é disponivel, para freqiiéncias arbitrérias.

Supondo que a inversao seja feita, obtém-se, a partir da relagao (2.55),

x=Cz(t(t) , y=Cyr) . (2.56)

Esta é a solucao geral do sistema de ELRR, encontrada através da solucao geral da equagao

(2.50) e, tanto quanto a solugdo (2.55), envolve quatro constantes arbitrarias. Como a

equacao linear depende parametricamente de I, as solucoes variam qualitativamente com
a variacao de I.

Como exemplo do processo de linearizagao, serda considerado o sistema de Pinney

acoplado [42, 127], definido pelas equagoes de movimento

P+t = —axy 4 a3, (2.57)
j+wit)y = —yyat4+0y77, (2.58)

onde w(t) é uma freqiiéncia arbitraria e «, 3,7 e § sdo constantes nao negativas. Quando
a=p0F=v=0,0 =1, osistema de Pinney acoplado reduz-se ao sistema de Ermakov—
Pinney, dado pelas equagoes (1.1)—(1.3). De modo mais geral, o sistema (2.57-2.58) é um
sistema de ELRR, definido pelas fungoes

fO) =—=ad2+8x |, g(\) = =234 6) (2.59)

no par (1.16-1.17).

O sistema de Pinney acoplado aparece na teoria de fluidos de duas camadas [42, 127],
no regime de grandes comprimentos de onda. Para a obtencao do par (2.57-2.58) neste
modelo, deve-se fazer certas hipdteses sobre o campo de velocidades do fluido e sobre as
profundidades de cada camada. Com estes pressupostos, reduz-se o modelo de fluidos (de
dimensao infinita) ao sistema de Pinney acoplado (de dimensionalidade finita).

No que segue, sera considerado que os parametros do sistema de Pinney acoplado
satisfazem

a+d=0+y=1, (2.60)

o que é compativel com a fisica do problema [42, 127]. Levando em consideracao a relagao
(2.60), as fungdes dadas em (2.59) e a forma definida em (2.47) da fungao h(n; I), obtém-se

h(n; T) = 2(—n? + 2In — 1)1/2. (2.61)
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Com esta fungao, imediatamente encontra-se a equagao linear (2.50) para o sistema de

Pinney acoplado,

d*¢ dg§
2_9In+1)— =
(n n+1)—— + an

1 .
e T Dt el —0mE=0. (2.62)

E possivel converter a equagao (2.62) numa forma conhecida, através da transformagao

de varidveis (&,7) — (£,0) definida por
E=ynE , n=UI—-VI*—1cos20)"" | (2.63)

a qual estd bem definida desde que I? # 1. Desconsiderando esta possibilidade, obtém-se
[42], usando a relacao (2.60),

d*¢ « -
d@2+<6_f2(1—acos 2@)2)5—0, 200

onde @ = (1 — 1/I%)}/? é uma constante. A equacio (2.64) é conhecida por equacdo de

Ince [42]. Ou seja, pelo processo de linearizacao reduz-se o sistema de Pinney acoplado,
que é um sistema de ELRR, a equacao de Ince.

A equacao de Ince nao possui solugao exata conhecida. Entretanto, é possivel deduzir
propriedades de estabilidade e periodicidade do sistema de Pinney acoplado a partir de
alguns resultados conhecidos para a equagao de Ince. Para a = 0, a equagao de Ince
reduz-se a equacao de um oscilador harmonico simples. Neste caso, obviamente tem-se a
mao uma solugao exata, que pode ser usada para a reconstrucao da solucao do sistema
nao linear original. Estes e outros aspectos da teoria encontram-se na referéncia [42].

Como ja foi dito, o processo de linearizacao exposto, aparentemente, pode ser aplicado
apenas aos sistemas de Ermakov do tipo ELRR, com freqiiéncia dependendo s6 do tempo.
A razao disto é o papel crucial desempenhado pela varidvel C'(t) definida na transformagao
(2.39). Esta funcao C(t) satisfaz a equagdo do OHDT (2.40), a qual estd bem definida
apenas se w = w(t). Vale a pena questionar, entretanto, se a transformacao (2.43) nao
pode ser utilizada para linearizar sistemas de Ermakov com freqiiéncias mais complexas.
De fato, a transformagao (2.39) tem o papel de eliminar a dependéncia explicita no tempo
no sistema de ELRR. Quem realiza a linearizacdo, na verdade, é a transformagao (2.43).

Seja, pois, o sistema de Ermakov generalizado (1.23-1.24), com uma freqiiéncia 2
podendo depender das variaveis dinamicas e de suas derivadas até a primeira ordem. O

invariante de Ermakov associado é dado pela equacao (1.25). A questdao que se propoe
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é: para qual classe de freqiiéncias €2 a linearizacao proposta para o caso do sistema de
ELRR continua valendo?

Para responder a pergunta, seja o sistema de Ermakov generalizado (1.23-1.24), ex-
presso em termos das varidveis (x,y,t), e uma transformacao de varidveis andloga aquela
dada em (2.43),

E=1y . n=2"1y" . (2.65)

A diferenca desta transformagao em relagao a dada em (2.43) é que, agora, a transformagao
atua diretamente sobre as varidveis (z,y,t). Com a definigao (2.65), obtém-se
d¢ ) 02

d
dn (h(n’f)dn T R D)E” (2.6

onde definiu-se uma funcao h(n; I) de modo andlogo a defini¢ao (2.47),

hn; T) = 24/2 (I - /Wﬁ F(\) dA) - (2.67)

A equ acao (2.66) serd linear se e somente se o seu lado direito for linear em d¢/dn. Isto,

por sua vez, ocorrera se e somente se a freqiiéncia for uma funcao do tipo

W=<fﬁm0§—§mﬂk+@m0>5, (2.68)

onde A, B,C sao funcoes arbitrdrias dos argumentos indicados. Foi incluida uma de-
pendéncia em I para maxima generalidade. De fato, ao final serd obtido um sistema de
Ermakov generalizado dependendo das componentes da velocidade através de I. A forma
explicita do sistema de Ermakov resultante sera determinada adiante. Com a forma (2.68),

a equacao linear que se obtém é dada por

d d¢ d¢

mmnm(mmnw)+mmnm+BWJk=émn. (2.60)

Observe-se a possivel presenca de um termo que quebra a homogeneidade da equagao.
A freqiiéncia (2.68) expressa-se em termos das coordenadas originais = e y e suas

derivadas. Usando
dn/dt = h(n; 1)€?, (2.70)

que é andloga a expressao (2.48), decorre da defini¢ao de £ que

d§/dn = —g/h(n; I). (2.71)
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A partir da equagao (2.67), obtém-se
X, . .
h=2—(zy—yi). (2.72)
Yy

Levando em conta o par de equagoes (2.71-2.72), decorre que €2 em termos das varidveis

dinamicas originais é dada por

0 = ylg (A(x/y, ry — yi)y + ;B(:v/y, xy —yi) + Cla/y, vy — yi)) : (2.73)

onde definiram-se novas fun¢oes A, B e C' conforme

Alw/y,z — y&) = 2<x/y)(iy. A ((‘;)2, (f”y—zyl‘) n /y/m FO\) dA) (2.74)
B(z/y,zj—yi) = —B ((;U)Q, W + /W F()\) dA) : (2.75)
Clx/y,xy—yi) = C ((;)Q’W—f—/y/x F(X) d)\) : (2.76)

Acima, inseriu-se a forma explicita do invariante de Ermakov em termos de z/y e de
Ty — YT

Como se depreende da relagao (2.73), a freqiiéncia nao pode depender explicitamente
do tempo. Consequentemente, os sistemas de Ermakov generalizados linearizados a partir
da transformagao (2.65) necessariamente sdo autonomos. Caso o tempo comparega nas
equagoes de movimento, é preciso fazer alguma transformagao que o elimine, tal como a
transformagao (2.39), apropriada para os sistemas de ELRR.

Considerando a forma (2.73), o procedimento mostra a lineariza¢ao dos sistemas de
Ermakov generalizados do tipo

aj+;3(Ay+B/y+C) — _F(y/q), (2.77)

2

1
y+y—(Ay+B/y+O) = 0, (2.78)

onde A, B e C' sao fungoes arbitréarias de z/y e 2y —yi. Observe-se a possivel dependéncia
na velocidade. O procedimento para recobrar a solugao do sistema de Ermakov general-
izado a partir da solu¢ao da equagao linear (2.69) é estritamente andlogo ao apresentado
para o caso do sistema de ELRR.

Um primeiro exemplo de sistema de Ermakov generalizado linearizavel é dado pelo

caso convencional de ELRR, com a freqiiéncia w(t) ja eliminada. Com isto, basta tomar
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A=C=0e B =b(x/y) no sistema (2.77-2.78), sendo b(x/y) uma func¢do arbitraria mas

independente da velocidade. Com a escolha proposta, obtém-se o sistema
. X
i+ Sbefy) = 5 F()a), (2.79)
L1
Y+ Eb(x/y) = 0, (2.80)

que é idéntico ao sistema de ELRR com freqiiéncia w = 0, sendo b e F' adequadamente
relacionadas as fungoes f e g no par (1.16-1.17).

Como segundo exemplo de sistema de Ermakov generalizado admitindo linearizacao
segundo a linha proposta nesta secao, serao considerados os sistemas de Kepler-Ermakov
[124]. Neste caso, a escolha adequada é dada por A =0, B = b(z/y) e C = ¢(x/y) no par
(2.77-2.78). Com isto, obtém-se o sistema

ae+;3<b<x/y>/y+c<x/y>> — —F(y/x), (2.81)
y+;2<b<x/y>/y+c<x/y>> ~ 0 (2.82)

Este sistema foi considerado em [124] como uma perturbacao do sistema de ELRR que
preserva sua linearizagao. No entanto, a presente abordagem mostra que, na verdade, este
sistema pertence a uma categoria de sistemas de Ermakov generalizada linearizavel muito
mais ampla. E desnecessario dizer que o ponto de vista adotado aqui tem suas raizes num
conceito menos restritivo de “freqiiéncia”’para os sistemas de Ermakov. Este ponto de
vista nao apenas ¢ mais geral, como também mostra claramente a potencialidade maxima

da linearizacao proposta.

2.3 Teoria de Lewis e Riesenfeld

Nas sec¢oes anteriores, foram analisadas as propriedades matemaéticas basicas dos sistemas
de Ermakov, vistos como sistemas dinamicos classicos. Entretanto, os sistemas de Er-
makov nao sao menos importantes na mecanica quantica do que na mecanica classica. A
grande razao disto é o trabalho de Lewis e Riesenfeld [13]-[24], voltado para a busca de
solucgoes exatas da equacao de Schrodinger com Hamiltoniana explicitamente dependente
do tempo. A teoria de Lewis e Riesenfeld obteve sucesso, em particular, no tratamento
do OHDT quantico [24], mas seu alcance é muito mais geral. A aplicagdo do método
de Lewis e Riesenfeld requer, antes de mais nada, o conhecimento de um operador Her-

mitiano invariante. A partir dai, expande-se a funcdo de onda como uma combinacao
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linear das autofuncoes do operador Hermitiano invariante. Neste contexto, o invariante
exato cumpre um papel andlogo ao desempenhado pelo operador Hamiltoniano no caso
dos sistemas autonomos.

Pelo seu alcance, o método de Lewis e Riesenfeld surge como a alternativa natu-
ral no tratamento exato de qualquer sistema quantico nao autonomo. Isto motivou em
larga margem a busca de sistemas com constantes de movimento exatas, entre os quais
incluem-se os sistemas de Ermakov. Nesta secao, expoe-se em detalhe a teoria de Lewis e
Riesenfeld. Em particular, aplica-se a teoria no caso de sistemas de Ermakov quanticos.

O problema basico que se propoe resolver é a equacao de Schrodinger dependente do
tempo,

9(q,t)

Hy(q,t) = ith (2.83)

onde H é o operador Hamiltoniano, com possivel dependéncia temporal explicita. Além
disso, @ = (q1,...qn) denota o vetor posicao utilizando coordenadas cartesianas num
espaco de configuragao N-dimensional. A tnica representacao utilizada ao longo de todo

este trabalho é a representacao de coordenadas. Assim, por exemplo, se

é a funcao Hamiltoniana cldssica do sistema, entao
52
H= —?VQ +V(q,t) (2.85)
representa o operador Hamiltoniano correspondente, sendo que V? é o Laplaciano. Nesta
se¢ao, sera usado o subscrito “cl”para distinguir fungoes classicas de operadores quanticos.
A transposigao da Hamiltoniana classica dada em (2.84) para o operador quantico definido

em (2.85) deu-se através da regra de correspondéncia
p — —ihV, (2.86)

fornecendo o operador momentum na representacao de coordenadas.

Frequentemente se recorre a algum método perturbativo para o tratamento de prob-
lemas quanticos explicitamente dependentes do tempo. Os métodos mais utilizados sao a
teoria de perturbacao dependente do tempo, a aproximagao adiabdatica e a aproximagao
subita [128]. Cada uma destas técnicas tem o seu alcance e suas limitagoes. A teoria
de perturbacao dependente do tempo ¢é utilizada quando a parte dependente do tempo

de H é pequena frente a parte autonoma, ou, mais precisamente, quando os elementos
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de matriz da parte nao autonoma sao pequenos. A aproximagcao adiabatica é apropriada
quando H é lentamente variavel no tempo. A aproximacao subita é adequada quando
ocorre o inverso, ou seja, quando H varia bruscamente num curto intervalo de tempo. A
teoria de Lewis e Riesenfeld, em contraposicao a estas abordagens perturbativas, fornece
a solucao exata do problema. Como é de se esperar, a utilizacao de uma técnica exata
tem o seu preco: requer a derivacao de um invariante exato.

Isto leva a questao de como definir precisamente o que é um operador Hermitiano
invariante. Classicamente, se I, é um invariante exato associado a um sistema de Hamil-

toniana classica H., entao I, = 0 equivale a

dIcl o a[cl
dt ot

+{ly,Hy} =0, (2.87)

sendo que {, } é o colchete de Poisson usual. Ou seja [17], se Ay e By sao fungdes quaisquer

no espaco de fase,

(2.88)

N (0A4 0By 0B, 0A
! ! 1 1
{Acz,Bcz}=Z( 1 0B OB, c>’
i—1 0q; Op; dq; Op;
onde ¢; e p; sao as posicoes e os momenta canonicamente conjugados, com ¢ = 1,..., N.
Define-se operador Hermitiano invariante como sendo qualquer operador [ satisfazendo a

equagao quantica andloga a equagao cléassica (2.87),

dal oI 1
—=—+4 —I[I,H] = 2.
. ot zh[ H] =0, (2.89)

onde
[A,B] = AB — BA (2.90)

é o comutador entre dois operadores A e B atuando no espago de Hilbert.

Um exemplo imediato de invariante exato quantico é o proprio Hamiltoniano, quando
este independe do tempo. De fato, isto é constatado imediatamente na equagao (2.89)
quando OH /0t = 0, pois [H, H] = 0. No caso independente do tempo, a func¢ao de onda

pode ser expandida como uma combinagao linear na forma
E.t
w(CL t) = ch exp ﬁ un(Q) ’ (291)
n
onde ¢, sao constantes possivelmente complexas, e E,, e u,, sao os autovalores e autofungoes

do Hamiltoniano,
Hu,(q) = Eu,(q) - (2.92)
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Por simplicidade de notagao, foi suposto, neste caso, um espectro discreto e nao degen-
erado para H. Além disso, a expansao (2.91) pressupoe que as autofungoes u,(q) de H

constituem um conjunto completo,
> up(@)un(d) = d(a—d), (2.93)

onde usou-se a funcao delta de Dirac. Sem nenhuma perda de generalidade, sempre se

pode considerar valida a relacao de ortonormalizacao

/ Uy (Q)un(a) dg = O (2.94)

onde dq = dq;...dgy é o elemento de volume e §,,, ¢ o simbolo de Kronecker.

A situacao muda quando o Hamiltoniano depende explicitamente do tempo. Neste
caso, a expansao (2.91) nao é mais possivel na forma proposta, pois tanto as autofungoes
quanto os autovalores do Hamiltoniano passam a ser dependentes do tempo. O fato de
H ser um invariante exato no caso autonomo sugere que a base das autofungoes de um
invariante exato pode, de algum modo, ser util num contexto mais geral. Seja, pois, [
um operador Hermitiano invariante, satisfazendo a relagao (2.89). Seja também uma base

composta das autofuncoes 1, (q,t) de I,

Wn(% t) - An¢n(q> t) ) (2'95)

sendo \,, os autovalores (reais, pois I é Hermitiano) do operador invariante. Por defini¢ao,

supoe-se que estao satisfeitas as relacgoes
[ vnla (@ tida = s, (2.97)

atestando que o conjunto escolhido é completo e ortonormal. Por conveniéncia de notacao
e sem prejuizo da generalidade, tomou-se um espectro discreto e nao degenerado de au-
tovalores. Eventuais modificagoes de notagao podem ser incluidas nos casos em que [
possui ao menos uma parte do espectro continua, ou degenerada.

Para obter a solucao exata de Lewis e Riesenfeld, sera suposta, desde o inicio, uma

solugao elementar v,(q,t) da equagdo de Schrodinger na forma

vn(q,t) = exp(icy,(t))¥n(a,t) (2.98)
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onde «,(t) é uma fase real dependente apenas do tempo e, como ja foi dito, 1, é uma
autofuncao de I. O conjunto composto pelas autofungoes v,, é uma base no espaco de
Hilbert plenamente aceitavel, pois é completo e ortonormal. De fato, de acordo com a
defini¢ao (2.98), as novas autofungoes diferem apenas por um fator de fase das antigas.
Na equagao (2.98), as fases «,(t) ainda estao por determinar. A obtencao das fases é
conseguida impondo que v, satisfaga a equacao de Schrédinger (2.83). Uma vez obtidas

as fases, tem-se a solucao final da equacao de Schrodinger na forma da combinacao linear
U(at) =) coexp(ian(t))dn(a, b)), (2.99)

sendo que ¢, sao constantes, possivelmente complexas. E certamente instrutiva a com-
paragao entre as expansoes (2.91), referente ao caso autéonomo, e (2.99).

A tarefa bésica que ainda resta por fazer é determinar as fases na equagao (2.99).
Impondo que (2.98) seja solucao da equagao de Schrodinger,

(H - 2712) vn(q,t) =0, (2.100)

decorre que
Iy,
ot

Multiplicando por 7 (q,t), integrando e usando a relagdo de ortonormalidade (2.94),

Hiby, + hénth, — ih—2 = 0. (2.101)

vem, apos rearranjar, que
. L0
hée,0mn = < | zh& —H | |, >, (2.102)

onde se usou a notagao de Dirac. Ou seja, se [u > e |[v > sado dois vetores quaisquer no

espago de Hilbert, entdo seu produto escalar < ulv > é dado por

< ulv >:/u*(q,t)v(q,t) dq (2.103)

na representagao de coordenadas. Por defini¢do, vale também u(q,t) = < qlu >.

A equagao (2.102) apresenta-se de modo distinto nos casos m = n e m # n. Para
m # n, esta equagao esta satisfeita identicamente. Para provar isto, invoca-se o fato,
até agora ignorado, de que I é um invariante exato. A prova é um tanto extensa, mas
interessante, pois, como se verd, contém o resultado adicional de que os autovalores A,, de

I sao constantes no tempo. Seja o operador N identicamente nulo definido por

I
N:ihaat+IH—HI:0. (2.104)
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O fato deste operador ser identicamente nulo deve-se a condigao (2.89), a qual expressa a
invariancia de I. Fazendo N atuar sobre um autovetor |¢, > e usando a equagao (2.95),
chega-se a

N, = z’hgihpn > +I1H|, > —-N\H|, >=0. (2.105)

Tomando o produto escalar com |1, >, obtém-se
. ol
ih < wm@’% >+ —\) < Up|H|Y, >=0. (2.106)
Para m = n, esta tltima equagao implica que 0 I/0t tem elementos diagonais nulos,
ol
< w”@'w" >=10. (2.107)

Por outro lado, diferenciando a relagao (2.95) frente a ¢, vem que

arin gy = g Un ATy

(2.108)

Multiplicando isto por 1%, integrando sobre todo o espago, usando (2.107) e considerando

a ortonormalidade, deduz-se que
oA,

ot

Este resultado mostra que os autovalores de um operador Hermitiano invariante sao con-

=0. (2.109)

stantes no tempo. O resultado é bastante geral, nao sendo feitas quaisquer restricoes nem
sobre a forma do Hamiltoniano nem sobre a forma do invariante exato. Observe-se que,
como [ possivelmente contém dependéncia temporal, as autofungoes v,, podem variar com
0 tempo.

Considerando agora as equagoes (2.108) e (2.109), vem que

or Oy
o= D

(2.110)

*
m?

Multiplicando isto por ¥}, integrando sobre todo o espaco e lancando mao de (2.95),

decorre que

Esta tdltima equacao tem uma forma mais 1til quando combinada com a relagao (2.106),

o que permite eliminar < ,,|01/0t|¢,, >. Com isto,

A — An) < U (maat - H) [y >=0. (2.112)
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Quando m = n, o conteido da relagao (2.112) é nulo. Quando m # n, entretanto, a

relagdo (2.112) acarreta o resultado fundamental

< P <m§t—ﬂ> o >=0 , m#n . (2.113)

Inserindo (2.113) em (2.102) quando m # n, obtém-se uma identidade. Mas a relagao
(2.102) nao ¢é identicamente satisfeita quando m = n. Caso fosse assim, as autofuncoes
de I satisfariam a equagao de Schrodinger de modo automatico. Na verdade, a equagao
(2.102), que é a equagao bésica para as fases «,, presentes na expansao (2.99), implica,

para m = n,
hé, = < | (zhaat — H) [t > . (2.114)

Esta é a equacao que determina cada uma das fases presentes na solugao exata (2.99).

Recapitulando, o método de Lewis e Riesenfeld compoe-se das seguintes etapas: a)
encontrar um operador Hermitiano invariante; b) resolver a equagao de autovalores e aut-
ofungoes do operador invariante; c¢) resolver o conjunto de equagoes diferenciais ordindrias
(2.114) para as fases «,(t); d) expressar a solucao exata 1(q,t) segundo a combinacao
linear (2.99). Sem duvida, dentre estes os itens a) e b) s@o os que podem oferecer maior
dificuldade em problemas especificos. Os itens c) e d) sempre podem ser atendidos de
imediato.

Os resultados da teoria de Lewis e Riesenfeld expostos nos casos em que I possui um

espectro nao degenerado podem ser facilmente extendidos aos casos degenerados. Seja

Ihnp(q, ) = Atbnr(a, 1) (2.115)

a equacao de auto-estados e autovalores para o operador Hermitiano invariante. Nesta
equagao, k representa um indice, ou um conjunto de indices, necessario para especificar
completamente um auto-estado. A solugao exata de Lewis e Riesenfeld apropriada a um

espectro degenerado ¢ dada por

U(a.t) =D con exp(ian(t))¥nk(d, 1) | (2.116)

nk

onde as fases satisfazem
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Para ilustrar a teoria de Lewis e Riesenfeld, sera considerada uma classe de sistemas
de Ermakov introduzida por Hartley e Ray [29]. O sistema ¢ descrito pela Hamiltoniana

classica

2 2
onde w e U sao fungoes arbitrarias dos argumentos indicados e y = y(t) é uma fungao do

1 1 1
-Hcl(xapv t) = 7p2 + *WQ(t)JIQ + EU(‘I/?J) ) (2118)

tempo satisfazendo a equagao de Pinney
j+wt)y=1/y". (2.119)

O sistema dinamico possui espago de fase bidimensional, de coordenadas (x,p), e de-
pendéncia temporal explicita. A equacao de movimento Newtoniana advinda da Hamil-

toniana (2.118) é dada por
i+ w2(t) 1 = —U'(2/y) /5, (2.120)

onde a linha representa derivada frente ao argumento indicado. Se reconhece o par (2.119-

2.120) como um sistema de ELRR na forma (1.16-1.17) com fungdes f e g definidas por

FA/A) ==22U'(\) , gA) =X . (2.121)
O invariante de Ermakov cléssico correspondente é
1 ) 1
Lo = 5(yp —go)" + 5(@/y)’ + Ul/y). (2.122)

Essencialmente, o par (2.119-2.120) representa um sistema de Ermakov simplificado, no
qual a equacao para a variavel auxiliar y estda desacoplada. Como caso particular deste
tipo de sistema, encontra-se o OHDT, ja tratado por Lewis e Riesenfeld [24]. Entretanto,
o par (2.119-2.120) descreve uma familia infinita de sistemas nao lineares, ja que a fungao
U ¢é arbitraria.

Considere-se agora o problema obtido a partir da quantizagao do sistema de Ermakov
classico (2.119-2.120). A questao é saber como encontrar a solugao ¢ (x,t) da equagao de
Schrodinger (2.83) com

R N |
—?w‘f—?w (t)il? +EU(£L’/y) (2.123)

H—
Esta é a representacao do Hamiltoniano obtido a partir da quantizagao de H. em (2.118)
fazendo p — —ihd/0x. O método de Lewis e Riesenfeld se apresenta como a alternativa
natural ao problema, pois o sistema possui o operador Hermitiano invariante dado por

1

I = 5 <y2p2 —yy(rp+pz)+ y%ﬁ) + ;(ac/y)2 +U(z/y). (2.124)
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Este é o operador obtido a partir da quantizagao do invariante de Ermakov (2.122). Note-

se que x e p nao comutam no presente contexto, pois satisfazem a relagao basica
[z,p] =ih. (2.125)

Logo, o operador xp + px nao pode ser considerado simplesmente como sendo 2 px, por
exemplo. O ordenamento utilizado garante o cardter Hermitiano do invariante de Ermakov
quantico (2.124). Para néo carregar a notagao, se continuara denotando z e p como sendo
os operadores quanticos correspondentes as funcoes x e p classicas.

O método de Lewis e Riesenfeld demanda a resolucao do problema de auto-estados
e autovalores para o operador diferencial dado em (2.124). Chamando de |¢), > os

autovetores e de \,, os autovalores de I, tem-se que
I, >= M|t > . (2.126)

Pela teoria de Lewis e Riesenfeld,os autovalores \,, sao constantes no tempo. A solucao da
equacgao de Schrodinger é dada por (2.99), onde ¢, (z,t) = < x[1h, > e as fases satisfazem
a equagao (2.114).

Para converter o problema de autovalores e autofungoes (2.126) numa forma mais

apropriada, introduz-se o operador unitario O definido por
O = exp(—iya?/2hy), (2.127)
o qual induz a transformacao unitaria

[Yn > = Olgn >, (2.128)
I = 0I0". (2.129)

O novo conjunto de autovetores |1, > permanece ortonormal e completo, pois a trans-

formacao utilizada é unitaria. A equagao de autovalores (2.126) é convertida em

Iy >= Aa|thn >, (2.130)
sendo que [29]
_1 1
I=5y'p’ +5(@/y)” +Ula/y). (2.131)

Esta ultima féormula pode ser provada por calculo direto ou, mais rapidamente, pelo lema
de Baker-Campbell-Hausdorff, dado por

exp(A)Bexp(—A) = B+ [A,B]+ (1/2)) [A,[A, B]] + ..., (2.132)
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onde A e B sao observavei s arbitrarios. Assim, por exemplo, usando a relacao basica
(2.125), decorre que
OpO' =p+ygaz/y. (2.133)

Na representagao de coordenadas, a equacao de autovalores (2.130) é

(L Yl + U)ol t) = M), (213)

onde usou-se o resultado (2.131) e ¥, (z,t) = < z[th, > .

Seja a variavel re-escalonada () definida por

Q=uz/y (2.135)

e a transformacao

(2, t) = \;gson(Q) , (2.136)

que define um novo conjunto de autofungoes ¢, (Q). Com as relagoes (2.135) e (2.136), a
equacgao de autovalores (2.134) torna-se
< h? d2 QZ

it T (@) 0@ = Ml @) (2.137)

Os novos auto-estados estao normalizados, pois

[ 01@n(@)dQ = [ i il tydw = 1. (2.138)

Foi possivel transformar a equacao de auto-estados e autovalores para o operador
Hermitiano invariante I na equacdo (2.137), que é formalmente idéntica a equagao de
Schrodinger independente do tempo. Neste contexto, sendo @) a posigao, ¢,(Q) faz o

papel de auto-estado, A\, faz o papel de energia e

V(Q)=Q*/2+U(Q) (2.139)

faz o papel de potencial (estaciondrio). Entretanto, o procedimento utilizado nao tem
carater universal. A obtencao de uma equacao de Schrodinger independente do tempo foi
possivel gracas a relativa simplicidade do operador I.

Supondo que U(Q) seja simples o bastante para que a equacdo (2.137) possa ser
resolvida, obtém-se, usando as relagoes (2.128), (2.135) e (2.136),

Un(x,t) =y exp(iyz® /2R y) o (2 /y) (2.140)
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como sendo a forma exata dos auto-estados do operador Hermitiano invariante.

Tendo encontrado os auto-estados, resta ainda obter as fases «,(t) que comparecem
na solugao exata (2.99) de Lewis e Riesenfeld. Inserindo a solugao (2.140) na equagao
das fases (2.114), usando a equagao de Pinney (2.119) e perfazendo célculos extensos mas

simples, vem que

hc, = =M\ /Y°, (2.141)
cuja solucao é
An [t dA
=—— . 2.142
A TeS .

Ja se tem & mao todos os elementos para escrever a solugao exata (2.99) para o
problema quéantico cujo Hamiltoniano é dado em (2.123). A solugao exata de Lewis e

Riesenfeld é dada por

An [t dA ya?
— —1/2 . \n .
U(x,t) = ;cny exp (—@h/o M) exp (l%y> on(z/y), (2.143)
onde ¢, satisfaz a equagdo de Schrodinger independente do tempo (2.137) e y satisfaz a
equagao de Pinney (2.119). Usando as relagoes de ortonormalidade, nao é dificil expressar
as constantes ¢, em termos da fungdo de onda ¥ (x,0) no instante inicial. O resultado é

que

C2
=i foxw (i) it/ vt 0)ds, (2.144)

onde
Yo=y0) , H=y0) . (2.145)
O potencial em (2.139) contém a fungao arbitraria U(Q). A toda equacao de Schrédin-
ger independente do tempo solivel corresponde uma funcao U(Q). Por exemplo, (2.137)
torna-se a equacao de Schrodinger para o oscilador harmonico simples se U = 0. Reca-
pitulando a forma do operador Hamiltoniano original em (2.123), constata-se que U = 0

corresponde ao OHDT quantico. Neste caso, a solugcao do problema autonomo se expressa

por meio dos polinomios de Hermite H,(Q),

(@ = (Vahzmt) " exp(~Q?/20) Ha(Q/VR) (2.146)
A = h(n+1/2) | n=0,1,.. (2.147)

Desta forma, a solugao exata para o OHDT quantico é dada por

Wiz, 1) = iﬂ Cy eXp (—i(n +1/2) /0 t d)\/yz(/\)> (1) | (2.148)
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onde as autofuncoes do operador invariante sao dadas por

2
Up(x,t) = (\/%Tn!y)—l/2 exp (—(1/y2 - zy/y)%) H, <\/3;'Ly> . (2.149)

Provou-se a solubilidade exata do OHDT quantico pelo método de Lewis e Riesenfeld.
Na verdade, a estratégia original de Lewis e Riesenfeld [24] estd calcada na introdugao de
certos operadores de criacao e destruigao. Entretanto, para funcoes U arbitrarias, torna-
se dificil ou até mesmo impossivel a eleicao de um conjunto adequado de operadores de
criacao e destruicao. Eis o porqué da maior amplitude do método usado por Hartley e
Ray, baseado no emprego de uma transformacgao unitaria e de um re-escalonamento da
variavel espacial e dos auto-estados. Finalmente, é relevante deixar claro que o OHDT
quantico ja havia tido sua solucao exata descoberta anteriormente ao trabalho de Lewis
e Riesenfeld por Husimi [129], que utilizou um ansatz Gaussiano para a fungao de onda.
Este tipo de abordagem, entretanto, nao tem a generalidade e o carater sistemético do
método de Lewis e Riesenfeld.

Se a funcdo U(Q) é a responsavel pela complexidade da equagdo de Schrédinger in-
dependente do tempo (2.137), a freqiiéncia w(t) é a responsavel pela complexidade da
equagao de Pinney (2.119). Esta equagao nao é de maneira alguma de importancia se-
cunddria, pois a varidvel auxiliar y(¢) comparece na solucao exata de Lewis e Riesenfeld.
Como usual, basta uma solugao particular da equacao de Pinney.

Podem-se encontrar na literatura outros desenvolvimentos baseados na teoria de Lewis
e Riesenfeld. Hartley e Ray [30] aplicaram a técnica de Lewis e Riesenfeld ao sistema
de Ermakov quantico de Hamiltoniano dado em (2.123), porém supondo um espectro
continuo para /. Ray e Hartley aplicaram o formalismo de Lewis e Riesenfeld a sistemas
de Ermakov quanticos multidimensionais [130]. Ray [78] desenvolveu uma técnica para
a derivacao de operadores Hermitianos invariantes baseada diretamente no formalismo
quantico. Esta técnica distingue-se da utilizada no exemplo nesta se¢ao, onde o operador
invariante (2.124) foi obtido a partir da quantizacao do invariante de Ermakov (2.122).

A metodologia empregada por Ray complementa a teoria de Lewis e Riesenfeld.

2.4 FEstados coerentes

Os estados coerentes do oscilador harmonico simples foram obtidos originalmente por

Schrodinger [131] como sendo os estados quanticos cujos valores esperados dos operadores
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posicao e momentum sao idénticos as solugoes classicas. Os estados coerentes do os-
cilador harmoénico simples possuem diversas propriedades, entre as quais: a) minimizam
as relagbes de incerteza; b) seu pacote de ondas nao se alarga; c) sdo auto-estados do op-
erador destruicao associado ao oscilador. Estas propriedades tem estimulado a busca dos
estados coerentes de sistemas mais gerais do que o oscilador harmoénico simples [132]. Em
particular, Hartley e Ray [133] encontraram estados coerentes para o OHDT utilizando
a solugao exata de Lewis e Riesenfeld. Esta secao dedica-se ao uso da solucao exata de
Lewis e Riesenfeld na busca de estados coerentes. Analisa-se em detalhe o caso do OHDT,
adotando a estratégia de Hartley e Ray.
Para introduzir o tema, veja-se o caso do oscilador harmonico simples, cujo operador
Hamiltoniano é dado por
H=p*/2 +wiz?/2, (2.150)

onde wy é uma freqiiéncia independente do tempo e p e x sdo os operadores momentum e
posicao. A forma geral dos estados coerentes para o oscilador harmoénico simples é dada
por

o n
_ 2/2 0%
a,t >=e 2y
1/2

o (n)Y

onde @ = u + iv é um numero complexo arbitrario e |®,, > é um auto-estado de H,

DT S (2.151)

n=

H|®, >=hwo(n+1/2)|P, > . (2.152)

Na ultima férmula, ja consta a expressao usual para as auto-energias F, do oscilador

harmonico simples,
E, =hw(n+1/2) , n=0,1,...,00 . (2.153)

Os auto-estados |®,, > podem ser obtidos [128] por meios puramente algébricos,

através dos operadores criagao e destruicao definidos respectivamente por
al = (2hwe) ™V (wez —ip), (2.154)

ap = (2hw) Y (wox +ip). (2.155)

Vale a relacao de comutacgao
a0, ab] = 1. (2.156)

Para construir os auto-estados do Hamiltoniano, lanca-se mao da fatorizacao

H = hwo(abag +1/2), (2.157)
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bem como das relacoes fundamentais

ao|®, > = n'?®,_; >, (2.158)
a)|®, > = (n+1)"?|®,, > (2.159)

Estas duas ultimas relagoes mostram como os operadores criacao e destruicao atuam nos
auto-estados de energia bem definida. O operador destruicao associa um auto-estado de
energia F, ao auto-estado um nivel abaixo, de energia F,, ;. O operador criacao faz o
inverso: associa um auto-estados no nivel n a um auto-estado no nivel n + 1.

Para obter uma representacao explicita dos autovetores de H, basta obter o estado

fundamental |®, >, o qual satisfaz
CLO|(I>0 >=0. (2160)

Os demais auto-estados podem ser obtidos fazendo atuar o operador criagao sobre o estado

fundamental um nimero suficiente de vezes,
1@, >= (n))"V2(a})"|®y > . (2.161)

Até agora, apenas se reviu o tratamento usual [128] para o oscilador harmonico simples
através de operadores criagao e destruicao. Voltando a dar atencao aos estados coerentes

definidos em (2.151), verifica-se que
agla,t >=ae ot > . (2.162)

Ou seja, os estados coerentes sao auto-estados do operador destruicao, confirmando a
propriedade ¢) citada logo no inicio desta segao.

As propriedades a) e b) no inicio da se¢ao decorrem das defini¢oes usuais
<O >=<y|O > (2.163)

do valor esperado e
AO=(<0? >— <0 >2)/? (2.164)
da incerteza de um observavel O qualquer, num estado arbitario [¢) >. Obtém-se, quando
Y >=|a,t >,
Az = (h/2w)'?, (2.165)
Ap = (hwo/2)V2. (2.166)
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Consequentemente, as incertezas de posigdo e momentum sao constantes no tempo (nao

hé alargamento do pacote de ondas, que é a propriedade b) mencionada). Além disso,
AxzAp=nh/2, (2.167)

que é o valor minimo permitido pelas relagoes de indeterminacao de Heisenberg, tal como
afirma a propriedade a) mencionada.

Para finalizar esta breve revisao, considere-se o limite classico dos estados coerentes do
oscilador harmonico simples. O valor esperado do operador posicao num estado coerente
definido em (2.151) é

<z >= (2h|a|?/wy)? sin(wot + 6) , (2.168)

onde
d = arctan(u/v), (2.169)

sendo que, como dito anteriormente, o« = v + iv. A trajetéria cldssica é dada por
Ty = (2B /w2)? sin(wot + 64) . (2.170)

Verifica-se que a solugao classica recai no valor esperado dado em (2.168) fazendo as
transposicoes
E — hwola* |, dq— 0 . (2.171)

Calculando o valor esperado do operador Hamiltoniano num estado coerente, mostra-se
que
hwola|> = < H > —hwy/2. (2.172)

Ou seja, a relagao (2.171) equivale a
E— <H >—-hw/2 , 6q—0 . (2.173)

Com isto, mostra-se que a energia associada a trajetéria cldssica corresponde ao valor
esperado de H menos a energia de ponto zero. Desta maneira, verifica-se que os estados
coerentes correspondem, de fato, as trajetorias classicas.

Até agora, analisou-se apenas o caso do oscilador harmonico simples. Considerando
também uma dependéncia temporal explicita da freqiiéncia, é de interesse saber se, de
alguma forma, é possivel obter estados coerentes. Mais propriamente, é de interesse bus-
car estados coerentes generalizados para o OHDT. Certamente, mesmo numa expectativa
otimista nao se deve esperar que todas as propriedades dos estados coerentes para o os-

cilador harmonico simples sejam preservadas. De fato, a inclusao de dependéncia temporal
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introduz mudancas qualitativas no panorama de qualquer sistema fisico. Entretanto, é
razoavel esperar que os estados coerentes generalizados para o OHDT recaiam nos estados
coerentes usuais quando a freqiiéncia é constante.

Uma das propriedades basicas dos estados coerentes do oscilador harmonico simples é
o fato de serem auto-estados do operador destruicao. E razodvel suspeitar que os estados
coerentes do OHDT), se existirem, sejam auto-estados de algum operador que cumpra o
papel de operador destruigao para o OHDT. Portanto, é de interesse introduzir operadores
criacao e destruicao para o OHDT e analisar as propriedades dos auto-estados do operador
destruicao.

Seja

1

1
I =35 —yilep+px) +9°) + 5a° [y (2.174)

o operador Hermitiano invariante correspondente ao OHDT, onde y(t) satisfaz a equagao
de Pinney,
j+ Wity =1/y%. (2.175)

Ja no trabalho de Lewis e Riesenfeld [24] foram introduzidos operadores criacao e de-

struicao para o OHDT, dados respectivamente por

at = (@R (afy —ilyp - a)), (2.176)
a = (20)(x/y+ilyp—yx)). (2.177)

Estes operadores satisfazem
la,af] =1 (2.178)

e colocam o invariante exato (2.174) na forma fatorada
I=h(a'a+1/2). (2.179)

Esta é a expre ssdo andloga & expressao (2.157) para o oscilador harmoénico simples.
Entretanto, no caso do OHDT o papel central é desempenhado nao pelo Hamiltoniano,
mas pelo invariante exato.

Considerando as autofungoes v, de I, dadas pela férmula (2.149), e a definigao de a

e a, verifica-se [24] que

an(x,t) = v/, 4 (z,t) (2.180)
a'p(z,t) = Vn+ Wbyi(a,t). (2.181)
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Ou seja, a' e a de fato cumprem o papel de operadores criacao e destruicio, pois trans-
formam um auto-estado do nivel n num auto-estado do nivel superior ou anterior, respec-
tivamente. As relagoes (2.180-2.181) sao inteiramente analogas as relagdes (2.158-2.159),
aplicaveis no caso independente do tempo. Para tornar a analogia ainda mais evidente,
observa-se que os operadores a e al dados nas férmulas (2.176-2.177) recaem em aq e ag

fazendo
y—wy?. (2.182)

Essa substituicao é possivel quando w = wy, ou seja, quando a freqiiéncia é constante. De
outra maneira, a equacao de Pinney nao ficaria satisfeita.

Por todos os motivos enumerados, é natural encarar a e a' como sendo operadores de-
struicao e criacao generalizados, apropriados ao OHDT quantico. Seguindo a estratégia
proposta de busca de estados coerentes do OHDT, a proxima etapa é procurar os autove-

tores |a,t >7 do operador destruicao, tais que
ala,t >r= a(t)|a,t >r, (2.183)

onde «(t) sao os autovalores. Como o operador destrui¢do depende do tempo através da
solugao y(t) da equacao de Pinney, os seus autovalores devem depender do tempo, em
principio. O mesmo vale para as autofungoes |a,t >r.

Como proposta para os auto-estados do operador destruicao, serd assumida a forma

la, t >p= i dy, exp(ia,(t)) |, > (2.184)

n=0

onde {d,;n = 0,1,...,00} é um conjunto de nimeros por determinar, a,(t) sdo as fases
de Lewis e Riesenfeld para o OHDT e [¢, > sdo os autovetores do operador invariante
(2.174). Isto é, consultando a férmula (2.148) da solugao exata para o OHDT quantico,
tem-se que

= —(n+1/2) /Otd)\/yQ()\) . n=0,1,..,00 . (2.185)

Além disso, os autovetores |1, > s@o dados, na representacao de coordenada, na equagao
(2.149).
Expansoes do tipo (2.184) sdo sempre possiveis, para qualquer vetor de estado no

espago de Hilbert, pois o conjunto dos vetores

exp(ian(t)|, > , n=0,1,..,00 (2.186)
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é completo. Em particular, é possivel expressar os auto-estados do operador a em termos
de uma combinagao linear do tipo (2.184). Em principio, como a base dada em (2.186) é
explicitamente dependente do tempo, é de se esperar que os nimeros d,, em (2.184) sejam
funcoes do tempo. Entretanto, como se verd, estes niimeros sao constantes para o caso
dos auto-estados do operador a.

A determinagao dos nimeros d,, é feita impondo que |, ¢ >7, como dado em (2.184),
seja auto-estado do operador destruigdo. Fazendo a atuar sobre |a,t >, tendo em conta

a equacao (2.180) e impondo a condigao basica (2.183), segue que

i A/ exp(ion, ()1 >= a(t) i dy exp(ion(t)) [ > . (2.187)

n=0
Rearranjando o somatério no lado esquerdo da tltima equagao e usando a ortonormalidade

dos auto-estados do operador invariante I, segue que
dpi1vVn 4 lexp(ian1(t)) = a(t)d, exp(ian(t)) , n=0,1,..,00 . (2.188)

Utilizando a forma dada em (2.185) das fases de Lewis e Riesenfeld para o OHDT, conclui-

se que
dp

dpt1 =
i vn+1

Com esta relagao, demonstra-se que é possivel tornar os nimeros d,, constantes no tempo,

a(t)exp(i/otd)\/yQ()\)) Cn=01,..00 . (2.189)

bastando para isto escolher

aft) = aesp(~i [ "), (2.190)

onde « (sem a indicagao de dependéncia temporal) é uma constante, possivelmente com-
plexa. Com esta escolha, que é adequada para nossos propositos, converte-se a relagao

(2.189) na férmula de recorréncia

g ad,
n+l — /—n+1

Por inducao, extrai-se desta férmula de recorréncia a expressao geral
Oéndo

dn = ] ’
vn!

Restam ainda constantes arbitrarias em excesso a eliminar. Usando a forma das con-

n=0,1,..,00 . (2.191)

n=0,1,..00 . (2.192)

stantes d,, determinadas em (2.184), decorre que

ot >r=dy Y — explion (b)), > . (2.193)

(o) n
— vVn!
n=0 :
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Impondo normalizacao, verifica-se que

do = e1ol*/2 (2.194)
Inserindo isto em (2.193), obtém-se
2 > a
la,t >p=e 123" —— exp(ian, (1) [, >, (2.195)
5V

como sendo a forma geral dos auto-estados do operador destruicao a para o OHDT.
Recapitulando, a forma (2.195) envolve um nimero « complexo, as fases «,(t) de Lewis
e Riesenfeld dadas em (2.185) e os auto-estados [¢, > do operador invariante (2.174).

Além disso, por construcgao
t
ala, t >T:aexp(—i/ A2 V) st >7, (2.196)
0

mostrando que os vetores |, t > sdo, de fato, autovetores do operador destruicao.
Tendo construido os autovetores do operador destruigao, resta analisar as suas pro-
priedades, para averiguar se é possivel encard-los como estados coerentes generalizados.
Em primeiro lugar, os autovetores |« > recaem nos estados coerentes |a,t > do os-
cilador harmonico simples quando nao ha dependéncia temporal explicita. Para obter

este caso limite, basta fazer as transposicoes
w—uwy , y—>w0_1/2 : (2.197)
No caso autonomo, as fases de Lewis e Riesenfeld sao
an(t) = —(n+ 1/2)wpt, (2.198)

o invariante exato I torna-se um multiplo do operador Hamiltoniano,

H
I =— 2.199
- (2.199)

e os autovetores |¢,, > de I recaem nos a utovetores |®,, > para o oscilador harmonico
simples. Comparando as equagoes (2.151) e (2.195), é facil concluir que os auto-estados
de a transformam-se nos estados coerentes para o oscilador harmoénico simples no caso
independente do tempo.

Outra das propriedades fundamentais dos estados coerentes do oscilador harmoénico

simples é a de corresponderem ao valor minimo do produto das incertezas de posicao e
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momentum. Além disso, nao hé alargamento do pacote de onda nos estados coerentes

usuais. Calculando as incertezas num estado |a,t >7, conclui-se que
2 _h oo 2Ny 2
(Az)*=gy" » (Ap)’ =5 +1/y") (2.200)

De imediato se conclui que a largura do pacote de ondas nao é constante no tempo. O
cardter da evolugao temporal das incertezas depende somente da solugao y(t) da equagao
de Pinney. Sao concebiveis situagdes em que a incerteza na posi¢ao diminui no tempo
e em que a incerteza no momentum aumenta, ou vice-versa. Este tipo de fenomeno é
chamado colimagao (“squeezing”) do pacote de ondas [98].

O produto das incertezas resulta ser
h .
AzAp=3(1 + A2 (2.201)

Ou seja, o valor minimo permitido pela relagao de indeterminacao de Heisenberg é exce-
dido.
Para finalizar a investigacao das propriedades dos autovetores de a, falta ainda analisar

o valor esperado da posicao, dado por
<z >= (2h|al’y*)Y?sin (/Ot dX/y?(N) + 5) , (2.202)
onde @ = u + ¢t v define os ntimeros reais u e v e
d = arctan(u/v) . (2.203)

O resultado (2.202) corresponde exatamente a solucao clédssica, que é fornecida pela

lei de superposi¢ao nao linear (2.22),

= (2 1)y (t) sin ( / "IN + 501) | (2.204)

Na solucao classica, I, ¢ um nimero dado pelo valor do invariante de Ermakov no tempo
inicial.

A solucao classica recai no valor esperado quantico fazendo as transposicoes
Iqy— hla)* , dq—0 . (2.205)

Entretanto,
<a,tly (I —h/2)|a,t >p= hlal?, (2.206)
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mostrando que a substituigao (2.205) equivale a
Icl — <, t|T (I — h/2) ]a,t >r 50[ — 0 . (2207)

Em outros termos, para obter o valor esperado quantico basta substituir d. por d e o
invariante exato classico pelo seu valor esperado menos a contribuicao de ponto zero. Isto
mostra que os estados coerentes generalizados |«, ¢ > correspondem a trajetéria cléssica.
Ha uma analogia estrita com o caso dos estados coerentes do oscilador harmonico simples
(ver a equagao (2.173)).

Em resumo, os estados coerentes generalizados para o OHDT preservam algumas das
propriedades dos estados coerentes para o oscilador harmonico simples, mas nao todas.
Os estados coerentes generalizados sao autovetores do operador destruicao para o OHDT
e correspondem a trajetoria classica. Entretanto, nao sao estados no qual o produto
das incertezas de posicao e momentum atinge o valor minimo, e a largura do seu pacote
de ondas nao é constante. Finalmente, como dito anteriormente, os estados coerentes
generalizados reduzem-se aos usuais no caso estacionario. Isto completa a revisao do
trabalho de Hartley e Ray sobre os estados coerentes para o OHDT.

Desde o trabalho de Hartley e Ray, estados coerentes generalizados foram introduzidos
para diversos sistemas. Maamache [31] construi estados coerentes generalizados para

Hamiltonianos com acoplamento nao trivial entre posicao e momentum, da forma
1 2 2 2.2
H = 3 (Z(t)p +Y(t)(pr +xp)+ X(t)x" + Z(t)"/z ) 7 (2.208)

onde X (t),Y(t) e Z(t) sdo fungoes arbitrarias do tempo e [ é um numero que pode ser
nulo. Cerver6 e Vilarroel [61] consideraram estados coerentes para sistemas quanticos
com dissipagdo. Xu et al. [134] analisaram o efeito da presenca de uma forca externa e
de uma massa dependentes do tempo nos estados coerentes generalizados para o OHDT.
Finalmente, Ray [135] tratou de sistemas com acoplamento nao linear mais geral, com

operador da forma dada em (2.123).

2.5 Fases geométricas e invariantes de Ermakov

2.5.1 Consideragoes gerais

Seja um sistema quantico cujo operador Hamiltoniano H(X(t)) depende de um conjunto

de parametros X(t) = (Xi(t), ..., Xin(t)) lentamente varidveis. Como exemplo, pode-se
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pensar no sistema de uma particula carregada sujeita a um campo magnético externo que

varia lentamente no tempo. Seja
H(X())|un; X(t) >= En(X(t))[un; X(t) > (2.209)

o problema de autovetores e autovalores do Hamiltoniano, num tempo fixo qualquer. Por
simplicidade, se esta supondo que o espectro de H ¢é discreto e nao degenerado para todo

tempo. Além disso, o conjunto dos autovetores de H(X(t)) é tomado como completo,
> un X(8) > < up; X(8)] = Oa, (2.210)
onde O;4 é o operador identidade, e ortonormal,
< Uy X(8) [tr; X(E) >= Oy, - (2.211)

Como H depende explicitamente do tempo, tanto os autovetores quanto os autovalores
variam no tempo também. Isto contrasta com o problema caracteristico de um operador
Hermitiano invariante, no qual os autovalores sao constantes. Suponha-se que o estado

quantico no tempo inicial t = 0 seja dado por
[¥(0) >= |un; X(0) >, (2.212)

isto é, por um auto-estado do Hamiltoniano. O assunto fundamental da teoria das fases
geométricas de Berry é a andlise da evolucao do vetor de estado a partir da condigao
inicial 2.212). Como se estd face a um problema quantico explicitamente dependente do
tempo, a teoria de Lewis e Riesenfeld certamente pode ser proveitosa. Neste contexto,
esta segao dedica-se a compreensao da relagao entre os problemas de Berry (da evolugao
temporal a partir de um auto-estado de H) e de Lewis e Riesenfeld (da obtengao da solugao
exata da equagao de Schrodinger utilizando operadores Hermitianos invariantes). Uma
compreensao tao ampla quanto possivel das fases geométricas de Berry nao é importante
apenas por razoes académicas, mas também é relevante no contexto de varias areas da
fisica, como fisica nuclear e estado solido. Para um apanhado mais completo das aplicagoes
da teoria das fases geométricas de Berry, pode-se consultar [111] e as referéncias incluidas.

Como o vetor X (t) varia lentamente no tempo, é de se esperar que nao sejam induzidas
transicoes de nivel. Assim, é razaoavel supor que o vetor de estado no tempo t seja
proporcional a |u,; X(t) >, o auto-estado instantaneo do Hamiltoniano. Seja, pois, uma

solucao da forma

[(t) >= exp (i7](t)) exp (;L /Ot En(X(T))dT> |un(X(1)) >, (2.213)
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onde 4 é uma fase real, para a equagao de Schrodinger

HXW)(0) >= i) >, (2.214)

com condi¢do inicial dada em (2.212). Afora por um fator de fase, a proposta de solugao
(2.213) é proporcional a |u,,, X(t) >. A fase —h~' [} E,(7)dr, chamada de fase dinamica,
¢é soma das fases induzidas instantaneamente pelo Hamiltoniano do sistema. No caso
estacionario, X(t) = 0 e teria-se o valor usual —A 'E,t para esta contribuicdo. Por
outro lado, a fase 7¢, chamada de fase geométrica de Berry, é encontrada substituindo a

proposta (2.213) na equagao de Schrédinger. Fazendo isto, vem

0
39 un; X(t) >= zammX(t) > . (2.215)
Usando a ortonormalidade e a condigao 74(0) = 0 (o estado inicial é |u,;X(0) >),
obtém-se o resultado
t 0
9 (8) :/ < i X(7)li—|uai X (7) > dr (2.216)
0 T

para a equacao (2.215). Definida desta forma, é ficil mostrar que 49 é, de fato, sempre
real. Notar a semelhanca da fase geométrica de Berry com um dos termos na fase de
Lewis e Riesenfeld (2.114). Aqui, entretanto, |u,; X () > é autovetor do Hamiltoniano e
nao de um operador Hermitiano invariante. De modo surpreendente, a presenca da fase
geométrica de Berry, em acréscimo a fase dinamica, foi notada apenas recentemente [136].

Tomando o produto escalar com |u,,; X(t) > para m # n e usando a ortonoemalidade,
obtém-se de (2.215) o resultado

0

lun; X(t) > , m#n . (2.217)

Isto mostra que a proposta de solugao (2.213) é apenas aproximada, pois em geral a
ultima equacao nao é satisfeita. No limite adiabatico em que a variacao temporal dos
auto-estados do Hamiltoniano é lenta, entretanto, é cabivel desprezar o membro no lado
direito de (2.217), que envolve uma derivada temporal. Esta é a esséncia da aproximagao
adiabdtica na mecanica quantica. Note-se que a fase de Lewis e Riesenfeld é determinada
exatamente gragas a equagao (2.114) estar numa forma diagonalizada. Isto, por sua vez,
decorre de se ter escolhido a base dos autovetores de um operador Hermitiano invariante

e nao a base dos autovetores do Hamiltoniano.
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E interessante expressar a fase 77 em termos de uma integral de linha no espaco dos
parametros. Como a dependéncia temporal dos autovetores do Hamiltoniano esta toda

contida em X(t), a rela¢do (2.216) admite a formulacao equivalente
X(t)
V(1) = / <ty X[iVx|un; X > -dX (2.218)
X(0)

onde Vx = (0/0 X1, ...,0/0 X,;,) é o operador diferencial vetorial nabla e dX é o elemento
de linha definido no espago dos parametros. Em particular, se os parametros variarem

ciclicamente com periodo 7', de modo que X(t + 7)) = X(t), vale
v =~9(C) = j{ < Up; X[iVx|u,; X > -dX, (2.219)
c

onde C' é o caminho ciclico percorrido. A fase (2.219) independe do tempo, sendo deter-
minada apenas pelo caminho C escolhido no espaco dos parametros.

Com grande freqiiéncia [111], a fase geométrica de Berry é denominada de fase adiabatica
de Berry, pois a sua descoberta relaciona-se com sistemas com parametros lentamente
varidveis. Além disso, o limite adiabético (no qual o vetor X(¢) varia lentamente) da fase
geométrica de Berry tem propriedades relevantes, algumas das quais serao analisadas na
seqiiéncia. Entretanto, a velocidade com que o caminho C' é percorrido nao é de nenhuma
importancia na férmula (2.219).

Foi visto na se¢ao 2.3 que a base dos autovetores de um operador Hermitiano invariante
porventura conhecido é privilegiada. De fato, a combinagao linear (2.99), onde as fases de
Lewis e Riesenfeld s@o determinadas pela equacao (2.114), constitui a ferramenta bésica
para encontrar a solucao exata da equacao de Schrodinger. Esta solugao exata é valida
para uma condicao inicial arbitraria. Para estabelecer uma comparacao entre as teorias
de Berry e de Lewis e Riesenfeld, entretanto, é interessante considerar a solugao exata
(2.99) no caso do estado inicial ser um auto-estado do operador Hermitiano invariante.

Seja, pois, um sistema de Hamiltoniano H(X(t)) e
Ipnit >= N[thnit > (2.220)

a equacao de auto-estados e autovalores de um operador Hermitiano invariante I asso-
ciado. Conforme foi demonstrado na secao 2.3, os autovalores )\, sao constantes, isto é,
/'\n =0. Se

6(0) >= [0 > (2.221)

ou seja, se o sistema quantico estiver inicialmente preparado como sendo algum autovetor

de I, a questao é saber qual é o estado do sistema num tempo arbitrario. A resposta
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decorre de modo imediato da teoria de Lewis e Riesenfeld,

() >= exp(ian(t))[tn;t >, (2.222)

onde a,(t) ¢ a fase de Lewis e Riesenfeld correspondente ao nivel n do operador Hermitiano

invariante. Isto é,

an(t) = ap(t) + g (t) (2.223)
sendo que .
ol (t) = —5/ < i TIH(X(T))[on; T > dr (2.224)
0
é uma contribuicao dinamica e
t 0
aj(t) = / <YniTlio— [T > dr (2.225)
0 or

é uma contribuicao andloga a fase geométrica de Berry. Esta fase é exata e refere-se aos
auto-estados do operador Hermitiano invariante e nao aos auto-estados do Hamiltoniano.
Portanto, pode-se estabelecer apenas uma analogia, mas nao uma correspondéncia direta,
entre as fases de Berry e de Lewis e Riesenfeld.

Em conclusao, a discussao acima contribui para o esclarecimento de pontos fundamen-

tais, embora elementares, das teorias de Berry e de Lewis e Riesenfeld.

2.5.2 O oscilador harmonico generalizado dependente do tempo

Nesta subsecao, seré analisado o sistema do oscilador harmonico generalizado dependente
do tempo (OHGDT), cujo operador Hamiltoniano é dado por

HX(1) = ;(X(t) P+ Y(t)(ep+pa) + Z(0)p?), (2.226)

onde X (t),Y(t) e Z(t) sao fungoes arbitrarias do tempo. Na notagao introduzida anteri-
ormente, o vetor X (t) = (X(t),Y(t), Z(t)) é o vetor posigao no espago dos parametros do
sistema. Quando X (t) = w?(t),Y(¢t) = 0 e Z(t) = 1, o Hamiltoniano (2.226) reduz-se ao
Hamiltoniano do OHDT usual. O sistema do OHGDT foi considerado por diversos autores
[136]-[140] em conexao com as teorias das fases geométricas de Berry e dos invariantes
de Ermakov. A melhor explicagao deste interesse encontra-se na relativa simplicidade do
OHGDT, que permite o computo de suas fases geométrica e de Lewis e Riesenfeld. Tendo
isto em vista, a seguir é desenvolvido o tratamento analitico do OHGDT quantico.

A obtencao das fases de Berry demanda, inicialmente, a resolugao do problema de au-
tovalores e auto-estados (2.209), onde H(X(¢)) é o Hamiltoniano para o OHGDT dado em
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(2.226). Utilizando a regra de correspondéncia p — —ihd/0 x, obtém-se, na representacao

de coordenada,

Zh% 9%,

Ju, 1 :
Iy §(X 2* —ihY)u, = E, uy,, (2.227)

—ihY
2 OJx? ! $0:v

onde u, = u,(z,t) = < x|u,; X(t) >.
Na equagao (2.227), o tempo comparece como um parametro apenas. De fato, para
obtencao das fases geométricas de Berry, o problema de autovetores e autovalores do

Hamiltoniano deve ser resolvido num tempo fixo. Introduzindo a transformagao unitaria

1Y 2
Uy = 2.22
= (5 ) (2.229)
converte-se a equagao (2.227) em
Wz o*u, 1
————— + 5 (ZX = Y?)2*u, = E,u, . 2.229
2 002 22 ) ! (2:229)

Formalmente, esta é a equagao de Schrodinger independente do tempo para um oscilador
harménico simples com massa 1/Z e freqiiéneia (ZX — Y?)V/2, Isto se justifica pelo fato,
ja mencionado, de que o tempo é apenas um parametro fixo. Partindo da solucao exata
para o oscilador harmoénico simples [128], encontra-se a solugao exata da equagao (2.229)

como sendo

77X —Y? 1/2,.2
i, = (2"n))"V2A(xhZ)"VHZX - Y)Y exp <—( ) ) X

2h Z
(ZX — Y2)1/4x>
x H, : 2.230
(‘o (2:230)
E, = W(ZX-Y>)'Y2n+1/2) , n=01,.00 , (2.231)

onde os H,, sao polinomios de Hermite. As autofunc¢oes do Hamiltoniano do OHGDT sao

encontradas invertendo a equagao (2.228), com o resultado
. Y 2
Un = exp (—Z ’ ) n s (2.232)
z

onde os 1, es tdo apresentados em (2.230).

Tendo resolvido de modo exato o problema de autovetores e autovalores do Hamiltoni-
ano, é uma tarefa simples a obtencao da fase geométrica de Berry. Utilizando as relagoes
(2.216) e (2.232), mostra-se, ap6s um calculo simples,; que as fases geométricas de Berry
tem a forma

1 t (ZY =Y 2)
9(f) = ~(n +1/2 / —0.1... 9.9
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onde as diversas fungoes no integrando dependem da variavel de integracao 7. As fases
correspondentes aos diferentes niveis de energia estao igualmente distanciadas. Além
disso, no caso do OHDT, Z =1 e Y = 0, o que acarreta uma fase geométrica de Berry
nula.

Quando o vetor X = (X (¢), Y (t), Z(t)) executa uma evolugao periédica, é possivel con-

verter (2.233) numa integral ao longo do caminho C' percorrido no espago dos parametros,

(ZdY —Y dZ)
c Z2(ZX —Y?)2°

1 =n4(C) = 5(n+172) (2234)

Em conclusao, o calculo das fases geométricas de Berry do OHGDT pode ser feito de forma
exata, com todos os detalhes. Esta simplicidade se da gracas a transformacao unitaria
(2.228), que transforma o problema de autovetores e autovalores (2.227) na equacao de
Schrodinger independente do tempo para o oscilador harmonico simples.

De outra parte, a solucao quantica do OHGDT pode ser igualmente encontrada de
forma exata, recorrendo a teoria de Lewis e Riesenfeld. Isto permitird a comparacao entre
as fases geométricas de Berry e de Lewis e Riesenfeld no caso de um problema nao trivial.

A equagao de Schrodinger para o OHGDT tem a forma

nzop . o

5 0v
2 Ox2 ! xax )

1 5 . .
+§(X:1: —ih Y)Y =i Y

(2.235)

Aqui, o tempo nao entra mais apenas como um parametro, o que é um fator que pode
trazer dificuldades.
Por felicidade, o OHGDT possui [139, 140] o operador Hermitiano invariante

1 Y 1
J== 2,2 I Y i
5 (yp A )(p:v+:tp)+<zg(

1
g—yY)?+ y2> a:2> : (2.236)

onde y é uma solucao particular da equacao de segunda ordem

. 7. S : 72
- i+ (XZ—Y +Z(YZ—ZY)) v="15. (2.237)
No caso especifico do OHDT, X = w?(t),Y = 0,Z = 1, a equacio (2.237) torna-se
a equagao de Pinney e o invariante exato (2.236) recai no invariante de Ermakov (1.2)
usual. A derivacao do invariante exato (2.236) foi feita pela utilizagdo de uma algebra
dindmica associada [139, 140].

A existéncia do invariante exato I aponta o método de Lewis e Riesenfeld como a

alternativa natural para tratar o problema. Para obter a solucao exata na forma de
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Lewis e Riesenfeld, é necessério resolver o problema de autovetores e autovalores de [.
Na representagao de coordenada, se v, sao as autofuncoes e A, sao os autovalores do

operador Hermitiano invariante, tem-se que

Ry 0%, ihy o, ihy,. 1/1
> a2 7 Yoz Tz WYYt

=y Y)z

_ 1
(y - yY)Q + y2> $2¢n = )\nqu)n .
(2.238)
Tal como se apresenta, o problema é ainda demasiadamente complicado. Entretanto, uma

transformagcao unitéria semelhante a da da em (2.228),

. 1 (j—yY)a?
- n 2.2
Un =y exp <2h 7 W (2.239)
converte (2.238) na equagao de Schrodinger independente do tempo para um oscilador

harmonico simples,

G a?wn 2
onde
Q==z/y. (2.241)
A solugao exata para a equagao (2.240) é
Un = (2') 72 (rh) M exp (—Q2/2h) Ha(Q/VR), (2.242)
A = A(n+1/2) , n=01,..00 |, (2.243)

onde os H,, sao polinomios de Hermite.
Invertendo a transformacao unitéria (2.239) e utilizando a solugao exata (2.242), vem

que

: V)12 2
_ n, 1, —1/2 —1/4 (y—yY)z 7T
U (2"nly) = *(wh) /% exp (ZQFLZy exp | — 57 /7 X

x H, , n=0,1,...,00 . (2.244)
(y\/_>

Isto completa a determinacao dos autovalores e autofungoes do operador Hermitiano in-
variante (2.236).
Para a obtencao das fases de Lewis e Riesenfeld definidas na equacao (2.114), os

produtos escalares de interesse sao dados por

1/2 2 Z2 -2
<¢n|ma¢ > = M(XZ—Y2—¢+%>, (2.245)

0t| 27 Yy

i+ 1/2)y° L 7
H = ————————(XZ2-Y"+—+=]. 2.24
< Gl Hltn > — ok (2:246)
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Com isto, a equacdo (2.114) para a fase de Lewis total toma a forma

G = —(n + 1/2)52 | (2.247)
cuja solucao é )
t Z(T)dr
an(t) = —(n + 1/2)/O T (2.248)

Finalmente, a solugao exata do OHGDT quantico pode ser expressa na forma de Lewis
e Riesenfeld (2.99), onde as autofungoes estao na equagao (2.244) e as fases na equacao
(2.248). Este resultado engloba, como um caso particular, a solu¢ao exata para o OHDT
quantico.

Por outro lado, a fase de Lewis e Riesenfeld geométrica (2.225) advém diretamente da

equagao (2.245),

ag(t)zl(n+1/2)/t (XZ—Y2—ZQ+Q2> y—sz. (2.249)
" 2 0 vyt oy ) Z

Na integral no lado direito da equacao (2.249), todas as fungoes sao consideradas como
funcoes da variavel de integracao 7.

Por inspegao, se verifica que as fases geométricas de Berry (2.233) e de Lewis e Riesen-
feld (2.249) sao diferentes. Na verdade, seria uma grande surpresa se estas fases coincidis-
sem, pois sao a expressao de processos fisicos diferentes. No caso de Berry, o estado
inicial é um auto-estado do Hamiltoniano do sistema. No caso de Lewis e Riesenfeld, a
condigao inicial é um auto-estado do operador Hermitiano invariante (2.236). Entretanto,
no caso no qual os parametros do OHGDT variam lentamente, as fases (2.233) e (2.249)
coincidem. Este limite adiabatico sera analisado na sequéncia.

Seja a variavel temporal lentamente variavel
t=et, (2.250)

onde € é um parametro pequeno que mede o quao lentamente estao variando os parametros
do sistema. A partir da introducao deste parametro pequeno, é possivel obter o limite
adiabatico da fase de Lewis e Riesenfeld geométrica (2.249), que é exata.

A equagao (2.237) para a varidvel auxiliar y, em termos de ¢, tem o aspecto

d*>y  edZdy € dz dy Z?
20y ¢ aady X7 Y24+ _|yvZ _z2 = . 2.251
< Zdtdt+< +Z< dt dt))‘y Y (2:250)
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Até agora, o tratamento foi exato. Aproveitando o fato de € ser um parametro pequeno,

pode-se propor uma solugao da equagao (2.251) na forma de uma série de poténcias,
y =10+ ey + O(e%), (2.252)

onde 1, e y; sao fungoes do tempo cuja magnitude nao ¢é infinitesimal. Obtém-se, para os

primeiros termos da série,

9w = (Xz-Y*)12z7, (2.253)
(Z dY/dE — Y dZ/dE)yo

= . 2.254

h 1Z(XZ —Y?) (2254)

Inserindo na relagao (2.249), vem que

o3) = 3 +1/2) [ ‘%f; = ;ﬁiﬁdﬂ dr +0(e), (2.255)

onde as funcoes no integrando dependem de uma variavel de integracao 7.

No caso de uma evolugao ciclica, o termo dominante na equagao (2.255) fornece

(ZdY —Y dZ)
c Z(XZ = Y22

0l = af(C) = (n+1/2)

g 5 +0(€%), (2.256)

sendo que C' é o caminho percorrido no espago dos parametros, cujas coordenadas sao
X, YelZ.

Constata-se que as fases geométricas de Berry (2.234) e de Lewis e Riesenfeld (2.256)
coincidem no limite adiabatico. A priori, este resultado nao seria de se esperar, ja que,
como dito anteriormente, as duas fases possuem um significado fisico diferente. Pode-se
entender o resultado fazendo uma expansao também para o operador Hermitiano invari-
ante, da forma

I=1p+O(e"). (2.257)

Inserindo a solugao yy de primeira ordem dada em (2.253) no invariante exato dado em
(2.236), vem

Y
fo= 2 H. (2.258)

Em outras palavras, no limite adiabatico o Hamiltoniano do OHGDT e o operador Hermi-
tiano invariante I sao proporcionais. Consequentemente, no limite adiabatico seus vetores

préprios coincidem, e nao ha distincao entre as fases geométricas de Berry e de Lewis e

Riesenfeld.
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Nenhuma das propriedades discutidas nesta secao traz resultados desconhecidos. En-
tretanto, deliberadamente buscou-se ir a fundo nos detalhes, o que pode servir de ponto de
partida na cricao de uma teoria mais geral descrevendo as fases geométricas para sistemas
quanticos com operadores Hermitianos invariantes. No momento, nao existe esta teoria
geral, embora alguns trabalhos esparsos constem na literatura, em acréscimo aos refer-
entes a0 OHGDT. Dentre estes trabalhos, pode-se citar uma contribui¢ao de Leach [141],
que relaciona a solugao de Lewis e Riesenfeld e as fases geométricas para sistemas po-
tenciais dependentes do tempo com invariantes exatos quadraticos no momentum. Além
disso, Maamache [8, 31], [142] analisou alguns sistemas do tipo do OHGDT, porém com

um potencial repulsivo extra.



Capitulo 3

SIMETRIAS DE LIE PARA SISTEMAS DE ERMAKOV

Recentemente, tem havido interesse na busca de simetrias de Lie eventualmente admitidas
pelos sistemas de Ermakov [74], [112]-[114], [123]. Sem duvida, este interesse tem sua
motivacao na identificacao das estruturas basicas dos sistemas de Ermakov. De fato,
sistemas fisicos de classes distintas mas admitindo o mesmo grupo de simetrias sao, num
certo sentido, identificaveis. Este ponto de vista permite colocar problemas aparentemente
desconectados num mesmo contexto, o que é de importancia fundamental. Neste espirito,
Leach [74] obteve o grupo de simetrias dos sistemas de ELRR e propos a defini¢gao de
sistemas de ELRR multidimensionais como sendo aqueles sistemas com o mesmo grupo
de simetrias.

A teoria de Leach e outras propostas de extensao do conceito de sistema de Ermakov
sao tratadas na secao 3.3. Antes, na se¢ao 3.1, sao introduzidos os conceitos basicos
necessarios para o uso de simetrias de Lie aplicadas a equacoes diferenciais ordinarias. Na

secao 3.2, aplica-se esta teoria basica aos sistemas de Ermakov.

3.1 Simetrias de Lie para equacoes diferenciais ordinarias

A utilizagao de simetrias de Lie para o entendimento de sistemas dinamicos de dimensao
finita e infinita é uma metodologia bastante disseminada [73]. Uma lista completa das
areas nas quais simetrias de Lie tem relev ancia esta além dos limites deste trabalho.
De modo analogo, uma exposicao detalhada das técnicas envolvendo simetrias de Lie
e suas aplicacoes nao é fornecida aqui. A respeito destes assuntos, o leitor interessado
pode consultar as referéncias [67, 73]. Nesta segao introdutoéria, sdo considerados tépicos
elementares concernentes ao uso de simetrias de Lie no tratamento de sistemas de equacgoes
diferenciais ordinarias. A exposicao é tao info rmal quanto possivel.

Simetrias de Lie para sistemas dindmicos tem aplicacao em diversos contextos. Abaixo,

sao discutidas brevemente algumas destas aplica¢oes, sem nenhuma pretencao de fornecer
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uma discussao completa. Como mencionado no capitulo introdutério, podem-se procurar
constantes de movimento exatas utilizando simetrias de Lie. Neste caso, a estratégia, dada
uma classe de sistemas dinamicos, é identificar quais sistemas nesta classe admitem sime-
trias de Lie. Estes sistemas sao fortes candidatos a apresentar comportamento regular,
com uma ou mais constantes de movimento exatas associadas. Entretanto, a construgao
explicita das constantes de movimento exatas associadas a uma dada simetria de Lie pode
ser uma tarefa nao trivial. Diferentemente, no caso de sistemas Lagrangianos, o uso de
simetrias de Noether leva diretamente a constantes de movimento exatas, o que sera visto
em detalhe no capitulo 4. Recentemente [144], tem havid o esfor¢os no sentido de tornar
mais simples a construcao de integrais primeiras exatas associadas a simetrias de Lie.

De modo algum o uso das simetrias de Lie limita-se a busca de constantes de movi-
mento exatas. No caso de equagoes diferenciais ordinarias, o conhecimento de um grupo de
simetrias de Lie permite a reducao da ordem do sistema. Eventualmente, se for conhecido
um numero suficientemente grande de simetrias de Lie, pode-se integrar completamente
as equagoes de movimento. Por outro lado, no caso de sistemas dinamicos continuos, ou
seja, de equacgoes diferenciais parciais, simetrias de Lie permitem a redugao no niimero
de variaveis independentes. O sistema simplificado, envolvendo um ntmero menor de
variaveis, frequentemente é tratavel analiticamente ou, se necessario, numericamente.

Estas duas aplicacoes, para sistemas dinamicos discretos ou continuos, estao baseadas
na introducao de coordenadas adequadas ao problema sob analise. Estas coordenadas,
conhecidas como coordenadas canonicas do grupo, sao identificadas a partir do conheci-
mento da estrutura do grupo de simetrias de Lie. Um exemplo elementar é fornecido pelos
problemas com simetria de rotacao em torno de um eixo. Neste caso, as coordenadas
canonicas do grupo sao as coordenadas cilindricas. Mais frequentemente, entretanto, o
grupo de simetrias de Lie subjacente nao salta a vista. Sao necessarias, portanto, técnicas
siste maticas para a deteccao do grupo de simetrias de Lie. Estas técnicas serao descritas
abaixo, no caso de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias, com vistas aos sistemas
de Ermakov.

As simetrias de Lie também podem ser utilizadas para a construcao de novas solugoes
de um dado sistema dinamico a partir de solugoes conhecidas. No caso das equagoes difer-
enciais parciais, as simetrias de Lie podem ser utilizadas para a obtencao de solugoes inva
riantes, ou solucgoes de similaridade. Com freqiiéncia, as tnicas solucoes analiticas con-
hecidas para sistemas continuos sao as solugoes de similaridade. Além disso, as solugoes

de similaridade muitas vezes possuem caracteristicas fisicas atrativas, refletindo, por ex-
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emplo, o comportamento assintético do sistema sob analise.

Neste trabalho, busca-se identificar as simetrias de Lie que podem ser associadas pelos
sistemas de Ermakov. Com isto, nao se tem em vista nenhuma das aplicagoes enumeradas
acima. Na verdade, uma das estruturas matematicas fundamentais de qualquer sistema
fisico é o grupo de simetrias de Lie que lhe é subjacente. Neste sentido, por exemplo, o
grupo de simetrias de Lie é importante quando se quer extender os sistemas de Ermakov
a muitas dimensoes. Isto é, sao preferiveis as extensoes com a mesma estrutura de grupo
dos sistemas de Ermakov de baixa dimensionalidade. Este ponto de vista foi utilizad o
com sucesso por Leach [74] na construcao de sistemas de Ermakov de dimensionalidade
arbitraria. Além disso, como sera visto na secao 3.2, nem todo sistema de Ermakov
generalizado admite simetrias de Lie. Isto distingue os sistemas de Ermakov admitindo
simetrias de Lie como uma subclasse especial, que merece andlise separada.

A partir de agora, serao expostos alguns dos conceitos elementares referentes as sime-
trias de Lie. A andlise que segue é suficiente para nosso s propositos. Maiores detal-
hes encontram-se nas referéncias [67, 73]. Especificamente, serao tratados sistemas de
equacoes diferenciais ordinarias com N variaveis dependentes ¢;, © = 1,..., N, e depen-

dente t. Dadas estas varidveis, seja a transformacao infinitesimal

a = q-+en(q,t), (3.1)
t+et(q,t), (3.2)

|
I

com parametro i nfinitesiomal ¢, onde q = (q1, ...,qn) € n = (71, ...nn). Nas equagdes (3.1-
3.2), esta-se propondo uma transformagao das coordenadas continuamente conectada a
identidade. Com isto, excluem-se transformacoes discretas como reflexdes ou reversao
temporal. Além disso, as fungoes 7; e 7 sdo consideradas analiticas. Finalmente, estao
sendo excluidas as chamadas transformacoes dinamicas , nas quais ha presenga das com-
ponentes ¢; da velocidade na definicao da transformacao infinitesimal. As transformagoes
dinamicas expandem significativamente a potencialidade dos grupos de transformagoes no
tratamento de equacoes diferenciais. Por simplicidade, entretanto, serao tratadas apenas
transformagoes do tipo (3.1-3.2), as chamadas transformagoes geométricas.

A informagao contida na transformacao infinitesi mal pode ser compactamente repre-
sentada pelo operador diferencial

0 0
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que é chamado de gerador de simetria. Com isto, as equagoes (3.1-3.2) podem ser expres-

sas em componentes segundo

G = ¢+eGyq, (3.4)
F = t4+eGt. (3.5)

De modo mais geral, a modificagdo infinitesimal induzida pela transformagao (3.4-3.5)

em uma fungao A(q,t) é dada por
A(@1) = Ala, 1) + G Ala,1). (3.6)
Dada a forma infinitesimal da transformagao, obtém-se a forma global,

a(q,t;¢), (3.7)
= b(q,t;e), (3.8)

~ LI
Il

onde a e b sao funcoes analiticas e agora £ é um parametro finito, por integracao. Como a
transformacao esta continuamente conectada a identidade, pode-se pensar a forma global
como o resultado de uma sucessao infinita de transformagoes infinitesimais. Uma maneira

de expressar este fato é a representacao

exp(e G)q, (3.9)
exp(e G)t (3.10)

~ LI
([

para a transformagcao global (3.7-3.8), onde, por defini¢ao,

2
eXpG:1+6G+%G2+... (3.11)

Nesta ultima férmula, entende-se o produto G* como sendo igual ao operador obtido pela
atuagao de G duas vezes. Isto é, (G*)F = G(G(F)). As demais poténcias de G sao
interpretadas de modo analogo.

De um modo mais geral, a modificagao global induzida pela transformagao (3.9-3.10)

numa fungao A(q,t) arbitraria é dada por
A(@,7) = A (exp(e G)a, expl= G)T) (3.12)

No limite em que € — 0, as transformagoes globais (3.9-3.10) e (3.12) recaem nas trans-

formacoes infinitesimais (3.4-3.5) e (éflie0), respectivamente.
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As formas (3.9-3.10) e (3.12) de representar transformagoes globais sao 1teis especial-
mente na demonstracao de teoremas. Na pratica, muitas vezes é preferivel entender a
transformagao infinitesimal (3.1-3.2) como uma transformacao uniparamétrica do plano
nele mesmo. Em outras palavras, como um sistema dinamico. Esta idéia pode ser for-

malizada no sistema de equacoes diferenciais

dq _ dt _

dig — 7](01; E) ) diE - T(Q7 E) ) (313)
com condigao inicial

de=0)=q , He=0)=t . (3.14)

Nesta descri¢ao, € cumpre o papel de parametro temporal. A solugao do sistema (3.13)
com condicdo inici al (3.14) fornece a forma global (3.7-3.8).

O problema inverso ao de construir a transformacao global a partir da infinitesimal é
o problema de como obter o gerador G a partir da transformacao global. Expandindo as

equagoes (3.7-3.8) até primeira ordem em ¢, vem que

_ da(q,t;¢) ;o db(q,t;¢)
q—q+8<86 >€_0 : zf—t+a(a6 o (3.15)

Supoe-se que a transformacao é bem comportada, de modo que as derivadas acimas estao

bem definidas. A comparacao das relagoes (3.1-3.2) com (3.15) mostra que

n(q,t) = (W) o 7(q,t) = (W) o (3.16)

Neste trabalho, tratam-se de transformagoes (3.7-3.8) que tem a estrutura de um
grupo de Lie. Ou seja, dadas as funcoes a e b, sao satisfeitos os axiomas necessarios
para que o conjunto de todas as transformagoes (3.7-3.8) forme um grupo de Lie. Cada
elemento deste conjunto é caracteriza do por um valor do parametro . Os axiomas para
que haja estrutura de grupo sao os seguintes:

a) A composigao de duas transformagoes do tipo (3.7-3.8) é uma transformagao do
tipo (3.7-3.8).

Formalmente, isto significa que se

qa = af(a(q,t;er),b(a,t;e1);€2) (3.17)
b(a(a,t;e1),b(q, t;e1);€2) (3.18)

o+
|
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denota o resultado de efetuar duas transformagoes (3.7-3.8) seguidas, sendo £; o parametro

da primira e 5 0 da segunda, entao

q = a(q,t;C(e1,e9)), (3.19)
= b(q,t;C(e1,e9)) (3.20)

St

é equivalente as rel agoes (3.17-3.18). Nas férmulas (3.19-3.20), C(e1,e2) é uma fungao
numeérica que caracteriza a regra de composicao entre transformacoes.

b) Associatividade.

Chamando de T; a transformacao com parametro ¢;, associatividade significa que
Ty o (Ty 0 T3) = (11 0 Ty) o T3, onde o denota composi¢ao. Em termos da funcao C' que

fornece a regra de composicao, é necesséario que
C(C(&g,é‘g),é‘l) = C<€3,0(62,61)> . (321)

c¢) Existéncia do elemento identidade.
Sempre é possivel estipular que o elemento identidade é o correspondente a ¢ = 0.

Com isto,
a(q,;0)=q , b(q,t;0)=1 . (3.22)

d) Existé ncia de inversa.
Para toda transformacao com parametro €1, existe outra com parametro ¢; de modo
que
C(e1,e2) =0. (3.23)

Com isto, o produto das duas transformacoes resulta na identidade.

Por defini¢ao, o grupo de transformacoes (3.7-3.8) estd sendo considerado um grupo
de Lie. Por grupo de Lie, se entende um grupo com a estrutura de uma variedade difer-
enciavel. Para nossos propédsitos, a existéncia da estrutura de variedade diferenciavel
significa que os elementos do grupo de transformagoes podem ser obtidos variando contin-
uamente um ou mais parametros. No caso das transformacgoes uniparamétricas (3.7-3.8),
o parametro que esta sendo variado é €. Além disso, a existéncia da estrutura de var-
iedade diferenciavel significa que as transformacoes podem ser representadas por algum
sistema de coordenadas. Isto estd feito implicitamente nas equagoes (3.7-3.8), através das
coordenadas (q,t). Finalmente, no caso dos grupos de Lie as fungoes a(q, t;¢) e b(q, t;¢)

sdo analiticas.
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Um conceito de importancia fundamental no estudo das simetrias de Lie de equacoes
diferenciais é o de fungao invariante sob o grupo de transformagoes. Uma fungao A(q,t)

¢ dita invariante se a sua forma for mantida pela transformacao. Em outras palavras,

A(a(g,t;e),t(q, ;) = A(q,t) . (3.24)

A definicdo acima é feita em termos da transformacao global e, assim, sua verificacao
pode exigir uma dlgebra consideravel em aplicagoes. Neste e em outros casos, é preferivel
adotar algum critério baseado na transformacao infinitesimal ou, o que é o mesmo, no
gerador GG. Um critério necessario e suficiente para invariancia, em termos do gerador G,
¢é dado por

G A(q,t) =0. (3.25)

E f4cil deduzir a relacio (3.25) expandindo a equagao (3.24) em uma série de poténcias
e impondo invariancia para todas as ordens de €. Observe-se que nao se deve confundir
os conceitos de funcao invariante sob um grupo de transformagoes e de invaria nte exato
associado a um sistema dinamico.

Ja ¢é hora de exemplificar os conceitos expostos acima. Seja a funcao de duas variaveis
Alw,y) =2 +y*. (3.26)

Evidentemente, esta funcao é invariante sob o grupo das rotagoes no plano, cuja forma

global é

z(z,y;e) = xcose —ysine, (3.27)

y(x,y;e) = xsine+ycose. (3.28)
A invariancia se verifica, pois

A(z(z,y;),9(w,y;¢)) = (wcose —ysine)? + (zsine + ycose)? =
= 22 +97. (3.29)

A forma infinitesimal do grupo das rotagoes é obtida tomando as equagoes (3.27-3.28)

até primeira ordem em e. O resultado é

T = r—cy, (3.30)
gy = ytex. (3.31)
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Consequentemente, o gerador das rotagoes é dado por
G=x——y—. (3.32)

A invariancia da fungao A(z,y) pode ser verificada novamente utilizando G, pois

0 0

G Ar,y) = (may — yax> (2* +4y*) =0. (3.33)

Finalmente, se fossem dadas inicialmente a transformacao infinitesimal (3.30-3.31), a

obtencao da forma global das transformacgoes requereria a solucao de

dz dy
—— ¥ = =T 334
de Yoooae T o (3:34)
com condic¢ao inicial
ze=0)=z , gle=0)=y . (3.35)

A solugao ¢, de fato, dada por (3.27-3.28).

Até agora, foram consideradas transformacoes genéricas, que podem ou nao ser sime-
trias de sistemas dinamicos. Tendo ja introduzido os conceitos fundamentais sobre trans-
formacoes, é possivel voltar nossa atengao ao caso especifico das simetrias de Lie para

sistemas de equacoes diferenciais de segunda ordem, da forma

onde N = (Ny, ..., Ny), sendo M algum ntimero inteiro e finito.

Por defini¢ao [73], o grupo de simetrias de Lie de um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias é o maior grupo de transformagoes do tipo (3.7-3.8) com a propriedade de
transformar solugoes em solugoes. Para entender precisamente a defini¢ao, é necessario

descrever o que é a transformagao induzida pela transformacao (3.7-3.8) numa solucao

q=f£(t) = (f1(t), ... fn (1)) (3.37)

para o sistema (3.36). Geometricamente, a solugao (3.37) representa uma curva num
espaco de N dimensdes que, para todos os efeitos, pode ser tomado como sendo o *Y. Ao
ser introduzido o grupo de transformacoes, o mapeamento desta curva produz uma nova

curva, da forma

a= bff(t:e), (3.38)
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onde f = (fi,..., fy) é uma funcdo vetorial que é obtida seguindo o procedimento do
pardgrafo seguinte. Mais precisamente, a relacao (3.38) descreve uma familia de curvas,

sendo cada elemento desta familia especificado por um valor do parametro ¢.

A obtencdo de f na férmula (3.38) requer a eliminacdo do tempo t entre as equacdes

S .QI
Qo
—~
=
—~
~+
SN—
\'P#
™
S~—

(3.40)
que fornece o mapeamento da curva q = f(¢) pela transformacao.
No caso das transformagoes projetaveis, que sao as que ocorrem mais frequentemente

em aplicagoes, a transformacao do parametro temporal nao envolve as coordenadas espa-
ciais. Isto é, a transformacao é da forma

q a(q,t;¢),

(3.41)
b(t;e),

(3.42)
onde a funcao b acima nao depende de q. Neste caso dos grupos projetaveis a prescri¢ao

para obter a transformacao de uma curva se traduz numa forma mais simples. Seja

~ |

t=0(:¢) (3.43)

a inversa da relagao (3.42), a qual sempre existe, ao menos localmente. Inserindo a inversa
na equagao (3.39), vem que

(3.44)
Ou seja,
() =a(f(b(te), b(F;e)ie) . (3.45)

No caso de grupos nao projetaveis, a forma final da funcao f é bem mais complicada e
serd o mitida.

Como exemplo de transformacao de uma curva, seja

y=f(r)=cx+d (3.46)

a equacao da reta no N2, sendo ¢ e d constantes e o grupo das rotacoes ja definido

pelas férmulas (3.27-3.28). Aqui, y faz o papel de varidvel dependente e = o de varidvel
independente.
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Naturalmente, o efeito de uma rotacao sobre uma reta é produzir outra reta. Assim,
é de se esperar que se obtenha uma curva bary(z) linear. Além disso, desde que a nova
reta nao seja vertical, espera-se que esta func¢do g(Z) seja bem comportada. Sob a rotagao

(3.27-3.28), a reta é mapeada em

T = xzcose— (cx+d)sine, (3.47)

y = wsine+ (cx+d)cose. (3.48)

Eliminando x usando a equagao (3.47) e inserindo na equagao (3.48), obtém-se a fungao
linear

y=f(z)=cx+d, (3.49)
onde ¢ e d sao as constantes dadas por
i sine + ccose
© = (e —come)

COSE — csine

d = d —. (3.51)
(cose — csine)

(3.50)

Estas funcoes € e d ndo sao singulares se a rotacdo nao produzir uma reta vertical.
Agora que foi definida a transformacao de uma curva sob o grupo de transformacoes
(3.7-3.8), é possivel definir precisamente mapeamento de solugoes em solugoes. Este
conceito é fundamental para a caracterizagao de simetrias de Lie. Dada a solugao (3.37)
para o sistema de equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem (3.36), tem-se que a

expressao (3.38) representa uma nova solugao se e somente se
q=f(t;¢e) (3.52)

satisfaz a equacao (3.36). Observe-se que, nesta nova solu¢ao, comparece a mesma fungao
f dada em (3.38), mas o argumento presente é o parametro temporal ¢, ndo transformado.

De imediato, se vé que as simetrias de Lie podem ser utilizadas para construir solugoes
mais gerais da equagao (3.36) a partir de solugo es particulares. De fato, na férmula (3.52)
estd presente o parametro £. Ou seja, dada uma solugao particular q = f(¢), obtém-se, via
simetrias de Lie, uma familia uniparamétrica de solugoes. Neste espirito, o conhecimento
de uma solucao particular e de um numero suficiente de simetrias de Lie pode levar a
integracao completa do sistema (3.36). Neste caso, as constantes de integracao sao os
varios parametros que especificam o grupo de simetrias.

A definicao de grupo de simetrias de Lie envolveu a forma global das transformacoes

de simetria. Entretanto, grande parte da utilidade dos grupos de Lie esta no fato de ser
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possivel usar apenas sua, o que simplifica consideravelmente os calculos. De fato, estando
continuamente conectadas a identidade, as transformacoes globais podem ser vistas como
o resultado de uma sucessao infinita de transformacoes infinitesimais. Embora os a spectos
globais dos grupos de Lie sejam de interesse em outros contextos, para nossos propésitos
¢é suficiente considerar sua forma local. Assim, tendo definido o que é simetria de Lie,
nos falta estabelecer um critério para verificar se uma dada transformacgao infinitesimal
¢ uma simetria para um sistema de equagoes ordinarias. Juntamente com este critério,
¢ fundamental obter uma estratégia para a obtencao das simetrias de Lie de um dado
sistema de equacoes diferenc iais.

Seja q(t) a solucao geral do sistema (3.36). A transformagao de varidveis (3.7-3.8) pro-
duzird, a partir de q(t), uma nova trajetéria q(¢) no espago transformado, de coordenadas
(G1,-.-,Gn). No caso de transformagoes de simetria, solugoes sdo mapeadas em solugoes.

Assim, é necessério que q(t) satisfaga, formalmente, o mesmo sistema de equagoes que

bfq(t). Ou seja, ,
N <q, Z‘;, ‘féj,t) 0. (3.53)
Na condigao (3.53), comparece a mesma fungao vetorial N definida no sistema original
(3.36). Isto é, encarando N como uma fungao num espago de coordenadas (q,q, q,t), as
transformacoes de simetria seriam aquelas que mantém N invariante.

A condigao (3.53) nao é local, o que torna complicada a sua utilizagdo na pratica. E
necessario reformular o critério de invariancia para que o grupo de Lie apareca apenas na
sua forma infinitesimal. Para isto, é preciso obter as modificacoes na velocidade g e na
aceleragao ¢ induzidas pela transformagao infinitesimal (3.1-3.2).

O critério de invariancia (3.53) envolve as d erivadas de q em relagdo ao novo parametro
temporal. Geometricamente, a transformacao (3.7-3.8) transforma curvas em curvas. A
transformacao induzida na tangente da curva original, que é a velocidade q, fornece a
nova velocidade dq/dt. Um raciocinio semelhante aplica-se a transformagao da aceleragao.
Formalmente, usando a transformacao infinitesimal (3.1-3.2), obtém-se

Cfl(; =q+e(n—719q), (3.54)

onde

n = 9dn/ot+4q-Vn, (3.55)
T = 0r/ot+q-VrT. (3.56)
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A relagao (3.54) fornece a mudanga induzida na velocidade pela transformagao in-
finitesimal. E sta informacao e a prépria transformacao infinitesimal podem ser com-
pactamente representadas pelo gerador uma vez extendido G definido por

0

G[”:G+(ﬁ—+q)-%.

(3.57)

A forma de atuacao do gerador uma vez extendido G! é similar & do gerador G. Porém, o
espago em que o gerador uma vez extendido atua é descrito por coordenadas (q, q, ), que
inclui a velocidade. Neste contexto, a condi¢ao de invariancia de uma fungao A(q, q,t)

sob o grupo de Lie (3.1-3.2) é dada por
G A(q,q,t) =0. (3.58)

Esta é uma condigao necessaria e suficiente para invariancia até mesmo sob o grupo global
(3.7-3.8).
De modo similar, a transformacao infinitesimal na aceleragao ¢é obtida via
d’q . . Ce
% =q+e(i—27q — 7q), (3.59)
onde as derivadas segundas de n e 7 sao definidas de modo andloga as derivadas primeiras
nas férmulas (3.55-3.56). Estas expressoes serdo omitidas por sua extensao e por nao
contribuirem para um melhor entendimento do assunto.
Dada a relacao (3.59), define-se o gerador duas vezes extendido como sendo o operador

diferencial

9
0§

Se tem a mao, finalmente, todos os ingredientes necessarios para estabelecer um critério

G = G + (5 — 274 — 7q) (3.60)

local para que uma dada transformacao seja uma simetria de Lie. Até a primeira ordem

em £, a equagao (3.53) e quivale a
N(q.4.4,1) +¢G¥ N(q,q,4,t) = 0. (3.61)

Ocorre que a transformagao esta agindo sobre uma solugao da equacao (3.36). Utilizando
esta informagao na condigao (3.61), conclui-se que invariancia sob a transformacao in-

finitesimal implica
2] .
(G N (q7 q7 q’ t))N(q,q,q,t)ZO :

Demonstra-se que esta condigao de simetria assegura que a transformagao global também

(3.62)

seja uma simetria de Lie.
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E importante ressaltar que o critério (3.62) nao requer invariancia absoluta do sistema
de equagoes diferenciais, mas apenas invariancia no sub-espago N(q,q,q,t) = 0. Isto
possibilita encontrar um ntimero mai or de transformacoes de simetria. Além disso, o
critério (3.62) é coerente com a definigado de simetria de Lie, que requer apenas que
solucgoes sejam transformadas em solucoes.

Pode-se entender (3.62) como uma condicao a ser satisfeita identicamente pelas fungoes
1 e T que compoes o gerador de simetria. Com isto, obtém-se um conjunto de equacoes
parciais que determina a totalidade de simetrias admissiveis por um dado sistema de
equacoes de segunda ordem. Estas transformacoes formam o grupo de simetrias de Lie
do problema. Na secao seguinte, mostra-se em detalhe a utilizacao do critério obtido na
determinacao do grupo de simetrias de Lie dos sistemas de Ermakov generalizados. Pode-
se também considerar a relagao (3.62) do ponto de vista inverso. Isto é, dado o gerador
de simetrias, especificado pelas fungoes 1 e 7, pode-se encarar (3.62) como u m conjunto
de equacoes para N. Com isto, se determina o sistema de equacoes de segunda ordem
mais geral possivel com um determinado grupo de simetrias. Esta abordagem inversa é
seguida na se¢ao 3.3, com o intuito de extender os sistemas de Ermakov para dimensoes
arbitrarias.

Para finalizar a se¢ao, serao discutidos brevemente ainda dois tépicos de interesse sobre
simetrias de Lie. Um deles é o método de simetrias de Lie para obtencao de constantes
de movimento exatas, e o outro ¢ a definicao de coordenadas canonicas de um grupo de
transformacoes.

Dado um sistema dinamico com uma simetria de Lie, é natural buscar uma constante

de movimento exata I(q, q,t) satisfazendo
GUI=0. (3.63)

Em outras palavras, no método das simetrias de Lie para constantes de movimento exatas,
busca-se uma constante de movimento exata que seja invariante sob o grupo de sim etrias.
Supondo que seja possivel obter a solugao geral da equacao diferencial parcial linear (3.63)

para I, deve-se ainda levar em conta a definicao de integral primeira exata,
In—o=0. (3.64)

Em aplicacoes praticas, nada garante que seja possivel levar a cabo globalmente a tarefa
de solucionar as equagoes (3.63-3.64). Este assunto serd apreciado com um exemplo na
secao 3.3, onde, em particular, é procurada uma integral primeira exata utilizando o

método das simetrias de Lie para um certo sistema dinamico.
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O outro tépico que sera analisado é o da definicao de coordenadas candnicas
w =ui(q,t) , i=1,..,.N ; T=T(q,t) (3.65)

para um dado grupo de simetrias. Nestas coordenadas, o grupo de simetrias passa a ser

composto por translacoes no parametro 7T,

_ 9
o7

A variavel T faz o papel de parametro temporal.

a (3.66)

Evidentemente, as coordenadas canonicas simplificam os problemas com simetria, po-
dendo ser consideradas as variaveis naturais em termos das quais estes sistemas devem
ser formulados. Esta simplificacao pode ser verificada em diversos contextos. Para citar
um exemplo, no caso das equagoes diferenciais parciais com simetria de Lie o uso de co-
ordenadas canonicas p ermite reduzir o nimero de coordenadas independentes. No caso
das equacoes ordinarias, o uso de coordenadas canonicas sempre elimina a presenca de 1T’

das equagoes de movimento, que passam a ser da forma

u”’ = N(u,u) (3.67)

onde u = (uq,...,uy), a linha denota derivada frente ao novo tempo 7" e N é uma certa
funcao vetorial que se obtém das equagoes de movimento or iginais. Ou seja, obtém-se
um sistema autonomo.

A obtencao das coordenadas candnicas requer a solucao das equagoes parciais
Gu;=0 , i=1,..,.N ; GT=1 . (3.68)

Como estas equacoes sao lineares, localmente é garantida a existéncia de solu¢oes bem
comportadas, gragas ao teorema de Cauchy—Kovalevskaya. Finalmente, a condigao (3.63)

pode ser expressa em termos de coordenadas canonicas conforme
I=1I(u). (3.69)

Isto completa esta breve revisao das técnicas de simetrias de Lie.

3.2 Sistemas de Ermakov com simetrias de Lie

A secao dedica-se a analise das simetrias de Lie geométricas admissiveis pelos sistemas

de Ermakov generalizados. Com isto, extende-se a contribuicao de Leach e colaboradores
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[74], [112]-[114], que consideraram as simetr ias de Lie geométricas dos sistemas de ELRR.
Nestes sistemas de Ermakov, por definicao, a freqiiéncia depende tao somente do tempo.
Ao considerar freqiiéncias mais complexas, é encontrada uma classe bem mais ampla
de sistemas dinamicos de Ermakov com simetrias de Lie geométricas. Como primeira
aplicacao deste ponto de vista extendido, mostra-se que um oscilador nao linear consid-
erado por Ray e Reid [145] e Lutzky [146] pode ser interpretado como um sistema de
Er makov com simetrias de Lie. Além disso, os resultados anteriores concernentes aos
sistemas de ELRR sao encontrados como um caso particular.

Para aplicar as técnicas de simetrias de Lie expostas na secao 3.1, considera-se inicial-
mente um gerador de simetrias de Lie da forma

0 0 0
G:T(x,y,t)a+771(l‘,y,t)%+772($,y,t)67y (370)

Seguindo a abordagem de Go vinder e Leach para o caso dos sistemas de ELRR [74, 113],

impoe-se que G dado acima seja o gerador de simetrias de Lie para o sistema

1
N, = xg'j—yfv’%—?F(y/x) =0, (3.71)
Ny = §j+Q*z,y,2,9,t)y =0, (3.72)

o qual é equivalente ao sistema de Ermakov generalizado (1.23-1.24). E vantajoso consid-
erar (3.71) porque esta equacao n ao contém a freqiiéncia. Isto proporciona uma maior
facilidade na obtencao do gerador de simetria admissivel.

Para encontrar as simetrias de Lie correspondentes ao sistema dinamico (3.71-3.72),
é necessario aplicar o critério (3.62) obtido na se¢do anterior, onde o gerador é dado
pela equacao (3.70) e N = (N1, Ny). O procedimento é feito por etapas. Inicialmente,
se encontram as simetrias que podem ser associadas as equac¢do de movimento (3.71).
Impoe-se, entao, que o gerador de simetrias assim obtido também gere simetrias para a
equagao (3.72).

No caso de um gerador num espaco de duas variaveis dependentes e uma independente,
como na defini¢ao (3.70), a forma da segunda extensdo encontrada a partir da equagao
(3.60) ¢ dada por

G[2] _ 0 0 0 or .9 or . . 4 8771 or i 8771 . 6771 0

ot M Tay T et Tt Gy Tt gyt o e
Or o 0T, O,  On O, . 0Om 0
g Tt et G T ey T
Or. 0T, 507 Om or. Om,. 0T 4
(St~ 2,0~ 2 ) gt 5,0 g
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+ (—2g;¢ - 322 aa”; - g;)" - gj;ﬁy' - a‘fgya& 2 g; sy ?;;722 2 4
* 2(685:;2 B @ifgt):by * (?92;2 - ;;gt)f -
+ 2222133 + (zgzgi - g:)y + a;;z)(% (3.73)
Aplicando a segunda extensao de G em Nj, encontra-se a longa expressao
(6"M)yy = (W + 50 (o = ) + 2y Gt — 2P ) +
+ y(y?;;l - %77; —m))Q* + +(xn2 — ym) dF/iiy/x) +
T (gyg; - Iggpyfc ;yf;;
+ ng:E3 +(2y a;aTy xgz;) 2y + (yaaT2 2z aa;;y)if xgj;y'?’ +
G g Ay -2
+ 2 gj:gz N yc‘?:g; + yaa;gt N xaa:gt)iy
-G g i+ (e~ e
+ xa;gz — ya;gl =0. (3.74)

Observe-se que nesta expressao nao constam as componentes & e 4 da aceleracao, as quais

foram eliminadas usando as equagoes de movimento.

Foi obtida a relagao (3.74), que é uma condic¢ao necessdria e sufici ente sobre as fungoes

T,m1 € 7 para que haja simetria de Lie geométrica. Como nao se estd interessado em

algum sistema de Ermakov particular, mas sim na totalidade dos sistemas de Ermakov,

se deve postergar ao maximo a escolha das funcgoes €2 e F'. A cada escolha particular

destas funcgoes corresponde um sistema de Ermakov especifico.

Para manter méaxima

generalidade, portanto, deve-se tomar os coeficientes de dF/d(y/z), F e Q% como sendo
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nulos na expressao (3.74). Sé assim mantém-se totalmente genérica a forma do sistema

de Ermakov, ao menos no que concerne as simetrias da equagao N; = 0. Esta estratégia

de anular os coeficientes de dF/d(y/x), F e 2, entretanto, pode excluir algum sistema de

Ermakov muito especifico, que eventualmente possua um grupo de simetrias mais amplo.
O coeficiente de dF'/d(y/x) na férmula (3.74) implica que

N2 = %771 - (3.75)

A exigéncia de que o coeficiente de F' na equacao (3.74) se anule, levando em consideragao

o resultado (3.75), implica

or & or or. v 2 Ot

Esta ultima equacao tem de ser identicamente s atisfeita, o que sé é possivel anulando os
coeficientes das componentes da velocidade. De fato, como se esta tratando de simetrias
de Lie geométricas, 7 e n; nao dependem da velocidade. Com isto, conclui-se, por inspegao
das relagoes (3.75) e (3.76), que

T=pt) ., m=ppr , M=ppy . (3.77)

sendo p(t) uma funcdo a rbitréria do tempo. O gerador associado é

G, =p2§t +pi)x§x+ppy§y7 (3.78)
no qual incluiu-se o subscrito “p” para enfatizar que a cada funcao p(t) corresponde
um gerador de simetria. De resto, verifica-se que o resultado (3.77) é solucao para a
equacgao (3.74) completa. Portanto, conclui-se que a forma mais geral possivel do gerador
de simetrias de Lie geométricas que mantém invariante a equacao N; = 0 é dada pela
expressao (3.78). A invariancia ¢é vdlida para fungoes §2 e F' arbitrarias no sistema de
Ermakov.

Ainda falta aplicar o critério de invariancia (3.62) a segunda equagao do sistema de

Ermakov, dada em (3.72). Utilizando o gerador G, dado na férmula (3.78), vem que
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(GON,) = an(g)y + ppy (a:ag};) - ya(gj)) -
+ (=i + (o + %)) yag) +
+ (—pii+ (o + 7)) xag) +
+ Appy® + (pp +3pp)y = 0. (3.79)

A equagao (3.79) é uma equagao diferencial parcial quasilinear para Q2 que pode ser

resolvida pelo método das caracteristicas. A solucao é

p 1 ) .

onde ¢ é uma funcao arbitraria dos argumentos indicados. Note-se que dependéncia
nas velocidades também é possivel, o que expande consideravelmente a classe de sistemas
de Ermakov invariantes sob as simetrias geradas por G,.

Para sumarizar os resultados obtidos até aqui nesta secao, provou-se que a classe mais

geral dos sistemas de Ermakov invariantes sob simetrias de Lie puntuais sao da forma

. o p B 1 .

x+(¢—p)x-yﬁF@/m (381)

y+<i—p>y ~ 0. (3.82)
ptp

onde o é arbitraria mas restrita por

o =o(q/p,pd — pq). (3.83)

O gerador de simetrias associado é dado por G,.
A classe dos sistemas de ELRR usuais é toda descrita pelo presente trata mento. Para

demonstrar isto, usa-se a relacao
p+wit)p=k/p’, (3.84)

sendo k uma constante, para definir uma nova fungao w(t) em termos de p. Apesar de sua
aparéncia de equagao diferencial, a relacao (3.84) pode ser alternativamente considerada
como a definicao de w em termos de p. Com este ponto de vista, seja uma funcao

modificada & via A

UMMWQ—mﬂ:—k+£ﬁMWw+U, (3.85)
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onde foi introduzida, por conveniéncia, uma func¢ao g(z/y) espuria que pode ser absorvida

por o. Estas redefini¢oes colocam o sistema de Ermakov generalizado (3.81-3.82) na forma

mais usual
o, & 1
t — = — 3.86
&+ (w( )+p4)$ e (y/z), (3.86)
j+ @O+ Dy = —glafy). (3.87)
pt ry?
Nas equagoes (3.86-3.87) foi feita a substituigao
2
x
F(y/z) = f(y/x) + ?g(w/y) (3.88)

para facilitar a comparacao com os resultados prévios sobre a estrutura do grupo de
simetrias dos sistemas de ELRR. Deve-se enfatizar, entretanto, que a fun¢a o g(z/y) foi
introduzida apenas para reconstruir a forma tradicional de apresentacao do sistema de
ELRR.

As equagoes (3.86-3.87) reduzem-se ao sistema de ELRR apenas quando ¢ = 0. Para

esta classe de freqiiéncias [41], a transformagao

F=2/C |, §=y/C , i= / dt/c? | (3.89)
remove w das equagoes de movimento, q ue passam a ser
d*z 1 d?y 1
—_ = — y/x — = = T/ 3.90
P (y/2), e Wg(fr/y) : (3.90)

sendo que C(t) é uma solugdo para o OHDT,
C+ W) =0. (3.91)

A transformacao (3.89) ja foi considerada na se¢@o 2.2, em conexao com a lineariza ccao
do sistema de ELRR. O grupo de simetria do sistema de Ermakov transformado (3.90)
é o SL(2,R), como demonstrado em [74]. Entretanto, este nao é o caso das equagoes
(3.86-3.87), as quais sdo mais gerais do que os sistemas de ELRR com simetria sob o
SL(2,R), gragas a funcao . As transformagbes pertencentes ao SL(2, R) estdo entre
as transformacoes associadas a G,. Para verificar isto, basta tomar p? = 1,2t e t2,

respectivamente. Os geradores correspondentes sao dados, pela ordem, por

0
Gy 5 (3.92)
0 0 0
Gy = 2 oo+ ¥y (3.93)
0 0 0
_ 2
Gy = o +lao +ty6y. (3.94)
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Analisando a forma global obtida a partir das transformagoes infin itesimais associadas
a G1, Gy e (G, verifica-se que estes geradores correspondem a translagao temporal, auto-
similaridade e mapeamento conforme, respectivamente. Com isto, o grupo SL(2, R) com-
pleto é obtido. Além disso, definindo o comutador [U, V] entre dois campos vetoriais U e

V' quaisquer pela férmula usual [U, V] = UV — VU, obtém-se a estrutura algébrica
(G1,Ga] =2G1 , [G1,G3] =Gy , [Ge,Gs] =2G3 (3.95)

que ¢ a algebra de geradores associada ao SL(2, R).

As simetrias consideradas até agora nao requerem nenhuma forma particular da fungao
o, nem dependem de nenhuma transformacao de varidveis prévia como (3.89). A este
respeito, deve-se notar que, apesar de sua simplicidade aparente, a transformagao (3.89)
nao é bem definida quando w depende das variaveis dinamicas, pois nesta situacao a equa
¢ao (3.91) perde o sentido. Além disso, mesmo para w = w(t), a equagao (3.91) do OHDT
nem sempre tem solugao exata, o que pode impedir a sua aplicagao em muitas situagoes
de interesse. Observacoes similares ja foram feitas, na secao 2.2, sobre a linearizacao dos
sistemas de ELRR proposta em [41], a qual parte justamente da transformagao (3.89).

Os sistemas de Ermakov com simetria SL(2, R) a duas dime nsionsdes espaciais sao
soliveis em forma fechada [114]. Os sistemas de Ermakov mais gerais (3.81-3.82), en-
tretanto, nem sempre sao exatamente soluveis e este, certamente, é o preco a pagar pela
generalidade extra. Alguma estrutura adicional, como uma formulacao Hamiltoniana,
deve existir de modo que se obtenha equagoes com solucao exata. Para apresentar um
exemplo de aplicagao e para ilustrar melhor este aspecto, seja o oscilador bidimensio nal

com acoplamento nao linear considerado por Ray e Reid [145] e Lutzky [146]
P+t = apy(zy/p?), (3.96)
j+t(ty = yp v(zy/p?), (3.97)

onde v é uma fungao arbirtraria do argumento exposto e p(t) é uma varidvel auxiliar

satisfazendo a equacao de Pinney
p+wi(t)p=1/p%. (3.98)

Ray and Reid encontraram uma integral primeira exata para o sistema (3.96-3.97) dada

por

. xy [l
J = (pi — px)(py — py) + o / v(7)dr, (3.99)
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mas nao obtiveram sua solucao completa. No restante desta secao, sera mostrado que a
solugao exata pode ser obtida considerando (3.96-3.97) co mo um sistema de Ermakov
generalizado com simetria de Lie.

Primeiramente, serd mostrado que o par (3.96-3.97) é, na verdade, um sistema de

Ermakov generalizado. Isto é facilmente verificado tomando F' = 0 e €2 uma funcao da

forma
0% = H(0) = 5o/ ") (3.100)
Deste ponto de vista o quadrado da amplitude do momentum angular
I= ;(:py —yi)?, (3.101)

¢ o invariante de Ermakov associado. A existéncia do invariante exato (3.101) nao foi
apontada por Ray e Reid [145] ou por Lutzky [146], provavelmente porque o conjunto de
equagoes (3.96-3.97) nao foi reconhecido como um sistema de Ermakov.

As equagoes (3.96-3.97) formam um sistema de Ermakov Hamiltoniano. O Hamilto-

niano é
5 1 rwy/p?
H = papy + ey — [, (3.102)

que nao ¢ uma constante de movimento exata, ja que o sistema nao é conservativo.
A frequencia (3.100) é da forma adequada fornecida pela condicao (3.80), o que garante
a invariancia das equagoes (3.96-3.97). O uso da equacao auxiliar (3.98) para substituir

w(t) transforma  em
ddot 1
— =/, (3.103)

que é, de fato, da forma geral expressa na relagao (3.80).

0? =

A estrutura Hamiltoniana e a simetria podem ser exploradas para reduzir o problema

a quadraturas. Com este intento, o uso de coordenadas candnicas do grupo,

u=z/p, v=y/p, T=/p*2dt, (3.104)

¢ um artificio essencial, com o qual G, representa meramente translacoes temporais, ou
seja, G, = 0/0T. Nestas novas varidveis, as equagoes de movimento passam a ser dadas

pelo sistema autonomo

v+ u=uy(uw), V" + v =vy(w), (3.105)
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onde a linha denota derivada frente ao novo parametro temporal. O sistema é descrito

pela Hamiltoniana autonoma
K = pp, +uv — / Y(A) dA, (3.106)

que ¢ a versao transformada da integral primeira J dada pela férmula (3.99). A Hamiltoni-
ana K nas coordenadas canonicas de grupo é quadratica nas componentes do momentum.
Nestes casos, como serd visto em detalhe no capitulo 4, as variaveis apropriadas para
quadratura sao

s=uv, ¢ =arctan(v/u). (3.107)

Nestas coordenadas, as constantes de movimento exatas tornam-se

V2I = s¢'/(singcos), (3.108)
J = (3’2—2[)/454—8—/87()\)61)\. (3.109)

A quadratura destas tltimas duas equagoes fornece sucessivamente s(7") and ¢(7"). Para

obter a solugao nas variaveis originais basta utilizar as relagoes algébricas
1? = p’s/tan ¢, y? = p’stan ¢, (3.110)

para encontrar (x,y) em termos de (s, ). A etapa final é a determinacao de T'(¢) obtida
da dltima equagao em (3.104). Em termos de quadraturas, isto completa o processo de
integragao. Pressupoe-se o conhecimento de uma solugao particular p(t) para a equagao
de Pinney, sem o que ndo se pode definir a troca de parametro temporal t — T'(t).
A estrutura necessédria para a integracao e a escolha correta de variaveis foram obtidas
gragas ao carater Hamiltoniano, ao reconhecimento do sistema ser um sistema de Ermakov
generalizado e a presenca de simetria. Em particular, a forma analitica da solugao pode ser
obtida explicitamente em termos de fungoes elipticas quando y(\) = ¢1 /A% +ca+c3A+cy A2,
onde ¢; sao constantes arbitrarias. No capitulo 4, sera vista com maior detalhe a questao

do carater Hamiltoniano dos sistemas de Ermakov generalizados.

3.3 Generalizacoes adicionais dos sistemas de Ermakov

Na sua formulacao original, conforme discutido no capitulo introdutério, o sistema de
Ermakov era dado tao somente pela equagao do OHDT acoplado a equacao de Pinney.

Mais tarde, Ray e Reid [25] extenderam o conceito basico de sistema de Ermakov pela
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incorporacao de duas fungoes arbitrarias extras as equagoes originais. Esta generalizacao
aumentou grandemente a potencialidade dos sist emas de Ermakov sem prejuizo de sua
propriedade essencial, a saber a existéncia de uma constante de movimento exata, o in-
variante de Ermakov associado. Em ambas as formulagoes mencionadas, o sistema de
Ermakov contém freqiiéncias dependentes apenas do tempo. Numa generalizacao sub-
seqliente [52], as varidveis dinamicas passaram a ser possiveis argumentos da freqiiéncia.
Os sistemas de Ermakov generalizados resultantes possuem propriedades formais interes-
santes, be m como aplicagoes relevantes. No entanto, os sistemas de Ermakov generaliza-
dos ainda permanecem largamente inexplorados. Neste trabalho, ja se teve a oportunidade
de evidenciar alguns dos atributos extras dos sistemas de Ermakov generalizados, quais
sejam a possivel linearizacao em casos especiais (se¢ao 2.2) e a estrutura de seu grupo de
simetrias de Lie (se¢@o 3.2). Torna-se claro que a busca de extensées para o sistema de
Ermakov é uma estratégia que fornece bons resu ltados.

As generalizagoes por incorporacao de novas fungoes arbitrarias ou pela admissao de
freqiiéncias mais complexas sao pautadas pela preservacao do invariante de Ermakov e
da lei de superposicao nao linear associada. Entretanto, embora a existéncia de uma
lei de superposicao nao linear seja um dos atributos basicos dos sistemas de Ermakov,
outras propriedades formais sao de importancia também. Por exemplo, como foi visto,
os sistemas de ELR R possuem o grupo de simetrias SL(2, R). Esta propriedade foi uti-
lizada como ponto de partida por Leach [74] na sua extensao dos sistemas de Ermakov a
dimensao arbitraria. Dado que qualquer extensao dos sistemas de Ermakov tem grande
probabilidade de levar a resultados novos interessantes, é importante explorar todas as
alternativas possiveis. Entre estas, encontram-se as extensoes baseadas no critério da es-
trutura do grupo de simetrias. As diferentes extensoes nao sao, ne cessariamente, equiv-
alentes. Por exemplo, como foi visto, nem todos os sistemas de Ermakov generalizados,
com freqiiencia dependente das varidveis dinamicas, possuem simetrias de Lie geométricas.
Assim, uma extensao baseada no critério da estrutura de grupo exclui todos os sistemas de
dimensionalidade menor que nao possuem simetrias de Lie geométricas. Mesmo assim, os
sistemas extendidos desta maneira contém em si alguma das propriedades que distinguem
os sistemas de Ermakov de baix a dimensionalidade.

Outro tipo de extensao fundamenta-se na teoria de Sarlet para sistemas com lei de
superposicao nao linear, vista na secao 2.1. Ou seja, obtém-se sistemas que sao mais gerais
do que o sistema de Ermakov postulando a existéncia de um invariante exato que possa

ser expresso segundo a equagao (2.29). Em particular, com esta abordagem é possivel
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obter sistemas na forma (2.33-2.34), que contém os sistemas de Ermakov generalizados
(1.23-1.24) como um caso limite. Este tipo de extensdo tem como ponto de partida a
propriedade de preservar a lei de superposi¢ao nao linear inerente aos sistemas de Ermakov
usuais. Nao é preciso dizer que nao necessariamente os sistemas assim obtidos possuem
simetrias de Lie.

Extender os sistemas de Ermakov so é possivel através de uma caracterizagao adequada
de suas propriedades. Neste sentido, a busca de extensoes incentiva um melhor entendi-
mento dos s istemas de Ermakov. Além disso, sempre deve-se ter em mente possiveis
aplicagoes fisicas dos sistemas de Ermakov extendidos. Devido a todos estes motivos,
esta secao direciona-se a uma analise de diversas extensoes propostas para os sistemas de
Ermakov. Vérios tipos de extensao sao concebiveis. No caso da extensao dos sistemas de
ELRR (1.16-1.17) para os sistemas de Ermakov generalizados (1.23-1.24), foi permitida
uma dependéncia mais ampla das funcoes presentes nas equagoes de movimento. Também
é possivel que as equacoes de movimento sejam modificadas pela incorporagao de novos
termos. Finalmente, extensoes multidimensionais ou mesmo de dimensionalidade infinita
sao alternativas que devem ser consideradas. Nesta secao, todas estas possibilidades sao
analisadas, com inicio na teoria de Leach [74] dos sistemas de Ermakov multidimensionais.

A teoria de Leach parte do fato de que o gru po de simetrias dos sistemas de ELRR,
apos eliminagao da freqiiéncia pela transformacao (3.89), é o SL(2, R). Com base nisto,
se propoe como definir sistemas de Ermakov como sendo os sistemas dinamicos cuja
simetria associada é fornecida pelo SL(2, R). O conceito tem o mérito de conter uma
receita simples para obter sistemas de Ermakov multidimensionais, os quais seriam, por
defini¢do, invariantes sob o SL(2, R).

Para obter explicitamente os sistemas de equacoes de segunda ordem invariantes sob
o SL(2, R), é necessario seguir uma estratégia inversa a usualmente adotada na aplicagao
de simetrias de Lie. Ou seja, ao invés de se buscar o grupo de simetrias de um sistema,
se busca o sistema invariante sob um dado grupo. No caso, o grupo é o SL(2, R), cujos
geradores estao dados nas férmulas (3.92-3.94). Serd mostrado em detalhe o procedimento
a seguir no caso de um sistema dinamico composto por duas equacoes d e segunda ordem,

na forma genérica

Ny = i—Azv,y,2,9,1) (3.111)
t

Ny = §— B(z,y,z,9,t) =0, (3.112)

onde A e B sao, inicialmente, fungoes arbitrarias. A questao que se poe é qual é a forma
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mais geral possivel de A e B para que haja simetria SL(2, R).

Uma observacao inicial é de que é necessaria invariancia sob os trés geradores Gj,
com i = 1,2, 3, nas relagoes (3.92-3.94), separadamente. Com isto, e levando em conta o
estabelecido na segao 3.1, invariancia sob o SL(2, R) acarreta

(G?]N) =0 , i=123 |, (3.113)

N=0

onde N = (N, Ny). A condigao (3.113) resulta numa série de equagbes parciais para A e
B no sistema (3.111-3.112).

Invariancia sob G, o u seja, sob translacoes temporais, acarreta que nem A nem
B podem depender do tempo. Para obter as implicacoes da invariancia sob G, que

corresponde a transformacoes de auto-similaridade, é necesséaria a segunda extensao

e _ s 0 0 L0 0 114
Gy =Gy Tos a9 31’(% Byxay,, (3.114)

que é deduzida via (3.60). Usando (3.114) em (3.113), vem que

0A 0A 0A 0A

GHN — BA—a—— —yT— 4 i+ = =0. 3.115
( 2 1)N:o T or y8y+$8:&+y3y ( )
A solucao geral desta equacao parcial linear, pelo método das caracteristicas, é fornecida
por

1 - ..

onde f é uma funcao arbitraria dos argumentos indicados. De modo similar, encontra-se
1
B = a ! ) A1
xy2g($/y,m, yy) (3.117)

sendo g uma funcao arbitraria dos argumentos indicados. Isto completa a derivagao das
equacoes invariantes sob G e (G, isto é, sob translagoes temporais e transformagoes de
auto-similaridade. O sistema invariante é dado por (3.111-3.112), sendo A e B dados
pelas expressoes (3.116-3.117).

Para finalizar a derivacdo dos sistemas com simetria SL(2, R) bidimensionais, falta

considerar invariancia sob (G3, que gera transformacoes conformes. A segunda extensao é

il a0 0 0 0 1
Gy =Gs+ (x tx)&g’c + (y ty)ag,/ 375:1:(% Styay, : (3.118)
Com isto e (3.116), mostra-se que
(GP V), =0 (3.119)
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implica _ _
of | 20f
=) R A2
8v+u8w 0, (3.120)
onde
u=ylx , v=zk , w=yy . (3.121)

A solugdo de (3.120) é f = f(u,w/u — uv) ou, em termos das varidveis originais,

onde f ¢é arbitraria. De modo semelhante, obtém-se

g=g(/y, vy —yi), (3.123)

para g arbitraria.
Levando em conta todos os resultados, conclui-se que a classe mais geral possivel de

sistemas invariantes sob o SL(2, R) a duas dimensoes é dada por

1

o= —— | — yd 3.124

i Ja? (y/x, 2y —yi), (3.124)
1

j = Tygg(x/y,xy—yfb). (3.125)

No caso em que f = f(y/x) e g = g(z/y), recai-se no sistema de ELRR usual com
frequiéncia zero. Este resultado pode ser facilmente compreendido levando em conta que
o grupo de simetrias do sistema de ELRR, apds remogao da freqiiéncia via (3.89), é
o SL(2,R). Entretanto, para f e g arbitrarios em (3.124-3.125), obtém-se sistemas
dinamicos mais gerais do que simplesmente os sistemas de ELRR. Em particular, é possivel
uma dependéncia nas velocidades.

O procedimento utilizado para obter extensoes dos sistemas de Ermakov a duas di-
mensoes pode ser facilmente transportado a dimensao arbitraria. Por exemplo, a trés
dimensoes, pode-se definir sistemas de Ermakov extendidos como sendo aqueles sistemas

invariantes sob os geradores

G, = 0/ot, (3.126)
Gy = 2td/0t+ro/or, (3.127)
Gy = t%0/0t +tro/or (3.128)

do SL(2,R) a trés dimensoes. Acima, r é a varidvel radial utilizada na definigdo das

coordenadas esféricas, x = rcos¢sinf,y = rsingsinf,z = rcosf. Verifica-se que os
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geradores (3.126-3.128) possuem, de fato, as relagoes de comutacao (3.95) do SL(2, R).
Seguindo 0o mesmo procedimento utilizado no caso bidimensional, verifica-se [74, 112] que,

em coordenadas esféricas, a forma dos sistemas invariantes sob o SL(2, R) a trés dimensoes

¢é dada por
i —r0? —r¢*sin?0 = r3f(6,¢,r%0,r%9), (3.129)
résind + 2rgsin @ + 2rfpcos = 1 3g(0, p,1%0,1%9) (3.130)
10 + 270 — r¢?sinf cos = r3h(0, ¢, 20, 7‘2(/5) , (3.131)

sendo f, g e h fungoes arbitrarias dos seus argumentos.
Um exemplo relevante de sistema que pode ser posto na forma (3.129-3.131) de um
sistema de Ermakov tridimensional é o sistema de uma particula carregada sob acao de

um monopolo magnético fixo na origem. A equacao classica co rrespondente é dada por

a=7qxaq/r’, (3.132)

onde v é uma constante positiva proporcional a carga positiva e q = r7 € o vetor posigao,
sendo 7 o versor radial. Para colocar a equagao de Lorentz (3.132) na forma de Ermakov

tridimensional, basta tomar
f=0, g=—-v20 , h=n~r’d sinb (3.133)

nas férmulas (3.129-3.131). A equacao de Lorentz (3.132) possui também invariancia sob
rotagoes, dai decorrendo sua integrabilidade [112]. De modo geral, entretanto, os sistemas
de Ermakov extendidos (3.129-3.131) nao sdo exatamente soliveis. Isto contrasta com
a extensao bidimensional (3.124-3.125), a qual, como pode ser demonstrado [113, 114],
é exatamente solivel. Mais tarde, no capitulo 5, sera analisada com maior detalhe a
estrutura do grupo de simetrias de problemas envolvendo um monopolo magnético.
Tendo sido apresentada a abordagem de Leach de extensao multidimensional dos sis-
temas de Ermakov, restam alguns comentarios por fazer. Sem duvida, a abordagem
baseada no critério de invariancia frente ao SL(2, R) tem o mérito da simplicidade, sendo
facilmente implementada. Além disso, os sistemas de Ermakov extendidos obtidos, por
construcao, retém uma das caracteristicas basicas dos sistemas de ELRR, qual seja, o
mesmo grupo de simetrias. Entretanto, também por construcao a abordagem nao con-
templa a totalidade dos sistemas de Ermakov generalizados. De fato, como foi visto

na secao anterior, os sistemas de Ermakov generalizados nao necessariamente possuem
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simetrias de Lie. Além disso, quando ha simetria, esta nao necessariamente é a simetria
SL(2, R). Por este motivo, o critério de Leach, apesar de levar a resultados interessantes,
nao pode ser considerado universal. Uma outra alternativa ainda nao considerada na lit-
eratura ¢ a de procurar sistemas de equagoes parciais de uma dada ordem com a simetria
SL(2,R). Com isto, seriam obtidos sistemas de Ermakov na acepc¢ao de Leach com um
numero infinito de graus de liberdade.

Ray e Reid [45] [71] também obtiveram generalizagoes do sistema de Ermakov usando
uma abordagem baseada em simetrias de Lie. Entretanto, ao invés de procurarem as
equagoes de movimento que possuem um certo grupo de simetrias de Lie, Ray e Reid

buscaram as equagoes de movimento mais gerais da forma
i+ wi(t)r = A(x,t) (3.134)
possuindo simetrias de Lie geométricas. O gerador associado é fornecido por

G =r71(x, t)gt + 1(z, t)(‘fx : (3.135)
Note-se que a formulagao é intrinsecamente unidimensional. Na equacao (3.134), a funcao
A(z,t) é arbitraria, porém assumidamente nao contém termos lineares na posigao. Ou
seja, a dependéncia linear ja estd contida no termo com a freqiiéncia w(t). A abordagem
de Ray e Reid tem inspiragao no fato do sistema de Ermakov ser reminiscente do OHDT,
que é o caso limite da equagao (3.134) quando A = 0.

Seguindo sua proposta, Ray e Reid obtiveram [45] [71] a equagdo de movimento

i+t = y;exp <3a /t pf&) F (g exp <a/t pj&)) , (3.136)

onde F' é uma funcao arbitraria do argumento indicado, a é uma constante e y é uma

variavel auxiliar satisfazendo a equacao de Pinney,
p+wp=k/p* |, k=cte (3.137)
O gerador de simetrias geométricas associado é dado por

0 , 0
G= y2a + (yy + oz)x% . (3.138)

Portanto, as equagoes mais gerais possiveis na forma (3.134) com simetrias de Lie geométricas

sao fornecidas pela expressao (3.136), com gerador (3.138).
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Algumas observagoes devem ser feitas. Por um lado, o par (3.136-3.137) representa
uma modificacao de um sistema de ELRR, o qual é obtido tomando o = 0. Entretanto,
a segunda equacao do par de Ermakov é mais geral do que a equacao de Pinney. Por
outro lado, é interessante notar que a equagao auxiliar (3.137) foi encontrada seguindo
uma estratégia dedutiva. Frequentemente, como na técnica de Ermakov mencionada no
capitulo introdutério, se postula a forma d a equacao auxiliar. A partir dai, procura-
se uma constante de movimento exata recorrendo diretamente ao par de equagoes. Na
abordagem de Ray e Reid, entretanto, a equagao auxiliar é decorrente da imposicao de
invariancia sob um grupo de simetrias. Entretanto, o método de Lie nao leva diretamente
a uma constante de movimento exata. Possivelmente devido a este fato, Ray e Reid
buscaram uma constante de movimento exata para o sistema (3.136-3.137) eliminando
a freqiiéncia, no estilo do método de Ermakov. Com isto, chegaram a integral primeira

exata

1, . . k
I = §(xy—yx)2+§($/y)2+

n /jz(yx—ym') exp <3a/t yfg%) F (iexp (a/t y;%)) . (3.139)

Como apontado por Ray e Reid, a constante de movimento exata (3.139) apresenta o

defeito 6bvio de ser nao local. Isto é, para obte-la explicitamente é necessario primeira-
mente calcular as trajetérias exatas x(t) e y(t), para entdo calcular a integral no lado
direito da expressao (3.139). Claramente, este problema reduz drasticamente a utilidade
do invariante exato. Resta, entao, a alternativa de buscar uma integral primeira exata
para o par (3.136-3.137) seguindo algum outro método. Devido a existéncia de uma simet
ria de Lie subjacente, o método de Lie se apresenta como o mais indicado. Entretanto,
esta alternativa nao foi explorada por Ray e Reid, sendo desenvolvida na seqiiéncia.
Seguindo o método de Lie, como foi estabelecido na se¢ao 3.1, procura-se uma con-
stante de movimento exata I(z,&,t) que satisfaca a condi¢ao (3.67). Ou seja, procura-se
uma constante de movimento exata invariante sob a primeira extensao do gerador (3.138).

A primeira extensao é

o
G =G+ (—yy + @) + (yij + 9*))

. (3.140)

O requerimento
GUT =0 (3.141)

leva a

I=1(u,u), (3.142)
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onde as variaveis e u e u' sao dadas por

= zeXp <—a/t y;&) o = (yd — o) exp (—a /t yf&) L (3.143)

Se verifica diretamente que o invariante (3.142) de fato satisfaz a condicao (3.141).

Impondo que I dado na equagao (3.142) seja uma constante de movimento exata para
o sistema (3.136-3.137), encontra-se a equacao parcial
ol ol
I il . I k 72F -1\ 2
(u au)au + (—au' — ku+u*F(u ))aw

A solucao geral é uma funcao arbitraria da constante de integracao associada a equagao

0. (3.144)

diferencial ordinaria de primeira ordem
du'Jdu = (—ou’ — ku+u2F(u™"))/(u' — au) . (3.145)
Quando a = 0, esta equacao é integravel, dai resultando a constante de movimento exata
I=u?/2+k ,u2/2+/1/uF()\)d)\ . a=0 . (3.146)

Utilizando as expressoes em (3.143) no caso particular em que a = 0, conclui-se que a
equacao fornece o invariante exato usual associado ao sistema de Ermakov cujo segundo
membro é a equagao de Pinney. Entretanto, se a # 0 a equagao (3.145) é genericamente
nao integravel. Isto nao exclui a possivel existéncia de solugao exata para funco es F'
particulares.

Pode-se tirar algumas licoes da abordagem acima. Fica explicito que pode ser dificil
aplicar o método de Lie para constantes de movimento exatas. A situacao é diferente
no tocante ao método de simetrias de Noether, considerado nos capitulos 4 e 5. Neste
método, deduzem-se simultaneamente as simetrias e as constantes de movimento exatas
associadas, de modo direto. Entretanto, o método de Noether requer uma formulacao
variacional para as equa ¢oes de movimento. Além disso, mesmo havendo formulacao
variacional, o grupo de simetrias de Noether é apenas um subgrupo do grupo mais amplo
das simetrias de Lie. Estes topicos serao discutidos com maior detalhe nos préximos
capitulos.

A questao de como extender o conceito de sistema de Ermakov para o caso de infinitos
graus de liberdade ainda estd bastante aberta. De fato, presentemente existem apenas
algumas poucas formulacoes de sistemas de Ermakov em termos de e quacoes diferenciais

parciais. Dentre estas, destaca-se o sistema introduzido por Ray [147],

Po P, 1
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onde a funcdo ¥ (z,t) satisfaz a equagao auxiliar

Py 0?
a;ﬁ - a;f +w?h =0 (3.148)

e w é uma funcao arbitraria de ¢, 1), suas derivadas, z e t. Ray denominou o sistema
acima de sistema de Ermakov multidimensional. No caso particular em que w = 0 e
1 =1, a equacao (3.147) reduz-se a equacao de seno-Gordon, a qual possui solugoes do
tipo séliton. Para w constante, Ray [147] obteve solucoes do tipo onda solitdria para o
sistema (3.147-3.148). Mais tarde, S aermark [148] tomou outras escolhas de w no mesmo
sistema (3.147-3.148), obtendo, assim, solugoes do tipo “kink”. Finalmente, Rogers et al.
[149] propuseram a incorporacao de uma varidvel espacial extra no sistema (3.147-3.148).
Com isto, obtiveram certos sistemas de Ermakov (2 4+ 1) dimensionais. Nestas andlises,
nao esta esclarecido se o sistema (3.147-3.148) tem solugoes do tipo séliton. Outras exte
nsoes de sistemas de Ermakov com ntmero infinito de graus de liberdade podem ser
encontradas em [33]-[35], [127], [150] e [151].

Sao concebiveis outras extensoes dos sistemas de Ermakov. Kaushal e colaboradores,
numa série de trabalhos [83], [106, 107], obtiveram certos sistemas bi e tridimensionais
com invariantes exatos que recaem nos sistemas de Ermakov em casos particulares. Estes
sistemas, obtidos pelos métodos dir eto e de dlgebra dinamica (ver capitulo 1), se nota-
bilizam por fazer parte dos poucos sistemas de dimensao maior que um com constantes
de movimento exatas. Entretanto, ainda estd por ser feita uma analise mais profunda
de seus atributos basicos. Em particular, para que se qualifiquem como sistemas de Er-
makov, na nossa opiniao é necessario que ao menos uma das propriedades de linearizagao,
lei de superposicao nao linear ou de simetria de Lie esteja presente. Sem qualquer destas
propriedades, torna-se dificil denominar os sistemas de Kaushal e colaboradores de sis-
temas de Ermakov extendidos, na acepg¢ao correta do termo. Finalmente, além destas
generalizacoes, pode-se mencionar certas versoes discretas [171] de sistemas de Ermakov,

nas quais o parametro temporal assume apenas valores discretos.



Capitulo 4

SISTEMAS DE ERMAKOV HAMILTONIANOS

Desde o advento da mecanica quantica, as formulagoes Hamiltonianas tem desempen-
hado um papel crucial na fisica tedrica. Mais recentemente, descobriu-se a estrutura
Hamiltoniana de um grande niimero de modelos. Entre estes, pode-se citar a equagao de
Korteweg—de Vries [152], a magnetohidrodinamica [153], as equagoes de Vlasov—Poisson e
Vlasov—Maxwell [153], a mecanica dos fluidos em diversas aproximagoes [153], certos mod-
elos bioldgicos de competicao entre espécies [154] ou de disseminagao de epidemias [155]
e a dinamica de raios na ética de meios axisimétricos [156]. Tanto interesse origina-se na
utilidade das descricoes Hamiltonianas nos mais diversos contextos, tais como na analise
da estabilidade nao linear dos pontos criticos de sistemas dinamicos ou na construcao de
teorias de perturbacao. Quanto a este ultimo tépico, os métodos Hamiltonianos foram
fundamentais na busca da simplificacao das teorias de perturbacao na mecanica celeste.
Para uma discussao mais completa das aplicacoes dos métodos Hamiltonianos, pode-se
consultar [9]. Do ponto de vista da integrabilidade dos sistemas dinamicos, os sistemas
Hamiltonianos sao especiais. Pelo teorema de Liouville-Arnold [110], a existéncia de
apenas N integrais primeiras exatas em involucao assegura a integrabilidade completa
dos sistemas Hamiltonianos com espaco de fase 2 N dimensional. No caso dos sistemas
dinamicos 2 N dimensionais nao Hamiltonianos, sao necessarias 2 N —1 leis de conservacao.

No enunciado do teorema de Liouville-Arnold, faz-se mencao ao conceito de involucao.

Entende-se que duas fungoes F' e G definidas no espago de fase estao em involucao quando
{F,G} =0, (4.1)

sendo {, } o colchete de Poisson subjacente & descrigio Hamiltoniana. No caso usual, o

colchete de Poisson entre duas fungoes F' e G é dado por

OF 0G GGGF> 7 (4.2)

N
F.G} = —
{ } 12::1 (aﬁh Op; dq; Op;
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onde ¢; e p; sao as posicoes e 0s momenta canonicamente conjugados.

E possivel ampliar a definicao de colchete de Poisson, preservando suas propriedades
algébricas basicas. Com isto, obtém-se as chamadas formulagoes Hamiltonianas general-
izadas [9]. Entretanto, neste capitulo a equagao (4.2) serd tomada como a definigao de
colchete de Poisson. Finalmente, no teorema de Liouville-Arnold, também se exige que
os n invariantes exatos tenham superficies de nivel compactas no espaco de fase. Esta
condicao técnica, no entanto, nao sera de importancia vital no presente tratamento.

Com motivacao na relevancia das formulagoes Hamiltonianas nos aspectos apontados,
este capitulo dedica-se a obter formulagoes Hamiltonianas para sistemas de Ermakov.
Na secao 4.1, obtém-se uma descricao Hamiltoniana adequada a uma certa classe de
sistemas de Ermakov. A secdo 4.2 contém alguns sistemas relevantes que recaem na
forma derivada na secao 4.1, que sao um sistema de Calogero descrevendo uma interagao
entre trés corpos e um sistema apresentando simetria dinamica. Na secao 4.3, buscam-se
simetrias de Noether para a classe de sistemas de Ermakov generalizados Hamiltonianos.
O objetivo é procurar uma segunda constante de movimento exata, que, juntamente com
o invariante de Ermakov, garanta integrabilidade completa, de acordo com o teorema de
Liouville-Arnold. Finalmente, a secao 4.4 dedica-se a contrucgao explicita da solucao exata
da classe de sistemas de Ermakov Hamiltonianos com simetria de Noether determinada.

Obtém-se as solugoes exatas classica e quantica.

4.1 Formulacoes Hamiltonianas para sistemas de Ermakov

Nesta secao, é considerado o problema de associar uma estrutura Hamiltoniana aos sis-
temas de Ermakov, considerados na sua versao generalizada, dada pelas equagoes (1.23—
1.24). Esta abordagem diferencia-se da adotada por outros autores [157, 158], que bus-
caram estruturas Hamiltonianas para sistemas de Ermakov com freqiiéncia dependente
apenas do tempo. Os sistemas de Ermakov Hamiltonianos encontrados nesta abordagem
simplificada tem aplicagdo em Otica [36, 37], em conexao com o estudo da propagagao de
feixes Gaussianos elipticos. A proposta adotada aqui, como sera visto, permite a derivacao
de uma classe de sistemas de Ermakov bem mais ampla. Serao exibidas aplicacoes nos
casos de um potencial de Calogero [159], descrevendo uma interagao entre trés corpos

numa linha, e de um potencial de Hartmann [160]-[162], possuindo simetria dinamica.
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4.1.1 Formalismo Hamiltoniano

Como Hamiltoniana para o sistema de Ermakov generalizado (1.23-1.24), serd tomada
como ansatz a fun¢ao [26]

H = ;1]3325 + Bpyp, + gpz +Vi(z,y,t), (4.3)
onde A, B e C sao ntumeros tais que AC' — B? # 0 e V(z,y,t) ¢ uma fungao potencial
dependendo apenas do tempo e das varidveis espaciais. Assumidamente, o ansatz (4.3)
nao contempla forcas dependentes da velocidade. Entretanto, duas classes de sistemas
de Ermakov Hamiltonianas conhecidas na literatura [117, 157] sdo casos particulares da
forma proposta.

Agora serd imposto que as equagoes canodnicas de Hamilton descrevam o sistema de

Ermakov generalizado (1.23-1.24). A Hamiltoniana (4.3) gera as seguintes equagoes de

movimento,
& = Ap,+ Bpy, (4.4)
y = Bp.+Cpy, (4.5)
po = —or, (4.6)
py = —?;. (4.7)

Este sistema de primeira ordem em (z, y, p;, py) pode ser facilmente posto na forma equiv-

alente de um sistema de segunda ordem em (z,y),

P+ QP = _A?;; — Ba@z + Q% (4.8)
ov ov
i+ Q% = —B% —Ca—y+92y, (4.9)

onde os termos proporcionais a ? foram convenientemente adicionados a ambos os lados.
A comparacao entre as equagoes (4.9) e (1.24) leva a conclusao de que as freqiiéncias

admissiveis devem satisfazer

1, 0V ov
02 =-(B— —).
y( 6$+08y)

Além disso, a comparacao entre as equacoes (4.8) e (1.23), quando 2 é dada pela relagao

(4.10)

(4.10), mostra que o potencial deve obedecer a equacao diferencial parcial de primeira

ordem linear

(Bx—Ay)(g‘;+(C’m—By)aa‘y/ = ;F(y/x) (4.11)
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As equagbes caracteristicas associadas a (4.11) podem ser escritas na forma
d d 2dv
o W _ T (4.12)
Bx—Ay Cz—By F(y/x)
que possuem — como facilmente se verifica — a solucao geral
1
V= A(s,t) + ?U(y/x) . (4.13)
Aqui, A(s,t) é uma fungao arbitréria dos seus argumentos, onde
s> = Ay* — 2Bxy + Ca?, (4.14)
e
y/x
Uly/z) = / F()\) dA (4.15)

¢ uma nova fungao arbitréria, definida a partir de F(y/z). Examinando a nova varidvel

(4.14), verifica-se que, quando A = C =1, B = 0, s reduz-se a variavel radial comumente

utilizada. E conveniente também definir a funcao
E(\) = AN? —2BX + O,

de modo que s? = 22£(\).

(4.16)

Na notacao convencional, o sistema de Ermakov Hamiltoniano derivado do potencial

admissivel é dado por

y OA 1 -
T+ ggx = Wf(y/x%
oA 1
y+ggy = ?gﬂﬁ(x/y),
onde
_ A A
fo) = 2/£§U(>\) -+ E(A)\ — B)U'(\),
3 A2
g(1/n) = 256—2U(A) + ?(BA —COYU'(N),
sendo que U'(\) = dU(N)/d\ e
k= AC — B*.

O invariante de Ermakov correspondente é dado por

1= L((Ay — Ba)p, — (Cx — By)p,)* + Uly/)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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Sobrevivem duas fungoes arbitrarias no sistema de Ermakov Hamiltoniano, a saber,
A(s,t) e U(y/x). Naverdade, f and g no sistema (4.17-4.18) sdo determinadas unicamente
pela funcao homogeénea U, e pode-se verificar diretamente que
! . dg

d
T+ (CH2BNf = (AN=B) ] +

af 2B
d

A(BA=C) (A+9- (4.23)

E interessante comparar os resultados obtidos aqui com os da literatura. Os sistemas de
Ermakov Hamiltonianos de Cerveré e Lejarreta [157] sdo obtidos pelo presente formalismo
tomando A = C = 1, B = 0, and A = w?(t)s?/2 nas equagoes (4.3) e (4.13). As
funcdes f and g resultantes satisfazem uma condicdo estabelecida em [157], a qual é
precisamente a condic¢do (4.23) especializada para os valores apropriados dos parametros.
Este formalismo ja foi utilizado no estudo da propagacao de feixes elipticos Gaussianos em
meios nao lineares e dispersivos [36, 158]. De resto, a classe de sistemas de Ermakov com
um segundo invariante exato derivada por Goedert [117] é Hamiltoniana e derivavel do
presente formalismo. Neste caso, a escolha adequada é A =C =0,B=1e A = A(s). E
desnecessario dizer que as funcoes f e g resultantes desta prescricio satisfazem a condicéo
de integrabilidade exposta em [117].

De acordo com o teorema de Liouville-Arnold, sistemas Hamiltonianos 2n-dimensionais
possuindo n constantes de movimento exatas independentes em involugao com superficies
de nivel compactas, sdo integraveis por quadraturas [110]. Para estes sistemas, o movi-
mento é quasi-periédico e restrito a um toro N—dimensional. Se a Hamiltoniana nao
depender do tempo, a presente classe de sistemas de Ermakov Hamiltonianos possui de
modo imediato duas constantes de movimento exatas em involucao. De fato, neste caso,
a propria funcao H é uma constante de movimento exata independente do invariante
de Ermakov. Assim, quando a fun¢ao A(s,t), que é a fonte da dependéncia temporal
do Hamiltoniano, nao contém t, é de se esperar que o problema seja completamente in-
tegravel. Na realidade, as superficies de nivel H = const. e I = const. nao sao compactas,
mas as equacgoes de movimento sao redutiveis a quadratura. Conseqiientemente, o sistema
de Ermakov Hamiltoniano tratado aqui pode ser incluido na classe nao trivial de sistemas
de Ermakov exatamente soluveis, a qual pertencem, por exemplo, alguns sistemas anal-
isados por Govinder e Leach [114], os quais consideraram freqiiéncias dependentes apenas
do tempo. Uma outra classe de sistemas de Ermakov Hamiltoniana exatamente solivel
serd considerada na secao 4.2. Esta nova classe é explicitamente dependente do tempo, e
possui solucao exata devido a existéncia de uma simetria de Noether subjacente.

O formalismo Hamiltoniano pode ser usado para resolver elegantemente as equacoes de
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movimento. Claramente, as coordenadas (z,y) nao sao as mais adequadas ao problema.

Sejam as novas coordenadas (s, ¢), onde s jé foi definida através da equagao (4.14) e
¢ = arctan(y/x) (4.24)

¢ uma varidvel angular. A inversa da transformacao de coordenadas (x,y) — (s, ¢) é dada

por

2:M 2:@ 495

T e Y T e (4.25)
onde

((¢) = Asin® ¢ — 2B sin ¢ cos ¢ + C cos® ¢ (4.26)

é uma nova fun¢do. Quando A = C = 1,B = 0, obtém-se ( = 1. Neste caso, (4.25)
reduz-se a transformacao para coordenadas polares usuais.

Nas novas variaveis, a Hamiltoniana e o invariante de Ermakov adquirem uma forma
mais apropriada. Para obter a Hamiltoniana (4.3) e o invariante de Ermakov (4.22) em
termos das novas coordenadas, inicialmente é conveniente escrevé-los em termos de (x,¥)
e suas derivadas,

1

H = ;ﬁ (0932 — 2 Biy + Ay2> + A (s(z,y),t) — mU(y/x) : (4.27)
I = ;(m] —yi)*+ Uly/z). (4.28)

Observe-se que k # 0, o que garante o carater nao singular da expressao de H na férmula

(4.27). Introduzindo a transformagao (4.25), obtém-se

1. I
H = %52 + ? + A(S,t) s (429)
9 U 4.30
I = . .
R + U(tan ¢) (4.30)

Quando A é independente do tempo, H é um segundo invariante exato. Nesta situacao,
pode-se proceder de um modo similar ao usado no método da energia da mecanica classica

usual [17], dividindo o problema em duas equagoes diferenciais ordindrias separaveis,
(ds/dt)? = 2k(H —1s%—A(s)), (4.31)
(do/dt)* = 257 (t)C()(I — Ultang)). (4.32)

As equagoes (4.31-4.32) podem ser sucessivamente resolvidas em termos de quadraturas
fornecendo uma solucao formal para o sistema de Ermakov. Na realidade, a solucao da

equagao (4.32) requer o conhecimento de s(t), que se obtém resolvendo (4.31).
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A estrutura da equagdo (4.32) sugere um re-escalonamento de varidvel temporal, da

forma .
T(t) = / dX/s2(N). (4.33)
Este re-escalonamento é aplicavel globalmente apenas quando s(t) é positivo definida no

tempo, com o que T'(t) resulta monotonico. Nestas circunstancias o sistema (4.31-4.32)

torna-se
(ds/dT)* = 2rs® (Hs* — I — A(s)s) | (4.34)
(do/dT)* = 2((¢) (I - Ultang)) (4.35)

que é um conjunto desacoplado de equacoes separaveis e, desta maneira, redutivel a
quadraturas. Este procedimento fornece a solucao geral do problema, envolvendo quatro
constantes arbitrarias, a saber, H, I e duas constantes que surgem da integracao do par
(4.34) e (4.35).

Uma observagao interessante concernente ao presente sistema de Ermakov Hamilto-
niano é a seguinte: mudar A(s) de acordo com A(s) — A(s) + k; ou de acordo com
A(s) — A(s) + ko/s?, onde ki e ky sao constantes, é equivalente a mudar os valores das
constantes H ou I na férmula (4.31). Desta forma, ndo hd modificagdo da natureza das
integrais por perfazer. Esta transformacgao pode ser explorada para identificar variagoes
de sistemas exatamente soluveis que sao igualmente exatamente soliveis. Por um lado, a
adicao de k; a A nao leva a uma variagao relevante do problema, uma vez que sua tnica
implicagao ¢ uma mudanga no valor numérico de H. Por outro lado, a adigao de ko/s* a
A implica numa mudanca qualitativa no potencial sem mudanca relevante nos calculos.

Apenas é necessario modificar I nas equagoes originais de acordo com
I'— I+ k. (4.36)

Concluindo, o sistema de Ermakov Hamiltoniano autonomo foi reduzido a quadrat-
uras. Se estas quadraturas podem ser feitas exatamente é uma questao que deve ser
analisada em cada aplicacao particular. Outra observacao importante é concernente a lei
de superposi¢ao nao linear dos sistemas de Ermakov (ver segao 2.1). Em geral, esta lei de
superposicao é implicita no sentido em que nao pode ser aplicada, devido ao acoplamento
entre as equagoes de movimento. Para os sistemas de Ermakov Hamiltonianos derivados
aqui, obtém-se as equagoes (4.33) e (4.35), que constituem uma lei de superposigao néao
linear explicita. Isto é evidente, pois se constrdi ¢(t) usando s(t) obtida de uma equagao

desacoplada, a saber, (4.31).
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4.2 Aplicacoes

Nesta se¢ao sao apresentados alguns exemplos de aplicacao da teoria. Sao analisados um
potencial de Calogero e um exemplo super-integravel de potencial nao central. Alguns out-
ros potenciais que representam generalizacoes dos potenciais harmonico ou Coulombiano
podem ser tratados de modo similar ao menos no que concerne a dinamica bidimensional
obtida por projecao em um plano apropriado. O potencial super-integravel de Hartmann

e algumas de suas variagoes [161, 162] pertencem a esta categoria.

4.2.1 Um sistema de Calogero como um sistema de Ermakov Hamiltoniano

Como primeiro exemplo que ilustra o procedimento para integragao do sistema de Er-
makov Hamiltoniano auténomo, serd considerado um potencial de Calogero [159]. O

sistema associado descreve a interagao de trés corpos numa linha, com Hamiltoniana

2

1 w,
He = 5(29% +p5+p3) + go((xl — 22)* + (z2 — x3)” + (z3 — 31)°)

q g2 g3
+ + , 4.37
(w1 —22)? (12 —23)* (23 —21)? ( )

onde wy, g1, g2 € g3 sao constantes nao negativas. Um re-escalonamento de coordenadas

temporal e espacial permite tomar wg = 1. Além disso, é conveniente fazer uma trans-

formagao para coordenadas de centro de massa e de Jacobi,

1
R = (331+ZE2+333),
1

w

r = (x1 — xa), (4.38)

-5

(.Tl + X9 — 21’3) .

y = %
O centro de massa executa movimento livre, e a dinamica no plano de coordenadas (z,y)
¢é descrita pela Hamiltoniana reduzida
1 1 9 292 293
H=-pi+p)+ 5@ +y") + =5 + + :

2 2
Como pode ser facilmente verificado, a Hamiltoniana reduzida (4.39) é do tipo de Er-

(4.39)

makov. Além disso, sendo autonoma, é integravel. Os coeficientes A, B e C' na equacao
(4.3) sao, neste caso, A = C =1 e B = 0. Conseqiientemente, s = /2?2 +y?> =7 e 0
potencial de Ermakov correspondente é dado por

1 1 492 493
V= 2r+ + + . 4.40
2" T 2r2cos? ¢ (gl (1—-+3tang)? (1 ++/3tan (b)?) (4.40)
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Comparando este potencial e a equagao (4.13), encontra-se

A=1r?*/2, (4.41)

U0) = 5143 (914

4go 4gs
B —\/§)\)2 + (1+\/§/\)2> . (4.42)

A equacao (4.31) pode ser resolvida analiticamente para A dada segundo a expressao
(4.41), podendo-se verificar diretamente que o re-escalonamento ¢ +— T é propriamente
definido, ou seja, s(t) é positivo definida no tempo. O sistema de equagoes resultante que

deve ser solucionado agora é

(dr/dT)* = r*(2Hr* —2I —1*), (4.43)

2 _ _ an &2 492 4gs
(do/dT)* = 21 —(1+t ¢)<gl+(1—\/§tan¢)2+(1+\/§tan¢)2>' (4.44)

Para encontrar a solugao r(7"), é mais apropriado utilizar o re-escalonamento 7"+
T = /21T, considerando que o invariante I assume valores estritamente positivos no

caso do sistema de Calogero. A solucao é

~ 21
r(T) = < ,
1) H —VH? —2Isin(2T + 1)

onde ¢; ¢ a constante de integracao advinda de (4.43).

(4.45)

A funca@o ¢(T') pode ser calculada em termos de fungdes bem conhecidas para alguns
valores diferentes dos parametros g;. A escolha g1 = go = g3 = ¢ é provavelmente a mais

interessante, pois resulta numa solugao em termos de fungoes circulares,

N 1/2 .
H(T) = ;sm-l ((1 — 2?) sin(37 + 02)> : (4.46)

onde ¢y ¢ a ultima constante de integracao do problema.

As ultimas duas equacgoes fornecem as érbitas paramétricas do problema e sao sua
solucao geral, envolvendo quatro constantes de integracao, a saber, H,I,c; e c;. Esta
solugao estd em plena concordancia com os resultados de Khandekar e Lawande [163],
mas foi obtida de um modo mais sistematico.

Conforme mencionado anteriormente, a adicao de 294572 a A, onde g, é uma constante

e, aqui, s = r, nao altera a forma da solucao analitica. Apenas requer a modificacao
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I — I + g4 em todas as férmulas. Isto prova a existéncia de solugoes exatas para a

Hamiltoniana modificada

2
“0 g2y 2y, 9L

2go 293 94

@—VBy? (@B Py

Desta maneira, nas variaveis originais, o problema de trés corpos unidimensional descrito

1
H = 5(172 +p)) +

+ (4.47)

pela Hamiltoniana

_ 1 w?
HC = *(}9? —|—p§ +p§) + =0 ((ZEl — 1’2)2 + (1’2 — .%‘3)2 + (xg — $1)2) +

2 6
g1 92 g3 394
+ + + 448
(r1—22)?  (x2—m3)?  (23—21)%2  (11—22)% + (2o—23)? + (x3—11)? ( )

é também exatamente soltiivel. H¢ pode ser vista como uma modificacio integravel do
sistema de Calogero. Observe-se que o termo com g4 é uma nova contribuigao, que nao
se refere ao sistema original. Esta generalizacao é possivel gracas ao fato do sistema de
Calogero possuir a estrutura de um sistema de Ermakov Hamiltoniano nas coordenadas
de Jacobi.

4.2.2 Um potencial com simetria dinamica

O problema nao central descrito pela Hamiltoniana

1 Ho g1 g2
goloo oy M g1 T 4.49
2(px +py) /.CL'Q _'_y2 + y2 + y2 /.CUQ _|_y2 ’ ( )

onde 9, g1 € g2 s@o constantes positivas, possui um grupo de simetrias dinamicas [160]
e é separavel em coordenadas parabdlicas e polares. Extensoes tridimensionais de H sao
sistemas super—integréveis [161], e tém recebido atengdo como problemas de forga nao
central passiveis de quantizagao exata pelo método das integrais de caminho [162]. Di-
versas outras versoes bidimensionais de sistemas tridimensionais super—integraveis podem
ser reduzidas a sistemas de Ermakov Hamiltonianos. Selecionou-se o Hamiltoniano (4.49)
como um bom exemplo para ilustrar a técnica proposta na secao 4.1.

Um re-escalonamento do tempo e do espaco permite estipular pg = 2 sem qualquer
perda de generalidade. Para este problema, também se tem s = 22+ 32 = r. O
potencial é . E X )

” m (91 + g2 cos ¢) . (450)
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Comparagao das equagoes (4.50) e (4.13) mostra que neste caso

A(r) = —-, (4.51)

U(tan ¢) =

s 1+ acos) (4.52)

O tratamento sera restrito ao caso em que 71" é bem definido e monotonico. Uma
analise detalhada mostra que, para valores suficientemente altos do invariante de Ermakov
(momentum angular suficientemente alto), as trajetérias jamais cruzam a origem. Logo,
para I > 0 a varidvel r nao se anula e 7" é monotonicamente crescente, como se verifica
diretamente pela equagao (4.33). Observe-se também que, para I > 0, a condi¢ao r # 0
é necessaria para que o lado direito da equacao (4.31) seja positivo, o que é necessario
para a existéncia de solugoes reais. Considerando I > 0, reduz-se o problema original ao

conjunto de equacoes diferenciais
(dr/dT)* = 2r*(Hr*+2r —1I), (4.53)
(dp/dT)* = 2 (I - (g1 + g2 cos (b)) . (4.54)

sin? ¢
Integracio direta do par (4.53-4.54) (com T +— T = /2IT) fornece as equacdes paramétricas
~ I

" = T AT AT 1) (4.35)
cosp(T) = —% (1 — \/1 +4I(I — g1)/g3sin(T + 02)> : (4.56)

onde ¢y, ¢y sao constantes de integracao. Para valores negativos da energia, o movimento
é confinado. Quando a energia é positiva, as trajetérias escapam para o infinito em valores
finitos de T. Entretanto, usando a varidvel original ¢, o processo é regular, requerendo um
tempo fisico infinito para se desenrolar. Outra caracteristica interessante do movimento
confinado é que nao é explorada a faixa total de valores do angulo, de ¢ = 0 até ¢ = 2.

Isto é evidente da rela¢ao (4.56), que implica y_ < cos¢ < x, onde

X+ = _% (1 + /14 41(1 - gl)/gg) . (4.57)

E fdcil verificar que x4+ < 1, correspondendo ao fato de que as trajetérias nao visitam
o setor do plano onde ¢ < arccos x,. Também é claro que para valores suficientemente
pequenos de go pode existir outro setor excluido em torno de ¢ = 7. Este é o caso quando

X— > —1, o que é possivel se e somente se 2] > go € g1 > go.
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Tal como no exemplo do potencial de Calogero, a adicao de um termo do tipo gsr~2 a

A(r), onde g3 é uma nova constante, nao altera os cdlculos. O novo potencial exatamente

soluvel é
Mo (%51 g2 g3

—— + =+ —- .
/l'2+y2 y2 y2 /l‘2+y2 $2+y2

Aqui deve-se enfatizar que o termo proporcional a g3 € novo e representa uma incorporagao

V= —

(4.58)

ao potencial original que preserva a integrabilidade exata do sistema. Novamente, isto é

possivel gracas ao cardter Hamiltoniano deste sistema de Ermakov.

4.3 Teorema de Noether

Na secao anterior, derivou-se uma classe de sistemas de Ermakov com formulacao Hamil-
toniana. A partir dai, obteve-se a solucao formal destes sistemas, desde que estes possuam
Hamiltoniana independente do tempo. Neste caso, a propria Hamiltoniana é um segundo
invariante exato, a ser considerado juntamente com o invariante de Ermakov. A teoria
foi aplicada nos exemplos de um potencial de Calogero e de um potencial com simetria
dinamica. Uma questao natural ¢ perguntar o que ocorre quando hé dependéncia tempo-
ral explicita da Hamiltoniana. H4 outro invariante exato? Conforme dito na introducgao
deste trabalho, existe uma variedade de métodos de busca de constantes de movimento
exatas. A qual deles deve-se recorrer na busca de um segundo invariante exato para os
sistemas de Ermakov Hamiltonianos? Certamente, a disponibilidade de uma formulagao
variacional (Hamiltoniana ou Lagrangiana) deve ser aproveitada. Isto privilegia a escolha
do método das transformacoes canonicas ou do teorema de Noether. O método das trans-
formagoes canodnicas tem o onus de nao ser sistemdtico. Por esta razao, nesta secao se
utilizara o teorema de Noether na busca de um segundo invariante exato para os sistemas
de Ermakov Hamiltonianos. Como sera visto, isto delimitara uma subclasse com simetrias
de Noether, contida na classe mais geral dos sistemas de Ermakov Hamiltonianos derivada
em 4.1.

O teorema de Noether relaciona transformacoes de simetria continuas e quantidades
conservadas de um sistema com formulacdo variacional [48]-[66]. No formalismo La-
grangiano, as transformagoes de simetria de Noether de um sistema sao transformacoes
em suas coordenadas espaciais e temporal que deixam a agao classica invariante (a menos

de uma constante). Com isto, sdo obtidas as mesmas equagoes de movimento. Sendo
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L(q,q,t) a Lagrangiana do sistema e
Sla(t)] = / L(q,q,t)dt (4.59)
o funcional da acao, as simetrias de Noether impoem que
L(q,dq/dt, ) dt = L(q,q,t) dt + gdt, (4.60)

onde q e t s20 as varidveis espaciais e temporal transformadas e g uma funcao apropriada.
Na sua versao mais simples, adotada aqui, o teorema de Noether considera trans-

formacoes infinitesimais do tipo
t=t+er(q,t) , q=q+en(q,t) |, (4.61)

onde £ é um parametro infinitesimal. Frequentemente se representa [73] compactamente
as transformagoes (4.61) por meio do gerador de simetrias G, que é o operador diferencial

dado por

0 0

Assim, a modificacao infinitesimal de qualquer funcao A(q,t) induzida pelas transfor-

magoes (4.61) é dada por
A(q,t) = Ala,t) + e GA(a,t). (4.63)

O gerador de simetrias de Noether foi introduzido de modo analogo ao gerador de simetrias
de Lie definido no capitulo 3.

Nas equagoes (4.61) e (4.62), supoe-se que as transformacoes dependem apenas das
posicoes e do tempo, e nao das velocidades. Este tipo de transformacao é chamada de
geométrica ou puntual. Para estas transformagoes, a condic¢ao (4.60) expressa-se de acordo
com

Taaf—i—n-gé—k(h—r'(';[) — +7L=4g(q,t), (4.64)
sendo ¢(q, t) uma fungao apropriada, relacionada com g por § = € g. A relagao (4.64), para
uma Lagrangiana dada, ¢ um polinomio nas diversas poténcias de ¢;, a ser identicamente
satisfeito. Isto resulta numa série de equagoes parciais que, quando resolvidas, permitem a
obtencao das simetrias de Noether geométricas para a Lagrangiana. Estas transformacoes
formam um grupo continuo (o grupo de Noether), que é um subgrupo do grupo das

simetrias de Lie associadas as equacoes de movimento. De fato, o grupo de simetrias
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de Noether nao apenas preserva a forma das equacoes de movimento. Em acréscimo, as
transformacoes de Noether modificam o funcional da acao no maximo pela adicao de um
valor constante. Nas referéncias [62, 143], acham-se exemplos que mostram grupos de
Noether como subgrupos do grupo de simetrias de Lie.

O teorema de Noether permite obter, associada a cada transformacao de simetria,

uma quantidade conservada, dada por

J = 6)—;-q—L T—a—l,;-n—kg. (4.65)
9q dq

Em geral, as quantidades conservadas obtidas da férmula (4.65) ndo sdo todas fun-
cionalmente independentes. As aplicagoes fisicas mais relevantes e conhecidas sao a con-
servacao da energia associada a invariancia frente a translagoes temporais, a conservagao
do momentum linear associada a translacoes espaciais e a conservacao do momentum
angular associada a rotacoes.

O teorema de Liouville-Arnold [110] garante a integrabilidade completa dos sistemas
Hamiltonianos com espaco de fase 2n-dimensional e n constantes de movimento exatas
em involucao. No caso dos sistemas de Ermakov Hamiltonianos, portanto, basta derivar
uma constante de movimento exata além do invariante de Ermakov para garantir integra-
bilidade completa. No caso autonomo, a acao ¢é invariante frente a translacoes temporais e
o proprio Hamiltoniano é o invariante de Noether correspondente. A solucao exata, neste
caso, pode ser obtida do modo visto na secao 4.1. Quando a Hamiltoniana é explicita-
mente dependente do tempo, é necessaria uma constante de movimento exata adicional.
Isto converte a busca de simetrias de Noether numa alternativa atraente.

A dependéncia temporal explicita pode levantar duvidas sobre a interpretacao do teo-
rema de Liouville-Arnold. De fato, geralmente este é formulado para sistemas autonomos.
Ocorre que, usando um procedimento padrao [17], é possivel estender o espago de fase
de modo a tratar o tempo como uma nova coordenada canonica. Nesta formulagao num
espago de fase estendido, a Hamiltoniana nao depende do parametro temporal, sendo,
assim, um invariante exato. Caso sejam conhecidos n invariantes exatos na formulacao
original, explicitamente dependente do tempo, com a Hamiltoniana tem-se n + 1 invari-
antes exatos na formulagao autonoma, com espaco de fase de 2n + 2 dimensoes. Dai vem
que o teorema de Liouville-Arnold assegura a integrabilidade completa. Ou seja, mesmo
se houver dependéncia temporal explicita, basta conhecer n invariantes exatos para um
espaco de fase 2n dimensional.

Na secao 4.1, analisou-se uma classe de sistemas de Ermakov Hamiltoniana. A aplicacao
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do teorema de Noether, entretanto, requer uma formulacao Lagrangiana. Neste contexto,

¢é aplicado o teorema de Noether a Lagrangiana

L:;@M@%—vm%w, (4.66)
onde .
V(z,y,t) = A(r,t) + ﬁU(y/x) , (4.67)

sendo A e U fungoes arbitrarias. Aplicando a transformada de Legendre a Lagrangiana
(4.66), obtém-se justamente o Hamiltoniano (4.3) correspondente aos sistemas de Ermakov
Hamiltonianos tratados na secao 4.1, com as restricoes A=C =1,B =0. Tomar A, B e
C arbitrarios nao produz resultados novos significativos e complica consideravelmente a
notagao. Se estd tratando de um espago de configuracao bidimensional, de coordenadas
q = (z,y). Além disso, por defini¢ao, U nao serd considerada nunca uma fungao constante.
A contribuigao de uma fungao U constante pode ser trivialmente incorporada em A(r,t).
A Lagrangiana (4.66) produz, via transformada de Legendre, os Hamiltonianos associados
aos sistemas de Ermakov descritos na secao anterior.

Ao invés de aplicar diretamente a condi¢do de simetria (4.64) a Lagrangiana (4.66),
¢é conveniente adotar uma estratégia menos redundante. Ja conhecemos, do capitulo 3, a
forma geral das simetrias de Lie admissiveis pelos sistemas de Ermakov. Como o grupo
de Noether é um subgrupo do grupo de simetrias de Lie, é mais direto verificar quais as
simetrias de Lie que também se qualificam como simetrias de Noether.

Para que a secao seja completa em si mesma, veja-se novamente a forma geral das
simetrias de Lie admissiveis pelos sistemas de Ermakov. Sejam as equacoes de Euler-

Lagrange associadas a Lagrangiana (4.66),

. 10N 2U Y
o (T or i ) T 272 U'ly/x), (4.68)
. 10N 2U 1,
y+ (7‘ or r4> v = el W), (469)

sendo que a linha denota diferenciacao em relacao ao argumento indicado. As equacoes

(4.68-4.69) constituem um sistema de Ermakov, cujo invariante de Ermakov é dado por

I = ;(:py —yi)? +U(y/z). (4.70)

Combinando as equagoes (4.68) e (4.69), obtém-se

1
a:gj—yi—l—?U'(y/x) =0. (4.71)
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Conforme visto no capitulo 3, as simetrias de Lie geométricas associadas a equagao (4.71)

sao dadas por
t=t+ep’(t) , T=x+eppr , J=y+eppy , (4.72)

sendo p(t) uma funcdo do tempo arbitraria. Como o grupo de Noether é um subgrupo
do grupo de simetrias de Lie, é valido procurar simetrias de Noether infinitesimais (4.61)
especificadas por

T=pt) ., m=ppr , no=ppy . (4.73)

Inserindo os resultados (4.73) e (4.66) na condigdo de simetrias de Noether (4.64),
obtém-se um polinomio nas componentes da velocidade, que deve ser identicamente nulo.
Em virtude da proposta (4.73), este polinomio é linear. O termo proporcional a & implica

0 .
3% = (pi+p°) @, (4.74)

e o termo proporcional a ¢ implica

dg . .
afy—(perp)y' (4.75)

Combinando as duas ultimas equacoes, decorre que

9= go(t) + (pp+ p*)r*/2, (4.76)

sendo gop uma funcao que pode depender apenas do tempo.
O termo restante (independente das componentes da velocidade) na condi¢ao de sime-

tria implica em

O\ . OA . .
P ar TP = —2pA—go — (pp +3pp)r /2. (4.77)

Esta equagao parcial linear pode ser resolvida pelo método das caracteristicas, com o

resultado -
A=-L P 4 —5(r/p), (4.78)

sendo ¢ uma funcgao arbitraria do seu argumento.
A forma do potencial correspondente a sistemas de Ermakov Lagrangianos com sime-

tria é dada de modo mais transparente definindo uma nova fung¢ao w(t) via

pHwt)p =k/p®, (4.79)
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sendo k& uma constante. A equagao (4.79) pode ser vista como uma relagdo de compat-
ibilidade entre as fungoes p e w. Para w dada, a decorréncia é que p deve satisfazer a
equagao de Pinney. As relagoes (4.79) e (4.78) acarretam

w2 (t)r? 1
_ 9 w(t)

A= 2 5 + ;U(r/p) : (4.80)

sendo
a(r/p)=a(r/p) — kr®/2p? (4.81)
uma nova funcao arbitraria, definida a partir de &.

Na realidade, tomar gy = 0 na equagao (4.80) nao representa perda de generalidade.
De fato, adicionar uma funcao dependendo apenas do tempo ao potencial nao altera as
equagoes de movimento. Adotando a convencao gy = 0, conclui-se que o potencial de
Ermakov (4.67) correspondendo a simetria de Noether é dado por

WwAt)r? 1

V= o)+ ;U(y/x) , (4.82)

onde p e w satisfazem a condigao de compatibilidade (4.79). As equagdes de movimento
&T=-0V/ox , §=-0V/Oy (4.83)
associadas ao potencial (4.82) podem ser postas na forma de Ermakov generalizada

i+ (W) + ' (r/p)/p" = 2U(y/x) [r") w = yU'(y/x) [2** (4.84)
i+ (W) +0'(r/p)/p* = 2U(y/x) /1)y = = U'(y/w) /2r. (4.85)

Observe-se que o termo correspondente a freqiiéncia, envolvido por parénteses nos lados
esquerdos das equagoes (4.84) e (4.85), contém as varidveis dinamicas. O invariante de

Noether (4.65) associado é dado por

1 2 2

J = S(pa— ) + ’;p Folr/p) + U /). (4.86)

Se a funcao gy fosse mantida, nao seria alterada a forma do invariante de Noether, como
seria de se esperar.

A utilizacao de coordenadas polares (x = rcos ¢,y = rsin ¢) simplifica consideravel-
mente a forma dos invariantes de Ermakov (4.70) e de Noether (4.86). O invariante de

Ermakov tem a forma _
7“4 ¢2

2

I

+ Ultan ¢) . (4.87)
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Através de I, expressa-se o invariante de Noether apenas em termos da variavel radial,

2 2

1 k I
J = i(pf —pr)?+ o +o(r/p) + p

2 R (4.88)

Para completar a segdo, serdo exibidos os invariantes exatos (4.87-4.88) em termos

dos momenta canonicos

pr=0L)OF =7 | psy=0L/ddp=1r) . (4.89)
Obtém-se
1
I = 5p;JrU(tamqb), (4.90)
1 Ly kr? Ip?
_ 2 _ Al iy 4.91
J 5= pr) o +o(r/p)+ -3 (4.91)

4.4 Solucao exata

Na secao precedente, derivou-se uma classe de sistemas dinamicos com uma série de
atributos muito particulares. Além de serem sistemas de Ermakov, os sistemas derivados
possuem formulagao variacional e simetria de Noether. Em conseqiiéncia de todos estes
atributos, as equagoes de movimento tém os invariantes exatos (4.87-4.88). Nesta segao,
é obtida a solucao classica exata das equagoes de movimento. Em acréscimo, obtém-se
também a solucao exata do problema quantico correspondente. Apresentam-se separada-

mente os dois tratamentos, classico e quantico.

4.4.1 Solugao classica exata

Os invariantes de Ermakov (4.90) e de Noether (4.91) estdo em involugao. Isto pode
ser verificado utilizando a definigdo (4.2). Alternativamente, pode-se constatar imedi-
atamente que os dois invariantes exatos estao em involugao. Para isto, basta notar que
o invariante de Ermakov (4.90) envolve apenas as variaveis canonicas angulares (¢, py),
enquanto que o invariante de Noether, na forma (4.91), contém dependéncia somente nas
varidveis canonicas radiais (r,p,). Logo, {I,J} = 0, cumprindo uma das exigéncias do
teorema de Liouville-Arnold para integrabilidade completa. Apesar de as superficies de
nivel I = cte. nao serem nunca compactas, verifica-se que as equacoes de movimento tém

uma solucao exata, construida no que segue.
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Em coordenadas polares, as equacoes de movimento derivadas a partir do potencial
(4.82) sao dadas por

F4+wit)r = 20/r3 —d'(r/p)/p®, (4.92)
r’p 4+ 2rirgp = —U'(tan¢)/r?cos® ¢, (4.93)

onde se usou o invariante de Ermakov (4.87) para simplificar a equagao radial (4.92). Na
verdade, o invariante de Ermakov pode ser obtido imediatamente integrando a equagao
(4.93).

A equagao radial estd desacoplada (toda dependéncia angular estd em 7). Em tltima
andlise, é isto que faz com que o invariante de Noether na forma (4.88) dependa apenas
das variaveis (r,7). O desacoplamento permite o tratamento separado da equacao (4.92).

A solugao r(t) serd obtida através da introducao das novas varidveis

Rer/p | T:/td)\/pz()\) | (4.94)

Com estas coordenadas, o invariante de Noether (4.88) expressa-se como uma fungao do

tipo energia,

J= ; (ZZE) +o(R), (4.95)
onde
v(R)=kR*/2+1R*+o(R) (4.96)

faz o papel de energia potencial. Seguindo a estratégia delineada nos livros bésicos de
mecanica [17] para a solugao exata de problemas potenciais, obtém-se a solugdo por

quadratura

R dX
A TRy

onde ¢; é uma constante de integracdo. Se a integral no lado direito da equacao (4.97)

T+ C1 (497)

puder ser feita exatamente e se a inversao para obter R(T) for possivel globalmente

(localmente, sempre o serd), entdo a relagao (4.94) implica

r=r(t;e1,1,J) = pR (/t NP2\ + e 1, J> . (4.98)

A equacao acima estd na forma de uma lei de superposicao nao linear, fornecendo a solugao

exata r(t) a partir de uma solugao particular p(t) para a equacao de Pinney (4.79).
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A parte angular da dinamica pode ser resolvida através do invariante de Ermakov

(4.87), que fornece
w
V2(I — U(tan¢))/2 — r2’ (4.99)

A equagao (4.99) estd na forma de uma equagao diferencial ordinéria de primeira ordem

a variaveis separaveis, apds insercao de r(t;¢q, 1, J). Integrando a equagao separavel e

invertendo (o que é sempre possivel, ao menos localmente), obtém-se a solugao exata
QS = Qb(t, Ia Jv 01702) 5 (4100)

onde ¢y é a quarta e ultima constante de integracao. Isto finaliza o procedimento para
obter a solugao exata das equacoes (4.92-4.93). Observe-se que este é um sistema dinamico
bastante geral, envolvendo as fungoes arbitréarias w(t), p(t),U(y/z) e o(r/p), sendo que w

e p tem de ser compativeis com a relacao (4.79).

4.4.2 Solucao quantica exata

Nesta secao, é encontrada a solucao exata da equacao de Schrodinger correspondente ao

potencial (4.82). Ou seja, é obtida a solugao exata 1(q,t) de

Hy(a,t) =m0 (a.1), (1.101)
onde
h2
H= —?VQ +V(q,t) (4.102)

é o operador Hamiltoniano quantico, V2 é o operador Laplaciano e V(q,t) ¢ dado na
férmula (4.82). Utiliza-se o método de Lewis e Riesenfeld, explicado com detalhes na segao
2.3, no caso de problemas de uma dimensao espacial. Na presente subse¢ao, meramente
se adapta para o caso de duas dimensoes espaciais a teoria exposta em 2.3.

Para a aplicacao do método de Lewis e Riesenfeld, lanca-se mao de uma base de

autovetores comuns aos operadores Hermitianos invariantes

1

I = S(apy—yp)* +Uly/o), (4.103)
T = Lop— ol + 5 ol + LU, (1.101)

obtidos a partir da quantizacao dos invariantes de Ermakov (4.70) e de Noether (4.86).

Nas equagbes (4.103-4.104), subentende-se que p = (p,,py), com p, = —ihd/0x e



Capitulo 4. Sistemas de Ermakov Hamiltonianos 111

py = —ihd/0y, sdo os operadores correspondentes aos momenta cldssicos na representagao
de coordenadas. Ou seja, nesta subsecao sempre se entende que [ e J sao operadores difer-
enciais.

Pode-se verificar diretamente que os operadores I e J dados nas equagdes (4.103-4.104)
comutam,

[, J]=1J—JI=0. (4.105)

Nada seria mais natural, pois os invariantes exatos cléssicos [ e J estao em involugao. O
isomorfismo {, } — (ih)7![,] entre a dlgebra das fungdes no espago de fase e a dlgebra dos
operadores no espago de Hilbert implica o resultado (4.105) imediatamente.

Como I e J sao observaveis compativeis, é possivel construir uma base ortonormalizada

de autofungoes 1,,,(q,t) comuns a [ e a J,

/ Upn (@ )rs(@, t)dd = Gpbns (4.108)

sendo que I,,, e J,, sao os autovalores correspondentes. Pela teoria basica de Lewis e
Riesenfeld, o fato de I e J serem operadores Hermitianos invariantes assegura que estes
autovalores sao constantes. Se esta utilizando um par de indices discretos m e n para
simplificar a notagao. Caso uma parte do espectro de I ou de J seja continua, basta
modificar a notacao coerentemente.

A solucao exata de Lewis e Riesenfeld é da forma
B t) = 3 emne® O, ), (4.109)

sendo que as fases «,,, satisfazem

onde H é o operador Hamiltoniano dado na férmula (4.102).

Para obter a forma explicita da solucao (4.109) de Lewis e Riesenfeld, é necessario
resolver o par de problemas de autovalores (4.106-4.107). Utilizando coordenadas polares,
estas equacoes traduzem-se no sistema

12 0%Yyn
2 0¢?
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wmn

W0 ) PP
o or \| or 2r2  0¢? vep
1, . 2
+§(p2 + k?/pz) 7‘2¢mn + %U(tan ¢)¢mn + O'(T/p)l/}mn =
= Ty - (4.112)

)

Considerando explicitamente a equagao (4.111), obém-se uma forma alternativa para o
problema (4.112),

h2p2 a 8¢mn . . ¢mn
—mar<7“ or )“hﬂf’< W

+ (S0P + KV + Lni? )12 + a<r/p>) Yo =

Na equagao de autovalores (4.111), apenas comparecem a varidvel angular e o tempo.
Por outro lado, no problema (4.113) comparecem apenas a variavel radial e o tempo.

Assim, é possivel propor uma solugao através de uma separacao de variaveis,

V(15 05 1) = Pran (7, 1) Yo () - (4.114)

Valem as condicoes de normalizacao

/Y* ) dd = Omn /gpi,m(r,t)go,ﬂs(r,t)rdrzémréns : (4.115)

A equagado (4.111) pode ser tratada separadamente. Conseqlientemente, nao sao

necessarios dois indices para os autovalores de I. Fazendo, assim, a simplificacao
Ly — 1, (4.116)

e adotando a proposta (4.114), converte-se a equagao (4.111) em

rf d%y,
2 dg?

+ U(tan9)Y,, = 1,,Y,,. (4.117)

E coerente associar apenas um indice para as autofuncoes Y,, do operador I, pois o seu
problema de autovalores pode ser tratado separadamente.
A equagao (4.117), formalmente, é uma equagao de Schrodinger unidimensional inde-

pendente do tempo com potencial U(tan ¢). Supondo que seja possivel resolvé-la, resta
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a tarefa de resolver o problema (4.113). Inserindo nesta um autovalor particular I,, e

considerando a proposta (4.114), obtém-se

—=F (7"@ )thp(TZ +s0mn>+

o dr

dr r
L k)2 4 2 4 /) o = (4.118)
9 P p)r 2 a\r/p) | Pmn = JmnPmn - .

Esta equacao pode ser convenientemente tratada através da transformagcao

mn(r, 1) = exp(ip 12 /20p) B (T/p) 4.119
w()W_r(p/p)sO(/p) (4.119)
sendo que

/ Crn (R)Prs(R) AR = 0y, (4.120)

para preservar a condigdo de normalizacao. Com isto, converte-se a equagao (4.118) em

outra equagao de Schrodinger unidimensional independente do tempo,

h? d*@rn(R) _ .
onde R =r/p e onde
v(R) = kR*/2+ (I, — h*/8)R™* + o(R) (4.122)

cumpre o papel de potencial. Em resumo, transformou-se o problema de encontrar uma
base de autofuncoes comuns a [ e a J num par de equacoes de Schrodinger independentes
do tempo, (4.117) e (4.121).

Ainda resta encontrar as fases de Lewis a,,,, definidas na equacdo (4.110). Con-
siderando que as autofuncoes estao adequadamente normalizadas, que valem a equacgao
de Pinney (4.79) e também a relagao

0=t Lpoatap)t o077~ ki), (4123)
P 2p 2p?

expressa-se a formula (4.110) segundo a forma simples
Actm = —Jomn/ P> - (4.124)

Os calculos envolvidos na obtencao da ultima equacao sao longos, mas simples. A forma
final das fases de Lewis é dada por

Jom [t dX
hoJo p*(N)

U (1) = — (4.125)
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Levando em consideracao a proposta fundamental (4.109) de Lewis e Riesenfeld, a
separacao de varidveis (4.114), a transformagao (4.119) e as fases dadas por (4.125),
obtém-se, finalmente, a solucao exata para a equacgao de Schrodinger,

¥(q,t) - Cprexp (_@ | pg(») exp (%) wn(r/p)Ya(0),  (4.126)

onde as constantes c¢,,, sao determinadas pelas condicoes iniciais.

Os ingredientes bdsicos para construir a expressao (4.126) sao uma solugao particu-
lar p(t) para a equagao (4.79) e a solugao das equagoes de Schrodinger (4.117) e (4.121).
Evidentemente, a obtencao destes ingredientes basicos nem sempre ¢ tarefa trivial. Entre-
tanto, a solucao obtida tem o mérito de dividir o problema total em trés etapas distintas,
a saber, a resolu¢ao dos problemas (4.79), (4.117) e (4.121). Na pratica, a dificuldade de
cada uma destas etapas depende essencialmente das fungoes arbitrarias w(t), U(tan ¢) e
o(r/p), respectivamente.

Neste ponto, é de interesse comparar as solugoes exatas classica e quantica. Classica-
mente, reduziu-se a parte radial da dinamica a um sistema potencial unidimensional, com
potencial dado na férmula (4.96). Quanticamente, obteve-se uma equagao de Schrédinger
unidimensional independente do tempo para a parte radial da funcao de onda. A funcao
potencial, dada na relagao (4.122), diferencia-se do potencial cldssico (4.96) por uma
correcao proporcional a A% Além disso, em principio é possivel que os autovalores I, na
equagao (4.122) sejam quantizados e nao continuos. Por outro lado, a parte angular da
dinamica é basicamente determinada pelo invariante de Ermakov. Isto vale classicamente
(ver a equagao (4.99)) e quanticamente, no problema de autovalores (4.117).

Para finalizar a secao, serd feita uma comparacao entre os resultados encontrados e
a literatura. Grammaticos e Dorizzi [79] deduziram o potencial (4.82) (ver a equacdo
(60) do artigo citado) no curso de sua busca por sistemas bidimensionais possuindo in-
variantes exatos quadraticos na velocidade. Entretanto, nao reconheceram que o sistema
deduzido é completamente integravel. Conseqiientemente, nao encontraram sua solucao
exata, nem cldssica, nem quantica. Dhara e Lawande [82], nos casos A) e C) do artigo
referido, encontraram, respectivamente, potenciais associados ou a sistemas de Ermakov
ou a simetrias de Noether. Além disso, a existéncia de uma simetria de Noether subjacente
a este 1ultimo caso nao foi reconhecida, pois foi utilizado o método direto de procura de
invariantes exatos. A possibilidade de encontrar uma interseccao entre as duas classes, ob-
tendo sistemas de Ermakov com simetria de Noether, nao foi considerada. Com isto, nao

obtiveram sistemas completamente integraveis. Cervero e Lejarreta [157] obtiveram o po-
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tencial (4.82) com a restri¢ao o(r/p) = 0, no curso de sua andlise de sistemas de Ermakov
Hamiltonianos com freqiiéncia dependente apenas do tempo. A presente secao estendeu
este tratamento ao permitir freqiiéncias mais gerais e, consequentemente, fungées o(r/p)
nao nulas. Finalmente, Leach, Lewis e Sarlet [95] encontraram, usando transformagoes
canonicas generalizadas, uma classe de potenciais com uma constante de movimento ex-
ata quadratica. Uma subclasse desta classe geral esta associada a sistemas de Ermakov.
Entretanto, esta conexao nao foi feita e, em conseqiiéncia, nao foram obtidos sistemas
completamente integraveis. Em nenhuma das trés referéncias se reconhece a possivel ex-
isténcia de uma estrutura de sistemas de Ermakov. Tal pode ser imputado ao cardter nao
usual da freqiiéncia, o que fica evidenciado no sistema (4.84-4.85). Em tltima andlise,
pode-se dizer que esta é a razao da incompletude dos resultados contidos nas referéncias

mencionadas.



Capitulo 5

SIMETRIAS DE NOETHER PARA O MOVIMENTO NAO
RELATIViSTICO DA PARTiCULA CARREGADA

O objetivo deste capitulo é abordar a questao das simetrias e leis de conservacao para as

equagoes de movimento
q=E(q,?) +q x B(q,1), (5.1)

onde q = (x,y,2) e E(q,t) e B(q,t) sdo campos eletromagnéticos. O sistema (5.1) de-
screve o movimento nao relativistico de uma particula carregada com razao unitaria entre
carga e massa. Isto sempre é possivel, gracas ao uso de um re-escalonamento apropriado.
A metodologia utilizada no capitulo é a aplicacao do teorema de Noether, ja utilizado na
analise de sistemas de Ermakov Hamiltonianos na segao 4.3.

Na segao 5.1, investigam-se as simetrias de Noether para o movimento de uma particula
carregada sob acao de campos eletromagnéticos gerais. Mostra-se que o problema reduz-se
a duas equagoes parciais lineares envolvendo os campos eletromagnéticos e o gerador de
simetrias. Na secao 5.2, resolve-se completamente este sistema no caso em que o campo
magnético é devido a um monopolo magnético. Determinam-se duas classes admissiveis de
campos elétricos, relacionadas a constantes de movimento exatas lineares ou quadraticas
nas velocidades. Na secao 5.3, aplicam-se os resultados da secao 5.2 para dois casos
particulares relevantes, nos quais o potencial do monopolo magnético é modificado ou pela
adicao de um potencial harmoénico dependente do tempo ou de um potencial de Kepler
dependente do tempo. Em ambos os casos, as equagoes de movimento sao reduzidas a

quadratura.
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5.1 Simetrias de Noether para a particula carregada sob um campo

eletromagnético geral

Na secao 4.3, foi apresentada uma formulacao do teorema de Noether aplicavel a qual-
quer sistema com formulagao Lagrangiana. A seguir, serda analisado o caso da particula
carregada sob acao de um campo eletromagnético geral, executando movimento nao rel-
ativistico.

Introduzindo os potenciais vetorial A(q,t) e escalar V(q, t), a Lagrangiana é dada por
L= d+ Ala )4 Viai). (5.2)

Ja o campo eletromagnético é dado por
B=VxA , E=-VV_0A/dt . (5.3)

Ao inserir L na condigao de simetria (4.64), encontra-se um polinémio nas componentes
da velocidade. O coeficiente de cada monomio deve se anular identicamente. Com isto,
deriva-se um sistema de equagoes que determina simultaneamente a forma do gerador de
simetria (4.62) e dos potenciais escalar e vetorial admissiveis.

O monomio de terceiro grau na velocidade acarreta

or
-3
=0 5.4
com solugao
= (1), (5.5)

onde p(t) é uma funcao arbitraria do tempo. Inserindo esta solu¢do no mondémio de
segundo grau na velocidade, vem que

on;
.9 7 oL
Q- — | 5 —0ypp) dig; =0, 5.6

(aqj ]ﬂﬂ) J ( )

onde foram utilizadas notacao com componentes e a delta de Kronecker. Neste capitulo,
a repeticao de indices implica soma. Apenas a parte simétrica do coeficiente de ¢;q; deve

se anular na equacgao (5.6),

A solucao é
n = ppq+qx Q(t) +a(t), (5.8)
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onde §2(t) e a(t) sao fungoes vetoriais arbitrarias do tempo. A obtengao da solugao (5.8)
a partir da equagao (5.7) é apresentada no apéndice A.

Com as fungbes 7 e n nas equagoes (5.5) e (5.8), demonstrou-se que a forma geral do
gerador de simetrias é dada por

G = (03 + (pia+ ax QD) +alt) - 5 (5.9)

onde p(t), Q(t) and a(t) sdo arbitrarias. O gerador de simetrias inclui um re-escalonamen-
to generalizado, uma rotacao dependente do tempo e uma translacao espacial dependente
do tempo.

Até aqui, a aplicagao do teorema de Noether nao impods nenhuma restricao sobre A

ou V. As equagoes remanescentes acarretadas pela condi¢ao (4.64) sao dadas por

q — Vg=GA+ppA+Q x A +0n/ot, (5.10)
q® — 0g/ot=—-GV —2ppV + A - On/ot, (5.11)

onde a forma (5.9) de G j4 foi considerada. Utilizou-se a defini¢ao

oW

G = (0% + i+ ax 20) +alt) - G

o (5.12)

valida para qualquer funcao W, aplicada nos casos em que W =V e W = A;.

As equagoes (5.10-5.11) possuem uma solugao se e somente se as condigoes de Cauchy
g _ P g d*g B 0?g

f)qi@qj - 8qj8qi ’ aqﬁt a 8t0q1 ’

(5.13)

sao satisfeitas. De outra maneira, a funcao g nao existe e nao ha simetria de Noether.
Usando as equagoes (5.10-5.11) nas condigoes de Cauchy, obtém-se, apds calculos

simples,

GB = —2p)B+2Q+BxQ, (5.14)

on 0’n
E = 3pE+EXQ+Bx —+— 1
G 3ppE+E x Q + B x 5 + 52 (5.15)

envolvendo apenas os campos eletromagnéticos fisicos.

As equagoes (5.14-5.15) sado as equagoes fundamentais na determinagao de simetrias
de Noether para o movimento nao relativistico de uma particula carregada. Trata-se de
um sistema de equacoes diferenciais parciais e lineares para os campos E e B, envolvendo

as funcoes p, {2 e a, que definem o gerador G. Verifica-se que os potenciais vetorial e
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escalar nao comparecem nas equacoes basicas. Portanto, a utilizagao de um ou outro
calibre nao modifica o calculo de simetrias de Noether.

Uma vez resolvido o sistema (5.14-5.15) para os campos elétrico e magnético, ainda
resta obter os potenciais escalar e vetorial e resolver o sistema (5.10-5.11) para g(q,t).
Em principio, estas tarefas sdo simples. A constante de movimento de Noether é obtida

pela férmula (4.65), e apresenta a forma
J=(@/2+V)p*—(q+A) n+g. (5.16)

J é um polinémio quadratico nas velocidades quando p # 0. Para p = 0, J é uma forma
linear nas velocidades.

Para um campo eletromagnético dado, o par de equagoes (5.14-5.15) pode ser encarado
como um sistema a ser identicamente satisfeito pelas fungdes que compoe o gerador de
simetria. Esta abordagem é, certamente, a mais indicada quando se tem em mente um
campo especifico. Neste trabalho, tratar-se-4 da resolugao do sistema (5.14-5.15) com
um campo magnético dado, na forma de um monopolo magnético. O campo elétrico,
entretanto, mantido livre de inicio, serd obtido a posteriori.

Os resultados desta se¢ao aplicam-se a campos eletromagnéticos genéricos. Na préxima
secao, se considerara um campo magnético gerado unicamente por um monopolo magnético
fixo na origem. Determinam-se, entao, quais as simetrias de Noether e campos elétricos

associados admissiveis e as integrais primeiras exatas correspondentes.

5.2 O caso do monopolo magnético

Nesta secao, sera aplicado o formalismo da segao 5.1 buscando os campos elétricos e as
simetrias de Noether compativeis com o campo de um monopolo magnético fixo na origem,

B:%?, (5.17)

onde v é uma constante positiva, proporcional & carga magnética e 1% = x? + y? + 2.
Trabalhos anteriores referentes ao movimento de particulas carregadas na presenca de

monopolos magnéticos tem enfocado os casos nos quais V' = V(r), isto é, nos quais a forca

elétrica é central e estacionaria. Nestes casos especificos, as equacoes de Lorentz possuem

a integral primeira exata vetorial

D=qx -, (5.18)
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onde r = q/r é o versor radial. O vetor D foi utilizado por Poincaré [164] na obtengao
da solucao exata das equagoes de movimento quando V' = 0, isto é, para o caso em que
ha simplesmente o monopolo.

Mais recentemente [165], foram considerados os potenciais centrais

w2r2 2
V=24 ;72 (5.19)
¢ 2
Ko Y

Classicamente, todas as érbitas confinadas sao periddicas quando V' é dado pelas férmulas
(5.19) ou (5.20). Quanticamente, para estes potenciais obtém-se degenerescéncia dos
niveis de energia da equacao de Schrodinger correspondente. Tais degenerescéncias estao
relacionadas a existéncia de constantes de movimento exatas adicionais [165]. No caso do
potencial (5.19), relacionado ao do oscilador harmonico isotrdpico, existe uma constante

de movimento exata tensorial, com componentes
Ty = (s + iwou;) 1y — iwouy) , (5.21)

onde u = D X r e utilizou-se notagdo complexa. No caso do potencial (5.20), relacionado

com uma interacao Coulombiana ou Kepleriana, verifica-se a constancia do vetor
F=Dxq+ por. (5.22)

Tanto (5.21) quanto (5.22) sao constantes de movimento exatas quadraticas na veloci-
dades. Pode ser demonstrado [166] que os potenciais dados pelas relagoes (5.19) ou (5.20)
s80 0s Unicos potenciais centrais e independentes do tempo para os quais a equacao (5.1)
possui integrais primeiras exatas quadraticas além da energia. A degenerescéncia destes
problemas foi explicada [167] em termos da &dlgebra de invariancia su(2) @ su(2).

E de interesse averiguar os efeitos da superposicao de uma forca elétrica nao central
e nao estacionaria no movimento de particulas carregadas sob um monopolo magnético.
Um resultado imediato do carater nao central do campo elétrico é a nao constancia do
vetor D dado na equagao (5.18). Entretanto, ao menos para formas especificas de V(q, t),
é de se esperar o surgimento de outras simetrias e constantes de movimento exatas. Sera
analisada, entdo, a questdo de quais sdo as formas de V(q,t) para as quais o sistema
descrito pela equagao (5.1) possui simetrias de Noether. Esta abordagem permite um
tratamento compacto da questao, pois envolve a determinagao simultanea de simetrias e

leis de conservagao.
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Inserindo a defini¢ao (5.17) na condigao (5.14), obtém-se uma equacao que deve ser

identicamente satisfeita pelas fungoes p, {2 e a que compoem a simetria,
y(r*fa—3a-qq)r’+Q=0. (5.23)

Note-se que p nao estd presente, permanecendo arbitraria. A equagao (5.23) fica identi-

camente satisfeita se e somente se

a=Q=0. (5.24)

Conseqiientemente, a forma mais geral do gerador de simetrias de Noether é dada por

G:p2§t+(/)/3Q+Q><q)~aq. (5.25)
Outra maneira de expressar o resultado é
G=G,+Q-L, (5.26)
onde
G, = p2§t + ppq - ai : (5.27)
sendo 2 é um vetor constante e L = (L1, Lo, L3), definido por
L, = yaaz — Zaay’ (5.28)
Ly, = z((i — xaaz : (5.29)
Ly = xaay - yaax. (5.30)

Se reconhece Ly, Ly, Lz como o conjunto dos geradores do grupo SO(3). O operador G,
também gera um grupo de Lie, porém com dimensao infinita, ja que p é arbitraria. O
gerador G, tem um papel central no estudo dos sistemas de Ermakov generalizados, como
foi visto no capitulo 3. Aqui, entretanto, o gerador atua num espaco tridimensional e nao
bidimensional, como no caso dos sistemas de Ermakov generalizados.

A estrutura algébrica é especificada pelos comutadores
[GPN sz] = Gps 9 (531)

Gp L] = 0, (5.33)



Capitulo 5. Simetrias de Noether para o movimento nao relativistico da particula carregada 122

onde se usou o simbolo de Levi-Civita €;;;, e se definiu uma funcao ps(t) a partir de duas

fungdes arbitrarias p1(t) e p2(t) segundo

ps = 2p1p2(p1p2 — p2p1) - (5.34)

O conjunto de todos os campos vetoriais GG, forma uma sub—algebra. A algebra completa
é a soma direta desta dlgebra com so(3), que é a édlgebra associada ao grupo SO(3). Este
resultado vale para qualquer campo elétrico compativel justaposto ao campo do monopolo.
Evidentemente, é concebivel que para certas formas do campo elétrico nenhuma simetria
de Noether sobreviva.

Para que um campo elétrico seja compativel com alguma simetria de Noether, a
equagao (5.15) deve ser satisfeita. Como o gerador de simetrias deve ser da forma (5.25),

esta condicao sobre E resulta ser
GE = —3ppE + Q x E+ (pp + 3pp)q, (5.35)

onde G é dado pela equagao (5.25). Devido as formas especificas do campo magnético e
de G, a carga magnética 7 ndo comparece na equagao (5.35).
Antes de solucionar o problema no caso geral, sera analisado o subcaso E = 0, isto é,

o caso do monopolo simples. Neste contexto, a equagao (5.35) se reduz a
pp+3pp =0, (5.36)
cuja solucao geral é dada por
p® = c1 + 2cot + cst? (5.37)

sendo ¢y, ¢ e c3 constantes arbitrarias. Tomando, alternadamente, apenas ¢y, ¢3 ou ¢3 nao
nulos, obtém-se trés simetrias de Noether. Conclui-se, assim, pela existéncia das simetrias

de Noether geradas por
0

G, = o (5.38)
0 0
= %A= +q — .
Go t@t +q aq (5.39)
0 0
= 2 4tq.- — 4

sem mencionar ainda os geradores do SO(3). Os operadores (5.38-5.40) correspondem,
respectivamente, a translagoes temporais, auto similaridade e transformacgoes conformes,

ingredientes do grupo SO(2,1). As relagoes de comutacao sao dadas por

(G1,Gs) =2G, , [G1,G3] =Gy [Go,Gs] =2G5 . (5.41)
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Conclui-se, em resumo, que o grupo de simetrias de Noether do problema apenas
com o monopolo é dado por SO(2,1) x SO(3), ou ainda o grupo isomoérfico SL(2, R) x
SO(3). Este resultado ja foi obtido por Jackiw [168], que utilizou simetrias de Noether
dindmicas, envolvendo as velocidades. Mais tarde, Moreira et al. [169] encontraram o
grupo SO(2,1) x SO(3) usando apenas simetrias de Lie, sem lan¢ar mao de um formal-
ismo Lagrangiano. Esta abordagem tem a vantagem de nao necessitar a introducao de
um potencial vetorial, o qual, pela natureza do campo do monopolo, sempre é singular.
Entretanto, como foi visto na secao 5.1, a andlise das simetrias de Noether reduz-se ao
sistema de equagoes (5.14-5.15), envolvendo apenas os campos fisicos e a simetria sem se

referir aos potenciais eletromagnéticos.

5.3 Campos elétricos compativeis

Tendo sido determinadas todas as simetrias de Noether no caso de um monopolo magnético,
resta saber quais os campos elétricos para os quais estas sao admitidas. A resposta a
questao exige a solucdo da equacao (5.35). A solugao geral é de duas categorias, depen-
dendo da funca@o p ser ou nao identicamente nula. De acordo com a férmula (5.16), cada
categoria corresponde a integrais primeiras exatas quadraticas ou lineares nas velocidades.

Os dois casos serao tratados separadamente.

5.3.1 O caso em que p # 0

A solugao geral da equagao (5.35) quando p # 0 é dada por

" 1 1 )
E="2q+ -0 x(Qxq) + RO Eq), (5.42)
PP p
onde se utilizaram as defini¢oes
_ 1 - t
a=_RK(©O)a . 7= [ aneoy (5.43)
sendo R(§) a matriz de rotacao em torno de € por um angulo Qf, com Q = ||2]|.

O sfmbolo T na equagao (5.43) indica transposta. Na férmula (5.42), E é uma fungao
vetorial arbitraria do seu argumento. Para €2 = (0,0, 2), a forma explicita da matriz de

rotacao ¢ - -
cosQt —sinQt 0

R(Q) = | sinQt  cosQt 0. (5.44)
0 0 1
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Pode-se verificar diretamente que a proposta (5.42) satisfaz a equagao (5.35). Para

isto, as relagoes

0 0
5 p£%<+(ppq+— Xr) - 3q’ (5.45)
0 T 0
— = Qt(t)) - — 4
s = PRIHD) o (5.46)
sao tteis. Por outro lado, as equagoes (5.25) e (5.45) mostram que
G=09/ot (5.47)

ou seja, que (q, ) sdo coordenadas canonicas para o grupo de simetrias de Noether.
E instrutivo expressar o campo elétrico (5.42) em componentes. Tomando € =

(0,0,9) por simplicidade, resulta que

O\ zx 1
B - (_ﬁJp+ﬁJE(ﬂwW—Eﬂ)m&ﬂ (5.48)
02 1
E, = (’b_p?’> i+p3(E (q) cos QU + E»(q )stt) (5.49)
R

onde p e E = (Ey, Fs, E3) sao fungdes arbitrarias. No entanto, para que o campo vetorial
(5.42) qualifique-se como um campo elétrico, é preciso que as equagoes de Maxwell sejam
satisfeitas. Isto impoe novas restrigoes, examinadas abaixo.

A lei de Faraday
8B

implica, para E dado segundo a expressao (5.42),
R(Q) - (V x E(q)) =0, (5.52)

onde V = 9/9q. Como a matriz de rotacao R(Qf) nio é singular, deve existir uma funcio
U(q) tal que
E=-VU(q). (5.53)

As demais equacoes de Maxwell sempre podem ser satisfeitas escolhendo adequada-

mente as densidades de carga e corrente. No caso, tem-se que
.. QQ 1
n, = V-E=3C 2" _ —vU, (5.54)
p pt o p?
J, = VxB-0E/0t=

pp_p A A 159U
(p2 p>q+%gbqﬂx@ 25U+ Vat (5.55)
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sao, respectivamente, as densidades de carga e corrente em unidades apropriadas.

Em resumo, as equagoes de Maxwell acarretam a condig¢ao (5.53) sobre os campos
elétricos (5.42). Levando em consideragao a condic¢ao (5.53) e também a férmula (5.46),
segue que

1 1
E:Zq+MQXMX@—¢NU@) (5.56)
é a forma geral dos campos elétricos admissiveis. Para cada campo desta forma genérica,

existe uma simetria de Noether dada pela expressao (5.25) e uma constante de movimento
exata da forma (5.16), com p # 0.

Para especificar os campos elétricos admissiveis, é preciso escolher as funcgoes ar-
bitrarias p e U, além do vetor constante £2. Finalmente, a expressao (5.56) determina
uma classe de campos elétricos que inclui, como caso particular, campos centrais. Estes
sao obtidos fazendo 2 =0 e U = U(T), sendo 7 o médulo de q.

A forma da constante de movimento de Noether (5.16) requer os potenciais vetorial e

escalar, bem como a fungao g, a qual satisfaz as equacoes (5.10-5.11). Os potenciais sao

dados por
A= 5 (y 20 +VA(qt) (5.57)
- T(.’L’Q + y2) y7 ) q? ) .
.. 2
pr 1 o 1 OA
%+@¢(Xq)+ﬁWﬂ 9 (@ 1), (5.58)
sendo A(q,t) uma fungao de calibre. A funcao g no sistema (5.10-5.11) é dada por
1
9 =5(0"+pp)r* +GA, (5.59)
e a integral primeira exata (5.16) é
1, . . _ .
J=5(pa—pa—Qxa/p)’+U(@)+1Q2-1. (5.60)

Como era de se esperar, J nao contém a funcao de calibre A, mostrando um resultado
intrinseco. A forma dos potenciais eletromagnéticos é questao apenas de conveniéncia,
sendo secundario o seu papel. Além disso, verifica-se que J, de fato, é constante ao longo

das trajetorias da equagao de Lorentz.

5.3.2 O caso em que p=0

Quando p = 0, a equacao (5.35) se reduz a

E
qugq:QxE, (5.61)
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que fornece a forma geral do campo elétrico para que haja invariancia sob SO(3), ou ao
menos, sob algum subgrupo de SO(3). Em outros termos, pode-se considerar situagoes em
que hé simetria frente a rotagao em torno de apenas um eixo, e nao sob o grupo completo
das rotagoes. Para exaurir as diferentes classes de solugoes da equagao (5.61), é suficiente
considerar dois casos. Sao eles o caso em que ha simetria de rotacao apenas em torno de
um eixo e aquele em que ha simetria de rotacao em torno de qualquer eixo. Efetivamente,
quando h& simetria de rotagao em torno de dois eixos, de imediato existe invariancia sob o
SO(3) completo . Este fato pode ser entendido examinando a algebra dos geradores (5.28—
5.30). Pode haver invariancia apenas sob L3, correspondendo a simetria de rotacdo em
torno do eixo z. Havendo invariancia também sob L;, por exemplo, decorrera invariancia
sob Ls. De fato, Ly = [L3, L;1]. Para maiores detalhes a respeito, ver [114].
Considerando rotagoes em torno do eixo z apenas, deve-se tomar Q = (0,0,€3) na
equagao (5.61), com Q3 # 0. Em outros termos, G reduz-se a L3, o gerador das rotagoes

em torno do eixo z. Para esta situacao, a solucao geral é
E = E,.(r,0,t)F + Eg(r,0,1)0 + E,(r,0,1)¢ (5.62)

em coordenadas esféricas (r, 0, ¢) tais que x = rcos ¢sinf,y = rsin¢sinb, z = r cos .

Foi obtida a classe geral dos campos elétricos com simetria azimutal. Utilizando um
potencial escalar V' = V(r,0,t) apropriado, juntamente com o potencial vetorial (5.57),
obtém-se

g=GA (5.63)

como solucao do sistema (5.10-5.11). A constante de movimento exata (5.16) correspon-

dente é
J3 = Q3(yz —zy+yz/r), (5.64)

independente do calibre. Esta integral primeira exata é proporcional a terceira compo-
nente do vetor de Poincaré definido na relagao (5.18).

Quando se analisa o caso de invariancia sob o SO(3) completo, recobra-se a constancia
das demais componentes do vetor de Poincaré. De fato, os campos elétricos correspon-

dendo a invariancia sob o grupo completo de rotagoes sao os campos centrais,
E=E(rt)r, (5.65)

possivelmente dependentes do tempo. Neste caso, os geradores de simetria sao Ly, Lo

e Ls. Para cada simetria, existe uma constante de movimento exata (5.16) associada.
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Considerando o gerador Ly, tomando € = (€4,0,0) e usando V = V(r,t), obtém-se
g=Wyar/(@* +y*) + GA (5.66)

como solu¢ao do sistema (5.10-5.11). A constante de movimento exata (5.16) correspon-
dente ¢
Ji=N(zy —yi+ya/r). (5.67)

Analogamente, invariancia sob Lo esta associada a

g=Qyyr/(z® +v*) + GA (5.68)
como solucao das equagoes (5.10-5.11) e a constante de movimento exata

Jy = Qo(x2 — 22 +yy/r). (5.69)

Como resultado, o movimento de particula carregada sob o campo de um monopolo
magnético e de um campo elétrico central possui as constantes de movimento de Noether
Ji,Jo e J3 nas férmulas (5.67), (5.69) e (5.64). As trés podem ser combinadas para
formar o vetor de Poincaré. Tanto quanto se sabe, esta é a primeira derivacao do vetor
de Poincaré via simetrias de Noether geométricas.

Conclui-se a secao assinalando que foram obtidas trés classes de potenciais escalares
na equagao (5.1) para os quais existe simetria de Noether, com B dado pela definigao
(5.17). Quando p # 0, o potencial admissivel é dado na equacao (5.58). Quando p =0
sao admitidos os potenciais V =V (r,0,t) ou V- =V (r,t).

5.4 Aplicagoes

Nesta secao, aplicam-se os resultados das se¢oes precedentes a dois campos elétricos rele-

vantes, dados por

E = E,.=—w(t)q+c2q/r, (5.70)
E = Ej, = —u(t)q/r*+ q/r'. (5.71)
sendo w(t) e p(t) inicialmente fungoes arbitrérias e ¢ uma constante numérica. Conforme

observado anteriormente, para w e pu constantes e ¢ igual a carga magnética, isto é,

¢ = 7, as trajetorias confinadas da equacao de Lorentz sao fechadas. (Quanticamente,
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ha degenerescéncia dos niveis de energia. A degenerescéncia relaciona-se a existéncia das
constantes de movimento exatas tensorial (5.21) e vetorial (5.22).

No caso geral, ndo estaciondrio, os campos (5.70-5.71) produzem os problemas de um
monopolo perturbado por potenciais harmonicos e Keplerianos dependentes do tempo,
com a adicao de uma forca centrifuga extra. Estes sistemas também podem ser encarados
como perturbagoes do oscilador harmonico isotrépico dependente do tempo e do problema
de Kepler dependente do tempo [170]. Tendo em vista a existéncia de constantes de
movimento exatas além da energia nos casos estacionarios, é de interesse analisar as
simetrias de Noether no casos dependentes do tempo. Serd analisado também o papel
da constante numérica ¢ na obtencao de simetrias de Noether. Por fim, discutir-se-4a a
solucao das equagoes de movimento através das constantes de movimento exatas derivadas

via teorema de Noether. Os dois sistemas serao discutidos separadamente.

5.4.1 Perturbacao por um potencial harmonico dependente do tempo

Como o forga elétrica é central, SO(3) pertence ao grupo de simetrias de Noether, sendo
conservado o vetor de Poincaré (5.18). Entretanto, o problema nao possui somente sime-

tria rotacional. Inserindo o campo (5.70) na condigao (5.15), vem
pp +3pp + 4w pp + 2wiop® = 0. (5.72)
Esta equacao de terceira ordem nao envolve {2 nem c, e pode ser reduzida a equacao de
Pinney
p+wi(t)p=k/p*, (5.73)
sendo k£ uma constante. Alternativamente [18, 171], definindo
E=p?, (5.74)
lineariza-se a equagao (5.72),
€+ 4w+ dwE =0, (5.75)
O valor da constante k£ na equacao de Pinney é dado, correspondentemente, por
k= ;(55 — £2/2 4+ 2,762 (5.76)

A solugao geral de (5.75) é qualquer combinagao linear de trés de suas solugoes particulares

linearmente independentes &1, & e &3,

§ =&+ e+ 383, (5.77)
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sendo c¢q, ¢y e c3 constantes.
A cada solucao &; linearmente independente corresponde uma simetria, de gerador da
forma (5.27) com & = p?,
fiq 0 .
=, 1=1,2,3, 5.78

e uma constante de movimento exata. A forma mais rapida de obter a constante de

%)
Gz’:gi&"i_

movimento exata é notar que o potencial escalar do problema,
V=W (t)r?/2 + /2, (5.79)
pode ser posto na forma (5.58) fazendo
Q=0 , U=U®F) =k?/2+2/2F" |, A=0 |, (5.80)

onde 7 = r/p, juntamente com a equagao de Pinney (5.73). Recorrendo a relagao (5.60),
que fornece a forma geral das constantes de Noether quadraticas admissiveis, obtém-se as

integrais primeiras exatas

]. .9 M . r2 y 2 0257:
Ji = 5 &9 —&a-q+ 5(51 + 2w7&;) + 2 ) (5.81)
com i =1,2,3.
Foi visto que a obtencao das simetrias de Noether do problema do monopolo-oscilador
dependente do tempo esta sujeita a solugao da equacao de Pinney ou, alternativamente,

da equagao linear (5.75). Em particular, quando
w=uwp, (5.82)

para uma constante wg, correspondendo ao problema estacionario, é possivel resolver

exatamente a equacao (5.75). A solugao é

€ = 1 + 2 co8(2wpt) + c3sin(2wt) . (5.83)
Na equagao de Pinney (5.73) correspondente, a constante k é dada por k = wi(ci—c3—c3).

Os geradores de simetria (5.78) tém a forma

G, = 8815 , (5.84)

Gy = COS(2W0t>Q — wp sin(2wot)q - ﬁ , (5.85)
ot oq

Gy = Sin(2w0t)g + wp cos(2wot)q - 9 . (5.86)
ot oq
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Juntamente com os geradores do SO(3), G1,Gs e G3 constituem a algebra de simetrias
de Noether completa do sistema do monopolo com potencial harmonico dependente do

tempo. A estrutura algébrica é determinada pelos comutadores

[Gl, GQ] = —QWOG;), s [GQ, G3] = QWOGl s (587)
Gs,G1] = —2woGs , [Li,Lj] = —€ijly ; (5.88)
[Gi,Lj] =0, +57=123 |, (5.89)

sendo Ly, Ly, Lz os geradores (5.28-5.30) do SO(3).
A dlgebra {Gy, G, G3} é isomérfica a so(2,1). Para verificar isto, basta definir a

combinagao linear
G1=(G1—G3)/dwy , Gy=GCGylwy , G3=(G1+G3)wy . (5.90)
Estes vetores satisfazem as mesmas relagoes de comutagao (5.41) dos geradores do SO(2, 1),
GG =G, [61.Gs) =2Gs [GaGe] =Gy (5.91)

Assim, a algebra de simetria do problema do monopolo-oscilador independente do tempo
é a dlgebra so(2,1) x so(3), a mesma do problema do monopolo simples.

Conforme j4 foi visto, invariancia sob o SO(3) estd associada & conservagao do vetor
de Poincaré D dado em (5.18). Por outro lado, invariancia sob Gy, G2 e G3 associa-se,

respectivamente, as constantes de movimento exatas

1
J = 5(('12 +wir? +c/r?), (5.92)
L., o 1 55 c?
Jp = 54 cos(2wot) + wor - qsin(2wyt) — JWor cos(2wot) + By cos(2wot) , (5.93)
r

1 1 2
J3 = ti sin(2wot) — wor - q cos(2wot) — §w§7’2 sin(2wot) + % sin(2wot) , (5.94)
r

A primeira vista, parece que as seis simetrias de Noether estao associadas a seis con-
stantes de movimento exatas, a saber, as trés componentes do vetor de Poincaré e .J;, Jy
e Js3 dados nas relagoes (5.92-5.94). Entretanto, uma destas integrais primeiras exatas é

funcionalmente dependente das demais, pois
wD?* = J} — J3 — J;. (5.95)

As constantes de movimento exatas D, J;, o e J3 podem ser utilizadas para inte-

grar eficientemente as equagoes de movimento. Para qualquer campo elétrico da forma
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E = E(q,t)r, o vetor de Poincaré permite reduzir o problema a um problema unidimen-
sional. Isto vale, em particular, para o sistema do monopolo com potencial harmonico

independente do tempo. Da definigao do vetor de Poincaré (5.18), segue que
D-r=—v, (5.96)

mostrando que o vetor posicao faz um angulo constante com D. Como D é constante,
segue que o movimento se dd num cone centrado no monopolo. Tomando D = (0,0, D),
o que ¢ uma escolha sempre possivel através de uma rotacao apropriada do sistema de

coordenadas, decorre que

cos) = —v/D, (5.97)
¢ = DJr?. (5.98)

A equagao (5.97) mostra que o angulo 6 nao varia, correspondendo ao movimento se dar
num cone centrado na origem. Ja a equagao (5.98) mostra que o angulo ¢(t) pode ser

obtido, uma vez conhecido r(t), através da quadratura

P(t) = dpo + D/t d\ /12N, (5.99)

sendo ¢ um angulo de referéncia. Assim, essencialmente o problema reduz-se a encontrar
r(t), o qual é solugdo da componente radial da equacao de Lorentz.

No caso do sistema do monopolo com potencial harmonico independente do tempo, a
variavel radial pode ser encontrada diretamente das constantes de movimento de Noether,
sem necessidade da resolu¢ao da componente radial da equacao de Lorentz. De fato,
obtém-se

P2(t) = = (Jy — Ty cos(2wot) — Js sin(2wit)) (5.100)

wWo

o que, inserido na solucao (5.99), fornece

(5.101)

6(t) = ¢ + arctan <—J3 + (S + o) tan<2wot>> |

CUOD

As férmulas (5.97) e (5.100-5.101) constituem a solugdo exata do sistema monopolo-
oscilador independente do tempo, envolvendo quatro constantes arbitrarias, Ji, Jo, J3 e
c. Na verdade, D é funcionalmente dependente destas constantes, conforme o resultado
(5.95). A solugao exata encontrada nao envolve as seis constantes de integracao necessérias

porque estipulou-se a anulacao das duas primeiras componentes do vetor de Poincaré. A
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incorporacao destas constantes nao é dificil, mas prejudica a apresentacao do resultado
final e sera omitida. Ressalte-se que outras freqiiéncias para as quais a equacao de Pinney
(5.73) pode ser resolvida exatamente resultam em outros problemas do tipo monopolo
com potencial harmonico soliveis exatamente.

Conclui-se a subsecao enunciando seus resultados. Obteve-se o grupo de simetrias
de Noether completo do sistema do monopolo com potencial harmonico dependente do
tempo com adicao de uma forca centrifuga extra. Esta forca, embora permita a existéncia
de 6rbitas fechadas para ¢ = na equacao (5.70), ndo tem qualquer papel na andlise das
simetrias de Noether. Os geradores das simetrias sdo dados pelas féormulas (5.28-5.30)
e (5.78), onde &1,& e &3 sao solugoes linearmente independentes da equagao linear de
terceira ordem (5.75). As constantes de movimento de Noether sdo o vetor de Poincaré e
as fungoes (5.81), as quais sdo quadréticas na velocidade. Ao menos no caso estacionario,
é possivel resolver exatamente a equagao (5.75), com o que se obtém explicitamente todas
as simetrias de Noether e as leis de conservacao correspondentes. Através destas leis de
conservacao, obtém-se as trajetérias dinamicas sem necessidade de resolver a equagao de

Lorentz.

5.4.2 Sistema de um monopolo magnético com um potencial gravitacional dependente

do tempo

Serao analisadas as simetrias de Noether quando o campo elétrico é dado pela definicao
(5.71). Como a forca elétrica ¢ central, a simetria S0(3) é valida, com a conseqiiente
constancia do vetor de Poincaré. Resta, entao, saber se existem outras simetrias, ao
menos para alguma fungao u(t) ou algum parametro ¢ especificos no campo (5.71). Para
responder a questdo, basta inserir o campo elétrico na condi¢do bésica (5.15) para ex-
isténcia de simetrias de Noether. Verifica-se que esta condicao é identicamente satisfeita

se e somente se

p=k/p*, (5.102)
u(t) = wo/p, (5.103)

sendo k e p constantes. Conseqiientemente, a tnica forma permitida da fun¢ao p(t) no

gerador de simetrias de Noether é dada por

P2 (t) = ¢ + 2ot + cst?, (5.104)
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onde ¢, ¢y € c3 sao constantes numéricas satisfazendo
cie3—c3=k. (5.105)

A simetria de Noether correspondente, com gerador

0 0
G = (Cl + 262t + C3t2>1/2a + (CQ + Cgt)q : aiq s (5106)
¢ admitida apenas se
11(t) = po/(c1 + 2cot + c5t?) M2, (5.107)

A simetria (5.106) foi obtida por Katzin e Levine para o problema de Kepler dependente
do tempo sem a presenga de um monopolo magnético [172]. Observe-se que o valor da
constante ¢ novamente nao tem relevancia na obtencao das simetrias de Noether.

Existe uma diferenga crucial entre as formas (5.104) e (5.37) da fungao p(t). No caso da
forma (5.37), as constantes ¢; ndo comparecem na equagao de Lorentz. Conseqlientemente,
é possivel escolher as constantes ¢; de modo a obter trés simetrias de Noether. No caso do
sistema do monopolo com potencial Kepleriano, ¢y, ¢ € c3 estao presentes nas equagoes de
movimento através de p(t). Logo, ndo podem ser arbitrariamente fixadas, e existe apenas
uma unica simetria de Noether além do grupo SO(3).

Sob a condigao (5.107), o potencial escalar do sistema,

2

o c
£ i 1
V =V(rt) P (5.108)

pode ser posto na forma (5.58) tomando

k—2 2
U:U(f):%_%Jr% . Q=0 , A=0 . (5.109)

L kr?
J = f(pq—pq)2+L—M—|—i. (5.110)

Como o campo elétrico é central, as equagoes (5.97-5.98) permanecem vélidas. Usando

estas equacoes, é possivel eliminar a parte angular de J,

1, ok pup | D*p?
J == (pi — UG
2 (o= pr)”+ 2p? r * 2r2 7

(5.111)



Capitulo 5. Simetrias de Noether para o movimento nao relativistico da particula carregada 134

onde D? = D? — 42 4 2. A representacao (5.111) envolve apenas a coordenada radial, e
permite a reducao do problema a quadratura. Utilizando as coordenadas canonicas para

o grupo de transformagoes com gerador (5.106),

t
r=rlp = [ R0 (5.112)
obtém-se G = 9/0t e
g1 dr 2+U() (5.113)
—o\at ) ‘
onde 12 2
S T Mo
= R, = 114
U =5 -F*3m (5.114)

Com as coordenadas canonicas do grupo, a constante de movimento de Noether adquire
a forma de uma energia, com funcao potencial U. Note-se a diferenca entre as funcoes U
e U, definidas respectivamente, nas equacoes (5.80) e (5.109).

Nao fosse a presenca do termo harmoénico proporcional a k no potencial U, formal-
mente J seria a energia de um problema de Kepler autonomo. Para tornar a analogia
estrita, bastaria substituir D na equacdo (5.114) por L, o valor absoluto do momentum
angular. Entretanto, as 6rbitas do problema de Kepler usual sao planares, enquanto aqui
o movimento se da na superficie de um cone. De fato, isto justifica-se, pois o campo
elétrico é central, dando validade a equagao (5.97).

Seguindo um procedimento inteiramente analogo ao encontrado nos livros de mecanica
sobre a integracao do movimento unidimensional de uma particula sujeita a um potencial

estacionério, obtém-se da férmula (5.113) a quadratura

EF) = o + — /F A (5.115)

T) = — = :
CVel (UMW)

sendo fp uma constante. Retornando as varidveis fisicas (r,t), a equacao (5.115) é expressa

conforme

t o d\ _ 1 fr/et) d\
/ M—tﬁﬁ/ T (5.116)

que fornece, implicitamente, a trajetdria r(t), envolvendo as constantes de integragao tg
e J.

Formalmente, obteve-se a redugao do problema as quadraturas (5.116), fornecendo
implicitamente r(t), e (5.98) (que é valida, pois que o campo elétrico é central) fornecendo
¢(t). Entretanto, a integral no lado direito da equacao (5.116) nao é factivel analitica-

mente para valores genéricos da constante k& que comparece no potencial U na férmula
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(5.114). No que segue, o tratamento se restringe ao caso
k=0, (5.117)

para o qual a integral na equagao (5.116) e alguns célculos subseqiientes podem ser feitos
exatamente. Supondo que ¢; # 0 (0 que ndo implica em conseqiiéncias drasticas), a forma
da equagao (5.107) mostra que nao se perde generalidade ao tomar ¢; = 1. Com isto, a

defini¢ao k& = 0 implica, de acordo com a expressao (5.105),
=1, =0 , =0, (5.118)

para alguma constante €. O caso {2 = 0 esta associado ao problema autonomo, de modo
que sera tomado €2 > 0 por definicao. O caso 2 < 0 pode ser analisado similarmente.
Usando as equagoes (5.112), (5.104) e (5.118), vem que

p=1+Qt |, t=t/1+Q¢t) , F=r/1+Qt) . (5.119)

De acordo com a terminologia de Munier et al. [170], a mudanga de parametro temporal
t — t na transformacao (5.119) é uma renormalizac¢ao do tempo. A denominacao corre-
sponde a diminuigao do dominio de variagdo do novo tempo. De fato, se t € [0, 00), entao
te€0,1/9).

Além de se tomar k = 0, serao consideradas condicOes iniciais para as quais
J <0, (5.120)

associadas a movimentos confinados da nova varidvel radial 7. O confinamento quando
J < 0 pode ser entendido dada a analogia entre J e a energia no problema de dois corpos
autonomo, valida quando k£ = 0. Os casos J = 0 ou J > 0 sao trataveis analogamente e
serao omitidos.

Para k = 0,J < 0, a expressao geral (5.116) ou, equivalentemente, a relagao (5.115)

leva a
_ t
(F) = +——or=
(7) (1+ Q1)
. 1 S - ~9\1/2 140 . 2Jf+ll0 y
=ty + ﬁ(QJ’/‘ + 2por — D7) —War631n (12 + 27D2)172 121)

onde 7 = r/(1 4+ Qt) conforme a equacao (5.119). Esta-se excluindo, por ora, o caso

degenerado no qual p2 +2JD?% = 0.
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A equagao (5.121) é uma equagao transcendental para a trajetéria r(t), a qual, por-
tanto, somente pode ser conhecida implicitamente. Uma dificuldade estritamente similar
ocorre no tratamento do problema de dois corpos autonomo. Tal como neste problema,
entretanto, é possivel encontrar r(¢), isto é, a 6rbita parametrizada pelo angulo azimutal
¢. Para isto, é preciso utilizar a férmula
dr  Ddr
— == (5.122)
dt 72 do

obtida através das equagoes (5.98) e (5.112), de modo a expressar a constante de movi-

mento exata J como

; D? (df

= d¢> +U(F). (5.123)

Obtém-se a quadratura

D /7 dA
¢ = ot \/5/ NI =T

(5.124)

que pode ser feita de modo exato, sendo ¢y um angulo de referéncia. Resulta que

p

HOEE ecos((D/D)(¢ — o))’

(5.125)

onde
p=D%/uy , e=(1+2JD*/ )/, (5.126)

Sejam T = T cos¢sinf,y = rsin¢sinf e Z = 7 cos as componentes cartesianas de q.
As 6rbitas encontradas a partir dai e da equagao (5.125) sao de diferentes tipos, de acordo
essencialmente com a razao D/D. Se esta razao for um nimero racional, as trajetérias
obtidas a partir da férmula (5.125) sao periédicas. Por outro lado, quando D/D for um
nimero irracional as trajetorias sao quasi-periddicas, preenchendo densamente uma area
finita no espago de coordenadas (7). Ressalte-se que os resultados encontrados referem-se
a variavel 7, e ndo a varidvel radial fisica r. Além disso, ndao é necessario que D/D = 1,
ou, de modo equivalente, que ¢ = 7, para que haja movimento periddico.

E interessante analisar a projecao do movimento no eixo z = 0. Em particular, quando
D/D = 1, obtém-se uma elipse de excentricidade e. De outro modo, figuras geométricas
de diferentes tipos sao obtidas, preenchendo ou nao uma area finita, conforme seja D/D
irracional ou nao. Na verdade, pode-se provar que estas Orbitas sao casos particulares
numa classe de érbitas planares obtidas por Gorringe e Leach [173]. Presentemente,

entretanto, o movimento é tridimensional.
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As érbitas no espago das varidveis fisicas (r, ¢) sdo encontraveis através de

r(¢) = p(t(r(¢))) 7(¢) , (5.127)

onde 7(¢) é obtida da férmula (5.125) e #(7) da férmula (5.121). Utilizando-se a trans-

formacao (5.119), é possivel reescrever a equagao das 6rbitas segundo

)
1 0H(r(9))

Esta é a forma exata das orbitas no espago das variaveis fisicas, resultando numa expressao

r(o) (5.128)

extremamente complicada quando se substitui #(7(¢)) das equagoes (5.121) e (5.125). A
expressao sera omitida.

Enquanto a variavel 7 executa trajetérias confinadas, genericamente r cresce indefinida-
mente. Esta conclusao pode ser obtida mesmo sendo (5.121) uma equagao transcendental.

De fato, langando mao apenas do resultado (5.125) deduz-se que
a<F<b, (5.129)

onde
a=p/(l+¢€¢ , b=p/(1—€) . (5.130)

A equagao (5.129) mostra, uma vez mais, que a coordenada 7 é limitada. Mostra, também,
como inferir a forma assintética do movimento quando ¢t — oo. Assintoticamente, a

expressao (5.119) acarreta r = 72t quando ¢t — oo. Com isto, a relagao (5.129) implica
aQQt<r<bQt , t—oo . (5.131)

Conclui-se da desigualdade (5.131) que a fungao r(t) cresce indefinidamente, a uma taxa
linear. A deducao deste resultado qualitativo nao necessita da forma exata da solucao,
que s6 seria possivel encontrar resolvendo a equagao transcendental (5.121).

O caso a = b é particularmente interessante, pois permite o calculo exato das tra-
jetorias em funcao do tempo. Quando a = b, a “excentricidade” e é nula. Com isto, a
equagao transcendental (5.121) ndo é mais aplicdvel devido ao surgimento de um denom-
inador singular. Entretanto, a expressao (5.125) permanece vélida, acarretando 7 = p.
Em outros termos, o movimento no espaco de configuracao re-escalonado se da num
circulo que é a interseccao entre um cone e uma esfera, especificados, respectivamente,
por cosf = —v/D e 7 = p. No espago de configuracao fisico, r = (1 + Q)7 e a equagao
(5.98) levam a

r=(1+4+Qt)p , ¢=¢o+Dt/p" . (5.132)
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A trajetoria é planar, na forma de uma espiral que se afasta da origem a uma taxa linear
no tempo. Para 2 = 0, isto é, no caso autonomo, a particula permanece executando
movimento circular.

Abaixo, segue um apanhado dos resultados encontrados neste capitulo. Foi determi-
nado o grupo de simetrias de Noether do sistema de uma particula carregada executando
movimento nao relativistico sujeita ao campo de um monopolo magnético e a um campo
elétrico geral. O resultado foi obtido resolvendo o sistema de equagoes (5.14-5.15) quando
B ¢é o campo de um monopolo magnético. Foi encontrada uma vasta classe de campos
elétricos tais que o funcional da acao possui simetrias de Noether. As constantes de
movimento exatas associadas, de formas quadratica ou linear na velocidade, foram uti-
lizadas na solucao exata de dois sistemas de interesse. Estes sistemas sao obtidos quando
o campo elétrico produz forcas harmonica ou Kepleriana dependentes do tempo, com a
possivel adicao de uma forca repulsiva extra.

Uma extensao imediata deste trabalho seria a obtencao de outras solugoes do sistema
(5.14-5.15). Este sistema, valido para um campo eletromagnético genérico, é de grande
interesse na detecgao de movimentos integraveis de particulas carregadas. Estao em curso
trabalhos nesta direcao. Outra extensao seria a aplicacao das técnicas de simetrias de
Lie geométricas para o movimento de particulas carregadas sob acao de um monopolo
magnético e de um campo elétrico. A favor desta abordagem, estao o fato de que o grupo
de simetrias de Lie inclui o grupo de Noether como caso particular, e a dispensa de uma
formulagao variacional. Entretanto, as simetrias de Lie nao levam tao diretamente a leis
de conservacao. Além disso, provavelmente nao se chega a um resultado tao compacto
quanto o obtido mediante simetrias de Noether. No presente trabalho, por exemplo,
pode-se dizer que todo o tratamento se reduz a solucao das equagoes (5.14-5.15). Por
outro lado, a obtencao do grupo completo de simetrias de Lie geométricas da equagao
de Lorentz nao relativistica com campos eletromagnéticos gerais requer a solucao de um
sistema de trinta e seis equagoes acopladas [174]. Certamente, muitas destas equagoes sao
trivialmente soliveis, mas a reducao do sistema todo a um conjunto compacto de equagoes
é uma questao aberta. Finalmente, pode-se considerar também o uso de simetrias de

Noether ou de Lie dinamicas, envolvendo a velocidade no gerador de simetrias.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, foram analisadas as propriedades fundamentais dos sistemas de Ermakov
generalizados. Sem duvida, isto contribuiu para preencher vérias lacunas existentes na lit-
eratura, que se direciona basicamente aos sistemas de Ermakov com freqiiéncia dependente
apenas do tempo. A presente andlise dos sistemas de Ermakov generalizados centrou-se
em dois de seus aspectos: a estrutura de seu grupo de simetrias e o seu possivel carater
Hamiltoniano. Outro tema abordado aqui foi a busca de simetrias de Noether para o movi-
mento nao-relativistico de uma particula carregada sob acao de campos eletromagnéticos
gerais.

O estudo dos sistemas de Ermakov generalizados do ponto de vista da teoria das sime-
trias de Lie geométricas rendeu bons resultados. Obteve-se uma nova classe de sistemas
de Ermakov generalizados, com a propriedade de admitir simetrias de Lie geométricas.
Esta classe de sistemas dinamicos, definida pelas equagoes (3.81-3.82), engloba os sis-
temas de ELRR como caso especial. Em particular, o sistema (3.81-3.82) pode depender
das componentes da velocidade, o que é proibido no caso dos sistemas de ELRR. Esta
extensao advém da possivel dependéncia da freqiiéncia nas varidveis dinamicas, no caso
dos sistemas de Ermakov generalizados.

Por outro lado, a existéncia de formalismos Hamiltonianos para sistemas de Ermakov
¢é de interesse em varios contextos na fisica, em particular no tocante a mecanica quantica.
Neste sentido, os sistemas de Ermakov Hamiltonianos derivados no capitulo 4 podem vir a
desempenhar um papel relevante em varias aplicagoes. Estes sistemas generalizam a classe
de sistemas de Ermakov Hamiltonianos obtida por Cerverd e Lejarreta, concernente aos
sistemas de ELRR, por conter freqiiéncias dependentes das variaveis dinamicas. Foram
exibidas aplicagoes iniciais da nova categoria de sistemas de Ermakov Hamiltonianos, nos
casos de um sistema de trés corpos interagindo via um potencial de Calogero e de um

sistema com simetria dinamica. Além disso, a existéncia de uma descricao variacional
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abre a perspectiva de se utilizar o teorema de Noether, na busca de sistemas completa-
mente integraveis. Esta possibilidade é fundamental, dado que os sistemas de Ermakov
generalizados Hamiltonianos apresentam dependéncia explicita no tempo. O carater nao
autonomo faz com que a Hamiltoniana do sistema nao se conserve. E necessaria, por-
tanto, uma segunda constante de movimento exata que, em conjunto com o invariante de
Ermakov, garantiria a integrabilidade completa. Na busca do segundo invariante exato,
a aplicacao do teorema de Noether é uma estratégia proficua, resultando na identificacao
do potencial (4.82). Este potencial, contendo duas fungdes arbitrarias, é completamente
integravel, gracas aos invariantes de Ermakov e Noether associados. Foram construidas
explicitamente as solugoes exatas, classica e quantica.

A formulacao do teorema de Noether fornecida no capitulo 4 pode ser facilmente
utilizada no tratamento de sistemas fisicos diversos nao represntados por sistemas de
Ermakov Hamiltonianos. Mostrou-se, no capitulo 5, que a busca de simetrias de Noether
para o movimento nao relativistico de uma particula carregada leva a duas equacoes
diferenciais parciais lineares para os campos eletromagnéticos. Estas equagoes, dadas pelo
sistema (5.14-5.15), envolvem o gerador de simetrias de Noether, podendo ser exploradas
de vérias maneiras. Uma das abordagens possiveis ¢, dado um campo eletromagnético
especifico, procurar identificar as simetrias de Noether admissiveis. Outra abordagem,
adotada aqui, consiste em fixar a forma de um dos campos eletromagnéticos e buscar o
outro e as simetrias de Noether correspondentes. No presente trabalho, optou-se por fixar
o campo magnético como sendo o campo devido a uma carga magnética puntual situada
na origem. A partir dai, foram identificados os campos elétricos e simetrias de Noether
compativeis. Como resultado desta estratégia, em particular, obteve-se a constancia do
vetor de Poincaré como resultado da existéncia de simetrias de Noether subjacentes. Além
disso, encontrou-se uma ampla classe de campos elétricos compativeis, que podem ser
livremente superpostos ao campo de um monopolo magnético, sem prejuizo da existéncia
de simetrias de Noether. Como casos particulares nesta classe de campos elétricos, foram
tratados os casos de forcas harmonicas e Coulombianas, dependentes do tempo, com
a possivel presenca de uma forca centrifuga. A solucao exata da equacao de Lorentz
para estes problemas foi obtida com o auxilio dos invariantes de Noether associados a
simetria subjacente. Finalmente, deve-se ressaltar a economia proporcionada pelo uso
do teorema de Noether. Com a abordagem via teorema de Noether, reduziu-se toda a
questao da existéncia de simetrias e leis de conservagao a apenas duas equacgoes, o sistema

(5.14-5.15). Naturalmente, nao estao sendo excluidas outras abordagens, baseadas, por
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exemplo, no uso de simetrias de Noether dinamicas (nao geométricas).

Além de apresentar resultados novos, este trabalho contém também uma revisao critica
de propriedades ja conhecidas dos sistemas de Ermakov. Em particular, mostrou-se que
a linearizacao dos sistemas de Ermakov proposta na literatura nao tem cardter universal,
sendo vélida apenas para os sistemas de ELRR e uma classe especial de sistemas de
Ermakov generalizados. Esta classe, especificada pelas equagdes (2.77-2.78), estd com
sua potencialidade ainda por ser assessada. Como aplicagao inicial da nova abordagem,
foi possivel entender a linearizacao dos sistemas de Kepler-Ermakov sob uma nova luz. Na
verdade, os sistemas de Kepler-Ermakov sao sistemas de Ermakov generalizados, passiveis
de linearizacao segundo o mesmo esquema proposto para os sistemas de ELRR. Esta
linearizacao, para ser implementada, requer uma solucao particular da equagao do OHDT.
Na prética, isto pode esbarrar em sérios problemas.

Na analise do grupo de simetrias dos sistemas de ELRR feita na literatura, também
se requer uma solucao particular da equacao do OHDT. De fato, a solucao particular
¢ necessaria para a introducao de coordenadas que tornam autonomas as equagoes de
movimento. No presente trabalho, entretanto, sao focalizados os sistemas de Ermakov
generalizados nas suas coordenadas originais, sem a exigéncia do conhecimento prévio de
uma solugao particular da equagao do OHDT. E bom enfatizar, mais uma vez, que o
sistema do OHDT nao possui solugao exata para uma freqiiéncia arbitraria. Dai segue a
maior conveniéncia de trabalhar com as coordenadas originais.

Outros tépicos que mereceram atencao neste trabalho foram a teoria de Lewis e
Riesenfeld e a obtencao de estados coerentes e de fases geométricas de Berry para sis-
temas quanticos com dependéncia temporal explicita. Ressalte-se que foi enfatizada a
importancia de uma clara interpretacao dos conceitos das fases de Lewis e Riesenfeld e
de Berry. Estes conceitos, como foi visto na secao 2.4, freqiientemente estao intimamente
relacionados no limite adiabatico no qual o sistema sob analise é lentamente variavel. En-
tretanto, a relagao precisa entre as fases de Lewis e Riesenfeld e de Berry depende da forma
especifica do sistema sob estudo. Com certeza, a obtencao de novos sistemas quanticos
exatamente soliveis com dependéncia temporal explicita contribuird para a construgao
de uma teoria geral relacionando as fases de Lewis e Riesenfeld e de Berry.

E possivel ampliar este trabalho de diversas maneiras. No concernente a analise dos
sistemas de Ermakov generalizados através da teoria dos grupos de Lie, uma alternativa
seria a utilizacao de simetrias de Lie dinamicas. Esta proposta generalizaria os resul-

tados obtidos aqui com o emprego de simetrias de Lie geométricas, que nao contém as



Capitulo 6. Conclusao 142

componentes da velocidade na definicao do gerador de simetrias. A obtencao de novos
sistemas de Ermakov generalizados com simetria é importante em particular porque nao
estd excluida a ocorréncia de caos nos sistemas de Ermakov generalizados. De fato, o
invariante de Ermakov, por si s6, nao garante integrabilidade, e a detecgao de novos casos
completamente integraveis pode ser facilitada pelo uso de simetrias de Lie dinamicas.

A estrutura do grupo de simetrias de Lie dos sistemas de Ermakov generalizados
de baixa dimensionalidade pode ser utilizada para a obtencao de sistemas de Ermakov
generalizados de dimensionalidade infinita. Como ponto de partida desta abordagem,
poder-se-ia postular o SL(2, R), que é o grupo de simetrias dos sistemas de ELRR, como
o grupo de simetrias subjacente a um sistema de equacgoes parciais. A forma dos sistemas
continuos assim obtidos e sua relevancia sao, no momento, desconhecidos.

Na busca de sistemas de Ermakov Hamiltonianos, foi usado um ansatz para a funcao
Hamiltoniana, na forma de uma soma de um termo quadratico nos momenta e de um termo
potencial. Pode-se investigar a efetividade de outras propostas para a funcao Hamiltoni-
ana. Esta questao do carater Hamiltoniano dos sistemas de Ermakov Hamiltonianos é de
especial interesse no contexto da mecanica quantica. Além disso, a existéncia de uma for-
mulacgao variacional permite a aplicacao do teorema de Noether e a conseqiiente obtencao
de novas constantes de movimento exatas. Gragas a isto, em particular, foi obtida na
secao 4.3 uma classe de sistemas de Ermakov Hamiltonianos possuindo solucao exata, nas
formulagoes classica e quantica. Portanto, é de interesse obter formulagoes Hamiltonianas
para os sistemas de Ermakov generalizados que ampliem os resultados aqui encontrados.

Sem duvida, a investigacao completa das simetrias de Noether para o movimento nao
relativistico de uma particula carregada sob acao de campos eletromagnéticos gerais esta
apenas no seu inicio. De fato, nao se conhece a estrutura da totalidade das solugoes do
sistema fundamental (5.14-5.15) para os campos eletromagnéticos. Seria de grande in-
teresse obter outras classes de solugao, distintas das aqui obtidas. Em particular, outras
solucgoes seriam relevantes no problema da fusao termonuclear controlada, no qual o sis-
tema de Vlasov—-Maxwell desempenha papel central. Neste sistema, que é um modelo auto
consistente para um plasma nao colisional, a fun¢ao distribuicao é funcao dos invariantes
exatos do problema. Assim, é importante obter invariantes exatos para o movimento de
particulas carregadas sob acao de classes de campos eletromagnéticos, como, por exemplo,
as classes derivadas via teorema de Noether. Estao em andamento trabalhos no sentido
de encontrar novas solugoes para (5.14-5.15) com aplicac¢do em fisica de plasmas.

Ao longo deste trabalho, constatou-se o interesse dos pesquisadores pelos sistemas in-
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tegraveis com um numero finito de graus de liberdade. Foram destacados os sistemas de
Ermakov em suas varias formulagoes e alguns sistemas descrevendo o movimento nao rel-
ativistico de particulas carregadas. Aparentemente, este interesse por sistemas integraveis
esta indo na contramao da diregao apontada pela pesquisa recente em sistemas dinamicos,
voltada para os sistemas estocasticos. Entretanto, ha que se levar em conta que, parale-
lamente a caracterizacao do caos, existe toda uma area de pesquisa recente devotada aos
sistemas completamente integraveis com um numero infinito de graus de liberdade. Estes
sistemas, possuindo solucoes do tipo séliton e tratamento exato pelo método do espal-
hamento inverso, encontram aplicagdo nas mais diversas dreas [175]. Num certo sentido,
a analise dos sistemas dinamicos integraveis de dimensao finita fornece o contraponto a
teoria dos sélitons, construida no contexto dos sistemas continuos. Entretanto, a relagao
entre os problemas integraveis com dimensionalidade finita e infinita ainda é obscura.
Para concluir, o estudo dos problemas integraveis ¢ um ramo tradicional da mecanica

classica, que certamente continuara atraindo atencao ainda por um longo tempo.



Apéndice A

SOLUCAO PARA O GERADOR DE SIMETRIAS DE NOETHER

No capitulo 5, mostrou-se que o vetor n(q,t) no gerador de simetrias de Noether (4.62)
para a particula carregada executando movimento nao relativistico sob campos eletro-

magnéticos gerais satisfaz

on; On;
L —L = 28;ipp. Al
aqj an‘ J ( )
Sem demonstrar, foi apresentada a solucao
n=ppq+qx Q) +a(t). (A.2)

Neste apéndice, mostra-se o procedimento para encontrar (A.2).

Tomando o ansatz

n; = ppri + G(q, ) (A.3)
para a solucao da equagao (A.1), obtém-se
oG 0¢;
+ =0, A4
Jdq;  Oq; (A.4)

que independe de p(t). Considerando agora indices iguais em (A.4), isto é, tomando i = 7,

vem que
Cl :C1<yazat> ) CQ :CQ(Zaxat) ) C3:C3(95a3/7t) ) <A5)
ou seja, cada uma das fungoes (; independe da coordenada g;.

Levando em conta agora (A.4) para i # j, conclui-se que

0G 06 _ 06  0G _9G  9G _
8y+8x_8z+8y_8x+8z_0' (A.6)

Integracao das duas tultimas equagoes acima leva a

9

Cl = _%(l‘7yat)z+fl(yat)7 (A7)

93

G = _aiy(l‘ayat)z+f2(x’t)v (AS)
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onde fi(y,t) e fo(z,t) sdo fungoes arbitrarias. Como ¢; independe de z e (; independe de

y, decorre, por inspegao das equagoes (A.7-A.8),

0
aij’ - _f3(y7t) ) (A9)
%Cyg - _f4(1‘7t) ) (Al())

para fungoes f; e f; de argumento adequado. A condigao de Cauchy 0?(C3/dxdy =
0?(3/0ydz e as equagoes (A.9-A.10) levam a

af?)(ya t) _ af4<$,t)
oy Oz

onde F' é funcao sé do tempo, sendo que a tltima igualdade vem do fato de f3 nao

— F(t), (A.11)

depender de = e de f; ndao depender de y. A integracao do resultado (A.11) mostra que
fa=F)y— Q) , fi=Flz+Mh() (A.12)

onde €2, e €2y sao fungoes arbitrarias do tempo.
Considerando agora as equagoes (A.7-A.8), (A.12) e (A.9-A.10), obtém-se

G = (F)y—Q(t)z+ fily,1), (A.13)
G = (F)z+ Q)2+ falx, t), (A.14)
G = —F)zy+ Qt)r — Uty + as(t), (A.15)

onde a3z é uma nova funcao do tempo, advinda da integragao de (A.9-A.10). A primeira

das equagoes em (A.6) e o par de equagoes (A.13-A.14) levam a

9 h d fo
2F(t —(y,t) + —(x,t) =0. Al
(02 + S0 + 52wt =0 (A.16)
Esta igualdade se aplica para todo valor de z. Como nem f; nem f; dependem de z,
necessariamente
F(t)=0. (A.17)
Inserindo isto novamente no resultado (A.16), vem que
9 h 0 fa
— = ———(x,t) = Q3(t A.18
Gy 1) = =5 2(.0) = 0300, (A.18)

onde €23 é uma nova fungao do tempo e foi levada em conta a dependéncia admissivel de

f1 e fa. A solucao do par de equagoes (A.18) é

fi=QBt)y+a(t) , fo=—Q(t)r+ ast), (A.19)
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onde a; e ay dependem arbitrariamente do tempo. Finalmente, considerando (A.13-A.15)

com F' =0 e (A.19), obtém-se a solugao

G = W)y — Bt)z+a(t), (A.20)
G = N(t)z — Q(t)r + as(t), (A.21)
G = Qt)r— )y +as(t) (A.22)

para o sistema de equagdes dado em (A.4). O procedimento exposto acima mostra que
esta é a solucao geral deste sistema de equagoes.

Definindo um vetor Q(t) = (21(t), Q22(t), Q23(t)) e um vetor a(t) = (a1 (t), az(t),as(t)) e
usando (A.3), pode-se representar compactamente a solucao final para (A.1). O resultado

é, de fato, dado por (A.2), como se queria demonstrar.
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