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Téma

Az Scwarzschild megoldast, egyszeriisége miatt, elOszeretettel hasznaljak a teljes téridod
geometridjanak és a fellépd szingularitdsok természetének vizsgdlatira. Az ilyen geometriai
vizsgélatahoz rendszerint geodetikus vonalakat haszndlnak.

Szakitva ezzel, egy egyszerii koordindta transzformaci6 segitségével éppen arra keresiink valaszt,
hogy a szingularitdsok kornyékén a geodetikus hipotézis érvényben van-e, illetve hasznédlhaté-e
azok vizsgdlatara. A kapott eredmény arra utal, hogy ilyen extrém esetekben nem csak mértékében,
de jellegében sem varhatunk helyes eredményt olyan megkozelitésektdl, melyek valamilyen
formédban a geodetikus hipotézisre épiilnek.

1 Bevezeto

Ebben az frdsban szeretnénk ellendrizni, hogy az FEinsteini Ekvivalencia Elv
(EEP), illetve a geodetikus hipotézis érvényes-e mindazokon a térid6 tartomdnyokon,
ahol az dltaldnos relativitdselméletet alkalmazni szoktak.

Ebbdl a célbdl nem csak matematikailag vizsgdljuk az altalanos relativitdselmélet
Scwarzschild megolddsat, de goércsé ald vesszilk a azon mérési alapelvek és
feltételezések érvényességét, melyekre az elmélet épiill. Az el6készités sordn
tisztdzzuk a tdvolsdg és id6 definici6jat ezek mérési alapelveit, ezen keresztiil ezek
fizikai tartalmat.

A geodetikus hipotézis érvényességének vizsgilatdhoz a Scwarzschild megoldds
standard és izotrép formdjat, illetve az ezek kozotti konform transzforméciét hivjuk
segitségiil. Az izotrép metrika haszndlatit az indokolja, hogy nem torzitja a testek
alakjat, ezért szemléletesebb, igy nagyban segiti a fizikai tartalom megértését, ezzel
egyiitt megalapozott kovetkeztetések levondsat.

A kapott eredmények értékeléséhez definidljuk azt a laza kritériumot, mely alapjan
egyértelmiien megdllapithato, ha az ekvivalencia elv alapfeltevése nem érvényesiil., és
ezért az 4ltaldnos relativitidselmélet nem alkalmazhato.

2 Téridé mérések

Téridé és kozmoldgiai vizsgdlataink a kapcsolddd fizikai mennyiségek, jelen
esetben elsdsorban az id6 és a tavolsdg definicidi alapjan torténnek. Ezek a definiciok
pedig altaldban azt adjdk meg, hogyan lehet az adott fizikai mennyiséget megmérni.
Vagyis vizsgalatunkat célszeri az id6 és a tdvolsdg alapegységének definicidjaval
kezdeni.
2.1 1d6 mérese, a masodperc

Eredetileg a mdsodperc, mint az id6 alapegysége az "a nap 4tlagos hosszanak
1/86 400-ed része"-ként lett definidlva. Azonban tgy tapasztaltdk, hogy a Fold forgdsa
nem teljesen egyenletes, ezért 1956-ban az eredeti definiciét megvaltoztattdk,
szigoritottdk. Az 1j definicié szerint "A mdsodperc az 1900 janudr 1.-én O drakor
kezdédo tropikus év 1/31 556 925.9747-ed része."[4]

Ezzel a definiciéval egy lényeges probléma adddott: ilyen etalont nem lehetett
létrehozni, igy nem felelt meg a méréstechnikai igényeknek. A megolddst dtmenetileg
egy atomi frekvencia haszndlatdval oldottdk meg. A tapasztalatok azt mutattdk, hogy
ez az etalon elegendden stabil ahhoz, hogy a mdsodperc alapegységeként definidljdk.
Mindezek eredményeként 1967-ben elérkezettnek lattdk az id6t arra, hogy a
masodperc definicidjat ehhez az atomi mértékhez kossék. E szerint "A mésodperc az
alapdllapotd cézium 133 atom két hiperfinom energiaszintje kozotti dtmenetkor
1étrejovo sugdrzds 9 192 631 770 periddusdnak idotartama." A meghatdrozast késébb
még kiegészitették azzal a megkotéssel, miszerint "ez a definicié nyugalomban 1évé, 0



K-os cézium atomra vonatkozik."Meg kell jegyezni, hogy a valtds csillagdszati
id6szamitasrol atomi iddszamitdsra sokkal nagyobb hatdsd, mint elsére gondolndnk. A
csillagdszati id6szdmitds haszndlata szinkronizdlt, globdlisan koordindtarendszert
eredményez. Az atomi id6szdmitds ezzel szemben lokdlis, igy Onmagdban nem
biztositja a globdlis jelenségek lerdsat.

A helyzet értékeléséhez fontos lenne tudnunk, miért is tortént meg a csillagdszati
id6szdmitds helyett az atomi etalon bevezetése. Vajon valéban tényleg szellemében
szerették volna megvaltoztatni a masodperc definicidjat, vagy a valtds csupdn a
megvaldsithatdsdg kedvéért tortént?

A mindennapi gyakorlat (p. GPS [8]) azt mutatja, hogy ez utébbi volt a cél; vagyis
a jelenlegi definicié egy "elég jo etalon" elfogaddsat jelenti, melynek a csillagdszati
idészamitashoz viszonyitott pontossdga 1-2 x 107 [3].

Ezzel szemben az elméleti fizika az 4j definiciét szellemében fogadja el, vagyis az
id6t a cézium oraval — a sajat id6 fogalmdval - azonositja. Az eltér6 megkozelités
kovetkezményeit nem ecsetelem.

2.2 Tavolsagmérés, a méter

A tavolsdg meghatdrozédsa eleinte egy méter prototipus alapjan tortent. 1960-ban
valtotta ezt fel a radar elvli mérés. A méter definicija mai formdjat 1983-ban nyerte
el, mely szerint "a méter az az uthossz, melyet a fény 1/299 792 458-ed masodperc
alatt fut be." Figyeljiik meg, hogy a tdvolsdgmérés idomérésre, illetve a fény sebesség
allandésdgéra, mint definicidra vezethetd vissza.

2.3 A sajatidé mérése és a részecskék mérete

A sajatidd mérése atomi idOskdldval torténik. Ez a mérés a SI mdsodperc
definicidjanak daltaldnositdsa, hiszen nem koveteli meg, hogy a részecske
"nyugalomban" legyen, akdrmit is jelentsen is ebben a definiciéban "nyugalomban"
sz6. Ez azt jelenti, hogy a sajatidé lokdlis mennyiség, igy nem kothetd csillagdszati
idéegységhez. Az ilyen mennyiségeket "lokdlis", vagy "sajat" mennyiségekként
fogjuk aposztrofdlnia tovabbiakban.

A definicié kovetkezményeként megallapithatjuk, hogy az atomi méretek helyi
mértékkel mérve dllanddak, vagyis helytdl fiiggetleniil ardnyban vannak az iddmérésre
kivalasztott atomi frekvencidk  hulldmhosszdval. Ez azt is jelenti, hogy egy
kivalasztott részecske, pl. a cézium 133 atom &atéréje (d) haszndlhaté lenne a

tdvolsdgmérés alapegységeként. Ezt a Kkitételt a késobbiekben még fel fogjuk
haszndlni.

3 A Schwarschild megoldas

Scwarzschild metrika az 4ltaldnos relativitdselmélet statikus gombszimmetrikus
megolddsa. A megoldast Karl Schwarschild vezette le csupdn néhdny hénappal az
elmélet els6 megjelenése utan.

Majd fél évszdzad miltdn Kruskal [5] és Szekeres [6] mutatta meg, hogy a
megolddsndl mutatkozé szingularitdsok eltérden viselkednek. Az r=r, gombfeliileten
jelentkezd szingularitds csupdn a koordindtavdlasztds kovetkezménye: ez megfeleld
vélasztds esetén megsziintethetd, igy a Schwarzschild megoldas kiterjeszthetd egészen
az r=0 pontig. Csak joval késobb sikeriilt a megolddst kiterjeszteni — bizonyos
feltételezések mellett — az r=0 helyen 1év0 valédi, topoldgiai szingularitdson tulra,
egy masik, a miénkkel parhuzamos térrészre. [7]

Az évek sordn Einstein graviticiéelméletének szamos, a  sztatikus
gombszimmetrikus  esetnél dltaldnosabb megolddsa sziiletett. Mégis éppen
egyszerisége indokolja, hogy az elmélet alapelveinek teljesiilését ezen a modellen
vizsgaljuk. Ezért a tovadbbiakban a Schwarzschild megoldas topoldgidjat, illetve a
nyugalomban 1év6 részecske geometriai tulajdonsdgait vizsgéljuk.



4 Koordinatarendszerek
4.1 Standard, vagy Schwarzschild koordinatak

Az dltaldnos relativitiselmélet legjobban ismert sztatikus szimmetrikus —
Schwarzschild — megolddsdhoz standard koordindtdkat haszndlunk. Ez azt jelenti,
hogy a metrika forméja:

ds® =A[r]at’ + Blr] dr® +r® (a6° + sin® @ ap’) (1)

A standard koordindtdk sajatossdga - definicié szerint -, hogy az origo koriili r
sugard gomb keriilete r°II. Ez azt is jelenti, hogy az ilyen koordindtarendszer a
sugdrra merdleges irdnyban nem torzitja a tdvolsdgokat (l4sd: az aldbbi sematikus
abran.), igy az kifejezhetd akar a keriilet mentén elhelyezhetd részecskék szdmaval is.
Ez a szdm akkor sem vdltozik, ha a megoldast konform transzformaciénak vetjiik ald.
A részecskék méretének vizsgalatdhoz mindezeket ki fogjuk hasznalni.
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1. dbra: A részecskék koordinata-mérete Schwarzschild rendszerben
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Természetesen a részecskék koordindta vetiilete nem gombszert, hiszen g;;#1. (A
standard koordinatarendszer nem alaktartd.)
4.2 Izotrép koordinatak

In Izotrép metrika sajitossaga, hogy a koordindtarendszer adott pontjdban a
tavolsdgokat minden irdnyban egyforman torzitja. Ez egyben azt is jelenti, hogy az
ilyen koordindtarendszer adott id6sikhoz tartozd a szogeket, ezen keresztiil a térbeli
formdkat torzitas nélkiil reprezentalja. A metrika alakjat a (2) egyenlet mutatja.

as® =a'[plat’ +B'[p] (dp" + p A& +sin’ @dp’) (2)

Mindezek kovetkezményeként épithetiink arra, hogy az atomok alakja az ilyen
koordindta-rendszerben goémbszimmetrikusnak tekinthetd. Sok esetben persze elég
lenne kikotni, hogy a részecske nem vesz fel elfajulé formdt, vagyis ha mérete az
egyik irdnyban véges, akkor minden irdnyban annak kell lennie, és viszont.

5 Koordinata transzformacio

Tekintsitk 4t a standard és izotr6 koordinatik kozotti transzformécio
tulajdonsagait. A transzformacio a
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parametrizalassal végezhet6 el [1][2], amibdl az izotrép metrikdra

1- 52 §2 e (4)
as? = L c:zdtz—[1+—g] (40 + * 467 + o* sin? @ ap?)
1+-1_,?:- 1p

adddik. A kovetkezOkben azt vizsgdljuk, mi a transzformécié és a kapott metrika
fizikai jelentése.



5.1 A helyvektor transzformacidja

Az ( 3 ). egyenlet alapjan az izotr6p koordindtdkra valé attérés helyvektorra
gyakorolt hatdsat, vagyis a standard sugdr (r) izotrép sugdrtdl (p) val6 fiiggését (ry=1
jeloléssel) az aldbbi dbra mutatja.
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2. abra: A standard sugar fliggése az izotrép sugartol

Szembetiind, hogy a fiiggvénynek p=r,/4 értéknél minimuma van, melynek
értéke zérus (r=0). Ez azt is jelenti, hogy a fiiggvény a minimum két oldaldn adott
standard sugdr értéket két izotrop sugdr értéknél veszi fel, melyek koziil az egyik az
0->r,/4, amésik a r,/ 4>~ tartomanyban 1ép fel.

Nyilvdnvaléan a p=r,/4 izortép sugdrndl a standard koordinitarendszer
origdjandl 1év0 szingularitds vetiilete jelenik meg. Az azon kiviili tartominy a
Schwarzschild megoldds Kruskal és Szekeres altal kiterjesztett teret, mig az azon
beliili az origon keresztiil csatlakozé mdsik térrészt fedi le. Kiilon érdekesség, hogy a
Schwarzscild ~ szingularitds  (standard  koordindtarendszer  origdja)  izotrép
koordindtarendszerben egy gombfeliiletnek, mig a p=0 a belsd térrész végtelenjének
felel meg.

Nem meglepd, hogy ugyanezek olvashaték ki a metrikus tenzor ggq
komponensének izotrép sugdrt6l valo fiiggésébdl, vagyis p=r,/4 esetén goo=0, mig
p=0 értéknél ugyanigy a végtelennek megfeleld értéket veszi fel.
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3. abra: A gy, fliggése az izotrop sugartol

5.2 A részecskék transzformacioja

Meg szeretnénk vizsgdlni a részecske méretét izotrop koordinatdk esetén. Ehhez
vissza kell utalnunk egy kordbbi fejezetre, ahol a részecske méret és a standard sugar
kapcsolatdt, illetve a transzformacio hatdsat elemeztiik.

A részecskék mérete szempontjdbol a standard és izotrop rendszerek kozott két £6
kiilonbséget kell felemliteniink: az egyik az alakhiliség, mely az izotrép koordinita
sajatja; masik pedig, hogy a standard koordindtdk esetén a helyvektorra merdleges



irdnyban a részecskék koordindtdkban megadott mérete (dx) dllandé. Minden mds
esetben csak a g1,/ ?dx érték valtozatlan.

Mivel egy adott gombfeliileten a részecske szdm nem fiigg a koordinatazastol, igy
beldthat6, hogy a transzformdcié sordn a helyvektorra merdleges irdnyban a

részecskék mérete a helyvektor hosszdval ardnyosan valtozik. A részecske méretének
a transzformdcié sordn torténd relativ megvéltozdsat az aldbbi 4bra és diagram

mutatja:
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4. abra: A részecske méret transzformacidja (standard >izotrdop)
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5. abra: A részecske relativ mérete izotrép koordinatarendszerben

Lathatéan az izotrép rendszer ry/4 gombfelillete érdekes, mely a standard
koordindta rendszer origdjanak vetiilete. Ez esetben a transzformdcidé nagyitdsa, ezzel
a részecskék mérete végtelenre adédik. Mivel ezen a helyen g;,'/? véges és
szigordan monoton csokkend tendencidt mutat (az izotrép koordindtarendszerben),
nyilvdn az r,/4 gombfeliilethez kozeledd részecske koordindta-mérete végtelen felé
tart: elvileg a részecske egyszerlien ,,szétfolyik” a teljes térben.



6 Kovetkezmények

Amint azt az izotrép koordindtarendszerben megdllapitottuk, a Schwarzscild
megoldds origdjdjoz kozeledd részecskék nem tekinthetdk pontszerlinek, soét a
szingularitdst elérve kitoltenék a teljes teret. Ez természetesen azt jelzi, hogy elértiik
az elmélet alkalmazhatésdganak hatarat.

Ez a hatdr ott hizhat6 meg, ahol a részecske mérete és a téridé gorbiilete kozott
még nagysagrendi kiilonbség van, hiszen — visszatérve az éltaldnos relativitdselmélet
alapelveihez — az einsteinin ekvivalencia elv csak olyan kis térrészben alkalmazhatd,
ahol a graviticids tér még homogénnek tekinthetd.

Ez természetesen a vizsgalt extrém koriilmények kozott nem &ll fenn, igy ilyen
tartomdnyokban magatdl értetédden megkérddjelezddik a geodetikus hipotézis és az
arra épiil6 dltaldnos relativitdselmélet alkalmazhatésaga.

7 Osszefoglalas

A tavolsdg és idomérések elméletének figyelembevételével megvizsgaltuk az
altaldnos relativitdselmélet Schwarzschild megolddsat; konkrétan izotrép koordindtdk
segitsgével részecskék és a téridé geometridjanak viszonyit. Azt taldltuk, hogy a
szingularitdshoz kozeledve a részecskék mérete végtelenhez tart olyan mértékban,
hogy a részecskék a teljes térben szétfolynak.

Ez arra hivta fel a figyelmet, hogy a einsteini ekvivalencia elv és a geodetikus
hipotézis érvényességének alapfeltétele a valddi szinguldris helyek kozelében
alapvetden sériil, igy maga az &ltaldnos relativitiselmélet sem alkalmazhaté a téridd
ilyen extrém tartomdnyaiban. Ez persze azt is jelenti, hogy ezen tartomanyon Einstein
vakuumegyenletére kapott matematikai megolddsok nem tiikrozik hiien a fizikai
valdsagot, igy azokbdl nem szabad mélyebb kovetkeztetéseket levonni.
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9 Fiiggelék
9.1 A részecskék valés vetiilete standard koordinatik mellett

A részecskék standard koordindtarendszerben valé megjelenitése sordn azokat
gombszerlinek dbrazoltuk. Ennek oka, hogy — bar a standard koordindtarendszer nem

alaktarté - nem akartuk ezzel elvonni a figyelmet a lényegrdl. A részecskék valds
koordindta vetiiletét az aldbbi dbra mutatja.
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6. abra: A részecskék koordinata-vetiilete Schwarzschild rendszerben

Nyilvdn az izotrép rendszerben tapasztalt hatdsok itt is megjelennek, hiszen a
koordinéta transzformdacié nem véltoztatja meg a fizikai valésagot.



