Chapter 1

Modelos de valuacion de
opciones vainilla

1.1 Opciones Vainilla

1.1.1 Conceptos

Las opciones vainilla son instrumentos derivados que dependen del precio de
otros instrumentos mas bésicos o subyacentes tales como acciones, indices de
mercados, tipos de cambio o bonos y que estdn disefiadas para cubrir riesgos
generados por el instrumento subyacente. Las opciones exéticas son disefiadas
para cubrir condiciones de riesgo mas complejas. En este trabajo las opciones
vainilla seran estudiadas.

Basicamente, una opcién de compra ( o call en inglés ) otorga el derecho
mas no la obligacién de comprar el subyacente en un tiempo futuro a un precio
acordado. Una opcién de venta ( o put en inglés ) otorga el derecho mas no la
obligacién de vender el subyacente en un tiempo futuro a un precio acordado.

Una opcién que se permite ejercer hasta su vencimiento se conoce como
Europea. Una opcién que se permite ejercer en cualquier momento de su vida
y hasta su vencimiento se conoce como Americana.

Una opcién vainilla ya sea de compra o venta, ya sea europea o americana,
estd relacionada con los siguientes pardmetros:

e El precio de mercado o spot del instrumento subyacente

El precio de ejercicio (strike)

La fecha de vencimiento

Una tasa de interés sin riesgo

La volatilidad de los rendimientos ofrecidos por el subyacente
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Los primeros tres pardmetros son hasta cierto punto intuitivos, los dos
ultimos son basados en el estudio tedrico de las opciones.

El precio de la opcién representa el premio que debe pagar el inversionista
a quien escribe u ofrece la opcién.

El que escribe u ofrece la opcién necesita conocer el esquema de replicacién
de la misma para disenar una estrategia que permita cumplir con el contrato en
caso de que sea ejercido.

1.1.2 Valuacion de opciones

El precio de una opcién vainilla debe ser calculado para cualquier tiempo antes
de su vencimiento.

Si el precio del instrumento subyacente se simboliza como S; y el precio
de ejercicio como K, al vencimiento (es decir en ¢ = T ) una opcién vainilla
(europea o americana) tiene el siguiente valor:

Cr = max(0, St — K) para una opcién de compra en t =T

Pr = max(0, K — Sr) para una opcion de venta en t =T

Ambas expresiones se conocen como la funcién de pago de una opcién.

En el primer caso, el propietario de la opcién tiene la posibilidad de comprar
una accion a un precio K. Si el precio del mercado St es mayor que K ( St > K
) conviene ejercer el contrato y vender las acciones a un precio mayor, generando
una ganancia. Si se da el caso contrario ( ST <= K ) entonces no se necesita
ejercer la opcién.

En el segundo caso, el propietario de la opcién tiene la posibilidad de vender
una accion a un precio K. Si el precio del mercado St es menor que K ( Sp < K
) conviene ejercer el contrato y vender las acciones a un precio mayor, generando
una ganancia. Si se da el caso contrario ( ST >= K ) entonces no se necesita
ejercer la opcién.

Para un inversionista que tiene una posicién corta en una opcién, el razon-
amiento anterior se aplica a la inversa.

La siguiente pregunta es como obtener el precio de una opcién en cualquier
tiempo desde su emisién hasta antes de su vencimiento (0 <=t < T ).

Para poder realizar dichos célculos se debe hacer uso de la teoria matematica
de procesos estocasticos. Existen dos enfoques, uno basado en un modelo dis-
creto y otro en un modelo continuo.

En este capftulo se estudiardn ambos enfoques, partiendo de un modelo
discreto a un solo periodo, y luego discreto a multiples periodos para concluir
con un modelo continuo.

1.2 Modelo discreto de un periodo

1.2.1 Especificaciéon del modelo

Un modelo discreto de un periodo no es real para poder representar las varia-
ciones aleatorias del subyacente. Pero es la primera aproximacién para estudiar



1.2. MODELO DISCRETO DE UN PERIODO 3

modelos més complejos.
Los elementos del modelo son [P197]:

e La fecha de inicio t = 0 y la fecha de vencimiento t = T, con posibilidad
de vender y comprar entre ambas fechas.

e Un espacio muestral §2 con un numero de elementos K < oo
O ={wi,wa,...,wk}

por cada w € ) se debe pensar en un estado posible del mundo, el valor
que es desconocido en t = 0 pero que es descubierto en el tiempo t =T

e Una medida de probabilidad P sobre 2, con P(w) > 0 para Yw € Q

e Una inversién sin riesgo donde By =1y By = (1+7r) donde r es una tasa
de interés libre de riesgo que se obtiene por invertir una unidad monetaria
en el tiempo cero. La variable r puede ser aleatoria o deterministica.

e Un proceso de precios
S={S¢|t=0,T} donde S; = {S1(t), S2(¢),...,Sn(t)}, N < o0

y Sn(t) es el precio del instrumento n en el tiempo t. En el tiempo ¢ = 0 los
valores de los instrumentos en ¢ = T no son conocidos y son representados
como variables aleatorias.

1.2.2 Replicacion de una opcién via un portafolio

La replicacién consiste en construir un portafolio en el tiempo 0 cuya
caracteristica es igual de manera exacta el precio final de la opcién en el
tiempo T'.

Sea un estrategia H = (Hg, Hy, ..., Hy) de negociacién o compra/venta de
instrumentos o la cantidad de instrumentos que debe componer a un portafolio
del tiempo t =0 at = T. La cantidad Hy es el numero de unidades monetarias
que se invierte en el activo sin riesgo (la cuenta de ahorro) y para n >= 1 el
valor H,, es el nimero de instrumentos (por ejemplo, acciones) que se tienen
hasta el tiempo T'. Se puede suponer que el numero de unidades H,, puede ser
positivo o negativo, dando oportunidad de representar prestamos o ventas en
corto.

Dado el modelo de un solo periodo, es posible formular el precio de una
opcién europea.

Sea V; el valor de portafolio en ¢t = 0,7. Queda definido por:

Vi = HoBy + Y0, HaSul(t)
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Ejemplo simbdlico

Se va a suponer que sélo se tienen dos instrumentos, la cuenta de ahorro y un
instrumento S; que puede ser una accién. Los valores del portafolio quedan
definidos como:

Vo = HoBo + H15:1(0)

Vi = HyBr + H151(T)

Si By =1y Br = (1+r), se puede sustituir en las ecuaciones anteriores.

Se suponen dos posibles estados, es decir K = 2.

El valor de la opcién europea en el tiempo ¢ = 0 para ambos estados es Cy.
El valor de la opcién europea en el tiempo ¢t = T para el estado w; es Cy y para
el estado ws es Cy.

Para el activo S} en el tiempo ¢t = T', para el estado w; su valor es S, y para
el estado wa su valor es Sy.

Si la estrategia H es replicar a la opcién europea, se debe proponer lo sigu-
iente:

Vo = Co = Ho + H151(0)

Vr(w1) = Cu = Ho(1 +71) + H1 Sy

Vr(ws) = Cq = Ho(1 + 1) + H1S4

Tomando las dos ultimas ecuaciones, se puede resolver el sistema para poder
conocer la estrategia de replicacién. El resultado es:

H = ((CaSu — CuSa) /(1 +1)(Su = Sa)), (Cu = Ca) /(S — Sa))

y el valor de la opcién europea en t = 0 ya se puede determinar.

Como se puede observar, el problema al ser resuelto arroja dos resultados,
el precio de la opcién y la estrategia de replicacion.

Ejemplo numérico

El siguiente ejemplo fue tomado de [Ma97] El precio de una accién es de $280
y después de tres meses puede incrementar a $320 o decrementarse a $260. Se
debe encontrar el precio de una opcién europea con un precio de ejercicio de
$280, conociendo que la tasa de interés es de 5%.

Los valores de la opcién europea son C, = maxz(320 — 280,0) =40y C, =
maz (260 — 280,0) = 0.

Usando los resultados obtenidos, la estrategia queda definida por los sigu-
ientes valores H = (—165.08,0.66666) y el valor de la opcién es Cy = 21.59.

1.2.3 Valuacién neutra al riesgo

Otro enfoque para valuar una opcién es utilizazando el concepto de probabil-
idad, usando como herramienta la esperenza matemadtica. Si al vencimiento
t = T cada valor del subyacente se le asigna una probabilidad, el precio de la
opcidén se obtiene calculando la esperanza de los posibles valores al vencimiento
y descontandolo con la tasa de interés libre de riesgo.

Co = (1+r)"'Ep[Cr]
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Pero el problema que surge es que el precio puede variar dependiendo de las
probabilidades asignada a cada evento.

Al introducir el concepto de de una martingala, es posible proponer un es-
quema de valuacién.

Se puede proponer una medida de probabilidad P* en la cual el proceso que
siguen el proceso del subyacente descontado a tasa de interés libre de riesgo
es martingala. Los valores descontados se representan como: Sy = S, St =
(1+7)" 1Sy

Si el proceso del valor del subyacente a descuento es martingala, se puede
escribir:

So = So = Ep-[Sr] = (1 + 1) ' Ep-[S1]

A los valores de probabilidad o medida de probabilidad P* se le denomina
medida martingala.

Ejemplo simbdlico

Suponiendo un modelo con dos posibles estados, se puede calcular la medida
martingala.

So = So = Ep+[S1] = (1 + 1) Ep:[Sg] = (1 + 1)L (p*S* + (1 - p*)S7)

donde p, = P*{w1} y 1 — p* = P*{w2}

Resolviendo esta ecuacién, se obtiene el valor de p.

p* = (So(1+7)—54)/(Suw — Sa)

Y el valor de la opcién europea es:

Co = Co = Ep-[Cr] = (1 + 1) Bp:[Cr] = (1 + 1) (p*Cu + (1 = p*)Cl)

Reemplazando el valor de p* se tiene el siguiente valor (agrupando todos los
terminos en los que aparece Sp):

Co = ((CaSu — CuSa) /(L 4+ 1)(Su — S4))) + (So(Cu — Ca)/(Su — Sa))

El resultado es similar al que se obtuvo con el esquema de replicacién.

La medida martingala es conocida como una medida de probabilidad neutra
al riesgo.

Ejemplo nimerico

Usando el mismo ejemplo que en el caso de replicacién, se obtienen el valor de
probabilidad p* = 0.566666.
Empleando ese valor, la opcién tiene un precio de $21.59.

1.2.4 Relacién entre enfoque martingala y replicacién

En la seccidn anterior se mostré que la replicacién y la medida martingala llevan
al mismo resultado.

Este resultado se puede generalizar para cualquier nimero de instrumentos
y estados. Para lograrlo se hace uso de una representacién en matrices del
problema.

Sean las siguientes definiciones:
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Se tienen N instrumentos subyacentes con un proceso de precios aleatorio y
un activo libre de riesgo.

Un conjunto de estados posibles e igual K

Un vector de precios de los instrumentos (incluyendo al activo libre de riesgo)
en t = 0 de dimensién (N +1) x 1

51(0)

soy=| °:
Sn(0)
B(0)

El precio de las opcién en t = 0 es C(0)

Una matriz de precios a descuentos de los subyacentes y el activo de riesgo
en t = T que representa los posibles valores terminales en cada estado posible
de cada opcién de dimensién N + 1 x K

S1(T)(w1) S1(T)(w2) -+ Si1(T)(wk)
) S2(T)(w1) So(T)(wa)  --- S2(T)(wk)
S(T)=@1+r)" : :
SN(T)(w1)  SN(T)(w2) -+ S~(T)(wk)
B(T)=1+r B(T)=1+r - B(T)=1+r

Una matriz de precios de la opcién en t = T que representa los posibles
valores terminales en cada estado posible de cada opcién de dimensién 1 x K

CT) = ( Ci(D)w1) Ci(T)(ws) -~ CUT)(wk) )

Un vector de estrategia que indica la cantidad de instrumentos a negociar
para lograr la replicacién de dimensién 1 x N + 1

H=(H - Hy Hy)
Un vector de probabilidad de ocurrencia de cada estado de dimensién K x 1

y4i
b2

=
Il

Pk
Usando estas definiciones, para la valuacion con replicacién se debe resolver

el siguiente sistema de ecuaciones lineales, donde la incégnita es la estrategia de
valuacion:

— _~

C(T) = (1+r)H x 5(T)

y el precio es:

C(0) = # - 5(0)
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Para obtener la medida martingala se plantean las siguientes ecuaciones
lineales:

(11 - 1)-7=1

y el precio de la opcién es

Cc0)=(1+r)"tc(T) - #

En ambos casos el problema consiste en obtener una solucién al sistema, de
ecuaciones lineales. Pueden existir las siguientes posibilidades:

e El sistema tiene un conjunto de soluciones determinado, es decir una
solucién unica

e El sistema tiene un conjunto de soluciones que quedan en funcién de
incognitas del sistema, a las cuales se les puede asignar cualquier valor.
En este caso el sistema, tiene un conjunto infinito de soluciones o es inde-
terminado.

e El sistema no tiene solucién.

En ambos casos, los sistemas de ecuaciones son equivalentes.

Si se obtiene un solo precio, es decir una estrategia de replicacién o una
medida de probabilidad neutra al riesgo dnica, no existe confusién con respecto
al precio de la opcidén en el tiempo ¢ = 0, esto se conoce como la ley de unicidad
del precio.

En caso contrario, si se obtiene un conjunto infinito de soluciones entonces
no es posible hablar de un precio Unico y esto puede llevar a una oportunidad
de arbitraje.

En conclusidn, si existe una estrategia de replicacién tnica o una medida de
probabilidad neutra al riesgo no existe arbitraje.

1.2.5 Arbitraje

La definicién informal del concepto de arbitraje es que se obtiene un beneficio
sin riesgo o ganar dinero sin tener que invertir.
Pueden existir dos condiciones por las que sucede arbitraje

e El portafolio replicado garantiza un retorno positivo en todos los estados
aunque los costos de compra sean nada o negativos.

-

S@t)-H<0
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e El portafolio garantiza un retorno no negativo (con posibilidad de no tener
ganancia) a costos de compra negativos

S(t)-H <0

T o
D) -H>o0

Desde el punto de vista econdémico, la presencia de arbitraje implica que no
se ha alcanzado una condicién de equilibrio y por ende, las fuerzas de la ley de
oferta y demanda llevaran a un estado de no arbitraje.

Por eso es que los modelos de valuacién son establecidos bajo condiciones de
no arbitraje.

1.2.6 Teorema fundamental de valuacidén de activos

Surge la pregunta, como se relaciona de manera formal el concepto de ausencia
de arbitraje (o no arbitraje) con la obtencién de un portafolio replica o medida
de probabilidad neutra al riesgo o de manera general una medida del precio.

El teorema fundamental de valuacién de activos establece dicha relacién, y
en su modelo discreto a un sélo periodo queda enunciado como.

Si no existe arbitraje entonces una medida del precio existe. De manera
inversa, si existe una medida de precio entonces no hay oportunidades de arbi-
traje.

Este teorema se deja sin demostrar, pero se puede consultar [Pl97] para
una explicacién formal sobre como demostarlo, basado en conceptos de algebra
lineal.

Un mercado se conoce como viable si no existe oportunidad de arbitraje. Al
tener un mercado viable existe una medida de probabilidad P* en la cual los
precios a descuento de los instrumentos o activos son martingala.

Si en un mercado cada instrumento derivado que exista puede ser generado
por una estrategia de replicacién se conoce como completo.

Un mercado viable es completo si y solo si existe una medida de probabilidad
P* unica en la cual los precios a descuento de los instrumentos o activos son
martingala.

La conclusién es que al resolver el modelo matemético de un periodo y se
obtiene una solucién unica, entonces no existen condiciones de arbitraje. Y al
no existir condiciones de arbitraje es posible valuar y generar la estrategia de
replicacién del instrumento derivado.

1.2.7 Paridad Compra Venta

Cuando se construye un portafolio con una opcion europea de compra con
posicion larga y una opcién europea de venta con posicién corta se encuentra
una relacién conocida como la paridad de compra-venta.
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Para entender la relacién, se puede observar que al vencimiento t = T se
cumple que la diferncia entre la opcién de compra y venta es:
C(T) - P(T) = (S(T) - K)* — (K - S(T))* = S(T) - K
Si se calcula el valor de portafolio para ¢ = 0, utilizando la tasa libre de
riesgo para descontar el valor de ejercicio K :
C(0) = P(0) = S(0) — (K/(1+7))

esta expresion es la paridad de compra venta.

1.3 Modelo discreto de miultiples periodos

1.3.1 Especificacion del modelo

Un modelo de multiples periodos es mucho mas real que el de un solo periodo.
De hecho es usado en el mundo financiero.
Los elementos del modelo son [P197]:

e T'+1 fechas de negociacién divididos en periodos t = 0, At, 2At, - - -, nAt =
T, donde At representa el intervalo de tiempo que pasa entre cada fecha
de negociacién.

e Un espacio muestral 2 con un numero de elementos K < o0
O ={wi,wa,...,wk}

por cada w € 2 se debe pensar en un estado posible del mundo
e Una medida de probabilidad P sobre 2, con P(w) > 0 para Yw € Q

e Una filtracién F = {Fy;t = 0, At, 2At,--- ,nAt = T}, que indica como la
informacién acerca de los instrumentos se va revelando a los inversionistas.
e Un proceso de la inversion sin riesgo
B = {B;t=0,At,2At,---,nAt =T},

donde B es un proceso estocéstico con Bg = 1 y con By(w) > 0. La tasa
de interés del intervalo (¢t — 1,t) se define como r; = (By — Bt —1))/By y
se cumple que r; > 0.

e Un proceso de N instrumentos con riesgo
Sy = {Sn(t);t =0,At,2At,--- ,nAt =T},

donde S,, > 0 y se interpreta como el precio ¢ del precio del instrumento
n con riesgo.
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La diferencia con el modelo de un periodo es la filtracion F' y el proceso de
instrumentos con riesgo.

La filtracion F' se relaciona con el concepto de sigma algebra, con la cual se
puede particionar el espacio de eventos 2, F; representa el algebra al tiempo ¢.
Se cumple que Fy = {@, 0} y Fr se compone de todos los subconjuntos de Q y
Fi C Frya es decir que la filtracidn es una secuencia anidada de sigma algebras.

El proceso estocastico de los precios de instrumentos con riesgo es una
funcién de Sy, (¢, w).

Su dominio es {0, At,2At,---,nAt =T} x Q. Por cada weQ fijo, la funcion
t = Su(t,w) es llamada la trayectoria de eventos. Por cada t fijo, la funcién
w — Sy, (t,w) es una variable aleatoria.

El proceso estocdstico de los precios es consistente con la estructura de in-
formaci6 o filtracién F, debido a que S, (t,w) es medible con respecto a la sigma
algebra F;. Es decir, el proceso S, esta adaptado a la filtracién F.

Con este proceso, el inversionista tiene un conocimiento completo de los
precios pasados y presentes pero nunca del futuro.

1.3.2 Replicacion de una opcion via un portafolio

Una estrategia de negociacién H = (Hy, Hy,---,Hy) es un vector de procesos
estocésticos H,, = {H,(t);t = {0, At,2At,---,nAt =T} donden =0,1,---, N.
Se debe interpretar H,(t) como el numero de unidades de un instrumento con
riesgo que un inversionista tiene del tiempo ¢ — 1 al tiempo ¢.

El valor de un portafolio en el tiempo ¢ queda definido como:

—

V(t) = H(t)-5(t)
Un estrategia de negociacién se conoco como autofinanciable si satisface
H(t-1)-S@¢)=H(@) -5

paraVt <T

Lo que indica esta definicién es que al tener un portafolio autofinanciable,
el inversionista puede ajustar o rebalancear el nimero de posiciones de t — 1 a
t pero el valor del portafolio permanece identico.

La ganancia de una estrategia queda expresada como:

Q
~
&

I

=]}
—~

-~.
N—r
—

Uy

(i +1) — 5(0))

y el valor de un portafolio con una estrategia que es autofinanciable queda
representada como:

V(t)=H(0)-S0)+ > (H(i+1)-S(i+1) - H() - S(i)
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t—1
V(t)=H(0)-S0)+ ) (H(i)-S(i+1) - H() - S)

=0

t—1
V() = H(0)-S0)+ Y (H()- (S +1) - S@)

i=0

V(t) = V(0) +G(t)

Esto implica que cualquier ganancia o perdida en el portafolio se atribuye a
cambios en los instrumentos de los que se compone.
La estrategia de replicacién se puede obtener a partir de la siguiente ecuacion:

C(t,wr) = H(t) - S(t,wp)

donde C(t,wy,) representa el valor de la opcién en el tiempo ¢ y en el estado
Wg-

Para calcular la estrategia de replicacién se supone que se conoce el valor de
la opcibnent=1T.

V() (wi) = Ho(T)(we) B(T) (we) + iy HilT)(wr) Si(T) (wr)

Ccon Wg = Wy, wWa,wWs, Ws

Y dado que la estrategia de replicacién es predecible, se pueden reducir el
nidmero de incégnitas.

Debido a que la estrategia es autofinanciable se puede escribir:

V(T = 1)(wk) = Ho(T)(wr) BT — 1)(wi) + Ly Hi(T)(wr)Si(T — 1)(ws)

y se puede obtener el valor V(T — 1).

Despues se resuelve

V(T = 1)(wi) = Ho(T = 1)(wi) BT = ) (wr) + .1, Hi(T = 1)(wi) Si(T ~
1)(wk)

Y se puede obtener V(T — 2) y asi sucesivamente hasta obtener V' (0).

Ejemplo simbdélico

Se supone que existen dos instrumentos, la cuenta bancaria libre de riesgo y un
instrumento S; que puede ser una accién. Es decir N = 1.
Los intervalos de tiempo son t = 0, At,2A¢
Los posibles estados son K =4 .
En la siguiente tabla se presenta el valor del instrumento con riesgo:
wr | t=0 t=At t=2At
w1 So Sy Suu
()] So Sy Sud
w3 So Sq Sdu
wy So Sq Sdd
Y los valores de la opcién en t = T = 2A¢ :
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wg | t=2At
w1 Cun
w2 Cud
w3 Cdu
w4 Cuad

Y los valores del instrumento sin riesgo , B(t), son:
wr |t=0 t=At t=2At

wr 1 (I+r) (1+47)?
wa 1 (I+r) (1+47)?
ws 1 (I+r) (1+47)?
Wy 1 (14+7) (1+47)?2

Aplicando la replicacién para T = 2At:
V(T)(wk) = Ho(T)(w) B(T) + H1(T)(wi)S1(T)
con wy = wi,wWs,ws,ws

Esto lleva al siguiente sistema de ecuaciones:

C'U/u

Cud _

Cdu N

Caa

Ho(wi)(T) Hi(wi)(T)

Ho(w2)(T)  Hi(w2)(T) x( (1472 A+7r)?* 1472 (1+7r) )
Hy(ws)(T) Hiy(ws)(T) Suu Sud Sau Saa
Hy(wy)(T)  Hiy(ws)(T)

Se obtiene un sistema de 4 ecuaciones con 8 incégnitas. Sin embargo ex-
iste una propiedad que tiene Hy(wy) y es que es predecible a una filtracién de
eventos debido a que es medible con respecto a una filtracién anterior. Por esta
propiedad es posible decir que Hy(w1) = Hy(w2) y H(ws) = Hy(ws) quedando
cuatro incégnitas. Resolviendo:

e
2 o\w2 1(W2
HID =1 Hofws) (1) Hy(wn)(T)
Ho(wa)(T) Hi (w4)(T)
( udSuu CuwSud) [ ((Suu = Sud)(l + 7')2) (C - Cud)/(s - Sud)
(CagSau — CauSaa)/((Sau — Saa)(1 +7)?)  (Cau — Caa)/(Sau — Saa)

)
(CaaSau — CauSaa)/ ((Squ — Saa)(1 +7)?)  (Cau — Caa)/(Sau — Saa)
Para t = At se puede calcular el valor de C, y Cy se calcula por la propiedad
de un portafolio autofinanciable:

V(T -1) = H(T) x S(T - 1)

Cu \ _
Cqs )]
( (CudSuu - CuuSud)/((Suu - ud)(]- + T)) + Su(cuu - ud)/(suu - ud) >
(CaaSau — CauSad)/((Sau — Saa)(1 + 7)) + Sa(Cau — Caa)/(Sau — Saa)
Y partir de los resultados de C, y Cy se puede plantear el siguiente sistema de

ecuaciones lineales para poder obtener la estrategia de replicacién en t =T —1:
V(ITr-1)= H(T )xS( -1
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(%):
Cy )
( Ho(wl)(T—].) Hl(wl)(T—l) ) % ( (1+7’) (1+7’) )
Ho(w2)(T — 1) H1 (wz)(T — 1) Su Sd
Dado que la estrategia es predecible se tiene que Ho(w1)(T'—1) = Ho(w2)(T—
1)y Hi(wi)(T — 1) = Hy(w2)(T — 1).
Se obtiene el siguiente resultado:
( Ho(w1)(T —=1) Hy(wi)(T —1) )
HO((UQ)(T - ].) Hl(wg)(T - ].)
( (Cdsu - CuSd/((l + T)(Su - Sd)) (Cu - Cd)/(su - Sd) )
(CaSu — CuSaf (1 +7)(Su — Sd)  (Cu — Ca)/ (S, — Sd)
Y el valor de la opcién en t = 0 es:
V(0) = Hy + H15:(0)

Ejemplo numérico

Una opcién europea vence en 2 meses, teniendo un precio de ejercicio de $5 con
una tasa libre de riesgo r = 0.1. Los posibles estados a 1 mes y 2 meses son:

wr | t=0 t=1mes t=2meses
w1 5 8 9
w2 5 8 6
w3 5 4 6
W4 5 4 3

Los valores de la opcién europea en T' = 2meses

wg | t = 2meses
w1 4
w2 1
w3 1
W4 0

Y los valores de la cuenta bancaria en todos los posibles estados son:
t=0 t=1mes t=2meses

1 1.1 1.21

Usando los resultados obtenidos en el ejemplo simbdlico, se obtiene:
Ho(w)(T')  Hi(wi)(T)

A Ho(w2)(T')  Hi(w2)(T)

H(T) =

M= Ho(ws)(1) Hy(wa)(T)

Ho(wg)(T)  Hy(wa)(T)
—4.132231 1

~ —4.132231 1

H(T) = —0.826446 0.333333

—0.826446 0.333333
Con la estrategia se puede calcular el valor de la opcién europea en t =1

()=

3.454546
424230
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Conociendo los valores de la opcién europea en t = 1, se puede calcular la
estrategia de replicacidn.

( 3.454546 ) _
0.424230

() B )« (4 4)

w - w -

Dad(;) qu2e la estrategiales i)redecible se tiene que Ho (w1 )(T—1) = Ho(ws)(T—
1)y Hi(wi)(T = 1) = Hi(w2)(T = 1).

El resultado es:

H()(LUQ)(T— ].) Hl(wg)(T— ].)
( —2.369169 0.757579 )

—2.369169 0.757579
Estrategia que se aplica para obtener el valor de la opcién en ¢ = 0 dando
V(0) = 1.418726

1.3.3 Valuacion neutra al riesgo

El segundo esquema de valuacién se basa en calcular la probabilidad neutra al
riesgo. Dicho concepto esta ligado con esperanza condicional y martingala.

Una medida de probabilidad neutra al riesgo (también denominada medida
martingala) es una probabilidad P* tal que

e P*(w) > 0 para todo weQ

e Para el proceso de instrumentos con riesgo a descuento S,, son martingalas
bajo P* paracadan =1,2,---,N

Expresado en terminos de esperanza condicional

Ep-[S(t+ s)|Fe] = S(t)

para s >0

Con esta relacién, conociendo la filtracién, los valores del proceso S(t) y los
valores de la opcién al vencimiento ¢ = T', es posible calcular la probabilidad
neutra al riesgo y con eso obtener el valor de la opcién en ¢t = 0.

El valor del portafolio que replica es martingala y cumple entonces:

Ep:[V(t +5)|F) = V(1)

Ejemplo simbdlico

Tomando los mismos datos que en el ejemplo de replicacién, se calcula la medida
de probabilidad neutra al riesgo, con las siguientes ecuaciones:

Ep+[S(1)|F0] = S(0)

Ep+[5(2)|Fo] = 5(0)

Ep-[S(2)|F71] = 5(1) .

donde la ultima expresion debe considerarse V(1) para los dos posibles es-
tados en t = 1.

Aplicando las relaciones anteriores:
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= (1+7) " (Su(P*(w1) + P*(w2)) + Sa(P*(ws) + P*(wa))

50 = (1+7)72(SuuP*(w1) + SuaP*(w2) + SquP*(w3) + SaaP*(w4))
= (14 ) " (SuuP*(w1) + SuaP*(w2))/(P*(w1) + P*(w2))

Sd = (14 7)"" (SquP*(w3) + SaaP* (ws))/(P*(w3) + P*(wa))

y ademas se debe cumplir que:

P*(wl) -+ P*(wz) -+ P*(w;;) + P*(LU4) =1

tomando tres ecuaciones con la iltima ecuaci(’)n, es posible resolver y obtener:
(S 50(1-‘,-7‘))(50(1-‘,-7‘) )

P*(w) Sun—23. S,
P*(LUQ) Suu—S (1+T) So(1+T) Sa
Pela) | 7| (ST Sy all
P*(wy) Sau—Sa(l47)\ / Su—50(1Fr)
( Sdu—3Sdd )( Su—5Sq )

Ejemplo numérico

Tomando los mismos datos que en el ejemplo numérico de la replicacién.
Las probabilidades neutras al riesgo son:

P*(w) 0.349999999
P*(ws) | _ | 0.024999999
P*(ws) | = | 0.291666666
P*(ws) 0.333333333

Para calcular el precio de la opcién :
Co = E[C(2)(1 + r)~2|Fo)
Resultando :

Co = (1.1)72((4)(0.349999999)+(1)(0.024999999)+ (1)(0.291666666)+(0)(0.333333333) ]

El valor de la opcién en ¢t = 0 es 1.4187327.

Para calcular los valores de la opcién en t = At
C)1+r)"' =E[C2)(1 +r)2|F]

Lo cual lleva a que C, = 3.454545459 y Cy = 0.424242423
Y la replicacién delta en ¢t = 0 es:

H,(0) = 3.454545459740.42424242 — 0.757575759

1.3.4 Consideraciones sobre el arbitraje

Como en el modelo de un periodo, se encuentra que valuar via replicacién o
medida neutra al riesgo son equivalentes.

Se puede enunciar de la siguiente manera: Si P* es una medida martingala y
H es una estrategia de replicacién autofinancialbe entonces el proceso del valor
a descuento que corresponde a H es una martingala bajo P*.

Esto implica que si se conoce la estrategia de financiamiento, se puede
obtener la medida de probabilidad neutra al riesgo; y lo inverso es cierto.

En ambos casos, se deben resolver un sistema de ecuaciones simultaneas. En
el caso de que exista una solucié Unica se deriva que no hay oportunidades de
arbitraje. A partir de este hecho se pueden extender los resultados del modelo
de un solo perido al modelo multiperiodo.
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1.3.5 Modelo de Cox-Ross-Rubinstein
1.4 Modelo continuo

1.4.1 Especificacion del modelo

El modelo continuo permite analizar el precio de una opcién considerando que
el tiempo y el valor del subyacente toman valores continuos. Los elementos del
modelo son:

e Un tiempo de negociacién continuo en un intervalo finito te[0, T'].

e Un espacio muestral continuo {2 que representa los posibles estados del
mundo.

e Una medida de probabilidad P, con P(w) > 0 para Vwe().

e Una filtracion F y una familia (F;) de algebras o sobre F, la cual es una
especificacién completa de la informacién a lo largo del tiempo. F; incluye
cada evento basado en la historia del mercado. Debido a que los eventos
no se "olvidan”, la filtracién se incrementa.

e Un proceso de la inversion sin riesgo SP que tiene la siguiente dindmica:
dS() (t) = TSO (t)dt

donde r > 0 y es una constante que tiene el valor de la tasa continua libre
de riesgo. Como condicién inicial Sp(0) = 1.

e Un proceso estocastico de N instrumentos con riesgo y que tiene la sigu-
iente dindmica:

dS;(t) = piSi(t)dt + 0;Si(t)dW;(t)

para Vie[l, N] y donde W;(t) es un movimiento Browniano con esperanza
0 y desviacién estandar dt:

Ey(dWi(t)) = 0, E,(dW7 (t)) = dt

Para el caso de S;(t), p; se puede pensar como la tasa de retorno (o
crecimiento) instantaneo del instrumento y ¢; como la desviacién estdndar
instantanea de la tasa de retorno:

Ey( dgf"((t? ) = pi, Vary( (fégii((t? )

= Uy

1.4.2 Replicacién de una opcion via un portafolio

Una estrategia de negociacién H(t) = {Ho(t),H1(t),---,Hn(t)} es definida
como un proceso estocdstico e indica para cada instrumento, el numero de
unidades que se tienen en posicién en el tiempo (¢,t + dt).

El valor del portafolio en un tiempo ¢ estd dado por:

V(t) = Ho(t)So(t) + H1(t)S1(t) +--- + Hn(t)Sn ()

Una estrategia de negociacién es autofinanciable cuando cumple:
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V(t) = V(0) + XN (fy Hi(t)dSi(t))

paraVt <T.

Lo que indica la defincién es que un portafolio autofinanciable puede ser
ajustado o rebalanceado en posiciones en t a t + dt pero su valor permanece
idéntico.

Para obtener una estrategia de replicacién y el precio de una opcién europea
usando la inversién libre de riesgo y un instrumento con riesgo.

El portafolio que replica a la opcién tiene un valor:

V(t) = Ho(t)So(t) + H1(t)S1(t)

dado que Sp(t) queda definido como Sy(t) = e™.

se puede escribir el valor del portafolio:

V(t) = e™ Ho(t) + H:(t)S1(t)

y por ser autofinanciable cumple que, considerando que la dindmica de Sy
es dSo(t) = TS()( )dt

V() = V(0) + fy rHo(t)So(t)dt + [ Hy(t)dS: (t)

El precio de una opcién europea se plantea como una funcién del tiempo y
el instrumento subyacente, C'(S;(¢),t).

Para aplicar la replicacién, se debe suponer que el valor del portafolio y de
la opcién son iguales, esto es C' = V.

El valor de la opcién se puede expresar usando la formula de Ito, de la
siguiente manera:

0(51() ) C(Sl() )+

f(f 8C(Sl(t) t)dt+ft aca(gl((:)) t)dS t 52 (:;Egsl(% 1) (dSy (t ))

Dado que el subyacente S;(t) tiene la 51gu1ente dindmica:
dSi1(t) = S1(t)(mdt + o1dWi(2))

Se obtiene que (dSi(t))? es igual a 0257 (t).

Esto permite expresar a C(S;(¢),t) como:

C(S1(t),t) = C(Sl (0),0)+

t 8C(S1(t), t C(S1(8),
b ( at(t) Dt + Jo mS1(t) 8(51 ((f)) 2

3 [t SO TGEE + [ S0 GG a0

Y el valor de portafolio que rephca como:

V(t) V(O) + ertH() + fO H1 Sl( )(Mldt + 0'1dW1 (t))

Dado que el portafolio replicado y la opcién europea son iguales, se puede
obtener que H; (S (t),t) = %18)”)

Y por tanto el valor de Hy es:

Ho(S1(2),) = e ™ (C(S1 (1), 1) — S1 () 255arD))

Queda por determinar el valor de C'(S1(t),t, el cual se obtiene sustituyendo
los valores de Hy y H; en el valor de portafolio que replica y la formula de Ito
para la op(:10n

o r(C($1(0),8) = $1(0) 2G5 e =
t 8C(S1 t 8%2C(S:1
fO ( 8t(t) t) dt + L fO 0.%51 (t) 8$S2 (%) »t) dt

Esta ultima ecuacién se puede escrlblr en forma diferencial, resultando

r(C($1(t),t) = rSi (1) 2552 + 2SI 4 1o253(1) 2S00
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ecuacién en derivadas parciales que se puede resolver aplicando una serie de
condiciones iniciales y de frontera con las cuales se puede obtener una valor de
la opcién .

1.4.3 Valuacién neutra al riesgo

El segundo esquema de valuacion se basa en calcular una medida de probabilidad
neutra al riesgo, utilizando el concepto de esperanza condicional y martingala.

La valuacién neutra al riesgo consiste en aplicar la siguiente relacién:

S = Bo [ F

(1) So(T)

donde Ep-[- - -] es la esperanza condicional bajo una medida de probabilidad
neutra al riesgo, P*.

Con el fin de simplificar los cdlculos, se pueden recurrir a los siguiente
supuestos:

e FEl valor de la opcién en el tiempo ¢t = T es una funcién del subyacente, de
tal manera que C(T) = h(S1(T)).

e Se puede expresar So(T) = e"T y Sy(t) =e"

e Utilizando la propiedad de Markov. Un proceso de Markov es aquel en el
cual los incrementos de la variable aleatoria, x;+4: — o1, Son una variable
independiente de x;. Para tales procesos se cumple que z; = Ei[zT].

Un proceso estocdstico martingala de la forma f; = f(z,t) puede ser
especificado por medio de una esperanza condicional de una funcién ¢ de
un proceso estocastico subyacente. En particual, considerese un proceso
suyacente z; comenzando en el tiempo ty con un valor zg, la esperanza
condicional es:

ft = f(xtat) = Et[¢(mTaT)]
para cualquier tg < s <t < T, entonces f; satisface la propiedad martin-
gala. Aplicando la propiedad de Markov

Elp(zr, T)|F] = Ey[p(xr, T)] = f(z¢,1)
luego entonces
E[f (@4, 1)|Fs] = E[El¢(xr, T)|F]| Fs] =
El¢(zr,T)|Fs] = Es[p(ar,T)] = f(@s,5)
e La solucién a la ecuacién diferencial estocdstica del instrumento S es:

S1(t) = S1(0)e Nl*—)t+01W1(t)]

Usando los supuestos anteriores, se puede valuar una opcién.
Como en el modelo discreto, el instrumento con riesgo puede ser calculado
a descuento, tomando a Sy como el factor de descuento, de tal manera :
y Si(t _
Si(t) = 28 = e 7t5,(9)
La dindmica del valor a descuento queda definida como (aplicando Ito)
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dS: (t) =5 (t)[(/J,l - T)dt + o1dW; (t)]

Similar al modelo discreto, se debe encontrar un proceso estocastico martin-
gala para el valor descontado de S;. Para esto se debe utilizar el teorema de
Girsanov que indica que si un proceso L; queda definido como

L, = & J3 00w )=} [[0%(5)ds)

donde 6; es un proceso estocistico, entonces L; es martingala y W*(t) =
W(t) + fOtG(s)ds o el movimienot browniano en una medida de probabilidad
neutra al riesgo.

En el caso del proceso Si(t), el valor de (t) es £2-=, lo cual lleva a que
W(t) = W(t) + ."t, sustituyendo W (¢) en la dindmica del valor a descuento

dSy (t) = Si(t)ordWy (t)

0

o2
51 (t) — ettt Wi(t)

siendo una martingala.

El portafolio que replica a la opcién queda definido como:

V(t) = Ho(t)So(t) + H1(t)S1(2)

y como el portafolio es autofinanciable

dV (t) = Ho(t)dSo(t) + Hi(t)dS:(t)

Calculando el valor a descuento del portafolio replicado V (t) = e~ "V (t) se
obtiene que:

y expresandolo con el movimiento browniano neutro al riesgo Wy (t)

dvV (t) = Hy(t)dS, ()

con lo que se concluye que el valor a descuento del portafolio que replica es
martingala bajo una medida de probabilidad neutra al riesgo, que es lo mismo
que:

V(t) = Ep-[V(T)|F]

o el valor de una opcidén se puede escribir como:

C(t) = Ep-[e """ IC(T)|F

y toda opcién tiene una funcién de pago que es igual al valor de C(T") y que
es una funcién del subyacente

C(T) = h(S(T))
Usando la propiedad de Markov
C(t) = Bp-[e~"T-0C(T)|F)] = Ep-[e~"T-OR(S(T))]
-2
C(t) = EP*(efr(Tft)h(Sl(t)er(Tft)e%(Tft)+ol(W1*(T)fW{(t)))]
con esta expresiéon es posible calcular el valor de la opcién, que se puede
expresar como una integral

C(Sl (t),t) — efr(Tft) f(f h(Sl (t)er_;l (Tft)+a1y\/T7t)%dy

, donde y = Wi (T') — Wi (t) es una variable aleatoria normal con media 0 y
varianza T — t.
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1.4.4 Consideraciones sobre el arbitraje

Dado un instrumento derivado que se puede replicar por medio de una estrategia,
se puede obtener un precio de arbitraje, el cual se obtiene bajo una medida de
probabilidad neutra al riesgo.

La replicacion se puede obtener usando un argumento de no arbitraje, donde
se supone que el portafolio tiene la siguiente dindmica:

dV =rVdt

lo cual indica que el portafolio tiene un crecimiento igual al de la cuenta
libre de riesgo y por tanto el inversionista es neutro a invertir en la opcién o la
inversién libre de riesgo.

El portafolio que replica en este caso se compone de una opcién y un instru-
mento con riesgo, compuesto de la siguiente manera

V=C-AS5

Y el cambio del portafolio se expresa como:

dV =dC — AdS,

Usando el lema de Ito, se puede escribir dC' como:

dC = §2dt + §5dS + Loi ST 35 dt

Con lo cual se puede expresar dV como:

dv = 58 dt + 55dS + L0352 25 dt — AdS,

Para eliminar la parte estocéstica, dS, se toma que A =

Tomando la consideracién de no arbitraje se tiene que:

rVdt = 52 dt + 035295 dt

Sustituyendo el valor de V' y eliminando dt:

rC —r$i & = 8Cdt + 1035758

Lo cual lleva a la ecuacién que se obtuvo con el método de replicacion.

Bajo este contexto, es posible proponer un esquema, de valuacién para deriva-
dos, basados en no arbitraje.

Se supone que existe un mercado con N activos, cada uno e ellos con la
siguiente dindmica:

980 = pa(t)dt + Y3, o5 (H)dW;(1)

y una inversion libre de riesgo.

Para valuar se usa el teorema fundamental de la valuacién de activos para
el caso continuo :

ocC
FE

¢ Existe una familia de procesos adaptados A;(t),1=1,---, N, tal que, para
cualquier activo i, su media esta ligado con las correspondientes volatili-
dades por una ecuacién de la forma:

N
pi(t) =7(t) + 3= Ai(t)o; (2)
donde A; es el precio del riesgo para el factor 1.

e Si g(t) es un proceso definido positivo para un activo negociable, entonces
hay una medida de probabilidad Q(g) para la cual el precio A(t) en el
tiempo t de cualquier instrumento A sin flujo de efectivo es:

Alt Ar
ﬁ = Eq(g)[457]
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donde 7 es el tiempo en el cual vence el instrumento (o cuando se ejerce).
El activo g(t) se conoce como el activo numerador.

Si el instrumento libre de riesgo se selecciona como el activo numerado,
entonces g(t) = B(t) y la media u;(t) de cualquier activo i en el tiempo t

es igual a r(t). El proceso del precio para cualquier instrumento sin flujo
de efectivo hasta su tiempo de ejercicio 7 > t estd dado por la esperanza

Si(t) = Bgegle™ J "1ug,(r))

Cualquier proceso del precio de A(t) puede ser replicado por medio de
una estrategia autofinanciable en la cual se toma el activo base A, (t) y la
cuenta de ahorro del mercado que cumplan

dSi(t) = Ho(t)r(t)B(t)dt + L, H;(£)dS;(t)
donde se cumple la condicién de un portafolio autofinanciable

B(t)dHo (t) + Y, dH,(1)(S; (1) +dS;(t) = 0

1.4.5 Modelo de Black-Scholes

Para el caso continuo, lo que se ha presentado se basa en la propuesta de Black-
Scholes para valuar instrumentos derivados.
Su modelo tiene como base los siguientes supuestos:

El subyacente tiene una dindmica estocdstica que es una movimiento
geométrico browniano.

La tasa libre de riesgo es una funcién conocida del tiempo

No hay dividendos en el subyacente.

La replicacién del subyacente implica que se hace de manera continua.
No existen costos asociados a las transaccciones sobre el subyacente.

No hay oportunidades de arbitraje.

Dados estos supuestos, se obtiene que el valor de una opcién europea de
compra es:
C(S,t) = SN(dy) — Ke "T-)N(d,)

donde
dy = Ln(£)+(r+0.50%)(T—t)

a/T—t

dg :dl —U\/T—t
y N() es la funcién de probabilidad acumulada de una distribucién normal
con media 0 y varianza 1.
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1.5 Tipos de opciones europeas vainilla

Se han descrito las herramientas matemaéticas para una opcién europea sobre un
subyacente que es una accién. Sin embargo pueden existir otro tipo de opciones,
dependiendo del subyacente.

1.5.1 Opciones de acciones con dividendos

Una accién puede pagar un dividendo a una tasa constante continua D. El valor

de una opcién europea de compra es:
C(S,t) = Se PUVN(dy) — Ke " TN (dy)

donde

di = Ln(£)+(r—D+0.502)(T—t)
1= oIt

d2 =d1 —O'\/T—t

Existe otra manera de indicar dividendos de una accién, en la cual se indican
los flujos y fechas de los dividendos.

1.5.2 Opciones sobre indices accionarios

Un indice permite rastrear el movimiento o desempefio de un mercado o sector.
Se pueden construir opciones sobre indices, los cuales son utilizados por
aquellos inversionistas que tengan un portafolio de acciones bien diversificado y
en consecuencia cercano al comportamiento del indice.
Para calcular el valor de una opcién europea sobre un indice accionario,
basta con aplicar la férmula de Black y Scholes, tomando como subyacente el
valor del indice.

1.5.3 Opciones sobre bienes fisicos

Un bien fisico puede ser un metal precioso, alimentos, combustibles, obras de
arte.

El efecto a tomar en cuenta es lo que se conoce como el costo de acarre o
el gasto que se hace al almacenar el bien, transportarlo, cuidarlo. Si se expresa
como una tasa ¢ sobre el valor del bien, se puede valuar utilizando Black y
Scholes.

Sin embargo, en algunos casos, por ejemplo el petroleo, no es correcto
suponer que tiene un comportamiento geométrico browniano; por lo que se debe
tener especial cuidado en decidir cuando valuar una opcién sobre un bien fisicio
usando los supuestos de Black y Scholes.

1.5.4 Opciones sobre tipo de cambio extranjero

Con el fin de cubrir o especular sobre un tipo de cambio extranjero, se pueden
utilizar opciones sobre tipos de cambio.

Conociendo el valor de la tasa libre de riesgo extranjera ry y usando el valor
del tipo de cambio como subyacente, se puede valuar de la siguiente manera:
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C(S,t) = Se " T"ON(dy) — Ke "IN (dy)

donde

di = Ln(£)+(r—r;+0.50%)(T—t)
te VTt

dg = d1 - (7\/T——t

1.5.5 Opciones de contratos futuros

Un contrato futuro es un acuerdo entre dos partes, donde una de ellas se com-
promete a comprar o vender un bien fisico o instrumento financiero a un periodo
de tiempo T a un precio prefijado. Dichos contratos se negocian en mercados
de futuros, tienen un contrato bien definido y las perdidas o ganancias de las
posiciones futuras son calculadas dia a dia y los cambios son pagados entre las
contrapartes.

Los futuros se pueden utilizar para cobertura y especulacion.

Las opciones sobre futuros se valuan suponiendo que los propios instrumentos
futuros tienen una dindmica de proceso geométrico browniano, donde el futuro
tiene un precio F'.

Se calcula usando el modelo de Black, usando la siguiente formula:

C(S,t) = e "T-Y[FN(d;) — KN(dy)]

donde

di = Ln(E£)+0.50%(T—1t)
1= ovT—t

d2 =d1 —O'VT—t

1.5.6 Paridad compra venta

En el caso continuo, se cumple la paridad entre opciones de compra y venta
(call put parity), la cual queda establecida con la siguiente relacién:

C(S(t),t) — P(S(t),t) = S(t) — Ke 7Tt

Con esta relacion es posible deducir el valor de una opcién europea de venta
conociendo el valor de una opcién europea de compra.

Por ejemplo, el valor de una opcién europea de venta (put) sobre una accién
es:

P(S, t) = Ke_r(Tit)N(—dz) — SN(—dl)

Se puede aplicar esta relacién para las opciones sobre acciones con dividen-
dos, indices, bienes ffsicos, tipo de cambio para obtener el valor de una opcién
de venta.

Para el caso de opciones sobre futuros, la relacién de paridad de compra
venta es:

C(F(t),t) — P(F(t),t) = F(t)e "7~ — Ke "(T-1)

1.5.7 Opciones europeas binarias o digitales

Un ejemplo de una opcién europea que tiene un pago final distinto al maximo,
es la opcién binaria.
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Consiste en un pago de 1 en el tiempo de vencimiento T si el valor del
subyacente es mayor que el precio de ejercicio. Queda modelado como

C(S(T), T)=H(S — K)

donde H() es la funcion de Heaviside, que toma valor de 1 si su argumento
es positivo y cero en caso contrario.

La valuacién de la opcién binaria europea de compra sobre una accién es
dada por:

C(S(t),t) = e " T~ N(dy)

y la relacion de paridad compra venta es:

C(S(t),t) + P((S(t),t) = e~ (Tt

1.6 Medidas de sensibilidad

Las opciones, como cualquier instrumento financiero, tienen un riesgo inherente.
Los factores que intervienen en la valuacién de una opcién, el subyacente, la
tasa libre de riesgo, la volatilidad y el plazo de vencimiento al sufrir un cambio
puden provocar un movimiento en el precio de la opcién.
Las medidas de sensibilidad permiten medir dicho cambio.

1.6.1 Delta

Es la sensibilidad de la opcién al subyacente. Es la tasa de cambio del valor de

la opcién con respecto al subyacente.

_ ocC
A=3s

La medida delta puede utilizarse para coberturas, con el fin de mantener
una posicién en el subyacente y eliminar riesgos. Con la cobertura se tiene una
opcién y una posicién corta al subyacente, usando A unidades.

La delta de una opcién europea de compra sobre una accion es:

A = N(di)

1.6.2 Gamma

Es la sensiblidad que tiene A a los cambios del subyacente.
2

T = g5

La medida delta permite saber cuantas unidades del subyacente se necesitan
tener en posicién, pero no es suficiente para identificar cada cuando es nece-
sario reajustar la posicién. La regla es que si gamma es pequeio, delta cambia
lentamente y la frecuencia de ajuste de delta es poco frecuente, pero en el caso
contrario se debe vigilar constantemente el ajuste de delta.

Gamme queda definidio para una opcién europea de compra sobre una accién

Ccomo:
[ = ()
oS\/T—t
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1.6.3 Theta

Es la tasa de cambio del precio de la opcién con el tiempo

e
=%

Como regla, si el subyacente no sufre cambios, la opcién si, conforme avance
al vencimiento y a una tasa dada por:

—SN'(d o (T—
0= 72\/(71)” —rKe "T-YN(dy)
Theta puede ser vista como el decaimiento temporal de la opcién.

en el caso de una opcion de compra europea sobre una accion.

1.6.4 Vega

Es la sensibilidad de la opcién a la volatilidad.
V=25
do
Para una opcién de compra europea sobre una accién se define como

V = SyT —tN'(dy)

Vega se puede utilizar cuando la volatilidad no es conocida precisamente.

1.6.5 Rho

Es la sensibilidad de la opcién a la tasa libre de riesgo.

_ac
P =5

Para una opcién de compra europea sobre una, accién se define como
p=K(T —t)e " T-ON(dy)

1.7 Volatilidad

De las variables y pardmetros para poder valuar una opcién todas son directa-
mente observables excepto una, la volatilidad.

La volatilidad, que se define como la desviacién estandar de los rendimientos
del subyacente. Por tanto, se debe obtener una historia de los precios del suby-
acente y aplicar medidas estadisticas, observadas en un intervalo fijo de tiempo
(cada dia, semana o mes).

Para calcular la volatilidad, considerando que el subyacente tiene un modelo
de movimiento geométrico browniano

e Calcular los rendimientos logaritmicos: u; = Ln( S‘(gz.(j)l)) parai =1,2,-- -,n.l

e Calcular la media de los rendimientos & = L 37" | u;
e Calcula la estimaciéon de la desviacién estdndar con
5 — 1 n AV
0= \/n—1 > iy (Ui — 1)

Sin embargo, el criterio de cuanto debe ser el tamaiio de la historia o inclusive
suponer que la volatilidad es constante en ese historia es una decisién dificil.




26 CHAPTER 1. MODELOS DE VALUACION DE OPCIONES VAINILLA

Lo que se hace de manera comun es observar al mercado, tomando los pre-
cios de mercado de algunas opciones y usando Black y Scholes para obtener la
volatilidad. Se conoce la volatilidad obtenida como implicita y a partir de ellas
se puede obtener una curva de volatilidades a distintos plazos, la cual se puede
usar para valuacion.

1.8 Opciones Americanas

Una opcién americana es un contrato que se puede ejercer antes de que expire,
a diferencia de una opcién europea que se permite ejercer solo en el tiempo que
expire.

1.8.1 Modelo discreto de multiples periodos

Tomando en cuenta los mismos elementos del modelo que se describieron para
opciones europeas, se debe tener en cuenta que una opcién americana se puede
ejercer en cualquier fecha de negociacién t = 0, At,2A¢,--- , NAt =T.

Se define una secuencia adaptada a la filtracién F;, denominada Z(t). Dicha
secuencia representa el beneficio hecho al ejercitar la opcién en el tiempo t.

Para una opcién americana de compra Z(t) = Max(S(t) — K,0).

Para una opcién americana de venta Z(t) = Max(K — S(t),0).

Sea U (t) el precio de la opcién americana, asociada al proceso Z ().

Se puede definir para t = NAt =T como

U(T) =Z(T) =maz(S(T) — K,0) para una opcién de compra.

U(T) =Z(T) =maz(K — S(T),0) para una opcién de venta.

Parat = (N —1)At, se debe calcular el precio de la opcién. Si el inversionista
decide ejercer la opcién, su valor es Z((IN — 1)At), si no su valor en t = T es
Z(NAt). Entonces, en t = (N —1)At el inversionista tiene que ganar el maximo
entre Z((N —1)At) y la cantidad necesaria para generar Z (N At), la cual queda
definida como:

Y((N = 1)At) = So((N = 1)A) Ep[£ BAL Fiv—1)ad]

donde E3 ] es la esperanza condicional en una medida de probabilidad neutra
al riesgo.

Y entonces el precio de la opcién es:

U((N —1)At) = maz(Z(N — 1)At), Y ((N — 1)At))

Generalizando la expresidn, se tiene que:

U((k — 1)At) = maz(Z((k — 1)At), So((k — 1) At) B[ g3 F—1yad))

Si So(kAt) = (14 r)k2t | se puede expresar como:

U((k — 1)At) = maz(Z((k — 1)At), (I;TE;,[U(kAtﬂf(k_l)At])

Sea U(kAt) = % el valor a descuento del precio de la opcién, se puede
representar la relacién como:

U(kAt) = maz(Z (kAt), E5[U((k + 1)At)| Fra))

La secuencia U (kAt) tiene la propiedad de ser una supermartingala bajo la
medida de probabilidad neutra al riesgo, esto es E5[U((k+1)At)|Fi] < U(kAt).
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La secuencia U(kAt) se conoce como la envolvente de Snell y tiene la car-
acteristica de ser la supermartingala mds pequefia que domina a la secuencia
Z(kAt).

Se cumple siempre que U(kAt) > Z(kAt).

Se conoce como tiempo de paro al valor que toma t cuando se decide ejercer
la opcién.

Es una variable aleatoria 7 que puede tomar valores {0, At, 2At,---, NAt =
T}.

El conjunto 7 es el de todos los tiempos de paro posibles.

Si se piensa Z como el total de ganancias de un apostador despues de k
juegos, el tiempo de paro 7y es el que hace maxima a la ganancia esperada.

Luego entonces, el tiempo de paro es el tiempo en el cual la opcién americana
toma su valor maximo.

UO = E[Z‘ro|f0] = SupTeTE[Z‘rlj:O]

1.8.2 Modelo continuo

En el caso continuo se pueden verificar los resultados al tiempo discreto, sin
embargo su tratamiento es complejo.

El problema queda formulado con el planteamiento de establecer una es-
trategia de inversién sobre un activo libre de riesgo y activos con riesgo mas una
estrategia de consumo, llevando a un problema de optimizacién.

El estudio de opciones americanas se puede tratar como un problema, libre
de frontera, el cual implica uso de la teoria de ecuaciones en derivadas parciales.

Tanto para el caso discreto y continuo no existen una expresién matematica
que permita calcular el precio de una opcién americana.

1.8.3 Opciones europeas y americanas vainilla

Sea vy, el valor en tiempo k de una opcién americana y sea Vj, el valor en tiempo
k de la opcién europea, se debe cumplir que vg > Vj.

Para el caso de una opcién americana de compra se tiene que es éptimo
ejercerla en el tiempo de vencimiento. Esto se deriva de que el valor de una
opcién europea cumple que C(S(t),t) > S(t) — Ke "T—%) es decir siempre
excede o igual al valor intrinseco de la opcién.

Para el caso de una opcién americana de venta, se puede ejercer en el tiempo
de paro éptimo que resulte, dado que el valor de una opciéon europea cumple
que P(S(t),t) > max(K — S(t),0).

Existe una relacién entre una opcién americana de compra y venta, con
precios ¢(S(t),t) y p(S(t),t) respectivamente:

c(S(t),8) — p(S(2),t) < S(t) — Ke (T
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1.9 Meétodos numéricos para valuaciéon de op-
ciones

1.9.1 Funcién de distribucién acumulada N()

Una variable aleatoria X se dice que tiene una distribuciéon nomral con media p
—(z—p)?
. 2 : . . e 202
varianza o“ si su funcion nsi £ =
yaa‘a' s.suuco de densidad es vt ‘
La distribucién estandar normal es aquella que tiene 4 = 0 y una varianza

unitaria y su funcién de probabilidad acumulada es:
2
1 z ===
N(XSZ)— ﬁf_we 2 dr
La funcién de probabilidad acumulada se puede aproximar con la siguiente
expresién
_ 22
NX<z)m=1- \/%eT(alw + a2 + asz® + agzt + asx®)

_ 1
para z > 0 donde # = 15533165797 ¥

(a1,a2,a3,a4,as) =
(0.319381530, —0.35653782,1.781477937, —1.821255978, 1.330274429)

El siguiente cdigo Java implanta el algoritmo

public class DistribucionNormalEstandar {

public static double densidad(double X) {
return Math.exp( -X*X/2) / Math.sqrt(2+Math.PI);
}

//calcula probabilidad que x > X

public static double acumulada(double X) {
double result = 0.0;

double gamma = 0.2316419;

double k ;

boolean negativo = false;

double al] =

{ 0.319381530,

-0.35653782,

1.781477937,

-1.821255978,

1.330274429 };

if (X<=0) {

X = -X;
negativo = true;
X

k=1/ (1+ gamma * X);
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double acum = 0;

for (int i =0 ; i< a.length; i++) {
acum += a[i]*Math.pow(k,i+1);
}//for

result = 1 - densidad(X)*acum ;

if (negativo) {
result = 1 - result;
}

return result;

}

}

1.9.2 Formula de Black-Scholes

1.9.3 Sensibilidades de opciones europeas

1.9.4 Volatilidad Implicita

1.9.5 Aproximaciones numéricas

Debido a que una expresion analitica no siempre se puede obtener, un problema
importante es el estudio de los métodos numéricos que permiten obtener una
aproximacién del precio y las estrategias de replicacién. De hecho, para opciones
americanas se tiene que no existe una expresién analitica exacta para valuar.

Dentro del modelo discreto se puede utilizar arboles binomiales para valuar
opciones europeas y americanas, usando la teoria establecida para el modelo
discreto multiperiodo.

Para el modelo continuo y valuacién de opciones europeas se utiliza la sim-
ulacién de Monte Carlo, basandose en las relaciones de esperanza matematica
y soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales estocasticas.

Para opciones europeas y americanas en el modelo continuo se utiliza el
método de diferencias finitas que permiten resolver la ecuacién en derivadas
parciales de Black-Scholes.

Los capitulos siguientes estdn orientados al estudio de los métodos numéricos
aquf esbozados.
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Chapter 2

Arboles Binomiales
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CHAPTER 2. ARBOLES BINOMIALES



Chapter 3

Simulacion de Monte Carlo
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CHAPTER 3. SIMULACION DE MONTE CARLO



Chapter 4

Diferencias finitas
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CHAPTER 4. DIFERENCIAS FINITAS
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