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Capitulo Viges moseptimo
LA ARITMETICA, LO SEGUNDO

KUMMER Y DEDEKIND
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Vemos, por tanto, que los factores primos

ideales revelan la esencia de los nimeros Muchos de mis |ectores quedaran grandemente
complgos, los hacen, por asi decir, disgustados al saber que por esta vulgar
transparentes, y descubren su estructura observacién serevela el secreto dela
cristalina interna. continuidad.

E. E. Kummer. R. Dedekind

Es un hecho curioso que aungue la Aritmetica, la teoria de nimeros, ha sido la madre fecunda de
problemas mas profundos y de métodos mas poderosos que cualquier otra disciplina de la
Mateméticas ha sido de ordinario considerada a margen del progreso principal, como un
espectador mas o menos indiferente de las grandes conquistas de la Geometriay del Andlisis,
particularmente en sus servicios ala ciencia fisica, y son pocos, relativamente, |os grandes
matematicos de los Ultimos dos mil afios que han dedicado sus més grandes esfuerzos al progreso
de la cienciadel "nimero puro".

Muchas causas han determinado este extrafio desprecio delo que d finy a cabo esla
Matematica por excelencia. Entre éstas, tan sblo haremos notar las siguientes: la Aritmética
actual esta sobre un plano superior de dificultades intrinsecas respecto a |os otros grandes campos
de la Matemética; |as aplicaciones inmediatas de |a teoria de nimeros a la ciencia son escasas y
no facilmente perceptibles en el razonamiento ordinario de los matematicos creadores, aungue
alguno de los mas grandes se han dado cuenta de que la Matemética de la naturaleza sera
encontrada en definitiva en el comportamiento de los nimeros enteros comunes, y, finamente, es
humano entre los mateméticos, a menos en algunos, incluyendo los mas grandes, buscar la
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reputacion y la popularidad dentro de su propia generacion a cosechar los frutos mas faciles de
un triunfo espectacular en el Andlisis, la Geometria o la Matematica aplicada. Hasta Gauss
sucumbio en la edad media de su vida

La Aritmética moderna, después de Gauss, comenzo con Kummer. El origen de lateoria de
Kummer en su intento para demostrar € Ultimo teorema de Fermat ya ha sido mencionado en
otro lugar (Capitulo XXV). Algo més de lalarga vida del hombre puede ser referido, antes de que
nos ocupemos de Dedekind. Kummer era un tipico aleman de la antigua escuela, con toda la
tenaz simplicidad, bonachona naturaleza'y buen humor que caracterizd una especie a punto de
desaparecer. Ejemplares de museo podran encontrarse aln, hace una generacion, en cualquier
jardin de una cerveceria alemana de San Francisco.

Aungue Ernst Eduard Kummer (29 de junio 1810 - 14 de mayo 1893) nacio cinco afos antes de
la declinacién de Napoledn, €l glorioso emperador de Francia desempefié un importante, aunque
inconsciente papel, en la vida de Kummer. Hijo de un médico de Sorau (perteneciente a
principado de Brandenburgo, Alemania), Kummer perdié a su padre cuando tenia tres afios. Los
restos del gran ejército de Napoledn, al pasar através de Alemania en su retirada, dejaron en ella
el caracteristico azote ruso del tifus, que se extendi6 facilmente entre los higiénicos alemanes. El
meédico, sobrecargado de trabgjo, contrgjo la enfermedad, murié de ellay dejé aErnsty aun
hermano mayor a cuidado de su viuda. El joven Kummer crecié en una terrible pobreza, pero su
madre pudo lograr que su hijo ingresara en € Instituto local. La arroganciay los abusos de la
Francia napolednica, no menos que e recuerdo de su padre, que la madre mantuvo vivo, hizo del
joven Kummer un patriota extraordinariamente practico, y con extraordinario placer dedico gran
parte de su soberbio talento cientifico a ensefiar balistica alos oficiales ddl gército aleman en la
Escuela de Guerra de Berlin. Muchos de sus discipulos dieron muestra de los conoci mientos
adquiridos en la guerra franco-prusiana.

Teniendo 18 afos (1828), Kummer fue enviado por su madre ala Universidad de Halle para
estudiar teologia. Debido a su pobreza, Kummer no residia en la Universidad, sino que tenia que
trasladarse a pie todos |os dias desde Sorau a Halle, Ilevando sus libros en una mochila. Respecto
a sus estudios teol 6gicos Kummer hace la interesante observacion de que es més 0 menos una
cuestion de casualidad o del ambiente que una mente con dotes para la especul acion abstracta se
dirijaalafilosofiao ala Matematica. La casuaidad en este caso fue la presencia en Halle de
Heinrich Ferdinand Scherk (1798-1885) como profesor de Matemética. Scherk era mas bien un
hombre montado a la antigua, pero tenia entusiasmo por € Algebray por la teoria de nimeros,
que contagi6 a joven Kummer. Guiado por Scherk, Kummer pronto abandoné sus estudios
morales y teol6gicos en favor de la Matematica. Repitiendo las palabras de Descartes, Kummer
dijo que preferiala Matemética a |a filosofia debido a que "los simples errores y los falsos
conceptos no pueden intervenir en la Matemética'. S Kummer hubiera vivido actualmente quiza
habria modificado su juicio, pues era un hombre de mente amplia, y las presentes tendencias
filosdficas en la Matematica son algunas veces residuos curiosos de la teologia medieval. En su
tercer afio de la Universidad Kummer resolvio un problema de Matemética para el que se habia
concedido un premio, y obtuvo su titulo de doctor (10 de septiembre de 1831) ala edad de 21
anos. Como a la sazén no habia cargos universitarios vacantes, Kummer comenzo su carrera
como profesor en su antiguo Instituto.

En 1832 se traslado a Liegnitz, donde ensefi6 durante diez afios en el Instituto. Fue aqui donde
inicié a Kronecker en su revolucionaria carrera. Por fortuna Kummer no estaba en condiciones
tan dificiles como aguéllas en que se encontré Welerstrass en circunstancias similares, y pudo ser
capaz de pagar el franqueo para su correspondencia cientifica. Los matematicos eminentes
(incluyendo Jacobi), a quienes Kummer particip6 sus descubrimientos matematicos, vieron que €l
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joven genio profesor de Instituto, deberia ser Ilevado a un cargo més elevado en la primera
oportunidad, y en 1842 Kummer fue nombrado profesor de Matemética en la Universidad de
Bredlau. Alli ensefio hasta 1855, cuando la muerte de Gauss ocasiond una extensa modificacion
en e mapa mateméatico de Europa

Se ha dicho que Dirichlet se hallaba contento en Berlin, entonces la capital matemética del
mundo. Pero cuando Gauss murié, Dirichlet no pudo resistir la tentacion de suceder al principe
de los matematicos, su primer maestro, como profesor en Gottingen. Hasta hoy la gloria de ser
"un sucesor de Gauss' ha gjercido una atraccion casi irresistible para los matematicos, que podian
ganar més en otros cargos, y hasta hace muy poco tiempo Gottingen era elegido por |os mejores.
La estimacion de que gozaba Kummer entre sus comparieros puede juzgarse por € hecho de que
fue propuesto unanimemente para suceder a Dirichlet en Berlin. Desde que tenia 29 afios habia
sido miembro correspondiente de la Real Academia de Berlin. Ahora (1855), sucedié a Dirichlet
en laUniversidad y en la Academia, y fue también nombrado profesor en la Escuela de Guerra de
Berlin.

Kummer fue uno de esos raros genios cientificos que muestran su capacidad para la Matemética
maés abstracta, para sus aplicaciones de los problemas practicos, incluyendo la guerra, que es la
menos préactica de todas |as tonterias humanas y, finalmente, para la fisica experimental. Su obra
mas importante pertenece a la teoria de nimeros, donde su profunda originalidad le llevo a
invenciones de una importancia de primer orden, pero en otros campos, el Andlisis, la Geometria
y lafisica aplicada, su labor fue también sobresaliente.

Aungue las conquistas de Kummer en la Aritmética superior fueron de un tipo que justifica
compararle con los creadores de la Geometria no euclidiana, tenemos la impresion, al examinar
su larga vida de 83 afios, que aunque sus investigaciones fueran espléndidas, no llegd aredizar
todo lo que podia haber hecho. Posiblemente, su falta de ambicion personal (un gemplo sera
mencionado ahora), su genialidad tranquilay su amplio sentido del humor evit6 que intentara
batir su propio récord.

Mucho de lo que Kummer hizo en la teoria de nimeros lo hemos dicho en e capitulo sobre
Kronecker: restituyd el teorema fundamental de Aritmética a aquellos campos numéricos
algebraicos que surgen era el intento de probar €l Ultimo teorema de Fermat y en la teoria
gaussiana de la ciclotomia, y efectud esta restitucion mediante la creacion de una especie de
numer os completamente nueva, los llamados "numeros ideales’. Continué también la obra de
Gauss sobre la ley de reciprocidad bicuadrética, y buscd las leyes de reciprocidad para grados
superiores a cuarto.

Como se ha mencionado en capitulos precedentes, 10s "nimeros ideales’ de Kimznier han sido
ahora ampliamente desplazados por los "ideales' de Dedekind, que explicaremos cuando
lleguemos a ellos, de modo que no es necesario intentar aqui la casi imposible proeza de explicar
en lenguaje no técnico o que son los "ndmeros’ de Kummer. Pero [o que consiguio gracias a
ellos puede ser expuesto con suficiente exactitud en un libro como el presente. Kummer demostro
que

X+ P =P

donde p es un primo, esimposible en enteros x, y, z diferentes de cero, para toda una clase muy
extensa de primos p. No consiguio demostrar el teorema de Fermat para todos |os primos; ciertos
primos excepcionales escapaban de las redes de Kummer, y siguen escapando. De todos modos,
el paso que dio superé en mucho atodos los dados por |os predecesores de Kummer, y éste se
hizo famoso casi a pesar suyo. Recibio un premio a cual no se habia presentado.
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El informe de la Academia Francesa de Ciencias para el concurso a "Gran Premio" en 1857 es €l
siguiente. "Informe sobre el concurso para el Gran Premio en Ciencia Matematica. El concurso
fue abierto para € afio 1853 y prorrogado para 1856. No habiendo encontrado la comision una
obra gque sea digna del premio entre los que lo solicitaron propone a la Academia premiar a M.
Kummer por sus bellas investigaciones sobre los nimeros complejos compuestos de raices de la
unidad® y nimeros enteros." La Academia aceptd esta proposicion.

La primera obra de Kummer sobre el Ultimo teorema de Fermat esta fechada en octubre de 1835.
Esta obra fue seguida por nuevos trabajos en 1844 a 1847, € ultimo de los cuales se tituld
Demostracion del teorema sobre la imposibilidad de xP + yP = 2 para un ndmero infinite’, de
primos p. Continuo afadiendo perfeccionamientos a su teoria, incluyendo su aplicacion alas
leyes de reciprocidad superior, hasta 1874, cuando yatenia 64 afios.

Aungue estas investigaciones notablemente abstractas fueron el campo de su maximo interés, y
aunque Kummer decia de si mismo "para describir més exactamente mi actitud cientifica
persona més exactamente, puedo considerarla como teorética...; me he dedicado particularmente
a ese conocimiento matemético que encuentra su propia esfera en la Matemética, sin referenciaa
las aplicaciones'. Kummer no era un estrecho especiaista. Lo mismo que Gauss, parecia obtener
igual placer en laciencia pura que en la ciencia aplicada. Gauss, en efecto, fue, através de sus
obras, e maestro real de Kummer y e distinguido discipulo demostré su capacidad extendiendo
la obra del maestro a las series hipergeométricas, afladiendo alo que Gauss habia hecho mejorias
sustanciales que hoy son de gran utilidad en lateoria de las ecuaciones diferenciales que se
presentan mas frecuentemente en la fisica matematica.

Ademés, la magnifica obra de Hamilton sobre los sistemas de rayos (en éptica) inspiré a Kummer
una de sus invenciones mas bellas, la de la superficie de cuarto grado, que es conocida con su
nombre, y que desempefia un papel fundamental en la Geometria del espacio euclidiano, cuando
ese espacio es de cuatro dimensiones (en lugar de tres, como ordinariamente |o imaginamos), tal
como sucede cuando se admite que los el ementos irreductibles de que esta constituido el espacio
son lineas rectas en lugar de puntos. Esta superficie (y sus generalizaciones a espacios superiores)
ocupo € centro del escenario en la Geometria del siglo X1X; encontrandose (por Cayley) que era
representable (paramétricamente, véase capitulo sobre Gauss) por medio de las funciones
periddicas cuadruples, alas cuales Jacobi y Hermite dedicaron sus mejores esfuerzos.

Muy recientemente (1934) Sir Arthur Eddington observo que la superficie de Kummer es una
especie de pariente de la ecuacién ondulatoria de Dirac en la mecénica cuantica (ambas tienen €l
mismo grupo finito; la superficie de Kummer es la superficie ondulatoria en €l espacio de cuatro
dimensiones).

Para completar € circulo, Kummer fue llevado, por su estudio de la sistemética de los rayos, ala
fisica, e hizo importantes contribuciones a la teoria de la refraccion atmosférica. En la Escuela de
Guerra asombro a mundo cientifico al aparecer como un experimentador de primera categoria en

1SixP +y? = 2, entonces ¥’ = 2 - y°, y descomponiendo 2’ - y°, en sus factoresp de primer grado, tendremos

X = (z-y) (z-1y) (2=1%) ... (z-1°-1)

enlaquer esunaraiz p-*™ de unidad (diferente del), o seat® - 1=0, conr noigual a 1. Los enteros algebraicos en
el campo del grado p engendrado por r son los que Kummer introdujo en el estudio de la ecuacion de Fermat, y que
lellevé alainvencién de sus "nimeros ideales" pararestablecer lafactorizacion Unicaen el campo; un entero en tal
campo no es Unicamente el producto de primos en el campo paratodos |os primosp.

2 El "infinito" en el titulo de Kummer estd atin (1936) injustificado; la palabra"gran” debe sustituir ala palabra
"infinito".
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su obra sobre balistica. Coa su caracteristico humor, Kummer se excuso por esta desviacion a sus
aficiones matematicas. "Cuando abordo un problema experimentalmente, dijo a un joven amigo,
es una prueba de que & problema es mateméti camente inexpugnable”.

Recordando sus propias luchas de los primeros afios, asi como los sacrificios de su madre,
Kummer no solo fue un padre para sus discipulos, sino un hermano para los padres de sus
alumnos. Millares de jévenes agradecidos que habian recibido la ayuda de Kummer en la
Universidad de Berlin y en la Escuela de Guerra, |e recordaron siempre como un gran maestro y
un gran amigo. En una ocasién, un joven matematico que se trasladaba a Berlin para obtener su
titulo de doctor, se vio atacado de viruela, y tuvo que volver a su hogar, en Posen, cercade la
frontera rusa. Nada se sabia de €, pero era evidente que estaba sumido en la mayor pobreza.
Cuando Kummer oy6 decir que €l pobre joven probablemente no podria lograr asistencia busco a
un amigo del estudiante, le dio € dinero necesario, y le envié a Posen para que hicieralo que le
fuera posible. En la ensefianza Kummer era famoso por recurrir a similes vulgares y graciosos.
Asi, para dar importancia a un factor particular en una cierta frase dijo: "s descuidais este factor
seria como si un hombre que estd comiendo una ciruela se tragase €l hueso y escupiera lapulpa’.
L os ultimos nueve afios de la vida de Kummer transcurrieron en completo aislamiento. "Nada se
encontrara en mis trabajos postumos”, dijo, pensando en las numerosas obras que Gauss degjo para
que fueran publicadas después de su muerte. Rodeado por su familia (,nueve hijos le
sobrevivieron), Kummer abandono la Matemética en su retiro, y, salvo agunos vigies alos
lugares donde transcurrio su adolescencia, vivid en € mas estricto aislamiento. Murio después de
un breve ataque de gripe el 14 de mayo de 1893, cuando tenia 83 afos.

El sucesor de Kummer en Aritmética fue Julius Wilhelm Richard Dedekind (més tarde prescindié
de los dos primeros nombres), uno de los mas grandes matematicos y uno de los més originales
que Alemania o cualquier otro pais ha producido. Igual que Kummer, Dedekind tuvo unalarga
vida (6 de octubre de 1831 a 12 de febrero de 1916), y permanecié matematicamente activo hasta
poco antes de su muerte. Cuando murié, en 1916, Dedekind habia sido una autoridad en
Matematica durante toda una generacion. Como Edmund Landau (un amigo y continuador de
Dedekind en una parte de su obra) dijo en su discurso conmemorativo ante la Real Sociedad de
Gottingen en 1917, "Richard Dedekind no sdlo fue un gran matemético, sino uno de los mas
grandes en la historia de la Matematica, ahoray en el pasado, e Ultimo héroe de una gran época,
el ultimo discipulo de Gauss, que durante cuatro décadas fue €l g emplo no sdlo de los que ahora
trabajamos sino también de nuestros maestros y de |os maestros de nuestros maestros'.

Richard Dedekind, e menor de los cuatro hijos de Julius Levin Ulrich Dedekind, profesor de
leyes, nacié en Brunswick, € lugar del nacimiento de Gauss®. Desde la edad de siete afios hasta
los dieciséis, Richard estudio en la escuela secundaria de su ciudad natal. No dio pruebas
precoces de su extraordinario genio matematico, pues sus primeros amores fueron lafisicay la
quimica, y consideré la Matemética como la sirvienta o la fregona de las ciencias. Pero reamente
no camino en la oscuridad. Cuando tenia diecisiete afios, a encontrar errores en los
razonamientos de la fisica, se dirigié ala Matemética para hallar una l6gica menos objetable. En
1848 ingresd en e Colegio Carolino, lamismainstitucién que dio a joven Gauss una oportuni-

% No ha aparecido alin una buena biografia de Dedekind. Su vida debia haber sido incluidaen el tercer volumen de
sus obras completas (1932), pero no ocurri6 asi a consecuencia de la muerte del editor principal Robert Fricke. El
relato que aqui aparece estéd basado sobre €l discurso conmemorativo de Landau. Obsérvese que siguiendo labuenay
vigja costumbre teutdnica de algunos bidgraf os alemanes, Landau omite toda mencidn de la madre de Dedekind. No
hay duda de que de acuerdo con lateoriadelas "tresk", defendida por el Kéiser aleman y cordialmente admitida por
Adolf Hitler, "todo el deber de unamujer esta definido por lastres grandesk, Kissin, Kookin y Kids" [besos, cocina
y nifios]. Me agradaria conocer, a menos, €l nombre de soltera de la madre del gran hombre.
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dad parainstruirse por si mismo en Matemética. En el colegio, Dedekind aprendi6 |os elementos
de Geometria analitica, del Algebra, del Célculo y de la mecanica "superior”. Estaba, pues, bien
preparado para comenzar un estudio serio cuando ingresd en la Universidad de Goéttingen en
1850, teniendo 19 afios. Sus maestros principales fueron Moritz Abraham Stern (1807-1894),
quien escribié ampliamente sobre la teoria de nimeros, Gauss y Wilhelm Weber, d fisico. De
estos tres hombres Dedekind aprendié la base para € estudio del Calculo infinitesimal, la
Aritmética superior, los minimos cuadrados, la geodesia superior y la fisica experimental.

En su vida posterior, Dedekind se lamentd que la instruccién matemética que se daba durante sus
anos de estudiante en Gottingen, aungque adecuada a las escasas exigencias necesarias para lograr
el certificado de maestro, era pobre como preparacion para una carrera matemética. Temas de
vital interés no eran tocados, y Dedekind tuvo que emplear dos afios de ardua labor después de
obtener su titulo parainstruirse por si mismo en las funciones elipticas, la Geometria moderna, el
Algebra superior y la fisica matemética, materias todas que en agquel tiempo eran brillantemente
explicadas en Berlin por Jacobi, Steiner y Dirichlet. En 1852 Dedekind obtuvo su titulo de doctor
(alos 21 afios) de manos de Gauss, por una breve disertacion sobre integrales eulerianas. No hay
necesidad de explicar qué son estas integrales; la disertacion fue un trabgjo Util e independiente,
pero no delataba e genio como lo delata cualquier otra pagina de los muchos trabajos posteriores
de Dedekind. La opinién de Gauss sobre la disertacion tiene cierto interés: "La memoria
preparada por Herr Dedekind se refiere a unainvestigacion en el Cdculo integral, y no esen
modo alguno una cosa vulgar. El autor muestra no solo un buen conocimiento de estas
importantes cuestiones, sino también una independencia de juicio que es un anuncio favorable de
sus seguros triunfos. Como ensayo para ser admitido al examen encuentro esta memoria
completamente satisfactoria'. Evidentemente Gauss vio més en esta disertacion que lo que
descubrieron algunos de los criticos posteriores; posiblemente, su intimo contacto con el joven
autor le capacit6 para leer entre lineas. De todos modos, € informe es més o menos e habitual y
cortés documento para aceptar una disertacion pasable, y no sabemos si Gauss real mente previo
la penetrante originalidad de Dedekind.

En 1854 Dedekind fue nombrado Privatdozent en Gottingen, cargo que mantuvo durante cuatro
anos. A lamuerte de Gauss, en 1855, Dirichlet se trasado desde Berlin a Géttingen. Durante los
tres afios restantes de su permanencia en Gottingen, Dedekind asistio a las més importantes
conferencias de Dirichlet. Més tarde, colaboro en e famoso tratado de Dirichlet sobre la teoria de
numeros afladiendo a é el importantisimo " Suplemento undécimo”, que contiene un esquema de
su propia teoria de los nimeros algebraicos. Fue también amigo del gran Riemann, que entonces
comenzaba su carrera. Las conferercias universitarias de Dedekind fueron en su mayor parte
elementales, pero en 1857-1858, dio un curso (a dos estudiantes, Selling y Auwers) sobre la
teoria de Galois de las ecuaciones. Esta fue probablemente la primera vez que la teoria de Galois
aparecio formamente en un curso universitario. Dedekind fue uno de los primeros en apreciar la
importancia fundamental del concepto de grupo en Algebray Aritmética. En su primera obra
Dedekind ya mostré dos de las principales caracteristicas de su pensamiento, la abstracciéon y la
generalizacion. En lugar de corsiderar un grupo finito desde el punto de vista de su representa-
cion mediante sustituciones (véase capitulo sobre Galois y Cauchy) Dedekind definié los grupos
por medio de sus postulados (sustarcialmente descritos en € capitulo XV), y busco derivar sus
propiedades de esta destilacion de su esencia. A la manera moderna esto es abstraccion, y por
tanto, generalizacion. La segunda caracteristica, la generalizacion, es justamente una
consecuencia de la primera.

A laedad de 26 afos Dedekind fue nombrado (en 1857) profesor ordinario en el Politécnica de
Zurich, donde permanecio cinco afios, volviendo en 1862 a Brunswick como profesor de la
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Escuela Técnica Superior. Alli estuvo durante medio siglo. La tarea mas importante para €l
biografo oficial de Dedekind, si es que llega tener alguno, serd explicar € hecho singular de que
Dedekind haya ocupado un cargo relativamente oscuro durante cincuenta afios, mientras hombres
muy inferiores a €l desempefiaron catedras importantes en la Universidad. Decir que Dedekind
prefirid la oscuridad es una explicacion como cualquier otra.
Hasta su muerte (1916), cuando tenia 85 afios, Dedekind permanecié con la mente frescay
robusto de cuerpo. Jamas se caso, y Vivio con su hermana Julie, conocida novelista, hasta su
muerte en 1914. Su otra hermana Mathilde murié en 1860; su hermano fue un distinguido
jurista.
Tales son los hechos de mayor importancia en la carrera material de Dedekind. Vivio tanto
tiempo que aunque algunas de sus obras (su teoria del nUmero irracional, que ahora
explicaremos) ha sido familiar a todos los estudiosos del andlisis durante una generacién antes de
su muerte, € propio Dedekind constituy6 casi una figura legendaria, que muchos consideraron
como una sombra. Doce afios antes de su muerte, en el Calendario para Matematicos de Teubner
se dijo que Dedekind habia muerto € 4 de septiembre de 1899, provocando €l regocijo del
supuesto muerto. "Quiza resulte exacto €l dia4 de septiembre, escribia Dedekind, pero
seguramente esta equivocado el afio. Me parece recordar que he pasado ese dia en perfecta salud,
gozando de una agradable conversacion sobre "sistemay teoria' con mi huésped y excelente
amigo George Cantor de Halle".
La actividad matematica de Dedekind se desarroll6 casi completamente en el dominio de los
nimeros en su mas amplio sentido. S6lo tenemos espacio para dos de sus grandes contribuciones,
y describiremos primeramente su trabajo fundamental, € de la " cortadura de Dedekind", |a teoria
del nimero irracional, y por tanto los fundamentos del Andisis. Por ser de esencial importancia
recordaremos brevemente la naturaleza de la cuestion. Si a, b son nimeros enteros comunes, la
fraccién a/b se llama un nimero racional; s no existen nimeros enteros m, n tales que cierto

"ndmero” N sea expresable como m/n, entonces N se llama un nimero irracional. Asi N2, 43,

6 son nlimeros, irracionales. Si se expresa un numero irraciona en forma decimal, los digitos
que siguen a punto decimal no presentan regularidades: no hay periodo que se repita, como en
las representaciones decimales de un nimero racional, o sea 13/11 = 1.181818... donde € "18" se
repite indefinidamente. Como entonces, si |a representacion carece completamente de ley
¢tenemos acaso una clara concepcion de lo que es un nimero irracional? Eudoxio pensaba que la
teniay la definicion de Dedekind de laigualdad de dos nUmeros, racionaes o irracionales, es
idéntica ala de Eudoxio (véase Capitulo I1).

Si dos nimeros racionales son iguales, no hay duda de que sus

raices cuadradas son iguales. Asi, 2~ 3y 6 son iguaes, asi, también, loson +/2” 3y 6 . Pero
no es evidente que

2 B=7T3

y por tanto que ~/2 " </3= /6 . Lano evidencia de esta simple igualdad aceptada, /2" /3=

/6, dada por admitida en la Aritmética elemental, es evidente si nos representamos lo que la
igualdad implica: se extraen las raices cuadradas "sin ley" de 2, 3, 6, las dos primeras se
multiplican entre si, y e resultado obtenido seraigual alatercera. Como ninguna de estas tres
raices se puede extraer exactamente, por muy grande que sea el nimero de cifras decimales que
calculemos, es evidente que la comprobacion por multiplicacion jamés serd completa. Todala

Preparado por Patricio Barros



Los Grandes Mateméticos E. T. Bel

raza humana podria trabajar incesantemente durante toda su existencia, y jamas probaria de esta

formaque ~/2° A/3= /6 . Aproximaciones cada vez mayores a laigualdad podrian ser
alcanzadas con € tiempo, pero nunca se llegaria al fin. Precisar estos conceptos de
"aproximacion” e "igualdad”" y reemplazar nuestros primeros y toscos conceptos de los
irracionales por descripciones mas exactas que salven las dificultades indicadas, fue la tarea a que
Dedekind se dedico en € afio 1870. Su trabajo sobre Continuidad y NUmeros irracionales fue
publicado en 1872.

El nucleo de lateoria de Dedekind de los nimeros irracionales es su concepto de "cortadura’.
Una cortadura es una separacion de todos |os nimeros racionales en dos clases, de modo que
cada nimero de la primera clase sea menor que cada nimero de la segunda clase. Cada cortadura
que no "corresponde”’ a un nimero raciona "define" un nimero irracional. Este escueto
enunciado necesita una elaboracion, particularmente por € hecho de que incluso una exposicion
exacta, encierra ciertas dificultades sutiles enraizadas en la teoria ddl infinito matematico, que
reapareceran cuando consideremos la vida de Cantor, amigo de Dedekind.

Acéptese que se ha dado algunaregla tal que todos los nUmeros racionales se puedan agrupar en
dos clases, 0 sea una clase "superior" y una clase "inferior”, tales que todo nimero en la clase
inferior es menor que todo nimero de la clase superior. (Tal suposicion no pasaria actualmente
sin ser discutida por las escuelas de filosofia matemética. Sin embargo, por € momento puede ser
considerada como inobjetable).

Sobre esta suposicion es posible una de | as tres situaciones que se excluyen reciprocamente:

A. Puede haber un nimero en la clase inferior que sea mayor que cualquier otro nimero en esa
clase.

B. Puede haber un nimero en la clase superior que sea menor que cualquier otro nimero en esa
clase.

C. (C) Ninguno de los nimeros (mayor en A, menor en B) descritos en (A), (B) puede exigtir.

La posibilidad que conduce a los niUmeros irracionales es (C). Si se mantiene (C), laregla
admitida "define" una cortadura en el campo de todos los nimeros racionales. Las clases superior
einferior se esfuerzan, por asi decir, en encontrarse. Pero para que |as clases se encuentren, hay
que llenar la cortadura con algun "ndmero”, y por (C) no es posible ese relleno.

Aqui recurriremos a laintuicion. Todas las distancias y medidas desde cualquier punto fijo alo
largo de una linea recta dada "corresponden” a "nimeros' que "miden” las distancias. Si la
cortadura se deja sin llenar, debemos describir la linea recta, que podemos concebir trazada por €l
movimiento continuo de un punto, como teniendo en ella una sima infranqueable. Esto viola
nuestros conceptos intuitivos, de modo que decimos, por definicion, que cada cortadura define un
numero. El nimero asi definido no es racional; esirracional. Para proporcionar un esquema
utilizable para actuar con los irracionales asi definidos por cortaduras del tipo (C)
consideraremos ahora la clase inferior de los racionales en (C) como equivalentes a irracional
que define la cortadura

Un giemplo bastara. Laraiz cuadrada irracional de 2 se define por la cortadura cuya clase
superior contiene todos los nimeros racional es positivos cuyos cuadrados son mayores que 2, y
cuya clase inferior contiene todos |os restantes nimeros racional es.

Si el concepto ago ilusorio de la cortadura no agrada pueden ser sugeridos dos remedios: idear
una definicion de irracionales que sea menos mistica que la de Dedekind y perfectamente
utilizable; seguir a Kronecker y negar que exista nimeros irracionales, reconstruyendo la
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Matematicasin ellos. En e presente estado de la Matemética es conveniente alguna teoria de
irracionales. Pero dada la naturaleza de un nimero irracional, pareceria necesario comprender
totalmente € infinito matematico antes de que sea posible una adecuada teoria de irracionales. El
recurso de apelar alas clases infinitas es evidente en la definicidn de la cortadura de Dedekind.
Tales clases conducen a graves dificultades | 6gicas.

Depende del nivel del refinamiento del mateméatico como individuo que considere estas
dificultades como importantes o como triviales para €l desarrollo consecuente de la Matemética.
El valeroso andlisis marcha audazmente a la cabeza, acumulando una Babel sobre otra, y
confiando en que ningun Dios de larazon ultrajado le confundirda é y a sus obras, mientras el
|6gico critico, examinando cinicamente |os cimientos del imponente rascaciel os de su hermano,
hace un rapido calculo mental para predecir lafecha del derrumbe. Mientras tanto todos estan
atareados y gozosos. Pero una conclusion parece ser inevitable: Sin una teoria coherente del
infinito matematico no hay teoria de irracionales, sin una teoria de irracionales no hay Analisis
matematico en una forma que se parezca en algo a que ahora tenemos, vy, finalmente, sin Andlisis
lamayor parte de la Matemética, incluyendo la Geometriay la mayor parte de la Matemética
aplicada, tal como ahora existe cesaria de existir.

L a tarea mas importante con que se enfrentan |os mateméticos parece ser, por tanto, la
construccién de una teoria satisfactoria del infinito. Cantor intentd esto con € resultado que méas
tarde veremos. Por lo que se refiere a la teoria de Dedekind de los irracionales, su autor parece
haber tenido algunos escrupul os, pues dudd durante més de dos afios antes de aventurarse a
publicarla. Si el lector examina la definicién de Eudoxio de "igual razon" (Capitulo 1) vera que
se presentan "dificultades infinitas', particularmente en la frase "equimultiplos cualesquiera’. De
todos modos, se han hecho algunos progresos desde Eudoxio; estamos, al fin, comenzando a
comprender la naturaleza de nuestras dificultades.

La otra contribucion sobresaliente que Dedekind hizo al concepto del "nimero” fue en la
direccién de los nimeros algebraicos. Por 1o que se refiere ala naturaleza del problema
fundamental debemaos recordar lo dicho en el capitulo sobre Kronecker respecto de los campos
numeéricos algebraicos y ala descomposicion de enteros algebraicos en sus factores primos. La
esenciadel problema es que en alguno de tales campos la descomposicion en factores primos no
es Unica, como en Aritmética elemental. Dedekind restablecio esta unicidad tan deseable por la
invencion de los que [lamd ideales. Un ideal no es un nimero, sino una clase infinita de nimeros,
de modo que Dedekind vencid también sus dificultades buscando refugio en € infinito.

El concepto de un ideal no es dificil de comprender, aun cuando exista una dificultad, la clase
mas inclusiva divide a la menos inclusiva, como ahora veremos que esta en contra del sentido
comun. Sin embargo, € sentido comun ha sido hecho para sufrir conmaociones. Un ideal debe
cumplir a menos dos cosas: debe dejar la Aritmética (racional) comun substancial mente como
es, y debe obligar alos recalcitrantes enteros algebraicos a obedecer esa ley fundamental de Arit-
meética, ladescomposicion Unica en primos, que esos numeros desafian.

El punto acerca de que una clase mas inclusiva divida a una menos inclusiva se refiere a
siguiente fenébmeno (y a su generalizacion como veremos ahora). Consideremos € hecho de que
2 divide a4, aritméticamente, es decir, sin resto. En lugar de este hecho evidente que no conduce
anada s es seguido en campos numéricos algebraicos, reenmplazaremos 2 por la clase de todos
sus multiplos enteros..., - 8, - 6, - 4, - 2,0, 2, 4, 6, 8... Por conveniencia denotaremos esta clase
por (2). En lamismaforma (4) denota la clase de todos los multiplos enteros de 4. Algunos de los
nimeros en (4) son... - 16, - 12, - 8, - 4, 0, 8, 12, 16... Ahora es evidente que (2) esla clase més
inclusiva; en efecto (2) contiene todos los nimeros de (4), y ademés (para mencionar solo dos) -6
y 6. El hecho que (2) contiene (4) se simboliza escribiendo (2)/(4). Puede apreciarse muy
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facilmente que sim, n son NUMeros enteros comunes cualesquiera, tendremos que (m)/(n) cuando
m, divide a ny sblo en este caso.

Lo dicho puede sugerir que el concepto de divisibilidad aritmética comin queda sustituido por el
deinclusion de clase, tal como lo hemos explicado. Pero esta sustitucion seriavana s no llegaraa
conservar las propiedades caracteristicas de la divisibilidad aritmética. Podriamos observar
detalladamente que las conserva, pero un gemplo bastard. Si mdivide ny n divide |, entonces m
divide|; por gemplo, 12 divide 24y 24 divide 72, y 12 divide, en efecto, 72. Transferido a clases
como antes, resultac si (m)/(n) y (n)/(l), entonces (m)/(l), 0 seq, s la clase (m) contiene la clase
(n), ys laclase (n) contiene laclase (1), entonces la clase (m) contiene la clase (1), lo que
evidentemente es cierto. El resultado es que la sustitucion de nimeros por sus clases
correspondientes responde a lo requerido cuando ampliamos la definicion de "multiplicacion:
(m) “~ (n) se define como laclase (mn); (2) ~ (6) = (12). Obsérvese que lo Ultimo es una
definicion.

Los ideales de Dedekind para los nimeros algebraicos son una generalizacion de lo que precede.
Siguiendo su costumbre habitual, Dedekind dio una definicién abstracta, es decir, una definicion
basada sobre propiedades esenciaes mas que sobre un modo contingente o particular de
representar, o describir, la cosa definida.

Consideremos la serie (0 clase) de todos | os enteros algebraicos en un determinado campo
numérico algebraico. En esta serie que todo lo incluye habré subseries. Una subserie se [lama un
ideal s tiene |las dos propiedades siguientes:

A. Lasumay diferencia de dos enteros cualesquiera en la subserie estan también en la subserie.
B. Si cualquier entero de la subserie se multiplica por cualquier entero de la serie que todo lo
incluye, € entero resultante esté en la subserie.

Un ided es, pues, una clase infinita de enteros. Se apreciara facilmente que (m), (n),...
anteriormente definidos, son ideales de acuerdo con A, B. Como antes, si un ideal contiene otro,
se dice que & primero divide al segundo.

Puede demostrarse que todo ideal es una clase de enteros todos los cuaes son de laforma

Xla'.L + X2a2 + X3a3 ot Xnan

donde &, ay,.. a, son enteros fijos del campo del grado n respectivo, y cada uno de los X1, X2,... X,
puede ser un entero cualesquiera siempre en e campo. Siendo asi, es conveniente simbolizar un
ideal mostrando solo los enteros a;, ay,.. an, y esto se hace escribiendo (a, ay,.. a,) como €
simbolo del idedl. El orden en que &, az,.. &, estan escritos en e simbolo carece de importancia
Debemos ahora definir la"multiplicacion” de idedles: €l producto de los dos idedles: (a;, ap,.. an),
(by, ba,.. by), es e ided cuyo simbolo es (ahy, ..., aby, ..., ambp), en € cua se obtienen todos los
productos posibles ahy, etc., multiplicando un entero del primer simbolo por un entero del
segundo. Por gemplo, e producto de (a;, az) y by, by) es (aby, aby, azxbi, aby). Sempre es posible
reducir tal simbolo-producto (para un campo de grado n) a un simbolo que contenga alo sumo n
enteros.

Una breve observacion final completara el resumen de la historia. Un ideal cuyo simbolo solo
contenga un entero, tal como (&), se llama un idea principal. Usando como antes la hotacion
(a)/(y) parasignificar que (a) contiene (b)), podemos ver sin dificultad que (a)/(ly) cuando, y
solo cuando, €l entero al divide & entero by. Como antes, pues, € concepto de divisibilidad
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aritmética es aqui, para los enteros algebraicos, completamente equivalente al de lainclusion de
clase. Un ideal primo es aquel que no es "divisible por", incluido en cualquier ideal, salvo €l ided
que todo lo incluye compuesto de todos |os enteros algebraicos en € campo dado. Los enteros
algebraicos son reemplazados ahora por sus ideales principales correspondientes, 1o que
demuestra gque un ideal dado es un producto de ideales primos tan solo en una forma,
precisamente como en € "teorema fundamental de la Aritmética’ un entero racional es e
producto de primos tan solo en una forma. Por la equivalencia antes mencionada de la divisibili-
dad aritmética para enteros algebraicos e inclusién de clase, € teorema fundamental de la
Aritmética ha sido restablecido para |os nimeros enteros en campos huméricos al gebraicos.
Quien se detenga a meditar sobre las lineas generales de la creacion de Dedekind podra ver 1o que
este autor hizo, exige una vision penetrante y un talento superior por lo que serefiereala
capacidad de abstraccion. Dedekind fue un matemético segiin la expresion de Gauss. "At nostro
quidem judicio hujusmodi veritates ex notionibus potius quam ex notationibus hauriri debeant”.
(Pero en nuestra opinion tales verdades [aritméticas] deben ser derivadas de conceptos més que
de notaciones). Dedekind confié mas en su cabeza que en un ingenioso simbolismo y en las
expertas manipulaciones de férmulas para seguir adelante. Si hubo alguien que introdujera
nuevos conceptos ala Matemética ese alguien fue Dedekind, y sus sabias preferencias paralas
ideas creadoras sobre |0s simbol 0s estériles se aprecian ahora mejor de lo que se aprecio durante
su vida. Cuando mas tiempo viva la Matemética, més abstracta y, posiblemente también, mas
préctica se hara.
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