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1 Einfiihrung

Das Rucksackproblem (engl. knapsack problem) gehort zu den klassischen Proble-
men der Informatik. Es ist ein Problem der kombinatorischen Optimierung, das
wegen seiner Komplexitidt - es ist N P-vollstindig - immer wieder zu neuen al-
gorithmischen Losungen anregt. Beim Rucksack-Problem geht es im Wesentlichen
darum, einen Rucksack mit gegebenem Fassungsvermogen so mit wertvollen Ge-
genstinden einer gegebenen Kollektion zu packen, dass der Gewinn moglichtst grof3
ist, das Fassungsvermogen des Rucksacks aber nicht tiberschritten wird. Formal ist
das Rucksackproblem folgendermaflen definiert:

Definition 1.1. Rucksack-Problem

Gegeben: Ein Rucksack des Fassungsvermdgens G € N und n Gegenstinde mit
Gewichten wy,- - ,w, € N und Profiten p1,--- ,p, € N.

Gesucht: FEine optimale Packung des Rucksacks, beschrieben durch eine
Teilmenge I C {1,--- ,n} mit ) ;.; w; < G und
Yoici Pi =max{) i pi Y e wi < G} wobei I' C{1,--- ,n}.

In dieser Ausarbeitung sollen zwei traditionelle Verfahren zur Bestimmung einer
optimalen Losung fiir eine Instanz des Rucksackproblems vorgestellt werden. Die
vollstindige Suche ist ein fiir praktische Anwendungen mit einer grofien Anzahl an
Gegenstianden ungeeigneter Algorithmus, da er exponetielle Laufzeit hat, wihrend
eine Losung mittels dynamischer Programmierung praktisch besser verwertbar ist,
jedoch leider nur pseudopolynomiell.

2 Vollstandige Suche

Ein algorithmisches Problemlsungsverfahren, das nach dem Prinzip der vollstindi-
gen Suche (engl. exhaustive search) arbeitet, betrachtet jede und alle Instanzen des
Suchraums, bis die beste Losung gefunden wurde. Wir kénnen dabei zwei verschie-
dene Vorgehensweisen unterscheiden:

e Bei einer aufzihlenden Vorgehensweise (engl. enumerative search) werden suk-
zessieve alle moglichen Losungen durch Aufzihlung erzeugt und nacheinander
bewertet.

e Bei einer randomisierte Vorgehensweise (engl. randomized search) werden Losun-
gen zufillig ausgewidhlt und anschlieSend bewertet. Bei dieser Vorgehensweise
ist es notwendig, iiber bereits betrachtete Losungen Buch zu fithren, um zu
gewdhrleisten, dass solche Losungen nicht erneut betrachtet werden.

Da die im zweiten Fall notwendige Buchfiihrung tiber bereits betrachtete Lésungen
umstindlich sein kann, wird bei den meisten Problemen der aufzéhlenden Vorge-
hensweise den Vorzug gegeben.

Im folgenden Kapitel werden wir die Methode der vollstindige Suche am Beispiel
des Rucksackproblems demonstrieren.



Beispiel 2.1. Rucksackproblem mit sechs Gegenstinden

Betrachten wir dieses Problem an einem konkreten Beispiel. Es sollen sechs Ge-
genstinde mit den in Tabelle 1 angegebenen Gewichten und Profiten gegeben sein.
Der zu packende Rucksack soll dabei ein Fassungsvermogen von G = 20 besitzen.

Gegenstand | 1| 2 | 3 | 4 |56
Gewicht 4| 7| 8|6 |53
Profit 91114 |10 |8 |7

Tabelle 1: Eine Instanz des Rucksackproblems mit sechs Gegensténden

Wir kénnten z.B. den Rucksack mit den Gegenstinden 1, 3 und 4 packen, was
zuldssig ist, da so nur ein Gewicht von 18 zusammenkommt und das Fassungs-
vermogen des Rucksacks nicht iiberschritten wird. Damit h#tten wir dann einen
Profit von 9 + 14 4+ 20 = 43 erzielt. Hétten wir allerdings die Gegenstéinde 1,2, 4
und 6 eingepackt, so hiitten wir mit dieser zulissigen Packung (Gesamtgewicht 20)
immerhin einen Profit von 9+ 11+ 20+ 7 = 47 gemacht. Es stellt sich also die Frage
ob dies die gewinnbringendste Packung ist, oder ob es noch bessere Losungen gibt.
Diese Frage kann vermutlich erst dann mit Gewi3heit beantwortet werden, wenn
man alle anderen moglichen Packungen betrachtet und mit der bisher optimalsten
Losung verglichen hat. Wie ermittelt man aber alle méglichen Kombinationen der
gegebenen Gegenstinde?

Um ein allgemeines Verfahren zur Ermittlung aller Kombinationen zu entwi-
ckeln, iiberlegen wir uns zunéchst einmal, wie wir eine Packung beschreiben kénn-
ten, damit wir sie von einer anderen Packung unterscheiden koénnen. Tabelle 1 zu
unserem Beispiel kénnen wir entnehmen, dass die n Gegensténde mit 1...n durch-
nummeriert wurden. Dies kénnen wir uns fiir eine Beschreibung einer Packung zu-
nutze machen. Ein Packung I C {1,...,n} kann dann mit Hilfe eines Arrays I[1..n]
beschrieben werden, wobei I[k] =1 falls k € I und I[k] =0, falls k£ ¢ I. Abbildung
1 beschreibt die bereits genannte Packung mit den Elementen 1, 2, 4 und 6 unseres
Beispiels. Auf diese Weise kann man also alle Packungen von n Gegenstéinden als

1 2 3 4 5 6
1

Abbildung 1: Eine Packung I = {1,2,4,6} als Array

n-elementiges Array iiber {0,1} darstellen. Mathematisch betrachtet konnen wir
Rucksackpakungen von n Gegensténden also durch n-dimensionale Vektoren iiber
{0,1} beschreiben.

Das bietet uns einen Ansatzpunkt, eine Aussage iiber die Anzahl der moglichen Pa-
ckungen zu machen. Wir wissen némlich, dass es 2" Zeichenketten der Liange n iiber
{0,1} gibt. Damit koénnen wir sagen, dass wir 2" mogliche Packungen betrachten
miissen, um eine optimale Packung zu ermitteln.

Zudem wird uns sofort klar, dass der Ausdruck 2" eine sehr grofie Zahl werden
kann, wenn n grofl wird. Natiirlich brauchen wir den Profit nicht fiir alle diese
Kombinationen berechnen, denn einige von ihnen werden ja unzulissig sein, da
sie mit ihrem Gesamtgewicht das Fassungsvermogen des Rucksacks iiberschreiten.
Dennoch miissen wir alle Kombinationen erzeugen und das moglichst systematisch.
Dabei hilft uns ein Trick, der aus folgenden Beispiel klar wird.

Um alle Kombinationen von n-dimensionalen Vektoren iiber {0,1} systematisch zu



erzeugen, kénnen wir fiir n = 6 z.B. wie folgt vorgehen.
000000, 000001, 000010,000011, ---,111101,111110, 111111

Dieses Vorgehen entspricht dem binéren Aufziihlen der Zahlen 0 bis 2" — 1!
Mit diesem Ansatz kénnen wir nun eine Algorithmusidee formulieren.

Algorithmusidee

Wir zéhlen alle Kombinationen von Packungen als Bindrvektor durch binéres Zihlen
nacheinander auf und berechnen fiir jede zulédssige Packung den Gewinn. Die Pa-
ckung mit dem jeweils hochsten Gewinn merken wir uns.

Algorithmus

Der sich aus dieser Algorithmusidee ergebene Algorithmus 1 ist recht implemen-
tierungsnah formuliert. Er bedient sich einiger weiterer einfacher Verfahren, die
anschliefend kurz erldutert werden.

Algorithmus 1 : RUCKSACKPROBLEM - VOLLSTANDIGE SUCHE

EINGABE: int n, G; array w[l..n],p[1..n]
AUSGABE: array opt[1..n]
begin

maximum < 0
for d +— 0to 2" —1do
bvec + dec2bin(d,n)
if (weigth(bvec) < G) and (profit(bvec) > maximum,)
then opt « bvec; maximum < profit(bvec)
return opt
end

Die Funktion dec2bin(d,n) wandelt eine Dezimalzahl d in einen n-stelligen Binérvek-
tor mit fithrenden Nullen um. Der folgende Algorithmus ermoglicht dies.

Algorithmus 2 : DEC2BIN

EINGABE: int d, int n
AUSGABE: array b[l..n]
begin
b[l..n] <0
for ¢ + n downto 1 do
begin
b[i] + dmod 2
d <+ ddiv?2
end
end

Die Funktion weigth(bvec) ist die Funktion zur Ermittlung der zuléssigen Losun-
gen. Sie berechnet das Gewicht einer Packung, die durch den Bin&rvektor bvec re-
prisentiert wird. Eine zuldssige Losung ist eine Packung, deren Gesamtgewicht, das
Fassungsvermoégen des Rucksacks nicht iiberschreitet. Die Funktion profit(bvec) ist
die eigentliche Bewertungsfunktion der vollstdndigen Suche. Sie berechnet den Pro-
fit einer entsprechenden Packung. Die Implementation beider Funktionen ist einfach.

Der angegebene Algorithmus ermittelt fiir die in Beispiel 2.1 angegebenen Ge-
genstinde und einen Rucksack des Fassungsvermogens G = 20 tatséchlich die Kom-
bination der Gegensténde 1, 2, 4 und 6 mit einem Profit von 47 als optimale Lésung.



2.1 Hilfsfunktionen

Bei der oben angegebenen funktion dec2bin(d,n) gehen wir davon aus, dass die
Anzahl der notwendigen Binirstellen bekannt ist. Dies ist beim Rucksackproblem ja
auch gegeben, da die Anzahl der Gegensténde durch die Problemstellung vorgegeben
ist.

Ist die Anzahl der Biné#rstellen jedoch nicht bekannt so muf3 diese noch ermittelt
werden. Dies kann die folgende Funktion binlength(n) realisieren.

Algorithmus 3 : BINLENGTH

EINGABE: int n
AUSGABE: int x
Algorithmus binlength (int n) returns int
begin
x+ 0
while 27 < n do
r+—x+1
return x
end

Die Umwandlung einer natiirlichen Zahl n in eine Binédrzahl kann dann folgen-
dem Algorithmus, der die Funktion binlength(n) geschehen.

Algorithmus 4 : DEC2BIN

EINGABE: int n
AUSGABE: int array b[1..binlength(n)]
begin

for i + 1 to binlength(n) do b[i] + 0
z < binlength(n)

nn < n

repeat
b[z] + nnmod?2
z—z—1

nn < nndiv?2
until nn <0
end

3 Dynamische Programmierung

Rekursive algorithmische Verfahren gehéren zu den Standardverfahren der Infor-
matik. Sie ermoglichen héufig sehr elegante Losungen fiir verschiedenste Problem-
klassen und gehéren in vielen Féllen zu den schnellsten bekannten Algorithmen.
Rekursive Losungen dréngen sich meistens bedingt durch die Problemstruktur oder
die Art der verwendeten Datenstrukturen auf.

In diesem Kapitel sollen jedoch vor allem Algorithmen vorgestellt werden, die nach
dem Prinzip der sogenannten dynamischen Programmierung arbeiten. Das Ver-
fahren der dynamischen Programmierung macht sich die rekursive Struktur des
Problems und das sogenannte Bellmannsche Optimalititsprinzip zunutze, welche
gewdhrleisten, dass man eine optimale Lésung aus optimalen Losungen von Teilpro-
blemen ermitteln kann. Dynamische Programmierung gehort damit zu den traditio-
nellen Verfahen, die auf unvollstéindigen (Teil-)Losungen arbeiten und erst im letz-



ten Schritt ihrer Arbeit die optimale Gesamtlosung ermitteln. Das Verfahren der dy-
namischen Programmierung bringt in einigen Fillen zudem den vorteilhaften Effekt
mit sich, laufzeitproblematische rekursive Verfahren beziiglich ihrer Ausfiihrungs-
zeit zu verbessern. Dies werden wir an einem einfachen Einfiihrungsbeispiel, der
Berechnung der Fibonacci-Zahlen, demonstrieren. Leider bedeutet dies nicht fiir al-
le Probleme - wie wir am Beispiel des Rucksackproblems sehen werden - dass sich
die Komplexitédt des Problems verbessert.

3.1 Die Fibonacci-Zahlen

Wir moéchten den Zusammenhang zwischen rekursiven Algorithmen und dynami-
scher Programmierung zunéchst an einem Beispiel der rekursiven Definition der
Fibonacci-Zahlen verdeutlichen, einem Beispiel, das sehr gut bekannt ist und
h&ufig im Informatikunterricht - z.B. im Zusammenhang mit Vermehrungsprozessen
bei Mikroorganismen - behandelt wird. Wegen des hohen Bekanntheitsgrad kénnen
wir ohne Motivation direkt zur Definition der Fibonacci-Zahlen kommen:

Definition 3.1. Fibonacci-Zahlen
Die n-te Fibonaccizahl (n € Ny ) ist rekursiv wie folgt definiert:

f(0)=0
j)=1
fn)=f(n—1)+ f(n—2) firn =2

Wir koénnen also sehen, dass jede Fibonacci-Zahl aus der Summe der beiden vor-
hergehenden Fibonacci-Zahlen berechnet werden kann. Betrachten wir dies einmal
am Beispiel der ersten 10 Fibonaccizahlen.

7 8 9 10
13 21 34 55

0 5 6
0 5 8

f(n)

Tabelle 2: Wertetabelle der ersten zehn Fibonacci-Zahlen

Entsprechend der rekursiven Definition 3.1 der Fibonacci-Zahlen l&sst sich leicht
ein rekursiver Algorithmus 5 angeben.

Algorithmus 5 : FIBONACCI REKURSIV

EINGABE: int n
AUSGABE: int
begin
ifn <0

then return 0
elseifn=1
then return 1
else return FibonacciRekursiv(n — 1)+FibonacciRekursiv(n — 2)
end

Implementiert man diesen Algorithmus als Funktion in einer Programmierspra-
che, so wird man feststellen, dass die Rechenzeit fiir die Berechnung der n-ten
Fibonacci-Zahl - je nach Rechnertyp - ab Eingabewerten zwischen 20 und 30 stark
wichst. Diesen Effekt kann man sich erkldren, wenn man bedenkt, wie viele Ein-
zelberechnungen zur Berechnung der n-ten Fibonacci-Zahl auch fiir kleine n not-
wendig sind. Dabei miissen viele Zwischenergebnisse erneut berechnet werden. Die
graphische Darstellung fiir einen Aufruf FibonacciRekursiv(6) in Abbildung 2 ver-
deutlicht dies. Man kann zeigen, dass der rekursive Algorithmus zur Berechnung
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Abbildung 2: Berechnung der sechsten Fibonacci-Zahl

der n-ten Fibonacci-Zahl eine Laufzeit von O(2™) hat, was ihn wegen seiner nicht-
polynomiellen Laufzeit fiir die Praxis ungeeignet macht.

Die erneute Berechnung von bereits ermittelten Zwischenergebnissen kann entfal-
len, wenn diese Zwischenergebnisse abgespeichert werden, sobald sie berechnet wur-
den. Wird ein solches Ergebnis erneut benotigt, dann kann man es einfach abrufen,
statt neu zu berechnen. Es muss jedoch gewéhrleistet sein, dass ein Zwischenergeb-
nis bereits vorliegt, wenn man es benétigt. Ansonsten wiirde eine Berechnung ja
unmoglich.

Dies ist die Idee der Dynamischen Programmierung. Bei diesem Verfahren be-
rechnet man die Ergebnisse einer Zwischenrechnung aufgrund der Ergebnisse vorher
berechneter Werte. Es handelt sich bei diesem Verfahren um eine Variante des divi-
de and conquer-Verfahrens, wobei bei der Dynamischen Programmierung jedoch
bottom-up, d.h. ,von unten nach oben“vorgeht. Der Name der Dynamischen Pro-
grammierung riithrt daher, dass man die Zwischenergebnisse bei diesem Verfahren
in einer Tabelle zwischenspeichert. Mit Programmierung ist also das ,,Berechnen in
Tabellen“gemeint. Eine wichtige Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit des Prinzips
der Dynamischen Programmierung ist, dass das Problem so beschaffen ist, dass sich
die Berechnung einer Losung des Problems der Grofle n auf Berechnungen kleinerer
Teillosungen zurtickfithren 1483t. Dieses Prinzip nennt man das Bellmannsche Op-
timalitdtsprinzip. Es wird sich in der im folgenden vorgeschlagenen Methodik zur
Entwicklung eines Algorithmus nach dem Prinzip der Dynamischen Programmie-
rung widerspiegeln.

Prinzip der Dynamischen Programmierung
Zur Entwicklung eines Algorithmus nach dem Prinzip der Dynamischen Program-
mierung sind folgende Punkte zu beachten:

1. Analyse und Beschreibung des Lésungsraums und der Struktur der gewiinsch-
ten Losung.

2. Entwurf einer rekursiven Losung, so dass das Ergebnis aus Zwischenergebnis-
sen berechnet werden kann.

3. Uberfiihrung der rekursiven Losung in einen Algorithmus, der Teillésungen
berechnet, tabellarisch speichert und diese Teillosungen sukzessive zu einer
Gesamtlosung zusammensetzt. Dabei ist zu beachten, dass eine Teillosung
der Grofle k aus Teillosungen der Grofle < k berechnet werden kann, d.h. dass
Teillosung der Grofle < k auch wirklich zur Verfiigung stehen.

Algorithmus fiir die Fibonacci-Zahlen

Um einen Algorithmus fiir die Berechnung der Fibonacci-Zahlen nach dem Prinzip
der Dynamischen Programmierung zu entwickeln, kénnen wir auf unsere Uberlegun-
gen zur rekursiven Losung zuriickgreifen (Punkte 1. und 2.). Wir miissen also nur
noch Punkt 3. zufriedenstellend 16sen. Dazu iiberlegen wir uns, dass wir als Tabelle



fiir das Speichern der Zwischenergebnisse nur ein eindimensionales Feld benéti-
gen. Bei diesem Feld belegen wir die beiden ersten Feldelemente mit den Initali-
sierungswerten der rekursiven Definition der Fibonacci-Zahlen (Abbruchbedingung
oder Elementarfall) und berechnen die verbleibenden Feldeintriige von links nach
rechts sukzessive nach der rekursiven Definition der Fibonacci-Zahlen. Abbildung 6
verdeutlicht dieses Vorgehen. Die Rekursion des urspriinglichen Algorithmus’ kann
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Abbildung 3: Berechnung der Fibonacci-Zahlen in einer Tabelle

sogar in eine Iteration mit einer entsprechenden Schleife iiberfilhrt werden. Wir
erhalten dann den folgenden Algorithmus 6:

Algorithmus 6 : FIBONACCI DYNAMISCHE PROGRAMMIERUNG

EINGABE: int n
AUSCABE: int f[n]
array f[0..n]

begin

fl0]=0; fl1] =1

ifn>2 then
begin

for i + 2 ton do
flil = fli =1+ f[i — 2]
end
return f[n)
end

Der Algorithmus fiir die Berechnung der n-ten Fibonacci-Zahl mittels Dynami-
scher Programmierung hat ein fiir die Praxis sehr viel angenehmeres Laufzeitver-
halten. Ein Blick auf die Schleifenstruktur des Algorithmus’ zeigt uns, dass wir es
mit einer Komplexitiit von O(n) zu tun haben. Dies verdeutlicht den Vorteil der
Dynamischen Programmierung fiir das Problem der Fibonacci-Zahlen.

Bemerkung 3.1. Interessant ist im Zusammenhang mit den Fibonacci-Zahlen noch
zu bemerken, dass auch mit der folgenden Funktion, der Wert der n-ten Fibonacci-
Zahl berechnet werden kann.

Aufgabe 3.1. Der in Abschnitt 3.1 vorgestellte Algorithmus zur Berechnung der
n-ten Fibonacci-Zahl mittels Dynamischer Programmierung hat zwar ein giinstiges
Laufzeitverhalten von O(n), benotigt aber ebenso O(n) viel Platz. Entwickeln Sie
einen Algorithmus, der bei einer Laufzeit von O(n) mit O(1) Platz auskommt.



3.2 Das Rucksackproblem

Es soll nun ein Algorithmus zur Losung des in Definition 1.1 beschriebenen Ruck-
sackproblems entworfen werden, der nach dem Prinzip der dynamischen Program-
mierung arbeitet. Zunéchst betrachten wir eine besonders einfache Beispielinstanz
des Rucksackproblems. Anhand dieses Beispiels wird es leichter sein, die Arbeits-
weise des Algorithmus’ zu erliutern. Es sollen diesmal nur drei Gegenstéinde mit
den in Tabelle 3 angegebenen Gewichten und Profiten gegeben sein. Der zu packen-
de Rucksack soll dabei ein Fassungsvermogen von G = 5 besitzen. In diesem Fall

Gegenstand | 1 | 2 | 3
Gewicht 312 |1
Profit 15 | 10

Tabelle 3: Eine Instanz des Rucksackproblems mit drei Gegensténden

mochten wir mit Abbildung 4 auch eine visuelle Veranschaulichung angeben, die wir
spéter noch einmal wieder aufgreifen werden. Nachdem wir uns mit dem Beispiel

Rucksack Gegenstinde
G=5 wl= 3 w2= 2 wi=1
pl =15 p2 =10 p3 =3

Abbildung 4: Visuelle Darstellung einer Instanz des Rucksackproblems

gut vertraut gemacht haben, werden wir nun die in Abschnitt 3.1 genannten Punkte
1 bis 3 zur Algorithmenentwicklung behandeln.

Uberlegungen zur Algorithmusidee

Zu 1: Um zu einer optimalen Lésung zu gelangen, miissen Kombinationen von moégli-
chen Packungen betrachtet werden. Dies soll systematisch erfolgen.

Es stellt sich die Frage, ob es einen rekursiven Ansatz zum systematischen Erzeu-
gen von moglichen Packungen und fiir deren anschlielende Bewertung gibt. Der in
vielen anderen Fillen durchaus sinnvolle Ansatz, ndmlich einfach einen Gegenstand
aufleracht zu lassen und eine Losung fiir die verbleibenden n — 1 Gegensténde zu
suchen, erweist sich als Irrtum. Eine optimale Losung fiir n — 1 Gegenstédnde wiirde
den Rucksack ja schon voll packen und der zuriickgelassene Gegenstand hétte mogli-
cherweise keinen Platz mehr im Rucksack. Es muf} also ein anderer Ansatz fiir die
Aufteilung in Teilprobleme gewihlt werden.

Dazu miissen wir uns folgenden Zusammenhang deutlich machen: Wenn der Ruck-
sack mit dem Fassungsvermdégen G optimal mit einer Packung I C {1, -+ ,n} der
gegebenen Gegenstinde gepackt wurde, dann gilt fiir jeden Gegenstand i € I, dass
der um das Gewicht G — w; verkleinerte Rucksack ebenfalls optimal mit einem Teil
der Gegensténde {1,---,n}\ {i} gepackt wurde, indem genau die Packung I\ {7}
benutzt wird. Dies entspricht dem Bellmannschen Optimalitéitsprinzip, nach dem
eine optimale Losung eines Problems aus optimalen Teillosungen kleinerer Grofle
zusammengesetzt ist. Wir kénnen uns dies mit Abbildung 5 fiir unser einfaches
Beispiel einmal vor Augen fiihren.

Wir kénnen sehen, dass der Rucksack mit einem Fassungsvermogen von G =5
optimal mit den Gegenstdnden 1 und 2 gepackt ist, wobei ein Gewinn von 25 ge-
macht wird. Ebenso ist ein um ws = 2 reduzierter Rucksack mit einem Fassungs-
vermogen von G = 3 optimal gepackt, wenn er nur den Gegenstand 1 beinhaltet.



Rucksack Reduzierter Reduzierter
Rucksack Rucksack

e - —

— [/ ==
- —
Fir G=5 Fir G=5-2=3 Fir G=5-3=2
optimale Packung optimale Packung optimale Packung

Abbildung 5: Verdeutlichung des Bellmannschen Optimalitdtsprinzips

Er macht einen Gewinn von 15. Einen hoheren Gewinn kann man mit keiner an-
deren Packung erhalten. Analog dazu ist ein um w; = 3 reduzierter Rucksack
(Fassungsvermogen G = 2) optimal gepackt, wenn er nur Gegenstand 2 beinhaltet.
Der Gewinn betriagt dann 10, was mit keiner anderen Packung zu erreichen ist.
Diese Uberlegungen sind natiirlich nur veranschaulichender Art. Sie miissen noch
bewiesen werden. Dies kann geschehen, wenn die angedeute rekursive Beziehung
vollstindig aufgestellt ist. Kommen wir damit zur eigentlichen Algorithmusidee der
dynamischen Programmierung.

Zu 3: Im Sinne einer bottom up-Vorgehensweise sollen sukzessive kleine Teillosungen
ermittelt werden, die schrittweise zu einer Gesamtlosung fiihren sollen. Dies konnen
wir folgendermaflen tun:

Wir nehmen sukzessive kleine Kollektionen von Gegenstdnden und zwar so, dass
unsere kleinste Kollektion aus keinem Gegenstand besteht, die néchste Kollektion
aus dem Gegenstand mit der Nummer 1, die néchste Kollektion aus die Gegenstinde
1 und 2 usw., bis wir die grofite Kollektion mit allen Gegensténden von 1 bis n
haben. Fiir diese Kollektionen priifen wir, welcher Gewinn maximal zu machen ist,
wenn schrittweise kleine Rucksécke mit einem Fassungsvermogen von anfangs 0 bis
letztendlich G bepackt werden.

Nehmen wir an, wir hitten einen Rucksack des Fassungsvermogens h < G optimal
gepackt, indem wir eine Auswahl der Gegenstinde 1---i — 1 mit i < n verwendet
haben. Wollen wir nun den i-ten Gegenstand hinzufiigen, dann miissen wir folgende
Fille unterscheiden.

e Verfiigen wir iiber keinen Gegenstand (als 4 = 0 definiert), so kénnen wir ihn
auch nicht hinzufiigen.

e Ist das Fassungsvermogen des Rucksacks h < wj, so ist kein Platz in diesem
Rucksack und wir sollten einen gréfieren Rucksack nehmen.

e Ist jedoch genug Platz fiir den Gegenstand ¢ im Rucksack (also h > w;), dann
miissen wir unterscheiden in welchem Fall der Gewinn grofer ist:

— Man nimmt den Gegenstand ¢ hinzu, gewinnt damit zwar einen Wert
von p; hinzu, fiir die iibrigen Gegenstinde bleibt dann aber nur noch
ein Rest von h — w; an Fassungsvermégen. Der Gewinn ergibt sich dann
aus der Summe des maximalen Gewinns, den man mit einer Kollektion
der Gegenstinde 1,---7 — 1 bei einem Rucksack des Fassungsvermogens
h — w; erreichen kann und dem Profit des i-ten Gegenstands.

— Man nimmt den Gegenstand nicht hinzu, das Fassungsvermdgen bleibt
bestehen und der Gewinn entspricht dem maximalen Gewinn, den man
mit einer Kollektion der Gegenstinde 1,---i— 1 bei einem Rucksack des
Fassungsvermoégens h — w; erreichen konnte.

Diese Uberlegungen konnen formalisiert werden, indem man eine Funktion w(i, h)
wie folgt definiert:
w(i, h) repriisentiere den maximal méglichen Gewinn beim Packen eines Rucksacks



des Fassungvermogens h < G mit einer Auswahl der Gegenstéinde 1,--- i wobei
1 <n.
Dann berechnet sich w(i, ) nach den obigen Uberlegungen rekursiv wie folgt:

0, i=0
w(i,h) =< w(i—1,h), i>0undh < w;
maxz(w(i —1,h),w( —1,h —w;) +p;) sonst.

Die Korrektheit dieser Funktion ergibt sich aus den oben angegebenen Uberlegun-
gen.

Aufgrund der bisher gemachten Voriiberlegungen kénnen wir nun einen Algorithmus
zur Berechnung des maximal moéglichen Gewinns angeben.

Algorithmus 7 : RUCKSACKPROBLEM DYNAMISCHE PROGRAMMIERUNG (1)

EINGABE: int n,G,array w[l..n],p[1..n]
AUSGABE: int
begin

array w([0..n,0..G]
for i <~ 0 ton do
for h < 0 to n do
ifi=0 then w[i,h] < 0
else if i > 0 and h < wli]
then wi, h] < w[i — 1, h]
else w[i, h] + maz(w[i — 1, h],w[i — 1, h — w[i]] + p[i])
return wln, G]
end

Bisher konnen wir nur den maximal moglichen Gewinn fiir einen Rucksack
gegebenen Fassungsvermogens und eine Kollektion an Gegenstdnden berechnen.
Natiirlich interessiert uns auch die Losung selbst, also die Packung I C {1,--- ,n},
die den maximalen Gewinn bringt. Diese Losung konnen wir ebenso sukzessive er-
mitteln, indem wir entsprechend der beschriebenen Fallunterscheidung - je nachdem
in welchem Fall der hohere Gewinn zu erreichen ist - den Gegenstand i hinzunehmen
oder nicht. Es ergibt sich der entsprechende Algorithmus, der ein Array a[0..n,0..G]
fiir die Berechnung der jeweiligen Auswahlen verwendet. Dieses Array speichert je-
doch Mengen, im Gegensatz zu dem array w[0..n,0..G] des obigen Algorithmus’.
Die optimale Packung liegt dann in a[n,G] vor. Algorithmus 8 verdeutlicht diese
Vorgehensweise.

Verdeutlichen wir uns nun den Ablauf des Algorithmus an unserem kleinen Bei-
spiel. Die in Abbildung 6 dargestellte Tabelle stellt die Berechnung der Arrays
w[0..n,0..G] und a[0..n,0..G] gleichzeitig dar. Mit {} ist die leere Menge gemeint.
Die Pfeile verdeutlichen den Berechnungsvorgang, wobei die fett gezeichneten Pfei-
le die ,,Gewinner “bei der Maximumsbildung darstellen. Grau unterlegt wurden
die Eintrage, die die Unmoglichkeit von Packvorgidngen wegen zu wenig Fassungs-
vermogens reprisentieren.

Betrachten wir Abbildung 6, so kénnen wir die Konstruktion einer optimalen
Losung und die Berechnung des zugehérigen Gewinnes genau beobachten. Wir gehen
dabei schrittweise im Sinne der dufleren Schleife vor.

e Zunéchst steht uns mit ¢ = 0 noch kein Gegenstand zur Verfiigung. Entspre-
chend ergibt sich fiir jeden denkbaren Rucksack des Fassungsvermogens h < G
eine leere Packung und ein Gewinn von 0.

e Im néchsten Schritt der &ufleren Schleife des Algorithmus’ steht uns der Ge-
genstand i = 1 zur Verfiigung. Rucksiicke des Fassungsvermogens h < w[l] = 3
konnen damit noch nicht bepackt werden. Erst ab einem Fassungsvermogen
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Algorithmus 8 : RUCKSACKPROBLEM DYNAMISCHE PROGRAMMIERUNG (2)

EINGABE: int n,G,array w[l..n],p[l..n]
AUSGABE: set
begin

array w([0..n,0..G]
array a[0..n,0..G] of set
for i <~ 0 ton do
for h < 0 to n do
afi,h] < 0
for i <~ 0 ton do
for h < 0 ton do
ifi=0 thenwli,h] <0
else if i > 0 and h < wli]
then wli, h] < w[i — 1, h]
ali, h] < afi — 1, h]
else w(i, h] + max(w[i — 1, h],w[i — 1, h — wli]] + p[i])
if (wli — 1, h — wlil] + pli]) > (wli — 1, 4]
then afi,h] <= afi —1,h —w[i]] U {i}
else ali, h] < afi — 1, h]
return wln, G]
end

h= 0 1 2 3 4 5
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1 %~\{} Eﬁ\{}l 4
i-1 0 4] 04 oSS
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i=2 0 [| 0 TAIONL 15§ 15 Tha2s
o N o N @ mp Y a2
i=3 0 [N s JN\T0 W\ 1520 J[\25 ¥
' e | @ | o | usy | ng

Abbildung 6: Ablauf des Algorithmus, Array wli,h], a[i,h]

von h > w[l] = 3 kann Gegenstand 1 in den Rucksack gepackt werden. Der
maximale Gewinn betrégt dabei 15.

e Jetzt steht uns mit ¢ = 2 die Kollektion {1,2} zur Verfiigung. Wieder wird
systematisch gepriift, wie Gegenstinde in Ruckséicke gepackt werden kdnnen.
Bei einem Rucksack mit einem Fassungsvermégen von GG = 2 ist es moglich,
Gegenstand 2 einzupacken. Es wird damit ein Gewinn von 10 erwirtschaftet.
Fiir Rucksicke mit einem Fassungsvermogen von G = 3 und G = 4 ist es
besser, Gegenstand 1 einzupacken, da so ein Gewinn von 15 gemacht wird.
Erst ab einem Fassungsvermogen von G = 5 ist es besser, die Gegenstéinde 1
und 2 einzupacken.

e Zum Schluf} stehen alle Gegenstéinde zur Verfiigung. Sind die Riicksécke von
kleinerem Fassungsvermogen als das Gewicht des kleinsten Gegenstandes,
so koénnen sie nicht bepackt werden. Erst ein Rucksack mit dem Fassungs-
vermogen G = 1 kann mit Gegenstand 3 bepackt werden. Sobald das Fas-
sungsvermogen auf G = 2 wéchst, ist es am gewinnbringendsten, Gegenstand
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2 einzupacken. Bei einem Rucksack mit G = 3 sollte Gegenstand 1 eingepackt
werden, bei G = 4 ist die Packung mit den Gegenstdnden 1 und 3 am gewinn-
bringendsten, wihrend die optimale Packung fiir einen Rucksack mit G = 5
aus den beiden Gegenstinden 1 und 2 besteht. Damit hat der Algorithmus
die optimale Losung in w[n, G] bzw. a[n, G| berechnet.

Komplexitit des Algorithmus

Die beiden Faktoren, die die Komplexitit des Algorithmus bestimmen, sind die
Grofie des Arrays sowie der Aufwand fiir die Berechnung eines einzelnen Arrayein-
trags. Die Grofle des Arrays haben wir schon mehrmals angesprochen, sie betréigt
O(n - G), der Aufwand fiir die Berechnung eines Arrayeintrags ist konstant, also
O(1). Wir kiimen dann auf eine Gesamtkomplexitit von O(nG).

Dabei sind wir aber stillschweigend von einem uniformen Komplexititsmafl ausge-
gangen, bei dem wir annehmen, dass alle arithmetischen Operationen O(1) Kosten
erzeugen und die Eingabe aus natiirlichen Zahlen besteht, die jeweils nur einen Spei-
cherplatz benotigen.

Tatséchlich miissen wir aber von der Bit-Komplexitit ausgehen, denn die Kom-
plexitédtsklassen P und NP sind iiber Turingmaschinen definiert, die auf biniren
Codierungen arbeiten. Nennen wir also k = log(G) die Linge der Binirdarstellung
von G, dann ist G proprotional zu 2. So gelangen wir zu der Feststellung, dass
die Bit-Komplexitit des vorgestellten Algorithmus O(n - 2¥) ist, womit wir es mit
einem exponentiell wachsenden Algorithmus zu tun haben.

12



