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Introduccion

Motivacién. Si en una superficie compacta en R? existe un campo de lineas con un
niumero finito de singularidades, el teorema de Poincaré-Hopf nos dice que la suma
de los indices de estas singularidades resulta ser igual a la caracteristica de Euler de
la superficie. Para la esfera la caracteristica de Euler es igual a 2, esto implica que
cualquier inmersion isométrica de clase al menos C” con r > 3 de una superficie en
R? homeomorfa a la esfera con imagen convexa tiene al menos un punto umbilico. La
conjetura de Carathéodory afirma que existen al menos dos puntos umbilicos en tal in-
mersion. En el caso particular de superficies real analiticas con inmersiones isométricas
real analiticas, Hamburger probé en 1940 que la conjetura de Carathéodory es valida
[Ham40]. A partir de entonces los esfuerzos realizados para demostrar la conjetura
fueron realizados en direccién a la conjetura local (conjetura del indice) que establece
que cualquier punto umbilico aislado en una superficie isométricamente inmersa en R3
debe tener indice de Poincaré-Hopf menor o igual a 1. Ambas conjeturas permanecen
abiertas hasta ahora, al menos para el caso C*°.

Dada una superficie inmersa en R?, las curvaturas principales definen un par de fo-
liaciones a lo largo del complemento de los puntos umbilicos tales que cada una de
estas foliaciones representan la soluciones de la ecuaciéon diferencial cuadréatica

A(u,v)dv? + B(u,v)dudv + C(u,v)dv* = 0,

donde
A= fG—gF,
B =eG — gk,
C=¢ceF—fFE,

siendo {E, F, G}, {e, f, g} los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental
respectivamente. Las foliaciones principales de una superficie en R? han sido de interés
en geometria diferencial y sistemas dindmicos desde los primeros trabajos de Monge
en 1796, de Dupin, Bonnet y Darboux en el siglo XIX hasta Gutiérrez y Sotomayor en
el siglo XX ([GS82] y [GS98]).
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INTRODUCCION A\

Metodologia. En vista de que las mismas construcciones que en el caso de una inmer-
sién isométrica en R3 pueden ser hechas para una inmersién isométrica en R* una vez
fijado un campo normal, se utiliza el teorema fundamental de las subvariedades, que
da condiciones necesarias y suficientes para que una variedad admita una inmersion
isométrica en R"™ para n dado, para buscar condiciones necesarias en el tipo de campos
normales a una superficie que admiten una inmersién isométrica en R®. En [GSB9S§]
se demuestra que para cualquier entero n dado, existe una superficie M inmersa en R*
y un campo normal v tales que el indice de la superficie alrededor del punto umbilico
generado por el campo v es n/2. De este modo, la conjetura del indice es falsa en R%.
Si alguna de estas superficies admitiera una inmersién isométrica en R3, con segunda
forma fundamental dada por el campo normal, la conjetura del indice seria falsa. Sin
embargo, la prueba del teorema no es constructiva, por lo que es dificil atacar la con-
jetura de Carathéodory por esa direccion. La direccién que se sigue es por medio de la
dindmica de las configuraciones principales. Dada una pareja (I, ) de una inmersién
isométrica I : M — R* de la superficie y un campo normal v, la segunda forma fun-
damental asociada con el campo define una pareja de foliaciones con singularidades en
M dadas por las direcciones principales. A la pareja de foliaciones principales junto
con los puntos umbilicos se le conoce como la configuracion principal de la superficie.
Se sabe que en funcién del primer jet del campo normal asignado, existen tres clases
genéricas de configuraciones principales, llamadas configuraciones Darbouxianas, que
son abiertas y densas en el espacio de las configuraciones principales con la topologia de
Whitney. Para las configuraciones Darbouxianas se sabe que la conjetura del indice es
cierta (ver [GS82]). Sin embargo, existe un tipo especial de configuraciones principales
del cual se desconoce el valor del indice. Este es el conjunto de campos normales tales
que al tomar el primer jet de los campos, los pardmetros (m,n) que resultan satisfacen
una ecuacién lineal dada en [Nav01l]. La recta que determinan todos estos puntos se
conoce como la recta no simple del espacio de parametros del campo normal.

Resultado. Despues de aplicar el teorema fundamental de las subvariedades para
el caso en el que tenemos una superficie en R*, con un punto umbilico aislado de-
terminado por un campo normal v, obtuvimos que sélo existen dos campos normales
posibles, médulo el primer jet de los campos, tales que la superficie admite una inmer-
sién isométrica en R? con segunda forma fundamental determinada por el campo v y
tal que el campo se encuentra sobre la linea no simple en el espacio de pardmetros.
Ademas, se obtuvo que si existe una inmersién isométrica de la superficie con segunda
forma fundamental determinada por el campo normal, se deben cumplir ciertas rela-
ciones entre el tipo de inmersién y la v-curvatura Gaussiana de la superficie. Esta clase
de resultados es importante porque relaciona propiedades intrinsecas de la superficie,
o de la pareja superficie-inmersion en este caso, con propiedades extrinsecas como la
v-curvatura Gaussiana.



Capitulo 1

Las ecuaciones fundamentales

1.1 La Segunda Forma Fundamental

Sea f : M™ — M™* una inmersién isométrica de una variedad Riemanniana en otra.
Denotemos por g a la métrica de M y por g a la métrica de M. Entonces, si y = f(z),
la restriccion de f a una vecindad suficientemente pequena de x da como resultado un
encaje de M en M. Es de esta manera que al menos localmente podemos identificar
a M con una subvariedad de M y a f con la inclusién de dicha subvariedad en M. A
partir de ahora tendremos en cuenta esta identificaciéon y pensaremos en M como una
subvariedad de M. Asf mismo denotaremos por V a la conexién de Levi-Civita de M
y por V ala de M.

Definamos N, M como el complemento ortogonal de T, M en T, M. Entonces se tiene
la descomposicién en suma directa de 7, M como T, M & N, M. Denotemos por NM
al haz normal de M en M definido por

NM = {(z,v) |z € M, v e N, M}.
Teorema 1.1. NM es una variedad de la misma dimension que M.

DEMOSTRACION. Sea la topologia de NM la topologia de subespacio en TM. Como
TM es una variedad diferenciable, en particular es un espacio Haussdorf con base nu-
merable, por lo tanto NM también es Haussdorf con base numerable. Para mostrar
que NM es una variedad diferenciable basta hallar un sistema de cartas coordenadas
tal que los cambios de coordenadas sean diferenciables.

Sea p € M y sea ¢ : U — R"* un difeomorfismo de una vecindad U de p en M sobre
R tal que ¢~ }(R™ x 0) = U N M. La existencia de una de estas cartas estd garan-
tizada por el teorema de la funcién implicita. Entonces, por construccién, los vectores

01, ...,0, son tangentes a M en UN M. Sean vy, ...,v, 1 los campos vectoriales sobre
M que se obtienen aplicando el proceso de Gram-Schmidt a 0y,...,0,.%. Entonces
vy, ...,0, son vectores tangentes a M ya que debido al proceso de Gram-Schmidt son

generados a partir de 01, . .., 0y, de donde para cada x € UNM, {v,11(x), ..., Upip(2)}
son una base para N, M. Sean V = {(z,v) € NM | x € U} y ¢ : V. — R""* definida

CcOomo '
Y@, Nopag) = (¢(x), A .., AF).

Tenemos que V = 7~ Y(U) N NM, donde m : TM — M es la proyeccién usual que
sabemos es continua, por lo que V' resulta abierto. Finalmente, supongamos que v’ :
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W — R"* es otro sistema de coordenadas construido a partir de ¢’ : U’ — R"* tal
que VNW # @, entonces

w © (wl>71(y> )‘17 te 7/\k) = (¢ © (‘bl)il(y% Cli(y))‘ia s 7clm(y>>‘l)

En la tltima ecuacién hemos usado la convencién de Einstein: si en una expresion
aparece un indice repetido, una vez como superindice y otra como subindice, entonces
se sobreentiende que se trata de una suma sobre todos los valores que el indice puede
tomar. Para cada y, [¢;;(y)] es una matriz ortogonal. Ademés, las funciones ¢;; son

diferenciables, pues ¢;;(y) = (Unti, Wn+;), donde wy, . .., wyyk es la base ortonormal que
se obtiene al aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la base asociada a la parametrizacion
Q. O

Nota 1.1: Los campos {v;} y {w;} son campos vectoriales diferenciables, pues v; se ob-
tiene dividiendo al vector 0; — Z;;ll (0, v;)v; entre su norma, de donde inductivamente
obtenemos el resultado. Es por esto que las funciones ¢;; resultan ser diferenciables.

Sea m: NM — M la proyecciéon natural. Tenemos el siguiente teorema.
Teorema 1.2. (NM, M, 7) es un haz vectorial de rango k, con fibra N, M.

DeMOsTRACION. Evidentemente 7—!(z) = N,M tiene estructura de espacio vectorial
de dimensién k. Ademés 7 es una submersién, pues si 1) : V — R"** es una carta para
NM que se construye a partir de ¢, entonces localmente podemos escribir m como h
=¢ormorypt: R — R" donde h(y,\,..., \¥) =y, por lo que deducimos que 7 es
derivable y su derivada es suprayectiva, i.e. 7 es una submersion.

Ademas, nétese que dado p € M y siendo v : V — R"** una carta construida a partir
de ¢ : U — R"* como en el teorema anterior, podemos construir trivialmente el
difeomorfismo h : V — (U N M) x R¥ dado por

h(z, > Nw,y) = (2, AL ..., AF). M4s atin, como en el teorema anterior, si VNV’ # &
y b V' — (U N M) x RF es el correspondiente difeomorfismo, entonces de manera
similar se ve que

ho (W) a, N\ ., 0 = (2, ci(z) N, . .. cra() N,

donde ¢;; () = (vp1i(x), wpt;(2)), los v; son los campos vectoriales normales asociados
a ¢ y los w; son los asociados a ¢'. Por lo tanto las funciones ¢;; son diferenciables y
la matriz asociada [¢;;] es ortogonal. Finalmente nétese que si definimos G(z) como el
operador lineal en R¥ cuya matriz en la base usual es [¢;; ()] entonces podemos escribir

ho (W)™, (M., AN) = (2, G(2)[(A, ..., A%))).
Por lo tanto NM es un haz vectorial de rango k. O

De esta manera justificamos el adjetivo “haz” en el nombre de N M.

Sean X,Y € TM. Dado p € M, podemos extender X y Y localmente en una vecindad
U de p en M hacia campos X,Y tangentes en M. Sea la segunda forma fundamental
de M la funcién o : TM x TM — N M definida por

(X, V)], = (Vg¥)" |,
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Lema 1.1. La sequnda forma fundamental satisface:
a) Es independiente de las extensiones de X e Y.
b) Es bilineal sobre C>®(M).

c) Es simétrica en X e Y.

DEMOSTRACION

a) Dados dos campos vectoriales X,Y en una variedad Riemanniana, el vector
VxY |, sélo depende del valor de X en el punto p y del valor de Y a lo lar-
go de una curva ¢ : (—e, ) — M tal que ¢(0) =Y |,. Pero Y extiende un campo
vectorial tangente a M, por lo que podemos tomar la curva c(t) de tal forma
que c(t) € M para cada t, y para cualquier campo Y que extienda Y tenemos
que Y |.y=Y |q sit es suficientemente pequeiio. Por lo tanto VgV |, es
independiente de la extensiéon. En particular, a(X,Y") estd bien definida.

b) Nétese que localmente, i.e. siempre que podamos encontrar las extensiones X,Y,
podemos escribir a(X,Y) = VzY — VY y como o(X,Y) es la diferencia de dos
conexiones, es un célculo directo ver que a(X,Y") es C°°(M)-bilineal.

¢) Localmente, a(X,Y) = VgY — VxY, por lo que

a(X,Y)—alY, X) = VgV —VyX — (VxY — VyX)
Y

La tltima igualdad se debe a que el valor del conmutador de X v Y en M sélo depende
del valor de estos campos sobre la variedad. Il

Teorema 1.3. La férmula de Gauss. 51 X, Y € T'M son extendidos arbitrariamente
a campos vectoriales en M, la siguiente formula es vdlida a lo largo de M :

vXY = VXY —FO((X, Y)

DEMOSTRACION. Se tiene la igualdad VY = (VxY)" + a(X,Y). Definamos
H:TM xTM — TM como

H(XY)=(VgY)',
donde X, Y son extensiones arbitrarias locales de los respectivos campos.

H(X,Y) esta bien definido, la prueba es la misma que se di6 en el inciso (a) del Lema
1.1.
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Parte A. H es una conexion. B
Sea f € C°(M) y sea f una extension local de f, entonces es inmediato que fX es
una extension local de fX, por lo que

H(fX,Y) = (
(

= [(VgY)".
Similarmente, fY es una extensién de fY por lo que
H(X, fY) = (VxfY)'
= J(VxY) +df(X)(Y)
= fH(X,Y)+df(X)Y.

—

T

El dltimo sumando de la igualdad se obtiene al observar que la restriccién de df a TM
es df.
Parte B. H es la conexién de Levi-Civita de M.
Veamos primero que H es simétrica.
H(X,Y)-H(Y,X) = (VgV -VpX)
— X,V
= [X
pues como X, Y son tangentes a M, [X,Y] también es tangente a M y su valor sélo
depende del valor de X y de Y en M.

Veamos ahora que H es compatible con la métrica. Sean X, Y, Z € TM y X, Y, Z
sus respectivas extensiones. Entonces como g(X,Y’) extiende g(X,Y’), tenemos que
Z(g(X,Y)) = Z(g(X,Y)) en M. Como V es compatible con g,

Z(g(X,Y)) = g(VzX,Y) +3(X,VzY).
En particular, en M se tiene que

Z(g(X.Y)) = Z(3(X.Y)

)
= g(vZX7Y)+g(X7@Z )
= §(VzX,Y) +g(X,VzY)
= g(?ZXTaY)_'_ (XavZYT)
(

=9

Por lo tanto H es la conexion de Levi-Civita de M, i.e. H = V. Finalmente, de la
igualdad VY = (VxY)' + a(X,Y) se obtiene el resultado. O

En caso de que tengamos un campo vectorial a lo largo de una curva en M tenemos el
siguiente corolario.
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Corolario 1.1. La férmula de Gauss a lo largo de una curva. Sivy: I — M

es una curva en M y X es un campo vectorial tangente a M a lo largo de vy, entonces
D D

—X ==X ¥, Y)-

X =2 X +ali.79)

DEMOSTRACION. Sea p = (tp). Podemos construir en una vecindad de p un conjun-
to {F4,...,E,} de campos vectoriales ortonormales. En términos de estos campos
podemos escribir V' como V (t) = Vi(t)E;. Aplicando las propiedades de la derivada
covariante y la férmula de Gauss tenemos

D g -
EV — VZEZ —f— VZV:YEZ'
= V'E,+V'V.E +Via(¥, E)

D .
= EV + a4, V).

]

Lema 1.2. La ecuaciéon de Weingarten. Supongamos que X, Y € TM y N € NM.
Cuando X,Y, N son extendidos arbitrariamente a M, la siguiente ecuacion es vdlida
en puntos de M :

(VxN,Y) = —(N,a(X,Y)).

DeMOSTRACION. Como N es normal a M, (N, Y) =0 en M. Usando que V es compa-
tible con la métrica de M, tenemos que

X(N, V) = (VeN, V) + (N, V7).
En particular, sobre M se cumple que
(VEN,Y)+(N,VgY) = (VgN,Y)+(N,VgY)
= <vXN7 Y> + <N,Oé(X, Y)>
Finalmente, como (N, Y) es constante a lo largo de M, tenemos que
(VxN,Y)+ (N, a(X,Y))=0. O

Existe otra relacién entre la derivada covariante de un vector normal y la segunda forma
fundamental que describiremos a continuacién. Dado un campo vectorial £ normal a
M, en analogia a lo que hicimos para definir la segunda forma fundamental, podemos
descomponer V x¢ en sus partes tangencial y normal.

Definicién 1.1. Sean § € NM y X € TM. Extendamos arbitrariamente los vectores
dados hacia vectores tangentes £, X € TM. Denotemos por SeX el valor en (X, &) de
la funcion S : TM x NM — T'M definida como

SeX =—(Vx&)'.

S es llamado el operador de forma. Para cada & fijo, S¢ es el §-operador de forma.
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Proposicién 1.1. Sean £ € NM y X € T'M, entonces el operador de forma satisface
las siguientes propiedades:

@)

SeX es independiente de las extensiones de los campos § y X.

b) Para cada & € NM fijo, Se : TM — TM es C°°(M)-lineal.

c) Si feC®(M) yv es otro campo normal a M, entonces

SpeX = fSeX  y  Sern(X) = Se(X) + S, (X).

DEMOSTRACION

a)
b)

La prueba es andloga a la del inciso (a) del lema 1.1.

Sean f € C®(M), ¢ € NM y X € TM. Para cada p € M, sean f, £ y X
extensiones locales de f, £ y X respectivamente, en una vecindad U de p en M.
Entonces

Se(fX), = —(Vixd 'l
= (7? ) ’p
)'(VX@ |p

f(p
= J(P)(SeX]p).

La tltima igualdad se tiene porque f extiende a f. Por lo tanto

Se(fX) = fSeX

De manera similar se demuestra que S¢(X +Y) = S¢(X) + Se¢(Y') para todos los
X, Y eTM.

Como en el inciso anterior, sean f, £ v X extensiones locales de f, £ y X en M.
Entonces

SpeX = —(Vx/f )’

La tltima igualdad se cumple porque f extiende a f. De manera similar se
demuestra que Sey,(X) = Se(X) + S,(X) para todos los {,v € NM y X €
TM. O

Sean £ € NM y X € TM. Asi como utilizamos la parte tangente de Vx¢ para definir
el operador de forma, también podemos considerar la parte normal: para cada p € M,
dadas las extensiones arbitrarias £ y X de ¢ y X respectivamente, en una vecindad U
de p en M, definimos V%¢ como el campo normal a M tal que

Vxély = (Vx&)lp
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La definicién de V¢ es independiente de las extensiones de los vectores X y &, la
prueba es similar a la de la proposicién anterior. Como Vx¢é = —S¢X + V&, y la
diferencia de una conexién y un operador C'*°(M)-bilineal es una conexion, resulta que
V+ es una conexién en NM. Llamaremos a esta conexién la conexion normal.

1.2 Las ecuaciones fundamentales

Dada una inmersién isométrica f : M — M de una variedad Riemanniana en otra, la
segunda forma fundamental y la conexiéon normal describen la manera en que f realiza
la inmersion por medio de las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci, que demostraremos
en esta seccién.

Teorema 1.4. La ecuacion de Gauss. Sean Rm y Rm los tensores de curvatura de
M y M respectivamente. Para cualesquiera X,Y,Z, W € T,M, se cumple:

Rm(X,Y,Z,W) = Rm(X,Y, Z,W) — (a(X, W), (Y, Z)) + (a(X, Z), (Y, W)).

DEMOSTRACION. Sean X,,,Y),, Z, y W, vectores tangentes a M en p. Denotemos por
X,Y, Z, W extensiones arbitrarias de los vectores dados en M. Extendamos cada uno
de estos campos vectoriales a campos vectoriales X,Y, Z, W en una vecindad de p en
M. Aplicando varias veces la férmula de Gauss tenemos

Rm(X,,Y,, Z,,W,) = (VsVyZ —VyVsZ — v[j(y}z, W)
= <VX(VyZ + OJ(Y, Z)) - V?(VXZ + Od(X, Z))
~(VixyZ + o([X,Y], 2)),W).
Noétese que a([X,Y],Z) es normal a T'M por lo que el tdltimo término de la suma
anterior es nulo. Si aplicamos la ecuacién de Weingarten a los términos restantes que

contienen la segunda forma fundamental, con a(Y,Z) o a(X,Z) en el papel de N,
obtenemos:

Rm(X,Y,Z, W) = (VxVyZ W) —{(a(Y,Z),a(X,W))
—(VyVxZ, W) + (a(X, Z),a(Y, W)
—(Vixy)Z,W).

Si descomponemos cada término que contiene V utilizando la ecuacién de Gauss vemos

que la tnica parte restante es la correspondiente a la conexién de M, pues « es ortogonal
a IW. Entonces

Rm(X,Y,Z,W) = (VxVyZ, W) — (VyVxZ, W) — (Vixy1Z, W)
—(a(Y; Z), a(X, W) +{a(X, Z),a(Y, W)
= Rm(X,Y,Z,W)
_<a(Y7Z)aO‘(X7W>>+<Q<X?Z)7a(YaW)>'
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Denotemos por R al tensor asociado con Rm, es decir que para cada X, Y, Z €
TM, R(X,Y)Z es el tnico campo vectorial tangente a M tal que Rm(X,Y, Z, W) =
(R(X,Y)Z, W) para todo W € TM. De la misma manera denotaremos como R al
tensor asociado con Rm.

Teorema 1.5. Ecuacién de Codazzi. Para cualesquiera X,Y,7Z € TM se cumple:
(R(X,Y)2)" = (Vxa)(Y, Z) - (Vya)(X, Z),
donde por definicion
(Vxa)(Y, Z) = Vx (Y, Z)) = a(VxY, Z) — a(Y,Vx Z).

DemosTrACION. Utilizando la ecuacién de Gauss varias veces obtenemos las siguientes
ecuaciones:

?X?yz = Vvaz—l-Oé(X,VyZ)+?X(OJ(Y,Z)),
vixz = VyVXZ—l-Oé(Y, VXZ)+Vy(a(X, Z)),
V[XQ/}Z = V[X7y]Z+()é<[X, Y],Z)

Restando de la primera ecuacion las dos ultimas obtenemos que

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+a(X,VyZ)—a(Y,VxZ)—a([X,Y],2)
+Vx(a(Y,2)) - Vy(a(X, 2)).

Ademads, como V es compatible con la métrica, [X,Y] = VxY — Vy X, y como « es
bilineal, el término «([X,Y], Z) se divide en dos. Reagrupando la ecuacién anterior
tenemos que

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+Vx(a(Y,Z)) —a(Y,VxZ)—a(VxY,Z)
~Vy(a(X,2)) + a(VyX, Z) + a(X,VyZ).

Si dividimos Vx(a(Y, Z)) y Vy(a(X, Z)) en sus componentes tangencial y normal, de
la ecuacién anterior resulta que

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ (Vxa)(Y,Z)— (Vya)(X, Z)
+HVx(a(Y,2))]" — [Vy(a(X, 2))]".

Finalmente, tomando las componentes normales de los vectores a ambos lados de la
ultima igualdad obtenemos la ecuacion de Codazzi. n

Teorema 1.6. Ecuaciéon de Ricci. Sean XY € TM y & € NM. FEntonces se
cumple que )
(R(X,Y)E)" = RH(X,Y)E+ a(S:X,Y) — a(X, S¢Y),

donde R(X,Y )¢ = VEVEE — VEVEE — Vi 6.
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DemosTRACION. Utilizando la definicion del operador de forma tenemos que
Vyé = —SeY + V3,

y utilizando la formula de Gauss en la ecuacién anterior obtenemos las siguientes ecua-
ciones:

?Xﬁyf == —VXS§Y — a(X, SﬁY) — SV)%SX + V_J)ZV#S,
VyVxé = —VySeX —a(Y,SX) — Sqr Y + Vi VxE,
Vixyié = —SX, Y]+ V[lxyy]f.

Si restamos las dos 1ltimas ecuaciones de la primera obtenemos que

R(X, Y)f = —VXS§Y + VySgX + Sg[X, Y] — Oé(X, SgY) + Ct(Y, SgX)
—SoreX + SgiY + RH(X,Y)E.

La ecuacién de Ricci se obtiene tomando la componente normal en la ecuacion anterior.

]

1.3 Curvaturas Principales

Sea v € NM un campo vectorial unitario. Definimos la v-segunda forma fundamental
como h,(X,Y) = (v,a(X,Y)). Para cada p € M fijo, h, es una funcién bilineal
simétrica con valores en R.

Proposicién 1.2. Sea v € NM un campo vectorial unitario. Entonces S, es el unico
operador C*°(M)-lineal tal que, para cada X,Y € TM,

h(X,Y) = (5,(X),Y). (1.1)
En particular, Sy|r,ar es un operador lineal autoadjunto para cada p € M.

DemOSTRACION. Sean X,Y € T'M. Por la ecuacion de Weingarten,
(v,a(X,Y)) = —(Vx1,Y). Pero Vxv = —5,(X) + Vxv, y como Vv es ortogonal a
Y, (r,a(X,Y)) = (S,(X),Y). Por lo tanto

hu<X7 Y) - <SV(X)7 Y>

Veamos ahora la unicidad.

Sean p € My G : TM — TM otro operador C*°(M)-lineal tal que satisface la
ecuacion (1.1). Como S, y G son C*°(M)-lineales, sus restricciones a T,M son ope-
radores lineales. Sea v € T,M, como ambos operadores satisfacen (1.1), para cada
w € T, M tenemos que

(G(v),w) = (Sy(v), w),
por lo que G(v) = S,(v). Como p y v fueron arbitrarios, los operadores deben ser

iguales. La tultima afirmacion se debe a que hl,|Tp m es un operador bilineal simétrico.
O
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Por la proposicion anterior S, es diagonalizable, es decir, existen tinicos kq,...,k, € R
y una base vy, ...,v, € T,M tales que S,v; = k;v;.

Definicién 1.2. Los numeros ky, ..., k, son las v-curvaturas principales de M en p y
los correspondientes vectores son llamados las v-direcciones principales.

Utilizando el v-operador de forma generalizamos los conceptos clasicos de curvatura
Gaussiana y media de la siguiente manera.

Definicién 1.3. Definimos la v-curvatura Gaussiana como el determinante de S, y la
v-curvatura media como % veces la traza de S, .

Ambas curvaturas estan bien definidas pues tanto el determinante como la traza tienen
definiciones intrinsecas. Mads ain, escogiendo como base de T,M a las v-direcciones
principales, vemos que la v-curvatura Gaussiana es ky - -- k, y la v-curvatura media es
1

(ki k).

1.4 Curvatura Seccional

El propdsito de esta seccién es dar una interpretacién geométrica cuantitativa del ten-
sor de curvatura en cualquier dimensiéon. Sea p € M. Si Il es cualquier subespacio
bidimensional de T,M y V' C T;,M es una vecindad de 0 € T,M en la que exp, es un
difeomorfismo, entonces Sy; := exp,(IIN'V') es una subvariedad de M de dimensién dos
que contiene a p llamada la seccion plana determinada por II. Definimos la curvatura
seccional K(IT) de M asociada con II, como la curvatura Gaussiana de Sp en p con la
métrica inducida.

Proposicién 1.3. Si {X, Y} es una base arbitraria para un subespacio II C T,M,
entonces

Rm(X,Y,Y, X
K(IT) = ( )2.
[XPPY]? = (X, Y)

DeMOSTRACION. Para fines de esta prueba nos olvidaremos por un momento del es-
pacio ambiente y su métrica Riemanniana. Denotemos la métrica inducida en Sy
por g. Ademas usaremos barras para denotar las cantidades relacionadas con g. Sea
V ell C T,M y sea vy la geodésica en M que pasa por p con velocidad inicial V.
Entonces 7y (t) = exp,(tV) en una vecindad de 0, por lo que yv(t) € S para toda t
suficientemente pequena. Aplicando la formula de Gauss, tenemos que
D . .

Como los dos miembros de la suma son ortogonales, tenemos «(¥,4) = 0, en particular
cuandot = 0, a(V, V) = 0. Como V es arbitrario se sigue que a(V+W, V4+W) = 0 para
todo V', W en II. Utilizando la simetria de o tenemos a(V + W,V + W) = a(V,V) +
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20(V, W) + a(W, W) = 2a(V, W), por lo que a(V,W) = 0 para todo V,W € II. Por
lo tanto utilizando la ecuacién de Gauss,

Em(X.,Y,Z,W) = Rm(X.,Y, Z,W)

para cualesquiera X,Y,Z, W € T,Sy = II. En particular, la curvatura Gaussiana de
St en p es -
XYY X XYY X
K(H) — Rm( Y ) ) ) — 'Rm( ) ) ) ) . D
XY —(X,Y)? [ XPY]? - (X,Y)?

Si X,Y € T,M son dos vectores linealmente independientes, definimos K (X,Y") como
la curvatura seccional del subespacio de T,M generado por {X, Y}.

1.4.1 Variedades de curvatura constante

Definicién 1.4. Sea M una variedad Riemanniana. Decimos que M es de curvatura
constante si para cualquier punto p € M y cualesquiera vectores linealmente indepen-
dientes X,Y € T,M, la curvatura seccional K(X,Y) tiene el mismo valor.

Resulta que cuando una variedad tiene curvatura constante su tensor de curvatura
adquiere una forma particularmente simple.

Teorema 1.7. Sea M una variedad con curvatura constante c, entonces el tensor de
curvatura de M estd dado por

RX,)Y)Z =c(Y,Z)X — (X, 2)Y.
DEMOSTRACION. Sean X,Y, Z, W € T M. Definamos

T(X,Y, Z,W) = c({Y, ZWX, W) — (X, Z)(Y, W)).

Entonces 7 es C* lineal en M. Un célculo directo muestra que 7 satisface las siguientes
identidades:

i) 7(X,Y,Z,W)=—7(Y, X, Z, W) = —7(X, Y, W, Z).
(il) 7(X,Y,Z, W) = 1(Z,W,X,Y).

(i) 7(X, Y, Z, W) + 7Y, Z,X,W) + 7(Z,X,Y,W) = 0 (identidad algebraica de
Bianchi).

Sean X, Y € T,M vectores linealmente independientes. Entonces, por
construccién

T(Xa Y7 }/7 X) = C(|X|2|Y|2 - <X’Y>2)’

por lo que,
T(X, Y Y, X)

XY — (X, V)2

K(X,Y). (1.2)
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Por lo tanto, como 7 satisface las simetrias del tensor de curvatura, las identidades
(1) — (zi1), y tiene la misma curvatura seccional que el tensor de curvatura, ecuacién
(1.2), debe ser igual a Rm. Finalmente, por definicién del tensor de curvatura,

Rm(X,Y,Z, W) =(R(X,Y)Z,W).
Ademads, por construccién,
T(X,Y, Z, W) =(c(Y,Z2)X — (X, 2)Y,W).

Sean X,Y, 7 € T M vectores fijos, entonces para todo vector tangente W se cumple la
ecuacion

Por lo tanto R(X,Y)Z = (Y, Z2)X — (X, Z)Y V XY, Z € TM. O
Supongamos que f : M — M es una inmersién isométrica de una variedad Rie-
manniana en otra, y que M tiene curvatura constante. Por el teorema anterior, si
X,)Y,Z €TMy¢&e NM,entonces R(X,Y)Z € TM y R(X,Y)¢ es igual a cero. De

este modo las ecuaciones fundamentales de Gauss, Codazzi y Ricci pueden escribirse
como

Gauss:

Rm(X,)Y, Z, W) =7(X,Y, Z, W)+ (a(X, W), a(Y, Z)) — (a(X, Z), (Y, W)),

Codazzi:
(Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z),

Ricci:
R (X, V)¢ = a(X,SeY) — a(SeX,Y).

De ahora en adelante supondremos que M es una variedad de curvatura constante c,
completa y simplemente conexa, la cual denotaremos por Q""P.

1.5 El teorema fundamental de las subvariedades

En la seccién 1.2 se vié que cualquier inmersién isométrica f : M — M satisface las
ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci. Ademas, al final de la seccion reescribimos estas
ecuaciones para el caso en que M tiene curvatura constante. Cuando M tiene curvatura
constante, el siguiente teorema establece que las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci
son suficientes para encontrar una inmersion isométrica.

Teorema 1.8. Teorema fundamental de las subvariedades.
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a) Supongamos que M"™ es una variedad Riemanniana simplemente conexa y 7 :

b)

E — M es un haz vectorial Riemanniano de rango p con una conexion V' com-
patible con su métrica. Sea o una seccion simétrica del haz vectorial Hom(T M x
TM, E) de funciones bilineales con valores en E. Definamos, para cada seccion
local § de E, un operador Sg : TM — T'M tal que

(SeX,Y) = (a(X,Y), &), X, Y eTM.

Si a y V' satisfacen las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci para el caso de
curvatura constante cero, entonces existe una inmersion isométrica f : M" —
QP y un isomorfismo de haces vectoriales, f : E — NM, a lo largo de f, tal
que para todos los vectores X, Y € T'M y todas las secciones locales £, 1 en F se
cumplen las siguientes ecuaciones:

(FE&).Fn) = (€.
f(Oé(_ >Y)) = @(X7Y)7

F(V€) = Vx([(9),

donde a y V*+ son la sequnda forma fundamental y la conexion normal de f.

Supongamos que f y g son dos inmersiones isométricas de una variedad conexa
M"™ en QP. Sean NM;, ay y Vj%, el haz normal, sequnda forma fundamental
y conexion normal de f, y sean NMy, ag y Vgl los correspondientes objetos de
g. Si existe un isomorfismo de haces vectoriales, ¢ : NMy — NM,, tal que para
cada X,Y € TM y cada §, n € NMy se cumplen las ecuaciones:

(0(6),0(m) = (&),
(baf(XaY) = O‘g(va)v

IVF & = Vi (),

entonces erxiste una isometria, T : QP — QUYP tal que

g=T7of Yy Tvm; = ¢

Nota 1.2: Suponemos que Q7'? es una variedad completa y simplemente conexa
porque dos variedades riemannianas de curvatura constante que cumplan estas dos
condiciones son isométricas entre si, de este modo para probar el teorema podemos
suponer que Q717 es R"*P,

Nota 1.3: De la definicién de Sg se ve que Sgip, = Se + S,y Spe = fSe.

DEMOSTRACION

a)

Sea Ez =TM & FE, la suma de Whitney de estos dos haces vectoriales, es decir
que E es el haz vectorial sobre M cuya fibra sobre p es la suma directa de las
fibrasde TM y E, E, = T,M & E,, y la proyeccién esta dada por p(X, &) = m(§),
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donde X € TM y € € E. E es un haz vectorial de rango n + p. Ademés, en F
definimos la métrica dada por (X +&, Y +v) = (X, Y) + (£, v), para cada X + ¢
yY+rve E.

Sea V la conexién de Levi-Civita de M. Definamos

VY = VxY+aX)Y), XY eTM,
N = =S X+VyE, XeTM (cFk,

y extendamos la definicién a todo E por linealidad.

Parte A. V" es una conexién en E compatible con la métrica.

Si X, Y son campos vectoriales suaves en M y £ es una secciéon suave en FE,
entonces V4 Y es la seccion dada por V4iY(p) = (VxY(p),a(X,Y)(p)). Como
VxY v a(X,Y) son secciones suaves de sus respectivos haces vectoriales, ViV
también es una seccién suave. Similarmente para Vi€ y el caso mas general.

Veamos que V" es C*°(M)-lineal en T M.

Como V, a 'y V' son C*°(M)-lineales en TM y Sge = fSe para cada £ € E
y f € C®(M), de la definicién de V" tenemos que

VixY = VY y Vix€ = fVXE,

para cualesquiera X,Y € TM y £ € E. El resultado general se sigue por lineali-
dad.

Veamos que V" obedece la regla de Leibniz.

Sean f € C®(M), X, Y € TM y £ € E, entonces

VX(fY) = Vx(fY)+a(X, fY)
= X(N)Y + fVxY + fa(X,Y)
= X(N)Y + fVYY,

ademas,

V() = —=SpeX +Vi(fE)
= —[SeX +X(f)E+ fVE
= X(f)E+ fV%E

El resultado general se sigue por linealidad.
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Finalmente, veamos que V" es compatible con la métrica.

Sean X € TM,yY +¢&, Z+ v e E. Entonces
XY +&Z+v) = X((Y,2) +(&v)
= (VxY,Z) + (Y, VxZ) + (V& v) + ({, Viv).

Como (§,a(X,Z)) = (S:X,Z) y (a(X,Y),v) = (5,X,Y), podemos sumar y
restar estos términos de la ecuacién anterior, de manera que

XY +E&Z+v) = (VxY,2)+ (Y, VxZ) + (V& v) + (£, Vi)
(S X, Z) + (&, (X, Z)) — (Y, 5,X) + (X, Y), V).

Reagrupando los términos de la utima ecuaciéon obtenemos

XY +EZ4v)y = (VxY4+a(X)Y), Z+v)+ (=Se X +ViE Z +v)
HY +&,VxZ+a(X,Y)) + (Y +&,—-5,X + Vi)
= (VY +&),Z+v)+ (Y +&V%(Z+v)).

Por lo tanto, V” es una conexiéon en F compatible con la métrica.

Parte B. El tensor de curvatura de E es 0.

Sean X, Y €e TM, Z+¢ € E. Denotemos por R’ al tensor de curvatura asociado
con V' y por R” al tensor de curvatura asociado con V”.

Aplicando la definicién de V" tenemos que
Vi (Z+E&) =VyZ+alY,Z)— SY + V<. (1.3)
Aplicando V” una vez mas obtenemos

V;/(V,{/(Z + 5) = vayZ + Oé(X, VyZ) — SQ(YZ)X (1.4)
‘f‘le(Oz(Y, Z)) - Vx(S§Y) - Oz(X, SgY)
—Sv,eX + Vi Vit

Permutando los campos X y Y en la ecuacion anterior obtenemos

VyVX(Z+E) = VyVxZ+a(Y,VxZ) = Sax,2)Y (1.5)
+V§/(oz(X, Z)) - Vy(SgX) - Oé(Y, SgX)
—Slegy + VIY /Xf

Sustituyendo Y por [X, Y] en la ecuacién 1.3 tenemos que

xy)(Z +8) = VixyZ + a[X, Y], Z) = Se([X, Y]) + Vix v €. (1.6)
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Como V es la conexion de Levi-Civita de M y « es bilineal, tenemos que
a([X,Y],Z) =a(VxY, Z) —a(Vy X, Z).
Similarmente,
Se([X,Y]) = Se(VxY) = Se(Vy X).
Restando (1.5) y (1.6) de (1.4) obtenemos

R'X,Y)Z+€) = RX,Y)Z = Sawz)X + Saixn)Y + (Via)(Y; Z)
—(Vya)(X, Z) = (VxS)(Y,€) + (VyS)(X,§)
—Oé(X, S,EY) + OZ(Y, SgX) + R/(X, Y)f,

donde
(Vi) (Y, Z2) = Vi (a(Y,Z)) —a(VxY,Z) — a(Y,VxZ)
y
(VxS)(Y, ) = Vx(5e(Y)) = SvreV = Se(ViY).
Similarmente definimos (Via)(X, Z) y (VyS)(X,§).

Como V' y « satisfacen la ecuacion de Codazzi, (Vi a)(X,Z) = (Via)(Y, Z2)
y (Vx9)(Y,Z) = (VyS)(X, Z), y como también satisfacen la ecuacién de Ricci,
R(X,)Y) =a(X,S5Y) —a(Y,S5:X).

Entonces,
R'(X,Y)NZ+&) =R(X,Y)Z — Sarv,) X + Saix,2)Y-

Por lo que R"(X,Y)(Z +&) € TM. Sea W € T'M un vector tangente arbitrario,
entonces

(RI(X,Y)(Z +&),W) = (R(
(R(

= 0.

La ultima igualdad se debe a que o cumple la ecuacion de Gauss para curvatura
cero. Por lo tanto, como W fue arbitrario, R"(X,Y)(Z +&) = 0.

Sea x € M. Escojamos &1z, .., mips € p~'(x) vectores ortonormales arbi-
trarios. Como la curvatura de E es cero y M es simplemente conexa, existen
unas unicas extensiones globales paralelas de estos vectores, méds ain, como V"
es compatible con la métrica, las extensiones dadas forman un marco ortonormal.
Sean &1, ..., &y4p dichas extensiones y sea ¢ : U — R" un sistema de coordena-
das en una vecindad arbitraria U de un punto p en M. En U existen funciones
diferenciables a;” tales que

0
oxt

= Cliyg,/.
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o 0

Sea gij = (357, 57) la expresién local en U del tensor métrico de M.

Entonces, como los vectores &, son ortonormales,

_E: v_ v
gij_ CLZ‘CL]'.

14
Ademas, como los vectores £, son paralelos, tenemos que

v/, 8 . aaj”

o T~ — .
227 07 oxt

& (1.7)

Por otro lado, como V es simétrica, utilizando la definiciéon de V” tenemos que

0 0 o 0
V” - . — V A N ) A
507 O 57 Ol + a(ﬁﬂ oxJ )
0 g 0
= Ve TG an)
)
- V” -
5.7 O
Por lo tanto, utilizando (1.7), vemos que para v = 1,...,n + p, se cumple que

('3aj” . 3(1/

ort  Oxd’

(1.8)
Para cada v fija definamos w” = a;"dx".
Veamos que podemos extender w” a toda la variedad.

Sea 1 : V — R™ otro sistema de coordenadas tal que U NV # (), y sean b;”

funciones diferenciables en V' tales que aiyi = b;¥¢,, donde a%l» ey % son los

campos tangentes a M asociados a la parametrizacién . Para cada z en UNV

podemos escribir 8%2- como combinacion lineal de los vectores %, ey %. Sean
h;? las funciones de cambio de coordenadas en U NV tales que
o ;0
oy’ " Qxd”
Entonces
0 .
_ v

y como para cada z € M los vectores &, forman una base de T,M & 7 !(2),

resulta que
biy = hij aj”.

Para cada z en U NV, las formas diferenciales dy', ..., dy" son la base dual a la

base aiyl’ cee 8@% del espacio tangente T, M y las formas diferenciales da', . .., dx

n
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son la base dual correspondiente a %, cee a%’ por lo que existen funciones k;’
en U NV tales que
dy’ = kdzx".

Més atin, la matriz [k;’] es la matriz inversa de [h;/]. Entonces

b’dy’ = hi"a,"dy’
= hjr&TVkijd.ZCi
= (kijth)ardei
= 6;"a,"dx’
a;”dx’,
donde ¢;" es la delta de Kronecker y es igual a uno cuando 7 es igual a r y cero
en caso contrario.
Por lo tanto, podemos extender w” a toda la variedad, definiéndola para un sis-
tema de coordenadas arbitrario como b;"dy".

Veamos que w” es una forma diferencial cerrada.
Sea ¢ : U — R" un sistema de coordenadas arbitrario, tal que w” = a;"dx".
Entonces

8CLZ'V 8aj”

_ i J
ol O |dz' A da?,

y por (1.8), dw” = 0. Por lo tanto dw” = 0 y como M es simplemente conexa,
para cada v existe una funcion diferenciable f* en M tal que df” = w”. Definamos
f: M — R"P como la funcién

f) = ('), ["P().

Sea ¢ : U — M un sistema de coordenadas arbitrario tal que 8?& = q;"¢,. Usando
este sistema de coordenadas tenemos que

dw” = |

ofrr
or
Por lo tanto, f*% = (a;',...,a;""P), por lo que

0 0
(fs f )= Zail/ajy = Yij>

Oxt’ " Qi

i.e., f es una inmersion isométrica.

Como f es una inmersién isométrica, para cada z € M la derivada df, es una
isometria entre T, M y su imagen. De este modo podemos identificar de manera
isométrica a T, M con un subespacio de Ty(,)R™*? lo que nos permite escribir la
descomposicién

Tf(z)R"+p =T.M & N, M.
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Sea TR™*?|,; la suma de Whitney de TM y NM, que denotamos por TM Sy,
NM. Cada fibra de TR™*?|); es isomorfa a Ty, R"*P, por lo que TR™*P|); tiene
la métrica Riemanniana inducida de R™™P, m&s aun, si restringimos esta métrica
a T'M, entonces coincide con la métrica Riemanniana de M, lo mismo que si la
restringimos a N M.

Para cada z € M, sea e,|, € T,M & N,M el vector que se obtiene transpor-
tando paralelamente el vector candnico e, € R"? hasta T)R"*?. Abusando
de la notacion, designemos también como e, al campo vectorial que obtenemos
en TR™P|,,. Entonces {ey,...,e,p} €s un marco ortonormal y paralelo en
TR™ P, ya que la métrica en TR™*?|), es la inducida de R"*?, la cual es una
métrica plana.

Sea ¢ : E — TR™?|,; el morfismo de haces vectoriales dado por

o(a"€,)) = a’e,.

¢ es un isomorfismo ya que envia el marco ortonormal {1, ..., &,4,} en E al mar-
co ortonormal {ey, ..., €,1,} en TR™?| ). Més atn, un célculo directo demuestra
que para cualesquiera ,n € F,

(6(€), () = (&, m)- (1.9)

Sean z € M y ¢ : U — R" un sistema de coordenadas alrededor de z. Entonces

6‘; = q,;”&, para ciertas funciones a;” diferenciables en U, por lo que

Bo) = ae, = fulos)
, 8%} es una base de T, M, gg envia
T.M de manera isomorfa a df.(M). Como por (1.9) ¢ es una isometria en cada
fibra, la restriccion <;~5| g resulta un isomorfismo de haces vectoriales entre E y
NM tal que ¢|p es una isometria en cada fibra.

Sean X € TM, ¢ € E. Como &, ... ,En+p sOn campos ortonormales paralelos
tenemos que si & = y'€;, entonces

Vl)lcf = V’)’(?/ifi = (X(?/i))fh

(1.10)

Por lo tanto, como para cada z € U, {%, e

por lo que 3 4
(V&) = (X(y'))es.
Ademsds, ¢(&) = y'e;, y como [ es una inmersion, localmente su imagen es una

subvariedad, y f es un difeomorfismo local entre M y su imagen, por lo que se
cumple la ecuacién

j -1 i -1
Xy oft=fX{wofM).

Sea V la conexiéon de Levi-Civita de R™, entonces, como los campos candnicos

€1, ..., CEntp sON campos paralelos,

Vix(@€) o f7) = Vyx(y o e = LX(y' o f)es.
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Por lo tanto . ) .

O(V%E) = (Vex (@) o f ) o f.
El hecho de que f es localmente un encaje nos permite identificar a (/3(5 ) con un
campo vectorial en R"*? a lo largo de M y reescribir la ecuacién anterior como

O(VE) = Vyx(6(€))-

Definamos f como la restriccién de (;3 a E. Veamos que f es el isomorfismo de
haces vectoriales buscado.
Sean X,Y € T'M y £ una seccion diferenciable de E. Por definicion

VY =VxY +a(X,Y).

Entonces . ~ ~
O(VXY) = o(VxY) + ¢(a(X,Y)).

Por (1.11) ¢(V%Y) = V;,x6(Y) y por (1.10) ¢ coincide con f, en TM, por lo
que la ecuacion anterior se convierte en

Vixf(Y) = [(VxY) + 6(a(X,Y)).
Despejando ¢(a(X,Y)) tenemos que
O(a(X,Y)) = Vyx fu(Y) = f(VxY) = &(X.Y).

Finalmente, como a(X,Y) € E, f(a(X,Y)) = ¢(a(X,Y)). De manera similar,
como

= =S X + V¢,

tenemos que

O(VXE) = —0(9eX) + $(Vixé) (1.12)
= —[(SeX) + [(VE).

Utilizando (1.11) ¢(V%€) = V. x0(€) = V. x f(£), por lo que tomando compo-
nentes normales en la ecuacién (1.12) tenemos que

Vixf(&) = F(VE).
Por lo tanto f es el isomorfismo de haces vectoriales buscado.

Nétese que salvo isometrias de R™*?, la inmersion isométrica f que construimos es

independiente del punto z escogido y del marco ortonormal paralelo &1, ..., &4 p-
Si hubiésemos empezado escogiendo otra base ortonormal distinta de &1, . . ., §(nip)a
para p~'(z), digamos vy, ..., v,4,, entonces la matriz [¢;/] de cambio de base es

una matriz ortogonal. Mas aun, un calculo directo demuestra que los campos
vectoriales ©; = ¢;*¢; son ortogonales entre si, paralelos y ademds extienden
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Vi, ..., Upyp, POr lo que si a?ci = a;”¢, en la primera base y &aﬂ_ = b;"0, en la
segunda, se tiene que
CLZ’V = biMCMV.
Sean” = b;”dz" la forma cerrada asociada con la base 01, . . ., 0,4,. Por la ecuacién
anterior,
w’ = q;%dx’
[ 2% B
= bil'c,"dx
v %
= ¢,/ (b'dx")
_ )
= ¢,/'n".
Sean f, ..., f™*P funciones diferenciables en M tales que df’* = n*. Definamos

h =c,” f*. Entonces
dh” = ¢,/ df'" = ¢,'n" = w",

y como df” también es igual a w” y M es conexa, para cada v existe ¢ € R tal
que f¥ = h" + ¢”, es decir que

fr=al g (1.13)

Sean f' = (f,...,f™7P) y 7 la isometria de R"™ que consiste en aplicar la
transformacion ortogonal dada por la matriz [¢;/] y la traslacién dada por el vec-
tor (¢',...,q""P). Por (1.13) f =710 f.

Si hubiésemos escogido otro punto z en M, podemos desplazar paralelamente
los vectores elegidos en T,M & N,M hacia x, de modo que cuando los exten-
damos en campos vectoriales paralelos, dichos campos coincidiran en z con los
vectores dados. Por la unicidad de la extensiéon se sigue que los campos obteni-
dos al extender paralelamente los vectores en z coinciden con la extension de los
vectores obtenidos al desplazarlos paralelamente hasta x, por lo que los vectores
ortogonales elegidos para construir la inmersién isométrica son independientes
del punto de M en donde se toman.

Por lo tanto, salvo isometrias de R™P, la inmersion isométrica f es indepen-
diente del punto z escogido en M y de la base ortonormal de p~'(x).

Sean f, g dos inmersiones isométricas de una variedad M™ en R"*?, con N My,

ag, Vi y NMy, oy, V; el haz normal, segunda forma fundamental y conexién

normal de f y ¢ respectivamente. Dado el isomorfismo ¢ entre los haces normales
NM;y NMy, definamos W : T'M & NMy — T'M © NM, como

U(X +&) =X +6(9).

W es un isomorfismo de haces vectoriales. Sean V' y V[ las conexiones de
TM & NMy y TM & NM, construidas en la parte (a) del teorema. Dados
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X, Y €eTMy¢e NMg, tenemos que

U(Vi (Y)) = U(VxY +a5(X)Y))
= VxY +¢(a(X,Y))
= VxY +4(X,Y)
- ngY
= VI (Y.

De manera similar, ¥( }Xf) = V;’X\If(ﬁ), por lo que
U(Vi (Y +8)) = Vg, (Y(Y +9)).

Un célculo similar demuestra que (X + &, Y +v) = (U(X + &), ¥ (Y +v)).

Sea © € M y denotemos por &i,..., &4, los vectores en T, M & (N, M); ob-
tenidos transportando paralelamente los vectores candnicos ey, ..., €,4, de R"*?
hasta f(x). Denotemos de la misma manera sus extensiones en campos ortonor-
males y paralelos en todo T'M & N M. Sean w}, e ,w}”rp las formas diferenciales
construidas a partir de estos campos en la primera parte del teorema. Veamos
que df” = w¥.

Sean X,Y € T'M. Por la férmula de Gauss se tiene que
WY =VxY +a;(X,Y) = VyY,

y de manera similar, para cualquier campo normal { € NAMy, tenemos que
"€ = Vx€&. Por lo tanto, V” coincide con la conexién de R™P a lo largo

de la inmersion.

Como V” coincide con V, el transporte paralelo de cada vector &, a lo largo de

TM & NM;y coincide con su transporte paralelo en R"*?. De este modo, para

cada y € M, el vector |, coincide con el vector e,.

Sea ¢ : U — M una parametrizacion de M. Existen funciones a;” diferen-

ciables en f(U) tales que 8‘; = q,;”&,. Por lo tanto, haciendo la identificacién del
vector 821- tangente a M con el vector f*(%) tangente a R"*?, tenemos que
8 14
f*(%) =ai ey. (1.14)
Sean f!,..., f"™ las componentes de la funcién f en la base candnica de R"?.
Por (1.14) tenemos la ecuacién
afr WY
ori

Por construccion, la expresion local de wi es a;'dx’ v por la ecuacién anterior
tenemos que df” = wf.
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Como W preserva la métricay W(V’, &) = Vg (¥(&)), los campos W(&1), ..., U(Enip)
son ortogonales entre si y paralelos en T'M @& NM,. Sean n}, e ,n?ﬂ’ las for-
mas diferenciales obtenidas a partir de ¥(&),...,¥({u4p) v sea ¢ : U — M
una parametrizacion arbitraria de M. Denotemos por a;” a las tnicas funciones

diferenciables en ¢(U) tales que % = a;"€,. Aplicando V¥ a % tenemos que
0 0
— ‘I’ - ) = Z‘V‘If v)-.
=W = al ()

Por lo tanto,
wy = a;"dz" = nj.

De la misma manera que cuando construimos los campos &, ..., &,+p, pode-
mos transportar paralelamente los vectores canoénicos ey, ..., e, hasta T,M ©
(NyM),. Denotemos también por ey, ..., e,4, a las extensiones de estos campos
en campos vectoriales ortogonales entre si y paralelos a lo largo de TM @& N M,.
Como ¥ (&),...,¥(&utp) ¥ €1, - - , Entp SN oS marcos! de vectores paralelos en
TM & NM,, existen ntiimeros reales ¢;/ tales que ¥(¢;) = ¢;/ej, mas ain, como
los dos marcos son de vectores ortogonales, la matriz [¢;/] es una matriz ortogo-

nal. Sean w;, e ,w;”p las formas diferenciales construidas a partir de los campos
€1,...,€nyp. De manera similar a como probamos que df” = w¥, también tene-

mos que dg” = wy.

Como w} = 7%, [ es la inmersién isométrica de M construida a partir del mar-
co ortonormal ¥(&;),. .., ¥(&,4p) en TM & NM,. Por el comentario final de la
prueba de la primera parte del teorema, existen ntimeros reales ¢” tales que

9" =" f"+q"
Sea 7 : R"*? — R"*P_dada por
(2t ..., 2"P) = (¢tat + ¢ . e TPt ).

Como la matriz [¢;/] es ortogonal, 7 es una isometria, ademds, g = 7 o f.
Finalmente, como el campo vectorial &, que se obtuvo transportando paralela-
mente al vector e; a lo largo de T'M @ N My, coincide con su transporte paralelo
a lo largo de R™*?, tenemos que

T.(&) = T(e)

cikek

= ‘I’(fz)

Por lo tanto, 7, coincide con ¥ en T'M & NM;. En particular,

T*‘NMf :‘P|NMf :(b D

'Un marco en un haz vectorial es un conjunto de campos vectoriales tales que en cada fibra forman
una base.
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Nota 1.4: Usando el teorema fundamental de las subvariedades podemos demostrar
que no todas las inmersiones isométricas de una variedad en R"*? son equivalentes, en
el sentido de que exista una isometria 7 tal que g =70 f.

Por ejemplo, considérese una vecindad U suficientemente pequeiia del toro, 7% = S! x
S1, tal que U sea simplemente conexa. Tomemos f : T? — R* como la funcién

Un célculo directo demuestra que f es una inmersién. Dotemos a T2 con la métrica
inducida por la inmersién (72 con esta métrica es llamado el toro de Clifford). Resulta
que con esta métrica T2 es plano, i.e. su tensor de curvatura es nulo, y su segunda
forma fundamental, que denotaremos por a, no se anula.
Si la vecindad U es suficientemente pequena, existe en U un marco ortonormal, {&, v}.
Podemos definir para cada par de campos vectoriales X, Y € TU, con Y = hi& + hyv,
el campo vectorial

VY = X(hy) &+ X (ho) v.

V'’ es una conexién en TU, ademds su tensor de curvatura es idénticamente nulo. Si
tomamos M = U, o/(X,Y) =0y E = NMy, el par (o/, V') satisface las ecuacio-
nes fundamentales para curvatura cero. Por lo tanto, existe una inmersién isométrica
g : M — R*y un isomorfismo de haces vectoriales gz~5 : . — NM, que satisfacen
las condiciones del teorema. Sin embargo, ninguna isometria 7 de R* satisface que
g = 7o fly, porque de lo contrario, .|y, induce in isomorfismo de haces vectoriales
entre NMyy NM, tal que 7,.(a(X,Y)) = o/ (X, Y), lo cual es una contradiccién porque
o’ es un operador nulo y a no.



Capitulo 2

Superficies en R*

Sea f : M? — R* una inmersién isométrica de una superficie en R*, entonces M tiene
una segunda forma fundamental & asociada con la inmersién, asi como una conexion
normal V+. Sea v un campo normal, si ¥ no se anula podemos construir un nuevo
haz vectorial Riemanniano de rango 1 con una conexién compatible con la métrica y
con una “segunda forma fundamental”. Por lo tanto, si este haz satisface las ecua-
ciones fundamentales, y M es simplemente conexa, existe una inmersion isométrica
g: M — R3.

2.1 Las r-ecuaciones fundamentales

Notese que como toda variedad es localmente homeomorfa a R”, se tiene que toda
variedad es localmente simplemente conexa, es decir, que para cada punto p € M y
cada vecindad V' de p existe un abierto U simplemente conexo tal que p € U C V. Sea
v un campo normal a M en R*. Si v|, # 0, existe una vecindad de p tal que v|y # 0.
Por lo tanto, a partir de ahora podemos suponer que M es simplemente conexa y que
existe un campo v, normal a M en R* y tal que |v| = 1.
Sea (E,), = {cv(z) | ¢ € R} el subespacio de N, M generado por v(z).
Definimos

E,={cv(z)|z € M,ceR}.

Definicién 2.1. Siw: P — M es un haz vectorial, decimos que la subvariedad P' C P
es un sub-haz vectorial si |pr : PP — M es un haz vectorial y la inclusion i : P — P
es un morfismo de haces vectoriales a lo largo de M.

Proposicion 2.1. E, es un sub-haz vectorial de NM.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : M x R — NM dada por

o(xz,t) =t v(x).

¢ es un morfismo inyectivo de haces vectoriales sobre M tal que ¢(M x R) = E,.
Probaremos que E, es una subvariedad de N M mostrando que ¢ es un encaje. Como
¢ es una funcion inyectiva y continua sera suficiente probar que es un encaje local.

Sea p € M, como v(p) # 0, en una vecindad U de p existe un campo normal pu tal
que {v(z),u(x)} es una base de N, M para cada x € U. Usando esta base podemos

25
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construir la trivializacién 7 : 771(U) — U x R? dada por 7(av(z)+bu(z)) = (z, (a,b)).
La expresion de ¢ en esta trivializacion esta dada de la siguiente manera,

Tog(x,t) =71(tv(z)) = (x,(t,0)), =ze€U teR.

Por lo tanto, como 7 es un difeomorfismo, por la ecuacién anterior ¢|yxg es un encaje,
i.e., ¢ es un encaje local, por lo que F, una subvariedad de N M.

Como por construccién la estructura de haz vectorial de E, dada por el morfismo ¢
coincide con la estructura dada por la inclusién ¢ : E,, — N M, concluimos que FE, es
un sub-haz vectorial de NM. O]

Notese que el morfismo ¢ construido en el teorema anterior es un difeomorfismo entre
E,y M xR.

Corolario 2.1. E, es orientable si y solo si M es orientable.

Como E, es un sub-haz de N M, podemos dotarlo con la métrica Riemanniana obtenida
al restringir la métrica de NM. Reciprocamente, si tenemos un sub-haz vectorial
7w : ' — M del haz normal, de rango 1 y con la métrica inducida por el haz normal,
entonces los siguientes dos lemas muestran que £ = E,, para algin campo normal.

Lema 2.1. Sea E — M wun haz vectorial Riemanniano de rango 1. Fxiste una unica
conexion en E compatible con la métrica, mds aun, la conexion es plana.

DEMOSTRACION. Supongamos que V es una conexion en E compatible con la métrica.
Sea 1 una seccion local de E definida en el abierto U y tal que || = 1. Como E es
un haz de rango 1, cualquier seccién local v de E se puede escribir en U como fn para
una unica funcién f € C*(U) y como V es compatible con la métrica, tenemos que
(Vxn,ny = 1/2X(n,n) = 0, por lo que Vxn = 0 para cualquier vector tangente X.
Por lo tanto, si v = fn, tenemos que

Vv = X(f)n, (2.1)

por lo que si la conexién existe debe ser tnica. Definamos V utilizando la ecuacién
(2.1). V esta bien definida, pues como el haz es de rango 1, si p es otro campo local de
longitud unitaria definido en el abierto U, tenemos que u = —n por lo que si v = fn,
entonces v = (—f)(—n). Como

X(f)n = [X(=Nl(=n),

V xv es independiente de la seccién local unitaria. Un céalculo directo muestra que V
es una conexién compatible con la métrica y por (2.1) el tensor de curvatura de V se
anula. O

Lema 2.2. Sea E — M un haz vectorial de rango 1 sobre una variedad M simplemente
conezxa, entonces E es trivial
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DEMOSTRACION. Introduzcamos en F una métrica Riemanniana, la cual denotaremos
por g. Sea V'’ la unica conexién en E compatible con g. Por el lema 2.1 V' es una
conexién plana. Sea v, un vector unitario en la fibra sobre el punto z € M. Como V'
tiene tensor de curvatura nulo y M es simplemente conexa, existe una tnica extension
del vector v, en un campo vectorial paralelo v : M — FE. Como la conexion es
compatible con la métrica y v es paralelo, tenemos que g(v,v) = 1 en todo M, es decir
que v # 0 en todo M. Por lo tanto, como E es un haz vectorial de rango 1 y posee
una seccién que no se anula, debe ser trivial. O

Definicién 2.2. Sea E — M un sub-haz vectorial del haz normal de rango 1 y con
la métrica inducida del haz normal. Denotaremos por V' a la unica conexion en E
compatible con la métrica.

Por el lema 2.2, si ¥ es un sub-haz de rango 1 del haz normal a M, existe un campo
normal unitario v tal que £ = E,,.

Proposicién 2.2. Sea E un sub-haz del haz normal tal que E = E,, para cierto campo
normal unitario v. Entonces, si i es una seccion de E, tenemos que

i = (Vxuv)v.

DEMOSTRACION. Como u = (u,v)v, y Vv = 0, tenemos que Vyu = X ((u, v))v. Co-
mo p1 y v son secciones en el haz normal y V+ es compatible con la métrica, X ((i, v)) =
(Vx,v) + (i, Vxv). Finalmente, como |v| = 1, tenemos que {(u, Vxv) = 0, de donde
se sigue el resultado. O

Dada la segunda forma fundamental del haz normal, para cada par X,Y de vectores
tangente a M en z, &(X,Y) es un vector normal a M. Sea o/(X,Y’) la proyeccién de
a(X,Y) sobre la fibra E, del sub-haz £ de NM. Sea v un campo normal unitario tal
que E = E, ysea [,(X,Y) = (a(X,Y), ), la v-segunda forma fundamental definida
en el capitulo anterior. Entonces se tiene que

od(X,)Y)=1,(X,Y).

Como para cada x € M, [, es un operador bilineal, simétrico de T, M x T, M a R, es
claro que o/ también es bilineal y simétrica; mas ain, como o/(X,Y) = (&(X,Y),v)v,
tenemos que o/ (X,Y") es una funcién diferenciable si X, Y son campos tangentes dife-
renciables. Por lo tanto, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3. o/ es una seccion diferenciable y simétrica de Hom(TM x TM, E).

Como en E tenemos una (dnica) conexién compatible con la métrica y o/ define una
segunda forma fundamental, podemos utilizar el teorema fundamental de las subvarie-
dades para buscar inmersiones isométricas de nuestra superficie en R3, sin embargo, no
es necesario verificar todas las ecuaciones fundamentales, como demuestra el siguiente
teorema.

Teorema 2.1. E con la conexion V' y la sequnda forma fundamental o/ cumple la
ecuacion de Ricci para curvatura constante.
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DEMOSTRACION. Sean v una seccion local de E y S), el inico operador lineal tal que
(o/(X,Y),v) = (S,X,Y). Asi mismo, sea S, el v-operador de forma definido en el
capitulo anterior. Entonces, por la proposicién 1.2 tenemos que

(9,X,Y) =1,(X.Y) = (d(X,Y),v),

por lo que S, = 5/,

Sea R’ el tensor de curvatura de V', por el lema 2.1, R'(X,Y)n = 0, para cualesquiera
campos tangentes X, Y y seccion local 7.

Ademis, si f € C*(M), un célculo directo demuestra que S%, = f5,,, por lo que si v
es una seccion local unitaria definida en el abierto U, tenemos que en U se cumple que

(X, 8Y) - d(SIX,)Y) = o(X,5,,,Y) (S, ,,X,Y)
O/<X7 <777 V>SZ//Y) - O/(<7]7 V>SII/X7 Y)
= (v)(e/(X,5Y) —d(5,X,Y)).

A su vez, para el campo v tenemos que

(X, SY) -/ (S.X,Y) L(X,SY) = 1,(S\X,Y))v
(S,X,8'Y) — (S'X,S,Y))v,

= 0,

=
-

donde la tltima ecuacion se debe a que S, = S),. Por lo tanto,
R(X,)Y)n=0=d(X, S;Y) — o/(S;X, Y),
que es la ecuacién de Ricci para curvatura constante. Il

Por la proposiciéon anterior, si estamos interesados en hallar una inmersién isométrica
de la superficie en R3, con segunda forma fundamental determinada por el sub-haz
vectorial F, debemos verificar que V' y o/ cumplen con las ecuaciones de Gauss y
Codazzi para curvatura cero. Para estudiar las ecuaciones de Gauss y Codazzi debemos
reescribirlas de una manera conveniente. Sea p € M, sabemos que dado un sub-haz
FE del haz normal de rango 1, existe un campo vectorial normal unitario v tal que
E = FE,. Mas aun, escogiendo una vecindad U de p suficientemente pequena, sabemos
que existe un campo normal u en U tal que {v(x), u(x)} es una base de N, M para
cada z. Utilizando el proceso de Gram-Schmidt podemos construir un campo normal
vt tal que {v, v} es una base ortonormal.

Teorema 2.2. La ecuacion de Gauss es equivalente a la ecuacion
Lo (X, W), (Y, Z) —1,.(X, Z),. (Y, W) =0.
Podemos reescribir la ecuacion anterior de manera mas compacta como

ll,J_ o ll,J_ =0.
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DEMOSTRACION. Sean X,Y,Z,W € T,M, como &(X,Y) = ,(X,Y)v+1,.(X,Y)vt y

v, v+ son vectores perpendiculares entre si, tenemos que

(X, W),a(Y,2)) = (L(X, W)+ Lo (X, W) LY, Z2)v+1,.(Y, Z)vh)
= L(X, MY, Z) 4+ 1, (X, W)l,.(Y, Z),

similarmente, (&(X, Z),&(Y,W)) = L(X, 2)L,(Y,W) +1,.(X, Z)l,.(Y,W). Como &
cumple la ecuacién de Gauss, tenemos que

R(X,Y,Z,W) = (a(X,W),a(Y,2)) — (&(X, Z),a(Y,W))
= Lol (X,Y,Z. W)+ 1. el.(X,Y,Z,W).

Ademas, como o/(X,Y) = [,(X,Y)r, un calculo directo demuestra que (o/ (X, W), o/ (Y, Z))—
(X, 2),d (Y, W)) =1,01,(X,Y, Z,W). Por lo tanto, o/ cumple la ecuacién de Gauss
siysolosil,. el,. =0. O

Teorema 2.3. Sean X,Y,Z campos vectoriales tangentes a M en una vecindad de
p € M, entonces, la ecuacion de Codazzi es equivalente a la ecuacion

(Vyrt, )X + (Vyv,vh)Y € KerS,1,
donde KerS,.(x) es el kernel del operador S, 1|z, -

DEMOSTRACION. Sean X,Y,Z campos vectoriales locales tangentes a M, entonces la
ecuacion de codazzi esta dada por

(Vxd)(Y, Z) = (Vyd)(X, Z).

Como o/ =1, @ v (ver el apéndice) tenemos que Vo = (Vxl,) @ v +1, ® Vyv, pero
en la prueba del lema 2.1 demostramos que V’yv = 0 para cualquier seccién unitaria
de un haz vectorial de rango 1, por lo que

o = (Vxl,) @ .
Por lo tanto, tenemos que la ecuacion de Codazzi es equivalente a
(VxI)(Y,Z) = (Vyl,)(X, Z).
Como & =1, @ v+ 1,1 ® v+, tenemos que
Vyxa = (Vxl,)®@v+1,®Vyv+ (Vxl)@vt +1,0 @ Vvt (2.2)
Ademas, & y V* cumplen con la ecuacién de Codazzi, por lo que
(Vxa&)(Y. Z2) = (Vya)(X, Z).

Sustituyendo la ecuacién (2.2) en la ecuacién anterior y tomando la componente en la
direccién del vector v tenemos que

(Vxl)Y, Z) +1,(Y, Z){(Vxv,v) + 1, (Y, Z){(Vyvtv) =
(Vyl ) (X, Z) + (X, Z)(Vyv,v) + 1,.(X, Z){(Vyvt, v).
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Como V'yv = 0, tenemos que (Vxv,v) = (Vxv,v) = 0, con lo cual la ecuacién anterior
se escribe como

(Vxl)(Y,Z) + 1, (Y, Z)(Vxvt,v) = (VYL )(X, Z) + 1o (X, Z)(Vyv, v).

Por lo tanto, @' y V' cumplen la ecuacién de Codazzi si y solo si

Lo (Y, Z2)(Vxv,v) =1, (X, Z)(VyvT, v).
Como [} es C*(M) bilineal, podemos reagrupar la ecuacién anterior de la siguiente
manera

Lo(Vyvh, )X — (Vxv-,0)Y, Z) = 0.

Por la proposicion 1.2 | la ecuacién anterior es equivalente a

(S,  ((Vyv™, )X — (Vv 0)Y), Z) =0, (2.3)
y como Z es arbitrario, la ecuacién (2.3) se cumple si y solo si

S, ((Vivt, )X — (Vxvtv)Y) =0

para cualesquiera X, Y. Finalmente, como (v,vt) = 0 y V< es una conexién com-
patible con la métrica, se tiene que (v, Vxv) = —(Vxvt, v), de donde se obtiene el
resultado. O

2.2 Las ecuaciones de Gauss y Codazzi

Definiciéon 2.3. Sean X,Y campos vectoriales locales tangentes a M en una vecindad
U tal que existe un campo normal a M, v+, tal que (v,v*) = 0. Definimos W,(X,Y)
como el campo vectorial

W,(X,Y) = (Vyrh v) X + (Vv vh)Y.

Por el teorema 2.3, /, V' cumplen la ecuacién de codazzi si y solo si W,(X,Y) €
KerS, . para cada par de campos tangentes locales X, Y. Ademads, por la ultima parte
del teorema 2.3 sabemos que (Vxv,vt) = —(Vxvt v), por lo que es inmediata la
siguiente proposicién.

Proposicidon 2.4. Sean X, Y dos campos tangentes locales de M, entonces W,(X,Y') =
W, (Y, X).

De ahora en adelante, a no ser que se establezca lo contrario, sélo consideraremos
campos vectoriales tangentes a M definidos en una vecindad tal que exista una pareja
de campos normales {v, v1} perpendiculares entre sf.

Lema 2.3. Sean X,Y campos vectoriales locales tangentes a M, entonces, sie, f, g, h
son funciones diferenciables definidas en la misma vecindad que X, Y, se verifica la
siguiente ecuacion,

W (eX + Y, gX +hY) = (ch— fo)W,(X,Y).

En particular, si X,Y son linealmente independientes en x € M, W,(X',Y") =0 para
cada X',)Y" en una vecindad de x si y solo si W,(X,Y) =0.
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DEMOSTRACION. De la definicion de W, es claro que W, es C"*°-bilineal en la vecindad
en la que este definido, por lo que

W, (eX + fY,gX + hY) = egW, (X, X) + ehW,(X,Y) + fgW, (Y, X) + fFRW,(Y,Y),

utilizando la proposicién anterior, W, (X, X) =W, (YY) =0y
W, (X,Y)=-W,(Y, X), por lo que simplificando la ecuacién obtenemos

W,(eX + fY,gX +hY) = (eh — fg)W,(X,Y).

Para la ultima parte, si X, Y son linealmente independientes en z, existe una vecindad
V de z tal que X,Y son linealmente independientes en V', por lo que para cada pareja
X', Y’ de campos tangentes en V existen funciones diferenciables, e, f, g, h, tales que
X' =eX+ fY yY' =gX + hY. Aplicando la primera parte del lema tenemos que

WZJ(X/7YI) = (€h - fg)WI/(X7 Y)7

por lo tanto, W, (X', Y’) = 0 para cualquier pareja de campos tangentes X' Y" en V
siy solosi W,(X,Y) =0. O

Lema 2.4. Sea v un campo normal local sobre la superficie M. Sea {X1, Xo} una base
para T,M, entonces la expresion para el operador S, |1,y en esta base estd dada por la

matriz .
[S ] _ (Gy fu) (911 912)
Y fo o) \g21 922)
donde,
€y = <SV(X1),X1> = ly(Xl,Xl),
fu = <SV(X1>’X2> = lV(XlaXQ)a
gy = <SV<X2)7X2> = lu(X2aX2)a

son los coeficientes de la sequnda forma fundamental en la base y g;; = (X, X;).
DEMOSTRACION. Sea S, (X;) = a;/ X, la expresién de S, en la base { X7, X5}, entonces
(S,(Xi), Xj) = aik<Xkan> = aikgkj-

Si escribimos en forma matricial la ecuacién anterior nos queda que

ev v g11 912
=15, .
<fy gu) 5] (921 922)
Despejando [S,] de la ecuacion anterior obtenemos el resultado. ]

Por el lema 2.3, para probar que W,(X,Y) € kerS,., es suficiente que evaluemos
S, (W,(X,Y)) en una pareja de vectores linealmente independientes. Ademads, en
caso de que W,(X,Y) # 0, también tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.4. Supongamos que X,Y son una pareja de campos tangentes definidos
en una vecindad U. Si W,(X,Y) # 0, entonces X,Y son linealmente independientes
y si o y V' cumplen con la ecuacion de Codazzi en U, entonces también cumplen con
la de Gauss.
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DEMOSTRACION. Sean X,Y campos tangentes tales que W, (X,Y) # 0, supongamos
que X, Y son linealmente dependientes, entonces existe una funcién diferenciable f tal
que Y = fX o X = fY. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¥ = fX,
entonces,

WIJ<X7 Y) = WI/<X7 fX) = fWu(X7X> =0,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto X, Y son linealmente independientes.
Supongamos que ', V' satisfacen la ecuacién de Codazzi en U, entonces S, (W, (X,Y))
0y como W,(X,Y) # 0, tenemos que det S,. =0 en U.

Sea p € U, tomemos una parametrizacién ¢ : V — R? en una vecidad de p tal que
V C U y denotemos por 9,0, a los vectores tangentes 9/0z',9/0x?. Por el lema 2.4
tenemos que det S,. = (e,.g,+ — f2.)/ det[g;;], donde e, 1, f,1, g, fueron definidos en
el lema y g;; es la expresion local de la métrica, por lo que en V' se cumple la ecuacién
(6,191 — f3 ) = 0. Por otro lado, sabemos que la ecuacién de Gauss es equivalente a
l,o e, (X,Y,Z W) =0 para cualesquiera campos tangentes locales X, Y, Z, W.

Por definicién tenemos que

Lol (XY, Z W) =1, (X, W),.(Y,Z)—1,.(X, Z)l,.(Y,IV).
Es inmediato de la ecuacion anterior que [,. o[,. es multilineal y satisface las relaciones
Lol (XY, ZW)=—l, el (Y, X, ZW)=—l,L el (XYW, 2Z), (2.4)

en particular, [,1 e1,1(0;,0;, Z,W) = 0. Lo mismo para [, e, (X,Y,0;,0;). Por lo
tanto, tenemos que [,. o [,. = 0 siy solo si l,. ®1,.(0;,0;,0¢,0,) =0, con i # jy
k # 1. Utilizando las relaciones de la ecuacién (2.4) vemos que es suficiente con probar
que [, ®1,1(0y,0s,01,02) = 0, pero

Lys 0, (01,02,01,02) = —(e,1g,0 — f2) =0.

v

Como el punto p en U fue arbitrario, la ecuacion de Codazzi implica la ecuacién de
Gauss en todo U. O

Del teorema anterior vemos que o', V' cumplen la ecuacién de Gauss si y solo si
det S,. = 0. Si fijamos una base local de vectores tangentes tenemos que det S,. = 0
si y solo si (e, 19,1 — ff ) =0, donde e,1,g,1, f,. son los coeficientes de la v-segunda
forma fundamental en la base dada, definidos en el lema 2.4.

Teorema 2.5. Sean X,Y una pareja de campos vectoriales locales, tangentes a M y
linealmente independientes. La condicion de Codazzi es equivalente a VWV(X,y)I/J‘ =0,
donde V es la conexion de TR ;.

DEMOSTRACION. Sea W, = W,,(X,Y), primero probaremos que Vi, v+ = 0.

Como V+ es una conexién compatible con la métrica,

1
(Vﬁ;yyl,yﬂ = §WV(<I/L71/L>) = 0.
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Ademsds, como W, = (Vyvt, 1) X — (Vxvt, v)Y, tenemos que
Vi v = (Vyrt, v)Vyvt — (Vyvt, v)Vyrt,
de donde tenemos que
(Vi v v) = (Vyrt vl (Vyvt v) — (Vv v) (Vi v) = 0.

Por lo tanto, VJWU vt = 0. Finalmente, por definicién del operador de forma (definicién
1.1), tenemos que

Vi, vt = =S, . (W,) + Vi vt = =S, (W,).

Como la condicién de Codazzi se cumple si y solo si S, (W, (X,Y)) = 0 para alguna
pareja de campos tangentes linealmente independientes, el resultado se obtiene de la
ecuacion anterior. ]

Por lo tanto, dado un haz vectorial £, — M, podemos probar que V' y o' satisfacen
las ecuaciones de Gauss y Codazzi probando que localmente se cumplen las ecuaciones

lVJ_.ll,J_ = O,

?Wy(ij)VL = O

Maés atin, si W,(X,Y) # 0 para una pareja de campos tangentes linealmente indepen-
dientes, es suficiente con probar la segunda ecuacion.

Para concluir el capitulo, probaremos un teorema que relaciona una de las propie-
dades geométricas de la inmersién en R* con la cantidad de “curvatura extrinseca”que
posee.

Teorema 2.6. Sea f : M — R* una inmersion isométrica de una superficie simple-
mente conexa en RY. f(M) se encuentra en un hiperplano si y solo si existe un campo
normal v+ a lo largo de M tal que Vvt =0 para cada campo tangente X y l,. = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que f(M) se encuentra en el hiperplano V' que pasa por
f(xg) y es ortogonal al vector unitario v en R*. Sea vt el campo en TR*|y; que se
obtiene desplazando paralelamente el vector v a lo largo de f(M). v+ es un campo

normal a M, ademas, por la ecuacion de Weingarten,

Lo(X,Y) = {(a(X,Y),v") = —(Vxv,Y) =0.
Como Vvt es la proyeccién sobre el haz normal de V xv+t, tenemos que Vvt = 0.
Reciprocamente, supongamos que existe un campo v+ normal a M con las propie-
dades del teorema. Sea E el haz vectorial tal que para cada x € M, la fibra E, de E
sobre x es el complemento ortogonal del espacio generado por v+(x) en N,M. Como

localmente siempre existe un campo normal v tal que {v,v1} es una base ortonor-
mal para NM, se sigue que E es un sub-haz vectorial de NM de rango 1, ademads,
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NMy = E® E,., donde NMy es el haz normal a la inmersién a lo largo de f y
“="denota isomorfismo de haces vectoriales a lo largo de la identidad. Como [,. = 0,
para todo par de vectores X,Y tangentes a M se tiene que

(S,LX,Y) =1, (X,Y) =0,

por lo que S,. = 0. Entonces, Vxvt = —S,1 X + Vvt = 0 para cualquier vector
tangente X, en particular para el vector W, (X,Y), i.e., E cumple la ecuacién de
Codazzi y como [,. = 0, es inmediato que [,. ®[,. = 0, que es la ecuacién de Gauss.
Por lo tanto, existe una inmersién isométrica h : M — R3 tal que el haz normal a M
en R3, NM,, es isomorfo a E y se conserva la métrica, la conexién y el operador de
la segunda forma fundamental. Sean i : R® — R* la inmersién isométrica candnica
dada por i(z) = (2,0) y g = i o h. g es una inmersién isométrica. Sea p el transporte
paralelo en R* del vector candnico e; = (0,0,0,1) a lo largo de la imagen de g. u es
un campo normal a la superficie; més ain, como NM, = NM, ® E,, tenemos que
NM,=FE®ELE,.

Sea ¢ : NM ¢+ — NM, el morfismo de haces vectoriales dado por

A&+ av™) = € + ap.

¢ es un isomorfismo de haces vectoriales sobre la identidad; més ain, ¢ conserva la
métrica, pues es la identidad en E y envia al vector unitario v+ en el vector unitario
1. Veamos que ¢ también conserva la segunda forma fundamental y la conexion.

Sean X un campo tangente a M y & + by una secciéon de N M, entonces
Vi (E+br) =Vi £+ X (b

Sea v una seccién unitaria de E, entonces § = (§,v)v. Como Vi v+ = 0, también
tenemos que V]% <V =0, por lo que

Vi = V(6 0w) = (T4 & vy = Vie.

Por lo tanto, qB(VJ%X(ﬁ +bvt)) = Vi€ + X (b)u. Nétese que como Vxpu = 0, entonces
también se tiene que Vj +# =0, por lo que repitiendo el argumento de la parte anterior
podemos probar que Vng(é’ + bu) = V& + X (b)p, por lo que

(Vi (E+brh)) = Vié+ X(b)p =V (d(&+ b)),

Ademss, si X,Y son dos campos vectoriales tangentes a M, y ay, o, representan los
operadores de segunda forma fundamental de f y g respectivamente, tenemos que

ap(X,Y) = (X,Y) + 1, (X,Y)v" =d(X,Y),

por lo que

P (X,Y)) = o/ (X,Y).
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Como [,,(X,Y) = —(Vxu,Y) = 0, tenemos que o, (X,Y) es un campo normal a M que
no tiene ninguna componente en la direccién del vector p. Como NM, = NM;, © E,,,
tenemos que ay,(X,Y) es un campo normal en NM,.

Por otro lado, haciendo la identificacién TR* = TR? & TR, es facil ver que i, : TR3 —
TR* estd dado por i.(v) = v + 0, por lo que tenemos la ecuacién

vg*Xg*YV - vz*(h*X)Z*(]’L*YV) = vh,‘X—i—O(h*YV + 0) - vleh*}/)

y como a;,(X,Y) se obtiene tomando la componente en N M), de Vj, xh.Y y ay(X,Y)
se obtiene tomando la componente de Vg* xg+Y en NM,, tenemos que a;(X,Y) es
la componente de a,(X,Y) en NM,, pero esta componente es a,(X,Y), por lo que
Qg = Op,.

Finalmente, de la primera parte del teorema fundamental identificamos E y N M, por
un isomorfismo de haces vectoriales tal que a o/(X,Y’) le corresponde el campo normal
ap(X,Y). Por medio de esta identificacién tenemos que

a,(X,Y) =d(X,Y).

Entonces é(af(X, Y)) = o (X,)Y) = o,(X,Y). Por lo tanto, por la segunda parte
del teorema fundamental de las subvariedades, existe un movimiento rigido 7 tal que
f = 7og. En particular, f(M) = 7(g9(M)), y como g(M) estd contenido en un
hiperplano y 7 es un movimiento rigido, concluimos que f(M) se encuentra en un
hiperplano. O]

Ejemplo 2.1. Los toros planos. Sean v = (a,c), w = (b,d), vectores linealmente
independientes en el plano. El toro plano generado por v y w es la imagen de la
inmersién f : R?> — R* dada por

f(e’ (,0) _ (ei(a9+btp), ei(c@-&-dcp))‘

En particular, siv = (1,0) y w = (0, 1) obtenemos el toro de Clifford. Sean X; = f.(9)
y X2 = f.(0,). Definamos

X, = (ez’(aG-&-bcp)’ 0)’ X, = (O, ei(ce-i-dap))‘

X3, X, es una base ortonormal del haz normal al toro. Denotemos por e,, f,, g, a los
coeficientes de la v-segunda forma fundamental, entonces tenemos que

€x; = _<?X1X1>X3> = a?,
fX3 = _<VX2X17X3> = ab,
gx; = —<VX2X2, X3> = b2.
Similarmente tenemos que
€xy = 027 fX4 = Cd? 9x4 = d2'
Sea v = AX; 4+ BX,, un campo normal a la superficie, entonces v+ = —BX5 + AX,

es el complemento ortogonal a v en el haz normal. Por lo tanto, e,. = —Bex, + Aex,,
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etc., v si se satisface la v-ecuacion de Gauss, debemos tener que e, g, — 3 L=

Realizando los cédlculos resulta que
e 19,1 — f2r = —AB(ad — be)?.

Por lo tanto, la ecuacion de Gauss se satisface si y solo si A = 00 B = 0. Como
Ay B son funciones continuas tales que A? + B2 = 1, en cualquier vecindad conexa
del toro los tinicos campos normales que satisfaen la ecuacion de Gauss son X3y Xjy.
Finalmente, un célculo directo muestra que (Vx, X3, X4) = (Vx, X3, X4) = 0, por lo
que Wx, = 0y la ecuacion de Codazzi se satisface trivialmente. Similarmente tenemos
que Wy, = 0. Por lo tanto, en cualquier vecindad simplemente conexa del toro existen
dos inmersiones isométricas en R? con segunda forma fundamental dada.

Ejemplo 2.2. El plano proyectivo. Sea f :S? — R* la funcién dada en coorde-

nadas cartesianas por

22 — o2

Entonces f es una funcion invariante bajo el mapeo antipodal, por lo que f desciende
en una funcién f : P2R — R*, donde P?R es el espacio proyectivo real de dimensién
2. En [HCV32] se demuestra que f es un encaje del plano proyectivo en R*. Como la
esfera es un espacio cubriente del plano proyectivo, podemos parametrizar f utilizando
la parametrizacién de la esfera dada en notacion compleja por

Y xy? xz? yz) :

g(0,¢) = (cos(#)e’?,sen(0)), 0 € (—7/2,7/2).

Sea h = f o g, entonces

62<pz’

sen(20) ).
2

Definamos Xy = h.(0y), Xo = h.(0,), a su vez, sean X3 y X, los campos normales
dados por

_ 20 . . o — 20 )
X; = (%()ie% cos?(0)ie?), Xy = (— cos(20)e?, %()em).
Sean Y; = |X—13|X3 yY, = ﬁle- Un céalculo directo similar al del ejemplo anterior
demuestra que
ey, =0, frvs = —cos(0), gvs = 0.
Similarmente,
—-1 —cos?(0)(1 + 3 cos(26))
= — pr— 0 pr—
€y, |X4| ) fY4 ) gy, 2’X4’
Si v = AY3 + BY, es un campo ortonormal, entonces v+ = —BY; + AY,, por lo que
20)(1+3 20
eyigyl — f2 = cos”(6)(1 + 3 cos( ))A2 — cos*(0) B2

2| X4[?
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Por lo tanto, la ecuacion de Gauss es equivalente a
1 + 3 cos(260)
2| X4|?
Como | X4|* = 1/4(1 + 3cos?(20)) y A% + B? = 1, al sustituir en (2.5) tenemos que A

y B estan determinados por las ecuaciones
1 4 3 cos(26) 5  3cost(f) — 3cos?(h) + 1
el A2 —

6 cos?(0) 3 cost(0)

B* = A?, (2.5)

B* =

Sea w3*(X) = (VxY3,Y)), un célculo directo muestra que

wyt = (5sen(f) — 3sen(36))dep.

41X,

Por lo tanto, se tiene que (Vxv,vt) = —BX(A) + AX(B) + w3*(X), en particular,
como A y B unicamente son funciones de f, tenemos que

<VX2V vty = ws(Xy) = (5sen(f) — 3sen(360)),

1
4| X4
(Vy,v,vt) = —BA + AB,

donde A’ y B’ representan las derivada de A y B. Un célculo directo muestra que los
coeficientes de la primera forma fundamental en la base X;, X5 estan dados por

5 + 3 cos(46)
8 Y

Como F = 0, la matriz del v*-operador de forma en la base X;, X, es
et fuL €Y4A —hy B
[Sy1] = (fl]i g,i) ( ngB éA :
E G a
En la base X1, X, el vector S,. W, tiene coordenadas

(S, W,] = N A(—ws* (X)) + 22 (B2A' — ABB) |
) —25 B(—ws*(Xa)) + 22 (—~BAA' + A2B')

E= F =0, G = cos*(6).

Como A% + B? = 1, se tiene que AA’ + BB’ = 0. Utilizando estas identidades en la
expresion para [S,+ W, | tenemos que

—¢y, Ty
gt (Xp) A4 F A
I:SVL l/] - fy3 2 9Y4 / :
D gd(X,) B + 24 B

Por lo tanto, para que la ecuacién de Codazzi se cumpla, se deben cumplir las ecuaciones
diferenciales

E (XQ)A+fY3 = 0, (2.6)

G
%wg (X2)B + g—g‘B/ = 0 (2.7)
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Sustituyendo los valores de ey,,ws*(X3), etc., tenemos que la ecuacién (2.6) es equiva-
lente a la ecuacién
A" 16(5sen(f) — 3sen(36)) cos(0)
A (54 3 cos(46))?
Sea f el lado derecho de (2.8), entonces A debe cumplir la ecuaciéon A" = Af. Ademas,

si A cumple la ecuacién de Gauss, debe ser de la forma A = +£,/g, donde g =
3 cos?(0)—3 cos?(h)
3 cos(0)
de donde obtenemos la ecuacion 2gf = +¢’. Realizando los célculos en el programa
MATHEMATICA se tiene que la ecuacién 2¢gf = +¢’ sélo tiene un conjunto finito de raices.
Por lo tanto, no existe ninguna inmersién isométrica del plano proyectivo en R? con

segunda forma fundamental determinada por el encaje en R%.

(2.8)

1 por lo que se deben cumplir las ecuaciones A’ = Af y A’ = +¢/ /(2A),

Ejemplo 2.3. La botella de Klein. Sea g(0, ) = ((a + 7 cos())e*, rsen(f)), con
a > r. g es el encaje usual del toro en R3. Nétese que la imagen de g es invariante
bajo el mapeo antipodal, A(x) = —z. Por lo tanto el grupo G = {I, A}, donde I es la
identidad, actia de manera libre y discontinua en la imagen de ¢g. El espacio cociente

K es la botella de Klein. Por construccién el toro es un cubriente doble de la botella
de Klein. Sea T' = S! x S*, definamos el mapeo f : T — R* dado por

f(e? €)= ((a +rcos(6))e®, rsen(h)e?).

Como f(e ™ e#tnm) = f(e %), al identificar a T' con su imagen en R® tenemos
que f manda puntos antipodales del toro en la misma imagen. Por lo tanto, existe
una tnica funcién diferenciable f : K — R* tal que fop = f, donde p : T — K es
la proyeccién usual. Decimos que f desciende en la funciéon f : K — R* Se puede
probar que f es un encaje, (ver [dC92], cap. 0). Como T es un espacio cubriente de
K, podemos utilizar la parametrizacién usual del toro para describir f en términos de
0y p, de modo que f esta dado por

f(97 ©) = ((a +rcos(0))e*" rsen(h)e?").
Sean X; = f*(ae)v Xy = f*(3¢). Definamos X3 y X, como los campos normales dados
por
X3 = (—rsen()ie*, 2(a + r cos())ie?") X, = (= cos(#)e2, —sen(h)e?).

Sean Y; = ‘X%Xg, Y, = X}, entonces Y3, Y, es una base ortonormal del haz normal a
K. Al calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental en la direccién de los

vectores Y3 y Yy de la misma manera que en los ejemplos anteriores tenemos que
2r

ey, =0, fvo = ———(r+acos(d)), gy, =0,
| X
ey, = -1, fy, =0, gy, = —(3rcos?(0) + 4acos(f) + 7).
Sea v = AY; + BY; un campo normal a la superficie, entonces v+ = —BY; + AYj,
ademas,
eV:€Y4B7 fV:fY3A7 gV:ng;Ba
€L = €Y4A7 fVL = _fY3B7 gt = gY4A'
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Por lo tanto,
€vigyl — fsi- = 6Y4gY4A2 - f§2/3‘B2‘
Como fy, = 0 en un conjunto discreto de puntos, podemos suponer que fy, # 0.

Similarmente podemos suponer que gy, # 0. Utilizando la relacién A% + B? = 1,
tenemos que la ecuacion de Gauss se satisface si y solo si

2

A2 — ng 2 _ €y, 9y,
e + f2 e + f2
Y19Y, Ys Y4 9v, Ya

Ademas como los coeficientes ey;, fy;, gy, son independientes de ¢, también se tiene que
Ay B son funciones independientes de ¢, por lo tanto podemos calcular (Vxv, vt)
como AX(B) — BX(A) + w3*(X), donde w3*(X) = (VxY3,Y,)) = 2asen(d)dp. Un
cdlculo directo muestra que (X7, X5) = 0. Por lo tanto, la matriz del v*-operador de
forma en la base X, X5 esta dada por

[SVJ-]: —TYA gg b :
3B T“A

E

Ademas, utilizando la expresién para (Vxv, vt), tenemos que
Wl, == —w34(X2)X1 + (AB/ - A/B)XQ

Anélogamente al procedimiento algebraico del ejemplo 2.2 tenemos que el campo v
satisface la ecuacién de Codazzi si y solo si se cumplen las ecuaciones

_6Y4u}34(X2)A+&A, = O,

E G
%W34(X2)B+g—gl3, = 0.

Por lo tanto, si v cumple la ecuacién de Codazzi, se debe cumplir la ecuacién A’ = Ah,

f
donde g = ﬁw, de alli se sigue que A" = ¢’/(2A). Combinando ambas ecuaciones
1 9Y, T yy
obtenemos que ¢’ = 2gh. Sustituyendo el valor de los coeficientes de la segunda forma
fundamental y de ws* tenemos que las funciones g y h estdn dadas por

4r(r + acos(9))?
(3r cos?(0) + 4acos() + )| X3|% + 4r(r + acos(h))?’
asen(6)| X33
r2(r + acos(6))

ey, G ’ . .
donde h = Z‘ EW34(X2). Ademds, si v cumple la ecuacién de Gauss, entonces A = /g,
2

g —=

Donde |X3]? = 3r% cos?(0) + 8ar cos(0) + 4a® + r?. Nétese que g = Rocos(f), donde R
es una funcién racional. Por lo tanto, ¢’ = R'(cos(#))(—sen(f)). Si ¢’ = 2gh, entonces

h = R'(cos(#))(—sen(0))/(2R(cos(0))). Por lo tanto,

r2(r 4+ a cos(6)) R/ (cos(h))
2aR(cos(6)) '

X = — (2.9)
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Como el cociente de dos funciones racionales es una funcion racional, lo mismo que la
derivada, la ecuacién (2.9) implica que | X3|? es de la forma Ry (cos(f)), donde R; es una
funcién racional. Sea p(z) = 3r2x2 + 8arz + 4a® + 12, entonces | X3|> = p(cos(#))%/? =
p(cos(0))p(cos(6))/2, por lo que p(cos(f))/? es una funcién racional, lo cual es un
contradiccion, pues el polinomio p no es cuadrado perfecto, pues tiene raices distintas
porque su discriminante es 4a% — 3r2. Por lo tanto, el encaje f de la botella de Klein
no admite ninguna inmersién isométrica en R3 con segunda forma fundamental deter-
minada por el haz normal en R*.



Capitulo 3

Puntos Umbilicos

En este capitulo definiremos la nocién de punto v-umbilico para superficies inmersas
en R*, una generalizacién del concepto clédsico de punto umbilico. Consideraremos una
inmersién isométrica de una superficie en R* y las lineas de curvatura asociadas con
un campo normal a la superficie. Esta parte del trabajo tiene relacién con la conjetura
de Carathéodory acerca de los puntos umbilicos descrita en la seccién 3.3.

3.1 Foliaciones y singularidades

Definicién 3.1. Sea M™ una variedad diferenciable, y sea F' = {f,} una colec-
cion de subvariedades diferenciables de la misma dimension k tales que se cumplen las
siguientes condiciones:

a) Para cada x € M eziste una unica fo, € F tal que x € f,.

b) Para cada x € M existe un sistema de coordenadas (U, p) tal que para cada «,
UnN f, consta a lo mas de una componente conexa.

c) SiUN fo, # 0, entonces
o(UNfa) = {x € RYwpy1 = gy, -, Tn =y}
para ciertos numeros reales agi1, ..., a, fijos.

Decimos que F' es una foliacion de M de rango k, ademds a cada subvariedad f, le
llamamos una hoja de la foliacion. Al sistema de coordenadas (U, p) le llamamos un
sistema adaptado a la foliacion.

También existe el concepto de foliacion con singularidades.

Definicién 3.2. Sea A C M un subconjunto cerrado, entonces M — A es una subva-
riedad diferenciable de M de la misma dimension. Si F' es una foliacion de M — A
entonces decimos que F' es una foliacion de M con singularidades. A cada puntop € A
le llamamos un punto singular de la foliacion.

Supongamos que F' es una foliacion de rango 1. Asociado a la foliaciéon tenemos un
haz de lineas. Denotemos por PM el haz proyectivo de M (ver el apéndice). Se tiene
la siguiente definicion.

41
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Definicién 3.3. Sea F' una foliacion con singularidades de rango 1 sobre la variedad
M tal que A es el conjunto de singularidades. El haz de direcciones asociado a la
foliacion es la seccion s : M — A — PM tal que s(x) es el subespacio de T, M generado
por la hoja de F' que pasa por x.

Proposiciéon 3.1. El haz de direcciones de una foliacion con singularidades es una
seccion diferenciable de PM.

DEMOSTRACION. Sea F' una foliacién con singularidades de rango 1 tal que A es el
conjunto de singularidades de F'. Seax € M —A, y sea (U, ) un sistema de coordenadas
adaptado a la foliacion alrededor de x. Noétese que en este sistema de coordenadas 0, es
un campo tangente a M de tal forma que para cada p € U, 9, es tangente a la hoja que
pasa por p. Sea 7 : TM — {0} — PM la proyeccién natural descrita en el apéndice.
Entonces para cada y en U tenemos que s(y) = m(0,|,). Por lo tanto, como s es
composicion de dos funciones diferenciables en U, debe ser una funcién diferenciable.
Como x es un punto arbitrario de M — A, s es diferenciable en todo M — A. n

Si introducimos una métrica Riemanniana en M podemos construir el haz de esferas
SM tal como se menciona en el apéndice, de tal forma que la proyeccién natural,
p: SM — PM es un morfismo de haces fibrados. A partir de ahora supondremos
que F' es una foliacion con singularidades de rango 1 de una superficie M orientable,
orientada y con una métrica Riemanniana. Sea v : [0,1] — M — A una curva cerrada
simple y sea V' un vector unitario en y(0) tal que V es tangente a la hoja de F' que

pasa por (0).

Proposicién 3.2. Eriste una inica extension continua V (t) de V' tal que para cada t,
V(t) es un vector unitario tangente a la unica hoja de la foliacion que pasa por c(t).

DEMOSTRACION. Sea s el haz de direcciones de la foliacion. Denotemos por 7 a la
composicién s o . Entonces 7 es un camino en PM tal que 7(0) es el subespacio de
T'M generado por V. Como SM es un espacio cubriente de PM,y p(V) = 7(0), existe
un tnico levantamiento continuo 7 : [0, 1] — SM tal que 7(0) =V y p(7(t)) = 7(¢)
para cada t. Es inmediato ver que 7T es la extension buscada. Il

Proposicién 3.3. Si ¢s es una homotopia libre de ¢ tal que p ¢ cs para cada s, y
V€ Tyo)S es un vector unitario tangente a la hoja de F' que pasa por p, entonces
existe una unica extension continua Vi(t) de V tal que Vi(t) es un wvector unitario
tangente a la Unica hoja de la foliacion que pasa por cg(t).

DEMOSTRACION. La prueba es andloga a la de la proposicién 3.2. O

Sean p un punto singular aislado de M y (U, ¢) un sistema de coordenadas alrededor
de p, compatible con la orientacién y tal que ¢(U) = R? y p es la tnica singularidad
de F en U. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢(p) = 0. Sea c(t) =
(cos 2rt, sen27t), entonces la restriccion de v = ¢! o ¢ al intervalo [0, 1] es una curva
cerrada simple en M — A. Tomemos V' como en la hipdtesis de la proposicion 3.2.

Entonces V' se extiende a lo largo de la curva v. Sea W = %, donde | - | es la norma

Euclidiana usual, entonces W es una funcién de [0,1] a S'. Sea p : R — S el mapeo
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cubriente de S' dado en notacién compleja por p(x) = €. Entonces, si p(r) = W(0),
existe un unico levantamiento 6, de W tal que 6,.(0) = r. 6, es el dangulo que W realiza
mientras gira alrededor de 0.

Proposicién 3.4. La diferencia 6,.(1) — 0,(0) es independiente del valor de r en la
preimagen de W(0).

DEMOSTRACION. Sea s € p~!'(1¥(0)), entonces utilizando notacién compleja un calculo
directo muestra que 65 = 6, + s — r. Por lo tanto, 65(1) — 65(0) = 6,.(1) — 6,.(0). O

Definicién 3.4. Sea O(U, ) = 6,(1) — 0,(0), O(U, ) es el angulo total que realiza el
campo de direcciones de la foliacion alrededor de p en la parametrizacion (U, p).

Notese que en la construccién de la funciéon W también se puede tomar el vector
—V € Ty M, sin embargo por la unicidad de la extensién es inmediato que —V'(t) es

la extensién del vector V' dada en la proposicién 3.2, por lo que ‘zig:“f;‘ = —W. Como
el levantamiento de —W es 6, + 7, el valor de ©(U, ¢) es el mismo independientemente
de cual de los dos vectores tomamos. Obsérvese que en la construccién de O(U, )
pudimos utilizar cualquier otra curva cerrada simple en R?* — {0} en lugar de c, siempre

y cuando la orientemos positivamente.

Lema 3.1. Sea C : [0,1] — R? — {0} una curva cerrada simple homotdpica a ¢ en
R? — {0}. Entonces ©c(U, @) = O(U, @), donde Oc(U, p) es el dngulo total que realiza
el campo de direcciones de la foliacion a lo largo de C.

DEMOSTRACION. Sea ¢s una homotopia entre ¢ y C, tal que ¢y = ¢ y ¢; = C, entonces
vs = ¢ ! oc, es una homotopia en M — A. Por la proposicién 3.3, dado el vector

V€ T )M tangente a la foliacién, existe una tinica extension V;(t) definida a lo largo
)
- [0+ (Vs)]
dado r tal que p(r) = Wy(0), existe un tnico levantamiento de W en una homotopia

05 tal que 0(0) = r. Nétese que W(1) = £W,(0), pues lo vectores V(1) y Vi(0) son

colineales, por lo que para cada s, 05(1) — 65(0) es un multiplo de 7. Por lo tanto,
1(05(1) — 65(0)) es una funcién continua de [0, 1] en Z. Como [0, 1] es conexo y Z tiene

la topologfa discreta, 1(6,(1) — 6,(0)) debe ser constante, en particular,

Oc(U, ) = 01(1) = 61(0) = bo(1) — 6o(0) = O(U, ).

de toda la homotopia, por lo que W es una homotopia en S*. Por lo tanto,

O

Lema 3.2. Sea A : R — R" una transformacion lineal que preserva la orientacion,
entonces eziste una homotopia Ay entre A y la transformacion identidad tal que para
cada t, Ay es un isomorfismo que preserva la orientacion.

DEMOSTRACION. Realizaremos una induccién sobre la dimensién del espacio.

Caso n = 1. Como A preserva la orientacion, su representacion en la base usual
es A = [a], con a > 0. Sea A; = [ta+ (1 —t)]. Es inmediato ver que A; es la homotopia
deseada.
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Caso n = 2. Supongamos que A tiene un valor propio real A. Sea V' un vector unitario
tal que AV = AV, y sea W el tnico vector unitario ortnormal a W tal que {V, W} es
una base positivamente orientada de R?. Mantengamos esta base fija. En esta base la
representacion de la transformacion lineal A estd dada por la matriz

o0 3)

Sea B; la homotopia de tranformaciones lineales cuya representacion en la base dada es
(3 %), entonces A es homotépica a la transformacién cuya matriz es By = (3 9). Como
Ad = det A y A preserva la orientacion, el producto debe ser positivo. Supongamos
que A\ y d son ambos positivos, entonces

Ci= ((1_2)\+t (1—to)d—|—t>

es una homotopia entre B; y la transformacion identidad. Nétese que para cada t fijo,
tanto B; como C; son isomorfismos que preservan la orientacion, por lo que la homo-
topia que buscamos se obtiene uniendo B; con Cy, (véase por ejemplo [Gui74], pagina
37).

Supongamos ahora que A y d son negativos, entonces de manera similar al caso con A
y d positivos podemos construir una homotopia que denotamos B; entre A y la trans-
formacion —1I de tal forma que B; es un isomorfismo que preserva la orientacién para

cada t. Definamos ((1—t)m) (L —=t)m)
cos((1 —t)m) sen((1—t)m
o= <—Sen((1 —t)m) cos((1— t)ﬂ)) ‘

C, es una homotopia entre —I y la transformacion identidad que satisface las condi-
ciones del lema. Por lo tanto la transformacién buscada se obtiene a partir de B; y C;.

Supongamos que A no tiene ningin valor propio real. Sea A; = tI + (1 — t)A. Fi-
jemos t # 1, entonces si A,V = 0, tenemos que AV = ﬁV, y como A no tiene ningin
valor propio real, necesariamente V = 0, i.e. A; es un isomorfismo para cada t # 1.
Como A; = I, A; es un isomorfismo para toda t. Finalmente, nétese que det A; es una
funcién continua de ¢ tal que det A; # 0 para toda t. Como t € [0,1] y det Ay = 1,
concluimos que det A; > 0 para toda t. Por lo tanto, A; es la homotopia buscada.

Utilizaremos los casos probados para concluir el lema. Supondremos por induccién
que para cierto k se cumple que todo operador lineal definido en un espacio vectorial
de dimensién menor que preserva la orientacién es homotopico a la identidad de tal for-
ma que cada funcion A; de la homotopia es un isomorfismo que preserva la orientacién.
Nétese que podemos extender trivialmente A en una transformacién lineal A : CF — CF
definiendo A(V + Wi) = AV + AWi. Como el polinomio caracteristico de A siempre
tiene una raiz compleja, existe un niimero A € C y un vector no nulo V € CF tales que
AV = A\V.
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Sean A = a+biyV = X +Yi con X,Y € R¥ entonces AV = AX + AYi. Si
desarrollamos el producto AV tenemos que

AX + AYi = (aX —bY) + (aY + bX)i,
es decir que

AX = aX —bY,
AY = bX + aY.

Es decir que A envia el espacio generado por {X, Y} en si mismo. Por lo tanto, dado el
isomorfismo A existe un subespacio V' de R* de dimensién uno o dos tal que A(V) = V.
Sea W el complemento ortogonal de V en R¥. Entonces R¥ = V @ W. Tomemos una
base orientada de R* formada por una base orientada de V' y una base orientada de
W en ese orden. Entonces la matriz de A en esta base tiene la siguiente forma por

bloques,
B C
0 D)

/= (ﬁ (1 —Dt)c) |

entonces f; es una homotopia entre A y la transformacién lineal G tal que, si x =
v4+w,conv €V yw € W, entonces G(r) = Bv + Dw. Nétese que f; preserva la
orientacion pues det f; = det Bdet D = det A. Como det A = det B det D, tenemos que
tanto B como D deben preservar o invertir la orientacion de sus respectivos espacios.
Supongamos que tanto B como D preservan la orientacion, por hipdtesis de induccion
existen homotopias Bj y D; por medio de isomorfismos que preservan la orientacion y
tales que By = B, D[ = D y B} = Id, D] = Id, donde Id representa la identidad en

los respectivos espacios. Sea
_(Bi 0
gt = 0 Dg )

entonces a partir de f; v g, podemos construir la homotopia buscada. Finalmente
supongamos que tanto B como D invierten la orientaciéon de sus espacios. Sean p =
diag(—1,1,...,1) y 7 = diag(—1,1,...,1), donde p estd definido en V' y 7 en W. Tanto
p como T invierten la orientacion, ademas de que tanto p como 7 son su propio inverso.
Entonces pB y 7D son isomorfismos que conservan la orientacién, por lo que existen
homotopias B; y D; de B y D respectivamente tales que cumplen las condiciones del

teorema. Sea
_(p7'B; 0
gy = O T_IDQ )

entonces ¢g; es una homotopia entre f; y el isomorfismo M = (p -
-1 1

p~" = plo mismo que 77" = 7, la matriz M es una matriz diagonal con exactamente
dos unos. Sean ¢ < j las posiciones de estos dos unos dentro de la diagonal, y sea M;
la matriz tal que el elemento (M;); = cos((1 —t)7), asi mismo, (M;),; = cos((1 —t)m),

Definamos

—1
0 ), pero como
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(My)ij = sen((1 — t)m), (My);; = —sen((1 — t)7), todos los demds elementos de la
diagonal principal son iguales a 1 y todos los demés elementos que estén fuera de la
diagonal son iguales a 0. M; es una homotopia entre M y la identidad tal que cada M;

es un isomorfismo que preserva la orientacion. Por lo tanto la homotopia buscada se
obtiene de f;, g, vy M,. m

Lema 3.3. Sea f: U C R" — R"™ un encaje diferenciable de una vecindad U convexa
del origen tal que f(0) = 0 y tal que f preserva la orientacion. Entonces eziste una
homotopia f; : U — R™ entre la inclusion i : U — R™ y f tal que para cada t, f; es un
encage diferenciable con f(0) = 0.

DEMOSTRACION. Denotemos por f1, ..., f" las funciones componentes de f. Como U es
un conjunto convexo, podemos utilizar el teorema fundamental del calculo para escribir

fiz) = / (et

/afzm

Sean g¢'; fo O;f'(tx)dt y g;(z) = (g*;(x),...,g" j(x)). Entonces g1, ..., g, son n
funmones dlferen(:1ables de U en R" tales que f(x) = x'g;(x). Sea

F:Ux|0,1] — R" dada por F(z,t) = 2'g;(tz). F es una homotopia tal que F'(z,1) =
f(z) y F(x,0) = x'g;(0). Nétese que para t # 0, F(z,t) = L m), por lo tanto para cada
t # 0 es claro que F'(z,t) es un encaje. Ademads, para cada x fijo tenemos que

F(z,0) = %1_{%@ = dfy(z),

Por la regla de la cadena tenemos que

donde df es la derivada de la funcion f evaluada en el origen. Como dfj es una transfor-
macién lineal que preserva la orientacion el lema 3.2 nos garantiza la existencia de una
homotopia G : R™ x [0,1] — R" entre la funcién identidad y df, con las propiedades
requeridas. Por lo tanto la homotopia buscada se obtiene de F' y la restriccién de G a
U. O

Teorema 3.1. Si (U’',v) es otro sistema de coordenadas alrededor de p con las mismas
propiedades que (U, p), entonces O(U,¢) = O(U’,1). Por lo tanto, el dngulo total
que realiza el campo de direcciones de la foliacion alrededor de p es independiente del
sistema de coordenadas elegido.

DEMOSTRACION. Sea P C U NU’ una vecindad de p tal que ¢(P) es un disco de radio
2¢ alrededor de 0. Sea f la restriccién de ¢ o ¢! a P. Entonces f es un encaje
que preserva la orientaciéon entre Py f(P). Por el lema 3.3 existe una homotopia f
de encajes diferenciables entre f y la inclusién tal que f;(0) = 0 para cada t. Sea
c(t) = e(cos(27t),sen(27t)), entonces podemos calcular O(U, ¢) utilizando la curva
c. Nétese que también podemos calcular ©(U’ 1) utilizando la misma curva. Sea
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C = f oc, entonces la homotopia f, induce una homotopia entre C' y ¢ dada por
¢s = fs 0 ¢, mds atn, como ¢(t) nunca es cero, ¢, es una homotopfa en R* — {0}. Por
el lema 3.1 podemos calcular ©(U’, 1) utilizando la curva C. Sea V (t) la extensién del
vector unitario V tangente a la foliacién en p~!(c(0)) a lo largo de la curva ¢! o c.
Nétese que 1o C = p~toc, por lo que V(t) también es la extensién de V' a lo largo
de 1~! o C. Sea W, la homotopia de caminos en S' dada por

_ far0:V (1)
| far: V(1)

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que f; = Id y fo = f, entonces Wi(t) =
w0« V (t) W (t) _ feps V(1) _ DV (E
PAZGIRAME [Feo VO] — TV

miento de W, en una homotopia W, en R. Nétese que

Wi(t)

;‘. Como W es una homotopia, existe un levanta-

Wi(1) =Wi(0) = 8(U,¢) y  Wo(l) = Wy(0) = O(U", ).

Como la funcién %(Ws(l) —W,(0)) es una funcién continua de [0, 1] a los enteros, debe
ser constante. Por lo tanto, ©(U, ¢) = ©(U’, ). O
Aunque utilizamos una métrica Riemanniana para calcular en angulo total que recorre
la foliacion al dar una vuelta alrededor de la singularidad, la definicién de © es en

realidad independiente de la métrica, como se demuestra en la siguiente proposicién.
Proposicion 3.5. © es independiente de la métrica Riemanniana en M.

DEMOSTRACION. Denotemos por ¢ la métrica Riemanniana dada en M. Sea f otra
métrica Riemanniana. Dada una parametrizacion (U, ¢) alrededor del punto singular
y la curva ¢(t) = (cos(27t), sen(27t)), sea V un vector unitario en la métrica g tangente
a la foliacién en ¢ ~1(c(0)). Sea V() la extensién a lo largo de ¢~ oc de V dada en la
proposicién 3.2 con la métrica g. Notese que W = L_ |/ es un vector unitario en la

FVv)
1

FV @),V (D)
continua de W dada en la proposicion 3.2. Como
@V (t) _ . W ()
e VO e W ()]

la construccién del angulo total © es indepentiente de la métrica utilizada. n

métrica f tangente a la foliacion y que W (t) = V(t) es la tnica extensién

Nétese que los vectores V(0) y V(1) en la construccion de © son colineales, de modo
que 6(0) = £60(1), por lo que © = 274, donde j = §, n € Z.

Definicién 3.5. El semientero j es el indice de la foliacion alrededor del punto singular
.

En la figura se dan algunos ejemplos de los indices de algunas foliaciones. Obsérvese
que si la foliacion F' es generada por un campo vectorial alrededor del punto p, el indice
debe ser un nimero entero, pues en ese caso V(0) = V(1), por lo que §(0) = (1), lo
cual implica © = 27n con n entero. Si la foliacion es inducida por un campo vectorial,
entonces el indice que hemos definido coincide con la definicién del indice de Poincaré-
Hopf para campos vectoriales, (Véase por ejemplo [Mil65] capitulo 6).
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3.2 El teorema de Poincaré

En analogia con el indice de Poincaré-Hopf para campos vectoriales, tenemos un resul-
tado que relaciona la suma de los indices en una superficie con la curvatura total. Antes
de dar la prueba del teorema, serd necesario dar algunas definiciones y probar algunos
lemas. Recuérdese que por superficie cerrada se entiende una 2 variedad compacta y
sin frontera.

Definicién 3.6. Sea v : [a,b] — R? una curva cerrada simple diferenciable a trozos y
tal que en cada segmento que sea diferenciable, la velocidad de v es unitaria. Decimos
que vy es un poligono curvado en el plano.

Definicién 3.7. Sea M wuna superficie Riemanniana, una curva vy : [a,b] — M de
velocidad unitaria es llamada un poligono en M si v es la frontera de un conjunto
abierto €1 con cerradura compacta y si ademds existe un sistema de coordenadas que
contiene a v y §2 tal que la imagen de v es un poligono curvado en el plano.

Definicién 3.8. Sea M una superficie cerrada, una triangulacion de M es una co-
leccion finita de triangulos en M (es decir poligonos en M cuya imagen bajo algin
sistema de coordenadas es un tridngulo) tal que la unidn de las regiones cerradas €
acotadas por los triangulos es M y tal que la intereseccion de cualquier par que no sea
vacia es un vértice comun de la pareja o un lado en comun.

El siguiente teorema fue demostrado por Radé en 1925. Para una prueba véase por
ejemplo [AS60] capitulo 1.

Teorema 3.2. Toda superficie cerrada orientable posee una triangulacion.

Sea C' una curva cerrada simple, diferenciable a trozos y tal que C' es la frontera de un
conjunto abierto {2 con cerradura compacta. Orientemos a C' como la frontera de ).
Sea {U,U~} una pareja de campos ortonormales que forman una base orientada del
haz tangente en una vecindad de . Sea Z un campo unitario tangente a la superficie
a lo largo de C' tal que Z sea diferenciable a trozos en los mismos intervalos que C.
Parametrizemos C' por longitud de arco, y definamos w, utilizando notaciéon compleja
por simplicidad, como (U, Z) + (U+, Z)i. Salvo un multiplo de 27, existe una tnica
funcién 6 : [0, L] — R, diferenciable a trozos si tanto C' como los vectores dados lo son,
donde L es la longitud de la curva, tal que

w(t) = cosB(t) + send(t)i. (3.1)

Decimos que 6 es el angulo que forma U con Z y en caso que no sea claro a que
vectores se refiere ¢, también la denotaremos por 0[U, Z]. Nétese que por definicién de
w, la ecuacién (3.1) implica que

Z = (cosO)U + (send)U+. (3.2)
Proposicién 3.6. Si {V,V+} es otra pareja de campos ortonormales definidos en
la misma vecindad que {U,U~} y con la misma orientacién, entonces mdédulo 2m se

verifica la formula
0V, 2] = 6V, U] + 6[U, Z),

mds ain, también tenemos que O[U, V] = —0[V, U].
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DEMOSTRACION. Sean a = [V, U], f = 0[U, Z], por la ecuacién (3.2) tenemos la si-
guientes ecuaciones,

7 = (cos B)U + (senB)U™,

U = (cosa)V + (sena)V+,
ademds, es inmediato que Ut = —(sena)V + (cos a)V+. Sustituyendo en la primera
ecuacion tenemos que

7 = (cos B cos a — senfsena)V 4+ (senf3 cos a + cos fBsenar)V =+

= cos(a + B)V +sen(a + B)V*.

Por lo tanto, o + 3 = [V, Z].

Finalmente, por la primera parte tenemos que 0[U, V] + 0[]V, U] = 0[U, U], pero co-
mo trivialmente U = cos(0)U + sen(0)U~, tenemos que 0[U, U] = 0, de donde se sigue
el resultado. u

Dado el dngulo 0[U, Z], definamos el anigulo total recorrido por el campo Z como la

funcién é¢[U, Z] = 0[U, Z|(1) — 0]U, Z](0).

Teorema 3.3. Si el campo Z es paralelo, se cumple la siguiente ecuacion.
%Wﬂ:/KM,
Q

donde K es la curvatura Gaussiana. En particular, la curvatura Gaussiana de una
superficie determina la desviacion del transporte paralelo a lo largo de ella.

DEMOSTRACION. Por simplicidad, denotemos [U, Z] como 6. Entonces Z = (cos 0)U +
(send)U+. Como ya se ha mencionado, la funcién 6 es derivable a trozos en los mismos
intervalos que la curva C' lo es. Por lo tanto, podemos tomar la derivada covariante de
Z alo largo de dichos intervalos, de manera que obtenemos que

df df
0= —(sen@)%U + (cos 9)%Ul + cos DU + senfd D, U, (3.3)

donde Dy es la derivada covariante. Como el campo U se encuentra definido en toda
una vecindad de la curva, tenemos que DU = V U, similarmente para U+. Ademaés,
como V es la conexién de Levi-Civita y U es un campo unitario, tenemos que

VU = w(C)U,

donde w es la forma de conexién definida por w(V) = (VyU,U*). Asi mismo, como
(U,U+) =0y el campo U* tambien es unitario, tenemos que

VUt = —w(O)U.
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Sustituyendo en (3.3) obtenemos

sené)(—% — w(C))U + cos Q(Z—f +w(C)HU* = 0.

Por lo tanto, % — —w(C) siempre que C sea diferenciable. Utilizando el teorema
fundamental del cédlculo en cada subintervalo en el que # sea derivable, tenemos que
Yt df
G(aiH) — Q(Ql) = / %dt

Sumando sobre todos los subintervalos obtenemos una suma telescopica en la izquierda
y la integral de % a lo largo de toda la curva en la derecha, por lo tanto,

5dam:mm—mm:/¢%%

0

por lo que

<%HLZ]:-1/Lw«nm

:_/c“"

Como C' es la frontera de €2, por el teorema de Stokes tenemos que

%mm:—/m,
Q

y por las ecuaciones de estructura de Cartan sabemos que dw = 7, donde 71 es la
forma de curvatura definida por R(X,Y,U,U*) = n(X,Y), en particular, en la base
ortonormal {U, U~} tenemos que n(U,U+) = —K. Como la base es ortonormal y
orientada, concluimos que n = —KdA, de donde se obtiene el resultado. O]

Lema 3.4. Sea f, : [0,1] — S} una homotopia de caminos, tal que para cada s,

fs(0) = ££,(1). Denotemos por fs : [0,1] — R un levantamiento arbitrario de f; a R.
Entonces la diferencia fs(1) — fs(0) es constante.

DEMOSTRACION. Como f,(0) = 4 £,(1), tenemos que fi(1) — f,(0) = nm, con n un
nimero entero. Por lo tanto la funcién 1( fs(1) = £4(0)), es una funcién continua de
[0, 1] hacia los enteros. Como [0, 1] es conexo y los enteros tienen la topologia discreta,
la diferencia debe ser constante. [l

Lema 3.5. Sea (U, ) un sistema de coordenadas orientado alrededor de p, tal que p
es el unico punto singular en U. Sea X un campo vectorial unitario definido en U.
Denotemos por'Y al complemento ortogonal de X con la métrica de M tal que {X,Y}
es una base ortonormal orientada definida en U. Sea V : [0,1] — TU un campo unitario
tangente a la foliacion alrededor de la curva cerrada simple C. Sea

w=(X,V)+(Y, V)i,

y sea 0| X, V] el angulo que forma V' con el vector X, entonces © = dc[X, V].
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DEMOSTRACION. Denotemos por g a la métrica Riemanniana dada en M y por h a la
métrica inducida por el sistema de coordenadas . Sea hy = (1 — s)g + sh. hs es una
métrica Riemanniana en U para cada s € [0, 1]. Denotemos por |- |s a la norma inducida
por h,. Sean

X
Xs:_a

| X1

Y — ho(X..Y)X,
v Y X Y)

AW ’

donde A; = |Y —hy(X,, Y)X,|s. Por el proceso de Gram-Schmidt, { X, Y;} es una base
ortonormal en U para la métrica hy. Més atn, un célculo directo muestra que { X, Y}
es una base orientada. Definamos

he(Xs, V) + hy(Ys, V)i
Vs '

Wg =

w, es una homotopia entre w y w; en S, tal que para cada s,
he( X, V(0)) + (Ys, V(0))i  ho(Xs, £V (1)) + (Ys, £V (1))i
V(0)ls VD)l

Por el lema 3.4, para cualquier levantamiento @, de w, tenemos que @;(1) — @;(0) =
(:)0(1) - (D()(O), donde (:JO = Q[X, V]

ws(0) = = Fwy(1).

Veamos que @(1) — @;(0) es igual al angulo total ©. Como h; es la métrica
inducida en U por ¢, se tiene que ¢ es una isometria con esta métrica, por lo que si
denotamos por e a la métrica Euclidiana, obtenemos que

14
e(p X1, 0 V) + e(pe Y1, 0. V)i
. V|

w1 =

Denotemos por X’ a ¢, X7, por Y a ©,Y; y por V' a |:Z V‘ También denotemos por
(+,-) ala métrica Euclidiana, de modo que w; = (X', V') + (Y, V')i. Sea v = (X", e1) —
(Y’ e1)i, donde {e1, ez} es la base usual de R?. Entonces al calcular el producto aw;
obtenemos que

awy = (X', e1) = (Y7, en))) (X, V1) + (Y, V')id)
= (X e) X"+ (Y7, 61>Y’ )+ (X e) (Y, V) = (Y e (X, V7))i
= (e, V') + (= (Y, en) (X V) + (X e) (Y, V7)), (3.4)

Noétese que como {X, Y} es una base ortonormal, e; = (X', e1) X'+ (Y’ e1)Y”, a su vez,
como ey es el inico vector unitario normal a e; tal que {e1, ex} es una base ortonormal
con la misma orientacién que {X’, Y’} es inmediato que es = —(Y” e1) X'+ (X', e1)Y".
Por lo tanto, la ecuacién (3.4) se convierte en aw; = (e1, V') + (€2, V')i = V’. Como
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solo nos interesa el valor de « a lo largo de la curva en la que calculamos ©, podemos
suponer que « es una funcién de [0,1] en S'. Sean &, © levantamientos de o y w;
respectivamente. Ndétese que

i(a4d) _ ia il

pla@+w)=e =% =aw =V

Por lo tanto & + @ es un levantamiento de V’. Por definicién de © tenemos que
O=a(l)+x() - (a(0) +@(0)) =w@(1) —o(0) + &(1) — a(0).

Solamente nos interesa calcular el valor de o a lo largo de la curva ¢ o C, ademas «
es una funcién definida en todo R?%. Sea ¢ = ¢ o C, como R? es simplemente conexo
existe una homotopia de lazos ¢, entre ¢ y una curva constante. Como « esta definido
en todo el plano podemos definir oy, = v o ¢5. Por lo tanto, dado el levantamiento & de
a a R, existe un unico levantamiento a, de ay tal que ay = @, ademas, como cada ¢
es un lazo, tenemos que para cada s, ¢s(0) = ¢4(1). Por lo tanto para cada s se cumple
que as(0) = a(1). Por el lema 3.4 la diferencia é4(1) — é(0) es constante, y como o
es constante, cualquier levantamiento de «; también debe serlo, en particular,

&(1) — a(0) = (1) — ao(0) = @ (1) — @ (0) = 0.
Por lo tanto, © = @(1) — @(0), que es lo que se queria probar. ]

Teorema 3.4. Sea S una superficie cerrada orientable de género g en la que se ha
definido una métrica Riemanniana. Supongamos que F es un campo de lineas en S con
un numero finito de singularidades. Entonces

/K:%Zj,
S

donde K es la curvatura Gaussiana de la superficie y la suma se realiza sobre los indices
de todas las singularidades.

DeMOsTRACION. Dada una curva simple Cla, b] — S tal que C' no contiene ningin pun-
to singular y dado un vector unitario V' tangente a la foliacién en T ()M, existe una
finica extensién continua de V' en un campo unitario V (t) tangente a la foliacién a lo
largo de C, la prueba es similar a la prueba de la proposicién 3.2. Sea Z un campo
vectorial paralelo definido a lo largo de C. Definamos ®(C) = 0[Z, V(1) —6[Z, V](0), es
decir que ®(C) = 6¢[Z, V], donde d¢[Z, V] es el dngulo total entre Z y V alo largo de C.

Si hubiésemos elegido el vector —V en lugar de V, entonces —V serfa su extensién, por
lo que utilizando la proposicién 3.6 tenemos que 8[Z, —V] = 0[Z, V] + 6]V, =V, pero
es inmediato que [V, —V] es un multiplo de 7, por lo que 0[Z, —V](1) —6[Z, =V ](0) =
0(Z,V](1)—0[Z,V](0), i.e. ®(C) no depende del campo tangente a la foliacién. Asi mis-
mo, si 7" es otro campo de vectores paralelos, tenemos que 07, V] =0(Z,T|+0[T, f/], y
como los productos (Z,T) y (Z+, T) son constantes a lo largo de la curva, es inmediato
que 0[Z,T] también debe ser constante. Por lo que ®(C') tampoco depende del campo
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paralelo elegido.

Denotemos por —C' a la curva C(1 — t), es decir que —C' es la curva C recorrida
en la direccién opuesta. El campo V(1 —t) es la extensién del vector V(1) tangente a
la foliacion a lo largo de —C, asi mismo, el campo Z(1—t) es un campo paralelo a lo lar-
go de —C. Por lo tanto, si denotamos por ¢ al angulo que forman los vectores ‘7(1 —t)y
Z(1—t) alolargo de —C, tenemos que ¢ = 0[Z, V](1—t), por lo que &(—C) = —®(C).

Como S es una superficie compacta y orientable, podemos dar una triangulacién de S.
Veamos que podemos dar la triangulacion de tal forma que se cumple lo siguiente,

a) Ningun tridngulo contiene una singularidad en su frontera.

b) Cada tridngulo contiene a lo méds un punto singular en su interior.

Probaremos primero que se cumple (a). Supongamos que existe un tridngulo 7"y un
punto singular p tal que p se encuentra en un borde de 7" pero no en un vértice. Como
cada tridngulo tiene una vecindad homeomorfa a R? tal que la imagen de T es un
triangulo en el plano, podemos suponer que 7' es un tridangulo plano. La figura 3.1
muestra como deformar 7" de modo que p sea un punto interior.

Figura 3.1: Deformacién de un lado.

Supongamos que p se encuentra en un vértice al cual convergen s lados. Para cada
pareja de lados contiguos tomemos un segmento que los une de forma que obtengamos
un poligono tal como se muestra en la figura 3.2.

EndExpansion Triangulemos el interior del poligono formado de tal manera que p
sea un punto interior en alguno de los tridngulos. Al tomar la divisién, cada tridngulo
que tenga a p por vértice es dividido en una parte contenida en el interior del poligono
y un cuadrildtero. Triangulemos cada cuadrilitero de forma que obtengamos dos

Figura 3.2: Deformacién de un vértice
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Figura 3.3: Las singularidades en el interior de 1" se pueden separar

triangulos con un lado en comun. La triangulacion formada siguiendo los pasos ante-
riores cumple la primera condicién.

Probemos ahora la segunda condicién. Supongamos que el tridngulo 7" contiene 2 sin-
gularidades en su interior, digamos p y ¢. Triangulemos T de modo que cada triangulo
formado contenga a lo més un punto singular en su interior. La figura 3.3 muestra una
manera de haer la triangulacion. el caso general se sigue por induccién en el niimero
de singularidades y utilizando la parte 1.

Dada la triangulacién de S, numeramos los triangulos como Ti,75,.... Sea T} un
triangulo dado. Como T}, esté contenido en un sistema de coordenadas, existe un cam-
po unitario local U definido en una vecindad de 7T;, ademas, existe un tinico campo
U+ ortogonal a U y tal que {U, Ut} es una base orientada en cada punto. Sea ),
el abierto tal que T} es su frontera y orientemos el tridngulo como la frontera de €.
Definamos j, como el indice del inico punto singular en €2 si es que hay alguno, en
caso que no haya ningin punto singular en {2, definimos j; como 0. Por el lema 3.5
podemos calcular el valor de j; utilizando el tridngulo 7} orientado como la frontera
de Qi y utilizando el campo U. Sea V(t) un campo unitario tangente a la foliacién a
lo largo de T}, entonces

, 1
Jk = %5Tk[U, V. (3.5)

Sea c¢(t) una parametrizacién de T} que preserve la orientacién, definamos Z(t) como
el transporte paralelo de un vector unitario arbitrario, tangente a la superficie en ¢(0).
Por el teorema 3.3 sabemos que se cumple la identidad

KdA = 6., [U, Z). (3.6)
Ty
Por lo tanto, por (3.5) y (3.6) tenemos que
27Tjk— KdA:(STk[Z,U]—f-(STk[U,V]

Tk

= or,[Z,V].

Pero si Oy, Cy, C5 son los lados de Ty, se cample que 07, [Z, V] = ®(C1)+P(Cy)+P(C5).
Por lo tanto, al sumar sobre todos los triangulos tenemos,

273G~ [ Kid= 3 a(C),

CZ‘ GTk
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pero la tultima suma es 0 porque cada lado pertenece exactamente a dos tridangulos
de tal forma que es atravezado en direcciones opuestas en cada triangulo. Por lo
tanto, si ®(C;) se encuentra en la sumatoria, entonces también se encuentra ®(—C;) =
—(C;). O

Corolario 3.1. (Teorema de Poincaré) Si S es una superficie cerrada y orientable, y
F es una foliacion con un numero finito de singularidades, entonces

> i=x(9),

donde x(S) =2(1 — g) es la caracteristica de Euler de la superficie.

DEMOSTRACION. La prueba es consecuencia inmediata del teorema de Gauss-Bonnet.
O

3.3 La conjetura de Carathéodory

Sea f : M? — R* una inmersién isométrica. Consideremos el par (f,v), donde
v € NM. En el capitulo 1 definimos las v-curvaturas principales y las v-direcciones
principales del campo como los eigenvalores y eigenvectores del v-operador de forma.

Definicién 3.9. Los puntos x € M tales que las v-curvaturas principales coinciden
son llamados puntos v-umbilicos o simplemente puntos umbilicos si es claro cudl es el
campo normal v.

Proposicién 3.7. Las curvaturas principales estan dadas por la ecuacion
H+VH? - K,

donde H es la curvatura media y K la curvatura Gaussiana de la superficie.

DEMOSTRACION. Sea p € M, fijemos una base para T,M. Sea A = (‘g 3) la expresion
local del operador de forma en la base dada. Entonces las curvaturas principales de M
en p son las raices del polinomio caracteristico,

A — Tr(A) + det A = 0.
Pero por definicién Tr(A) = 2H y det A = K, de donde se sigue el resultado. ]

Por lo tanto si p no es un punto umbilico, necesariamente H? — K > 0, por lo que las
curvaturas principales de la inmersién son diferenciables en una vecindad de p.
Denotemos por U al conjunto de puntos umbilicos de M. Supongamos que U es cerrado,
de modo que M — U es una subvariedad de M de la misma dimension. En el apéndice
se describe el haz proyectivo de M. Fijemos una de las dos curvaturas principales,
digamos k;, y definamos s : M — U — PM como la seccién tal que a cada p € M s(p)
le asigna la direccion principal correspondiente a la v-curvatura principal k;.

Proposicion 3.8. s es una funcion diferenciable de M — U en PM.
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DEMOSTRACION. Sean p € M y {X,Y} un par de campos tangentes, ortonormales y
diferenciables definidos en una vecindad V' de p, tal que A = (g 2) es la representacion
local de S, en V. Nétese que necesariamente en p se debe tener que a o b es distinto de
k;, pues en caso contrario al calcular la traza de S, en p tendriamos que Tr(S,(p)) =
2k;(p), pero como Tr(S,(p)) = k1(p) + ka(p), necesariamente tendriamos que ki(p) =
k2(p), lo cual contradice que p no sea un punto umbilico. Supongamos sin pérdida de
generalidad que a(p) # k;(p) y hagamos més pequena la vecindad V' de ser necesario
de tal forma que k; # a en todo V. Sea

7 —

= kiX +Y.

Un cdlculo directo demuestra que S, (Z) = k;Z en V. Ademdas X es un campo vectorial
diferenciable tangente a M. Sea p : TM — {0} — PM el morfismo natural (ver
apéndice), p es una funcién diferenciable, ademas nétese que en V' s(y) es la linea
en T,M que contiene a X(y), i.e. s(y) = p(X(y)). Por lo tanto s es una funcién
diferenciable en V. Como V es una vecindad de un punto arbitrario, s es diferenciable
en todo M — U. [l

Sea A la distribucién en M — U tal que A, es la direccién principal correspondiente a
k;. En la proposicién 3.8 probamos que A es una distribucién diferenciable. Como A,
es un subespacio de rango 1 para cada p, tenemos que A es trivialmente involutiva. Por
el teorema de Frobenius, A es totalmente integrable, i.e., para cada p € M — U existe
un sistema de coordenadas (V, ¢) tal que en V', A, es el espacio generado por el vector
01. De esta manera, la distribuciéon de direcciones principales genera un foliacion de
M — U de rango 1 de tal forma que para cada p, la hoja de la foliacion que pasa por p
es una curva cuyo vector tangente en cada punto corresponde a la direccién principal
en p de k;. A la foliacién de M — U que acabamos de describir se le llama un campo
de lineas de curvatura o foliacién principal.

Supongamos que todos los puntos v-umbilicos de la superficie son aislados, de tal
forma que si M es una superficie compacta, entonces soélo puede tener un conjunto
finito de puntos umbilicos.

Definicién 3.10. Para cada inmersion isométrica f y cada campo normal v € NM
fijos, llamamos la configuracion principal de M al par de foliaciones definidas por las
lineas de curvatura de ambas direcciones principales junto con el conjunto de puntos
umbilicos.

Conjetura de Carathéodory. Todo encaje suave de una esfera en R? tal que su
imagen es convexa debe tener al menos dos puntos umbilicos.

En la construccion de las lineas de curvatura no fue necesario utilizar de manera di-
recta la inmersién en R*, sino sélo el hecho de que una vez fijado un campo normal,
la inmersién define un operador de forma en la superficie, por lo tanto, podemos hacer
las mismas construcciones para inmersiones en R3; en particular, las direcciones prin-
cipales de la inmersién forman una foliacién dife-
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renciable de rango 1 de M, por lo que si M tiene sigularidades aisladas, podemos cal-
cular el indice de Poincaré-Hopf de cada una.

Conjetura del Indice. Si f : M? — R3 es un encaje de una superficie compacta, tal
que M tiene un numero finito de puntos umbilicos, entonces cada punto umbilico de
M tienen indice de Poincaré-Hopf menor o igual a 1.

Teorema 3.5. Si la conjetura del indice es cierta, entonces también lo es la conjetura
de Carathéodory.

DEMOSTRACION. Supongamos que la conjetura del indice es cierta. Sea f : S — R3
un encaje de una superficie S homeomorfa a una esfera. Supongamos que f tiene una
cantidad finita de puntos umbilicos. Si la conjetura del indice es cierta, cada uno debe
tener indice menor o igual a 1. Como S es homeomorfa a una esfera, x(S) = 2. Por lo
tanto, por el teorema de Poincaré,

d j=2

Es claro que si cada indice es menor o igual a 1, la suma de la izquierda debe tener al
menos dos términos. Por lo tanto, la conjetura del indice implica la de Carathéodory.
O

Aparte de la importancia natural que merece la clasificacién de los indices de los puntos
umbilicos que se pueden dar en una superficie, en vista del teorema 3.5 tal clasificacion
adquiere una relevancia ain mayor. En relacién con este problema un posible camino
es el siguiente.

Dado que una superficie en R? se encuentra también en R* podemos intentar cla-
sificar el indice de las inmersiones en R? clasificando primero el de las inmersiones
en R* y aplicando el teorema fundamental de las subvariedades para buscar cusles
de esas inmersiones son en realidad inmersiones en R3. Nétese que el v-operador de
forma se construyé de manera que si el punto x € M es v-umbilico para la inmersion
f: M — R*y si se satisface el teorema fundamental, entonces x también es umbilico
para la inmersién en R? dada en el teorema. Ademas, el valor del indice de x como
punto v-umbilico es el mismo que el del indice como punto umbilico en R3.

3.4 Puntos Umbilicos en R*

En este capitulo consideraremos puntos v-umbilicos aislados en superficies. El siguiente
teorema es un resultado clasico de geometria diferencial que dice que localmente toda
superficie inmersa en R* es la grafica de una funcién.

Teorema 3.6. (teorema de la grafica) Sea f : M™ — R™ una inmersion isométrica
y sea T una isometria de R™ tal que 7(f(p)) =0 y 7(v;) = &;, donde vy, ..., v, es una
base ortonormal de f.(T,M) y é; es el i-ésimo vector canonico de R™. Entonces existe
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un sistema de coordenadas ¢ : U — R"™ en una vecindad de p, tal que ¢(p) = 0, y se
cumple la siguiente ecuacion,

Tofoo¢ tz) = (z,h(x)).

DEMOSTRACION. Sea ¢’ : U’ — R™ un sistema de coordenadas en una vecindad de
p, haciendo una traslacién en R"™ de ser necesario, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que ¢/'(p) = 0. Sea ey, ..., e, la base ortonormal usual de R". Se tiene la
siguiente ecuacion en ToR",

[rofod¢ (e =7fu(d).

Como 7, f.(0;) se encuentra en el subespacio generado por éy,...,¢é,, la matriz Jaco-
biana de [7 o f o ¢'~!] tiene la siguiente forma en 0,

A’I’LX’/L

[rofod ()= [~~~
0

Como f es una inmersion, tenemos que det(A) # 0. Sea

Tofo¢ N (z)=(g'(x),....9"(x)),

y definamos g(z) = (¢'(x),...,¢"(x)). La matriz Jacobiana de g en 0 es la matriz
A. Por el teorema de la funcién inversa, existe una vecindad V' de 0 tal que g es un
difeomorfismo entre V' y su imagen.

SealU = ¢ 1(V),p=go(d|ly) yh=(¢""og™},..., g"og™!). ¢ es un difeomorfismo
tal que ¢(p) = 0, ademads, se tiene que

Tofo¢ N (zr) =70 fo¢ ™ ogTl(z) = (x,h(z)).
Por lo tanto, ¢ es el sistema de coordenadas buscado. O]

Como 7 es una isometria, 7, induce un isomorfismo entre el haz normal a M a lo largo
de f y el haz normal a lo largo de 7o f tal que conserva la métrica, conexién normal y
segunda forma fundamental. Por lo tanto, podemos usar el teorema de la grafica para
estudiar, localmente, las ecuaciones fundamentales suponiendo que la inmersiéon es la
grafica de una funcién.

Sea X : U — M una parametrizaciéon de M y sea v un campo normal definido en
X(U). Como los campos vectoriales 0y, 0y forman una base de T,,M para cada x en
U, podemos calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental utilizando las
ecuaciones siguientes,

€y = lu(alaal) = <V> v8161>7

similarmente,

fll = <V7 v<5)182> Yy gy = <V7 v(9262>‘
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Sean e, €5 los vectores canénicos en R%  Como 0; = X.(e;) v e1,es se extienden
paralelamente en R?, tenemos que

(V9,0;) 0 X = Vi x.(en s Xi(e5) = (f 0 X)ij,

donde (f o X);; denota la funcién cuyas componentes son las derivadas parciales de
segundo orden, 7, 7, de la funcién f o X. Por lo tanto,

e,oX = (voX, (foX)n),
fl,OX == <l/OX7 (fOX)12>,
goX = (WoX,(foX)n).

Haciendo U suficientemente pequeno, podemos suponer que en U existe un campo
normal unitario v, ortogonal a v. Sean vy, vy € T,M las v*-direcciones principales y
sea 7 la isometrfa de R?* tal que 7(f(p)) = 0y tal que 7, envia los vectores ortonormales
fo(v1), fo(va2),v(p), v (p) en la base usual éi,...,é;,. Por el teorema de la grifica,
existe una parametrizacién g : R*> — M tal que 7o f o g(z) = (z,h(z)). Sea h(z) =
(¢(x),9(x)) y supongamos que p es un punto v-umbilico. Definamos x = 70 f o g.
Llamaremos a x la parametrizacion canonica de f.

Definicién 3.11. Sea F : U C R? — R una funcion diferenciable definida en el abierto
U. Fijemos un punto p en U. El k-éstmo Jet de F' es el desarrollo de Taylor de orden

k de F alrededor de p.

Teorema 3.7. El 3-jet de ¢ y 1 alrededor de p estin dados por las siquientes ecuacio-
nes,

Plu,v) = 5(”2 +0%) + %u3 + §u2v + §u112 + gqﬂ’,
)
U(u,v) = %uz + %v2 + 6103 + %u% + gmﬂ n gvz),’
donde k es la v-curvatura principal de p y o = e,.(p), v = g, (p).

DemosTRACION. Como 7 es una isometria, se tiene la siguiente ecuacion,
€y = <V7 6<9lal> = <T*<V)7 T*(ﬁalal» = <T*<V)= @7’*317_*81%

similarmente para f,, g,. Por lo tanto, para la parametrizacion g, los coeficientes de
la v-segunda forma fundamental a lo largo de f coinciden con los coeficientes de la
7, (v)-segunda forma fundamental a lo largo de 7o f. Similarmente para la v*-segunda
forma fundamental, Por lo tanto, tenemos las siguientes ecuaciones,

e(p) = (é3,x11) = on(0),
fu(p) = <é3, X12> = ¢12(0)7
9(p) = (€3,%22) = ¢22(0).

Similarmente,
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e,i(p) = (e, xn) = ¢Yn(0),
for(p) = (ea,x12) = ¥12(0),
gut (p) = <é4, X22> = o (0)

Como 7.(f.(T,M)) es el sub-espacio de R* generado por éi,és, tenemos que dpy =
dipy = 0, por lo que en TyR? se tiene que x,(e;) = ¢&;, de donde obtenemos

g*(el) = f;lﬁ:lx*(ei) = Vi,

i.e., con la parametrizacén g, los coeficientes de las v v v+ segundas formas fundamen-
tales corresponden a la base ortonormal vy, vy. Utilizando el lema 2.3, la matriz para
S,(p) en esta base esta dada por la ecuacién

e(p) fo (p))
Sl/ = )
so1= (50
similarmente para [S,+ (p)]. Como p es v-umbilico, cualquier base ortonormal para T}, M
diagonaliza al operador S,,, por lo que e, (p) = g,(p) = k 'y f.(p) = 0. Ademds, como vy
y vy son las direcciones principales de S, , la matriz del v*+-operador de forma en esta

base también es diagonal, en particular, f,. = 0. Por lo tanto, ¢11(0) = ¢22(0) =k y
$12(0) = ¥12(0) = 0. El resultado se sigue de la férmula de Taylor. O

También tenemos un resultado analogo para el 1-jet del campo 7, normal a M a lo
largo de 7o f. Sea u = (7,v) o g, podemos identificar a y con una funcién de R? a R*
como es usual.

Lema 3.6. El 1-jet del campo p estd dado por la ecuacion
p(u,v) = (—ku, —kv, 1, mu + nv).

DemosTrACION. Como 7. (v(p)) = é3, tenemos que p(0) = (0,0,1,0). Sean p',..., u
las funciones componentes de p, entonces pu? = (u, é;), por lo que,

o A - )
ozt = ai<7—*y7 €j> = <V3¢(T*V)’ej>'

Como 7 es una isometria, Vg, (7.v) = 7.(Vg,v), por lo que

<@8i(7—*y)7éj> = <@8iy7 T*_léj>'

Como T;lél = v1, tenemos que
op - e
= (0) = (Vor(p), 77 e1) = (Vau(p),vr).
Similarmente,
ou? -
or' (0) = (Vaiu(p), U2>,
o3 -

Oz 0) = (Vou(p),v).
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En la prueba del teorema anterior mostramos que en la parametrizacién g, el campo
tangente 0; coincide con el vector v; en p. Por lo tanto,

opt opt

B 0 = —€, = —k‘ _— 0 = —T1y = 0

O 10) = ~e.p) v 20 =)
De manera similar, %(O) =0y g’—;z(O) = —k. Finalmente, como v es un campo
unitario, tenemos que (Vy.v,v) = 0, por lo que g’;g (0) = 0. El resultado se sigue de la
formula de Taylor. O

Lema 3.7. El 2 Jet del campo p esta dado por la siguiente ecuacion,
d , 1 2
(—ku — —v° — ——u” — (d + na)uw, —gu = kv — (b4 my)uv — 5(0 + 2nvy)v7,

1 1 1
1- §(k2 +m*)u® — mnuv — 5(1{:2 +n?)v? mu + nv + §w02v2 + wyuv + §w20u2)
DEMOSTRACION. En el lema 3.6 se calcularon las derivadas de primer orden de la funcién
1 asociada con el campo normal v, por lo que sélo resta hallar las derivadas de segundo
orden de las componentes de pu.
Como (v,0;) = 0, al tomar la segunda derivada obtenemos,

0? 0?
@(% 0i) = m@a X;)
(Vhjs Xi) + (Vs Xi5) + (v, Xae) + (v, Xigg)

donde los subindices representan las derivadas parciales componente a componente.
Evaluando en el origen y utilizando el teorema 3.7 obtentemos lo siguiente

(vhjr i) = —((Wh, Xi5) + (5, Xik) + (Vs Xing))- (3.7)

Utilizando el valor del polinomio de Taylor de primer orden dado en el teorema 3.6,
junto con el teorema 3.7 obtenemos el resultado para las primeras dos componentes del
campo v. De manera similar, utilizando la ecuacién (v,v) = 1, obtenemos al derivar
dos veces,

(Vjk, V) = —(vj, Vg). (3.8)

Como en el origen el vector v coincide con é3 los coeficientes del polinomio de Taylor
de la tercera componente se obtienen del teorema 3.6. Finalmente, las componentes de
la cuarta componente se obtienen de la formula de Taylor. O]

Lema 3.8. Sea u* = (1.vt) o g, el 1-jet de p* estd dado por la ecuacion
MJ_(U’ U) = (—Oéu, -V, —mu — nv, 1)

donde o,y son los coeficientes de u? y v? en la parametrizacion candnica y m,n estdn
dados por el teorema 3.6.
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DEMOSTRACION. Sean /", ..., i/* las funciones componentes de pt. Por construccién
de la isometria 7, tenemos que pu*(0) = (0,0,0,1). En el teorema 3.6 probamos que
%(0) =—e,(p)y %(O) = —f,(p), de manera similar tenemos las siguientes ecuacio-
nes,

ou't ot

) = e, o), ) = s,
ademas,

aM/Z alu/2

71 (0) = _ful(p)v 72 (0) = _gVL(p)'

Como en la parametrizacién canénica f, 1 (p) = 0, tenemos que los 1-jets de las funciones
componentes p'' y p/? estan dados por las ecuaciones

ph=—e,u(p)u=—au y ©? = =g, (p)v=—.
También se mostré en el teorema 3.6 que %’;—Z = (Va,v, 7, '¢;). De manera similar,

7 5
%/;Z = <v<9iVL’T*_1éj>a
por lo que
o ~ .
2(0) = (Vort(p). 7 e (p)
= (Vo (p), v(p))
= — (v (p), Var(p))
a 4
a _a/;i (0)

Como g—fﬁ(O) =my g—g;l(O) = n, el primer jet de y® alrededor de 0 es —mu — nv.

Finalmente,

I 0) = (Vo (). 75 ea)) = (Vo (). (0) =0,

donde la tltima igualdad se debe a que v+ es un campo de longitud unitaria. Por lo
tanto, el 1-jet de ;/* es constante e igual 1. O]

Lema 3.9. El 2 Jet de u* alrededor del origen estd dado por la siquiente ecuacion,
1 2 L
(—ou + 5(2km —§)u” + (kn — €)uv — 5(’1} :
1 1
—yv — 56u2 + (km — Quv + 5(2/571 — ),
1 1
—Mu — NV — W UL — 5(1020 + ka)u? — §(w02 + ky)v?,

1 1
1 — mnuv — §(m2 + a®)u? — §(n2 + ¥?)v?).
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DEMOSTRACION. En analogia a las ecuaciones (3.7) y (3.8) del Lema 3.7, en el origen
tenemos las siguientes ecuaciones,

Wi &) = =i, %) + (v xa) + (05, xa)). (3.9)
Wi vty = =), (3.10)
1

como en el origen v~ coincide con é4, los coeficientes de segundo orden de las dos
primeras componentes y de la tltima componente del campo v+ se obtienen de las
ecuaciones (3.9) y (3.10). Finalmente, como (v, ) = 0 tenemos la siguiente ecuacion,

(vig, vy = —((vj,wi) + (v, vig).

Evaluando en el origen y utilizando el lema 3.7 obtenemos los términos de segundo
orden del polinomio de Taylor correspondiente a la tercera componente de v+. O

En el capitulo 2 se mostré que para que exista una inmersion isométrica de una super-
ficie inmersa en R* en R3, con segunda forma fundamental determinada por la segunda
forma fundamental de la inmersién en R*, es suficiente con verificar que las siguientes
ecuaciones se cumplen,

S, W, =0,

VW l/J' =

v

Donde W, = (Vv v) X + (Viv, v1)Y | ademds X, Y son cualquier pareja de cam-
pos tangentes linealmente independientes, mas ain, si W, # 0, es suficiente con ve-
rificar la segunda ecuacién. Utilicemos la parametrizacion candnica x para suponer
que X = 0,, Y = 9, y que los vectores normales coinciden en p con é* y é* Si
utilizamos las aproximaciones de los campos normales dadas por los teoremas 3.6 y
3.8 tenemos que en una vecindad del origen podemos aproximar W, con la ecuacion
W, = (n — kvy)0, + (—m + kua)d,, que se obtiene sustituyendo cada campo nor-
mal por su aproximacion a primer orden. Podemos utilizar el mismo procedimiento
para estudiar una aproximacién de la ecuacion de Codazzi a primer orden. Como
(Vo,vt,v) = (Vg vt v), podemos reescribir la ecuacién de Codazzi, tomando X = 4,
y Y = 0,, del siguiente modo,

= L o\e. L IS NI
(Vo,v—, 1)V, v+ (v, Vy,)Vy v =0.
Como en R* la conexién coincide con la derivada del campo vectorial componente a

componente, la ecuacén de Codazzi es equivalente a

L i i L
(v, vy, + (v v, = 0.
Utilizando la parametrizacién canénica y haciendo la identificaciéon usual del campo v
con la funcion p definida en la seccidon anterior obtenemos, al evaluar en el origen la

ecuacion de Codazzi y utilizando los lemas 3.7 y 3.9, la siguiente ecuacion:

(na, —my,0,0) = 0.
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Es decir que na = m~y = 0. Si tomamos las derivadas parciales de las componentes de
la ecuacién de Codazzi en el origen, obtenemos las ecuaciones

Vo V)V + U vV + (W, )y + (v v vy + (0 va)vy + (v, vy, = 0,
1

Waws VIV + (v v vy + (0, v + (0 vy + (0 vavy + (v m)vy, =0,

donde la primera se obtiene de derivar la ecuaciéon de Codazzi respecto de u y la segunda
respecto de v. Sustituyendo en el origen y utilizando los lemas 3.7 y 3.9 obtenemos las
siguientes ecuaciones

(—kmn + nd — me + aqw, km? — kary + ne — m¢ — ywsy, 0, 0) = 0,
(—kn? + ne — m( + awgy, kmn +n¢ — mn —ywy1,0,0) = 0.

Por el capitulo 2 sabemos que la ecuacion de Gauss es equivalente a la ecuacion
2
€pLgyt — ny- = 07

ademas de que e,. = (Tyy, V), fur = (Tuw, V1), gor = (Tyw,vT). En particular, si
evaluamos las expresiones para los coeficientes de la segunda forma fundamental en el
origen encontramos que la ecuacién de Gauss en el punto umbilico es la ecuacion

ay = 0.

Finalmente, al tomar las derivadas de la ecuacion de Gauss de la misma manera como
hicimos con la ecuacién de Codazzi y evaluar en el origen obtenemos

—kmoa —kmy+yd+af = 0,
—kna — kny+~ve+an = 0.

Por lo tanto, utilizando las relaciones ay = 0, my = 0 y na = 0, las ecuaciones para
las derivadas de la ecuacién de Codazzi se convierten en las siguientes:

—kmn 4+ nd — me + aw;;y

km? 4+ ne — m¢ — Ywgy =

—kn® 4+ ne —ml + awpe =

o o o o

kmn +n¢ —mn —ywyy =

Asi mismo, las ecuaciones para la derivada de la ecuacion de Gauss se simplifican en
las siguientes:

—kma+~v0+af = 0,
—kny+~ve+an = 0.

Como ay, m7y y na deben ser nulos, obtenemos las siguientes posibilidades para los
valores de los parametros de los campos normales y la inmersién isométrica en R*:
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n,vy=20 m, a =0 a,v=20
—me+aw;; = 0 noe = 0 —kmn+nd —me = 0
m(km—¢) = 0 ne —ywgy = 0 km? 4+ ne — m¢ 0
—ml +oawp = 0 n(—kn + ) 0 —kn? +ne —m( 0
-mn = 0 n¢—~ywy = 0 kmn+n(—mn = 0
a(=km+¢) = 0 v = 0
an = 0 Y(—=kn+e = 0

Tabla 3.1: Condiciones sobre los paramétros de una superficie para que exista una
inmersion isométrica en R con sequnda forma fundamental determinada por su in-
mersion en R%.

Por lo tanto, de existir una inmersién isométrica de la superficie en una vecindad
del punto umbilico, esta debe cumplir las ecuaciones correspondientes a alguna de
las columnas de la Tabla 3.1. Resulta que, en una vecindad de un punto umbilico,
se encuentran clasificados ciertos tipos de lineas de curvatura , que se denotan por
D1, Dy, D3 v Di5. Ademés se sabe que los casos genéricos o estables son los casos
Dy, Dy v D3. Al caso no genérico Diy se le conoce como una bifurcacion de los casos
D, y Dy. En [NSBO1] se describe la dindamica de la configuracién principal en una ve-
cindad del punto umbilico al variar el campo normal, manteniendo la condiciéon de que
p debe ser un punto umbilico. Entre los resultados principales de [NSB01] encontramos
que en el espacio de parametros (m,n) del 1-jet de los campos normales tales que p
sigue siendo un punto umbilico, el inico conjunto de campos normales de los que no
se sabe el valor del indice del campo de lineas de curvatura que definen en p esta dado
por la ecuacién lineal
b (a—b)b+ (c—d)d

n = Em—l— (o= )d , (v —7)d # 0. (3.11)

Utilizando la tabla 3.1 vemos que el ultimo caso @ = v = 0 no es posible en el caso de
que el campo normal corresponda en el espacio de parametros a la recta no simple. Si
tomamos el caso m = o = 0 y suponemos que y # 0, entonces la ecuacion de Gauss se
convierten en

6 = 0,
—kn+¢e¢ = 0.

Utilizando las ecuaciones anteriores, la ecuacién de Codazzi se reduce a las siguientes
ecuaciones:

ne —ywy = 0,

ng —ywy =

Similarmente, si tomamos el caso en que n = v = 0 y suponemos que « # 0, las
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ecuaciones fundamentales se convierten en:

’r] =
—km+( =

—me + qwy; =

o oo o

—mC + QW —

La importancia de las ecuaciones anteriores es que relacionan propiedades puramente
geométricas de la superficie, i.e. la curvatura Gaussiana y las derivadas de la inmersion
en el punto umbilico, con las propiedades extrinsecas, es decir con los pardametros n
y m que corresponden al haz normal y las derivadas del haz normal en el punto umbilico.

En relacion con las conjeturas del indice y de Carathéodory surge la pregunta natural
de hallar el valor del indice para los dos tnicos pares de parametros de los campos
normales que admiten una inmersién isométrica en R3. Sin embargo, no se sabe atin
cual es el valor de este indice y no se espera que se pueda dar una respuesta pronta.



Apéndice A

Construcciones en haces vectoriales

A.1 La suma de Whitney

Sean V, W dos espacios vectoriales reales de dimensién finita, entonces la suma directa
V & W de estos dos espacios estd definida como el producto cartesiano V' x W con
operaciones de suma y producto por un escalar definidas componente a componente.
Esta misma construccion se puede llevar a cabo sobre una variedad si reemplazamos
V' y W por haces vectoriales.

Proposiciéon A.1. Sean E, F dos haces vectoriales reales sobre una variedad M. De-
notemos por E, a la fibra de E sobre x. Definimos la suma de Whitney, E & F, de los
haces como

EeF={(x,v)|re Mjve E, & F,}.

Si m((x,v)) =z, se cumple que m: E® F — M es un haz vectorial sobre M.

A.2 Tensores con valores en un haz vectorial

Sea M™ una variedad Riemanniana. Entonces para cada par de enteros p,q podemos
construir el haz vectorial @ ?T'M de tensores p veces contravariantes y ¢ veces cova-
riantes como es usual. Sea 7 : ' — M un haz vectorial arbitrario real en el que hemos
introducido una métrica Riemanniana. Para cada x € M denotemos por E, a la fibra
de E sobre x y por I'E al espacio de todas las secciones diferenciables de F.

Definicién A.1. Seanm: E — M yp: F — M dos haces vectoriales reales, entonces
el producto tensorial E, ® F, estd bien definido. Sea £ ® F' el espacio cuya fibra en x
es el producto tensorial £, ® F,, E® F' es un haz vectorial que llamaremos el producto
tensorial de E' y F.

Dados dos espacios vectoriales V' y W existe un isomorfismo natural entre W* @ V,
donde W* es el espacio dual de W, y el espacio Hom(W, V') de transformaciones lineales
de W a V dado en generadores por (f ® v)(z) = f(z)v. Esta misma construccién se
extiende a los haces vectoriales de manera que existe un isomorfismo de haces vectoriales
a lo largo de la identidad entre F* ® F, donde F™* es el haz vectorial cuya fibra en x
es el espacio dual F,, y Hom(E, F), el haz vectorial cuya fibra en x son todas las
transformaciones lineales entre £, y F,. Dado que una forma diferencial w € A'M es
una secciéon de T* M, para cualquier campo vectorial X € T'(T'M), podemos identificar

67
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el producto w ® X con un operador de I'(T'M) a I'(T'M). Esta construccién se puede
generalizar a un producto arbitrario A'M ® E, de modo que podemos identificar a un
vector w®@v € A'M ® E con un operador lineal I'(T'M) — T'E. En general, se tiene el
siguiente teorema.

Teorema A.1. Sea T M el haz vectorial sobre M que consiste de todos los tensores
k wveces covariantes. Entonces existe un isomorfismo de haces vectoriales a lo largo
de la identidad entre (2°*TM) @ E y Hom( x* TM, E), el haz vectorial sobre M
cuya fibra en x es el espacio de todas las funciones k veces multilineales de T, M a

E tal que sin es la imagen de (W' ®@ -+ ® W*) @ v bajo este isomorfismo, entonces
(X1, ..., Xp) = w( X)) WF(Xp)v.

DEMOSTRACION. [Bosquejo de la prueba] Para cada x € M, la fibra de @**TM en x
es el espacio @*T* M, donde T M es el espacio dual de T, M, pero por las propiedades
del producto tensorial de espacios vectoriales sabemos que existe un tinico isomorfismo
f entre el espacio T de funciones k veces multilineales en T, M v QT M tal que el
siguiente diagrama es conmutativo:

M f T

p1 |
xkT*M  f T
_—
donde p(w! x -+ x W) =w! ® - ® W es la proyeccién natural, y si
g = flw'x---xwk), entonces g(vy,...,vx) = w'(vy) -+ wk(vy). A partir del isomorfismo
f podemos construir un isomorfismo F de haces vectoriales entre @**TM v el haz
vectorial cuya fibra en z es el espacio de todas las funciones k veces multilineales
de T,M a R. Como ®"'TM es el espacio de las 1 formas diferenciales, ya hemos
probado que (%'TM) ® E es isomorfo a Hom(T'M, E). El resultado general se sigue
por induccién utilizando el isomorfismo F. Il

Ejemplo A.4. Sea « el operador de la segunda forma fundamental definido en el
capitulo 1, entonces a € Hom(T'M x T'M, N M), por lo que salvo isomorfismo podemos
suponer que o € (Q%2TM) ® NM. Si v,vt es una pareja de campos normales a la
superficie que forman una base ortonormal de N M, entonces para cada par de vec-
tores tangentes X,Y podemos descomoponer a(X,Y) como [, (X,Y)v + 1, (X,Y)vt,
donde [,,,1,,. son funciones bilineales simétricas definidas en T, M para cada x. Por lo
tanto, utilizando el isomorfismo del teorema A.1 podemos escribir o = I, @ v+1,. @ v+.

Teorema A.2. Sean E y F haces vectoriales sobre M con métricas Riemannianas g
y h definidas en cada uno de ellos. Eziste una unica métrica g @ h en E ® F tal que
g h(v@w, v @uw') = g(v,v)h(w,w").

Si en el haz E existe una métrica Riemanniana podemos construir una conexién en
(@U*T'M) ® E tal que se satisfaga la regla de Leibniz en el producto tensorial.
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Teorema A.3. Sean V una conexion en M y V' una conexion en el haz vectorial
Riemanniano E. Entonces existe una tnica conexion V en (R“*TM) @ E tal que se
cumplen las siquientes condiciones.

a) Vxv=V4v, siveTE.
b) VxY =VxY, siY € TM.
¢) Vx(v®@Y) = (Viv) @Y +v® VyY.

d) Ademds, sila métrica en (RP*TM)®E es la métrica producto y tanto ¥V como V'
son compatibles con sus respectivas métricas, entonces V también es una conexion
compatible con la métrica.

La prueba del teorema es consecuencia inmediata de las condiciones enumeradas.

Sean «, 3 € Hom( x* T M, E), entonces si E posee una métrica Riemanniana h, pode-
mos definir el producto («, 5) como

(@ B)e= Y Ma(Vi,.o Vi), B(Virs - Vi), (A1)

11,00k

donde Vi, ..., V, es una base ortonormal de T, M. (-, -) es una métrica Riemanniana bien
definida en Hom( x*T'M, E). Si E = C*°(M) y h, es la métrica usual en R es un hecho
conocido de la geometria Riemanniana que (A.1) es la inica métrica Riemanniana en
@Y TM tal que la base dual de cualquier base ortonormal en TM genera una base
ortonormal en ®**T'M ( véase por ejemplo [Lee97]). En tal caso seguiremos denotando
por g a la métrica en @VFT M.

Proposiciéon A.2. Sea g la métrica dada en M y h la métrica en E, entonces si F
es el isomorfismo dado en el teorema A.1 se cumple que F es una isometria de haces
vectoriales, es decir que si o, 3 € QU*TM ® E, entonces

(F(a), F(8)) = g h(a, ).

La prueba de la proposicién es un calculo directo utilizando el teorema A.1. Si F posee
no sélo una métrica Riemanniana sino también una conexiéon V', podemos construir
una conexiéon V en Hom( x* T'M, E) definiendo

(Vxa)(Xi,... Xp) = Vig(a(Xy, .., Xp) = Yol Xy, ..., Vx X, ., Xp).

i

De manera que si V y V’ son compatibles con sus métricas, entonces V es compatible
con la métrica dada en la ecuacién (A.1).

Proposicion A.3. Sea o una seccion diferenciable de ®QU*TM ® E. Denotemos por
V a la conexion para @**TM ® E dada en el teorema A.3. Entonces

F(Vxa) = Vx(F(a)).
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La prueba es de nueva cuenta un célculo laborioso utilizando una base para T'M.

Ejemplo A.5. Hemos visto en el ejemplo anterior que podemos identificar al operador
de la segunda forma fundamental o con 3 =1, ® v + [,. ® v*. Utilizando las proposi-
ciones A.2 y A.3 podemos calcular V ya hallando primero V x3. Esto es importante al
realizar los cdlculos pues V tiene més propiedades algebraicas que V, siendo la regla
de Leibniz para el producto tensorial la mas notable. Esto nos permite simplificar
enormemente los calculos.

A.3 El haz de direcciones

Sea M una variedad diferenciable, denotemos por TM — {0} = {v € TM | v # 0}.
Podemos probar que T'M — {0} es una subvariedad diferenciable de la misma dimensién
que TM introduciendo una métrica Riemanniana en M, ya que TM —{0} = N7'(R —
{0}), donde N(v) = g(v,v) es la norma al cuadrado de v. En TM — {0} introduzcamos
la siguiente relacién: v ~ w si y solo si 7(v) = w(w), donde 7 : TM — M es la
proyeccién natural, y si existe un nimero \ # 0 tal que v = A\w.

Proposicién A.4. ~ es una relacion de equivalencia en TM — {0}.

Seap:TM — {0} - TM — {0}/ ~ la proyeccién natural. Si dotamos de la topologia
cociente al espacio TM — {0} entonces obtenemos un espacio de Hausdorff, pues si
[v] # [w] entonces w(v) # mw(w) por lo que existen vecindades U,V de w(v) y m(w) res-
pectivamente tales que U NV = (), por lo que p(7—(U)) y p(m~*(V)) son dos abiertos
disjuntos que contienen a [v] y [w].

Sea 6§ : R — {0} x TM — {0} — TM — {0} dada por (\,v) = Av. 6 es una ac-
ci6én diferenciable de R en TM — {0} tal que la relacién de equivalencia inducida por
la accién coincide con la relacion dada en la proposicién A.4. Ademés 6 es una acciéon
libre, por lo que se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién A.5. Sean PM = TM — {0}/ ~ el espacio cociente de la relacion de
equivalencia con la topologia cociente, y p : TM — {0} — PM la proyeccion usual. En-
tonces PM tiene una estructura de variedad diferenciable tal que p es un difeomorfismo
local.

Como construimos PM de manera que cada fibra p~'(z) se encuentra en el mismo
espacio tangente, podemos definir 7/(z) como m(p~!(z)), entonces 7’ es una funcién
diferenciable pues p es un difeomorfismo local y 7|ra—qoy = 7' o p.

Definiciéon A.2. PM con la proyeccion 7' es el haz proyectivo de la variedad.

Definicién A.3. Sean M, N y H variedades diferenciables. La tercia (M, N,p), donde
p: M — N es una funcion diferenciable, es un haz fibrado con fibra H, si se satisfacen
las condiciones siguientes.
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a) p es sobre.
b) Para cada x € N, p~'(x) es difeomorfo a H.

¢) Para cada x € N existe una vecindad U y un difeomorfismo ¢ : p~1(U) —
U x H tal que si 2 € p~1(U), entonces o(z) = (p(z2),9(2)) para alguna funcién
diferenciable g : p~*(U) — H.

A los difeomorfismos locales ¢ dados en el inciso ¢ de la definicién A.3 se les llama
trivializaciones.

Definicién A.4. Sea p: M — N un haz fibrado. Una funcion diferenciable
s: N — M es una seccion del haz si se satisface que po s = Id.

A diferencia de los haces vectoriales, donde trivialmente siempre existe la seccién cero,
en los haces fibrados no siempre es posible que exista una seccion. En el capitulo 3
utilizamos una variacién de la definicién A 4.

Definicién A.5. Sea A un subconjunto cerrado de N. Una funcion diferenciable s :
N — A — M es una seccion si po s es la identidad en N — A.

Definicién A.6. Si s es una seccion del haz proyectivo a lo largo de M — A, decimos
que s es un campo de direcciones. Sip € A, entonces p es una singularidad del campo.

Definiciéon A.7. Sean f: N — N, F : M — M’ funciones diferenciables entre los
haces fibrados (M, N,p) y (M',N',p'). F es un morfismo de haces fibrados a lo largo
de f si el siguiente diagrama es conmutativo:

M —E

Ll

N 1. N
De esta manera, el haz proyectivo es un haz fibrado con fibra P'R", el espacio proyectivo
real. Sea g una métrica Riemanniana en M. Definamos SM = N~!(1), entonces 1 es un
valor regular de N por lo que SM es una subvariedad de T'M. SM es el haz de esferas
de M. Si denotamos por 7 : SM — M a la restriccion de m a SM entonces obtenemos
un haz fibrado con fibra S™. Sea p : SM — PM la funcién dada por p(v) = p(v),
entonces p es una funciéon diferenciable por ser la restriccién de p a una subvariedad.

Proposicién A.6. p es un morfismo de haces fibrados a lo largo de la identidad.

Sea U una vecindad de M tal que (U, ¢) es una trivializacién de SM y (U,v) es una
trivializaciéon de PM. Entonces popop=t(x,v) = (z, [v]), donde [v] = {v, —v} es la clase
de equivalencia de v en P'R™. Por lo tanto, localmente p es el producto id x 7, donde
id es la identidad en U, 7 : S™ — P'R™ es la proyeccién usual y id X 7(z,v) = (x, 7 (v)).

Teorema A.4. p: SM — PM es un espacio cubriente de PM.
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DEMOSTRACION. Sean U’ = 7'~1(U) y
entre U y U x P'R" tal que p~ (U’
entonces

f=1o0poep! Entonces ¢ es un difeomorfismo
) = (Yo p) N U x P'R™), pero ¢ op = f o,

p N (U) = ' (fH(U x P'R™)).

Como f =idx 7, p Y (U") = o Y (U x SM). Sea z € U’, tal que ¥(z) = (z,y). Como S"
es un cubriente doble de P'R™ existe una vecindad V' de y tal que #71(V') = V;UV,, con
Vi y V4 disjuntos tales que la restriccion de 7 a cada vecindad V; es un difeomorfismo.
Sean V' = YU x V) y V! = o1 (U x V;), entonces p~ (V') = V] UV, y V/, V3 son
ajenos. Sea p; la restriccién de p a V/ y f; la restriccién de f a V;, entonces

pi=1v""o fiop.

Por lo tanto, p; es un difeomorfismo entre V' y V’ de donde se sigue que p es un mapeo
cubriente. O
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