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Introducción

Motivación. Si en una superficie compacta en R3 existe un campo de ĺıneas con un
número finito de singularidades, el teorema de Poincaré-Hopf nos dice que la suma
de los ı́ndices de estas singularidades resulta ser igual a la caracteŕıstica de Euler de
la superficie. Para la esfera la caracteŕıstica de Euler es igual a 2, esto implica que
cualquier inmersión isométrica de clase al menos Cr con r ≥ 3 de una superficie en
R3 homeomorfa a la esfera con imagen convexa tiene al menos un punto umb́ılico. La
conjetura de Carathéodory afirma que existen al menos dos puntos umb́ılicos en tal in-
mersión. En el caso particular de superficies real anaĺıticas con inmersiones isométricas
real anaĺıticas, Hamburger probó en 1940 que la conjetura de Carathéodory es válida
[Ham40]. A partir de entonces los esfuerzos realizados para demostrar la conjetura
fueron realizados en dirección a la conjetura local (conjetura del ı́ndice) que establece
que cualquier punto umb́ılico aislado en una superficie isométricamente inmersa en R3

debe tener ı́ndice de Poincaré-Hopf menor o igual a 1. Ambas conjeturas permanecen
abiertas hasta ahora, al menos para el caso C∞.

Dada una superficie inmersa en R3, las curvaturas principales definen un par de fo-
liaciones a lo largo del complemento de los puntos umb́ılicos tales que cada una de
estas foliaciones representan la soluciones de la ecuación diferencial cuadrática

A(u, v)dv2 + B(u, v)dudv + C(u, v)dv2 = 0,

donde

A = fG− gF,

B = eG− gE,

C = eF − fE,

siendo {E, F, G}, {e, f, g} los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental
respectivamente. Las foliaciones principales de una superficie en R3 han sido de interés
en geometŕıa diferencial y sistemas dinámicos desde los primeros trabajos de Monge
en 1796, de Dupin, Bonnet y Darboux en el siglo XIX hasta Gutiérrez y Sotomayor en
el siglo XX ([GS82] y [GS98]).
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INTRODUCCION v

Metodoloǵıa. En vista de que las mismas construcciones que en el caso de una inmer-
sión isométrica en R3 pueden ser hechas para una inmersión isométrica en R4 una vez
fijado un campo normal, se utiliza el teorema fundamental de las subvariedades, que
da condiciones necesarias y suficientes para que una variedad admita una inmersión
isométrica en Rn para n dado, para buscar condiciones necesarias en el tipo de campos
normales a una superficie que admiten una inmersión isométrica en R3. En [GSB98]
se demuestra que para cualquier entero n dado, existe una superficie M inmersa en R4

y un campo normal ν tales que el ı́ndice de la superficie alrededor del punto umb́ılico
generado por el campo ν es n/2. De este modo, la conjetura del ı́ndice es falsa en R4.
Si alguna de estas superficies admitiera una inmersión isométrica en R3, con segunda
forma fundamental dada por el campo normal, la conjetura del ı́ndice seŕıa falsa. Sin
embargo, la prueba del teorema no es constructiva, por lo que es dif́ıcil atacar la con-
jetura de Carathéodory por esa dirección. La dirección que se sigue es por medio de la
dinámica de las configuraciones principales. Dada una pareja (I, ν) de una inmersión
isométrica I : M → R4 de la superficie y un campo normal ν, la segunda forma fun-
damental asociada con el campo define una pareja de foliaciones con singularidades en
M dadas por las direcciones principales. A la pareja de foliaciones principales junto
con los puntos umb́ılicos se le conoce como la configuración principal de la superficie.
Se sabe que en función del primer jet del campo normal asignado, existen tres clases
genéricas de configuraciones principales, llamadas configuraciones Darbouxianas, que
son abiertas y densas en el espacio de las configuraciones principales con la topoloǵıa de
Whitney. Para las configuraciones Darbouxianas se sabe que la conjetura del ı́ndice es
cierta (ver [GS82]). Sin embargo, existe un tipo especial de configuraciones principales
del cual se desconoce el valor del ı́ndice. Este es el conjunto de campos normales tales
que al tomar el primer jet de los campos, los parámetros (m,n) que resultan satisfacen
una ecuación lineal dada en [Nav01]. La recta que determinan todos estos puntos se
conoce como la recta no simple del espacio de parámetros del campo normal.

Resultado. Despues de aplicar el teorema fundamental de las subvariedades para
el caso en el que tenemos una superficie en R4, con un punto umb́ılico aislado de-
terminado por un campo normal ν, obtuvimos que sólo existen dos campos normales
posibles, módulo el primer jet de los campos, tales que la superficie admite una inmer-
sión isométrica en R3 con segunda forma fundamental determinada por el campo ν y
tal que el campo se encuentra sobre la ĺınea no simple en el espacio de parámetros.
Además, se obtuvo que si existe una inmersión isométrica de la superficie con segunda
forma fundamental determinada por el campo normal, se deben cumplir ciertas rela-
ciones entre el tipo de inmersión y la ν-curvatura Gaussiana de la superficie. Esta clase
de resultados es importante porque relaciona propiedades intŕınsecas de la superficie,
o de la pareja superficie-inmersión en este caso, con propiedades extŕınsecas como la
ν-curvatura Gaussiana.



Caṕıtulo 1

Las ecuaciones fundamentales

1.1 La Segunda Forma Fundamental

Sea f : Mn → M̄n+k una inmersión isométrica de una variedad Riemanniana en otra.
Denotemos por g a la métrica de M y por ḡ a la métrica de M̄ . Entonces, si y = f(x),
la restricción de f a una vecindad suficientemente pequeña de x da como resultado un
encaje de M en M̄ . Es de esta manera que al menos localmente podemos identificar
a M con una subvariedad de M̄ y a f con la inclusión de dicha subvariedad en M̄ . A
partir de ahora tendremos en cuenta esta identificación y pensaremos en M como una
subvariedad de M̄ . Aśı mismo denotaremos por ∇ a la conexión de Levi-Civita de M
y por ∇̄ a la de M̄ .
Definamos NxM como el complemento ortogonal de TxM en TxM̄ . Entonces se tiene
la descomposición en suma directa de TxM̄ como TxM ⊕ NxM . Denotemos por NM
al haz normal de M en M̄ definido por

NM = {(x, ν) | x ∈ M, ν ∈ NxM}.

Teorema 1.1. NM es una variedad de la misma dimensión que M̄ .

DEMOSTRACION. Sea la topoloǵıa de NM la topoloǵıa de subespacio en TM̄ . Como
TM̄ es una variedad diferenciable, en particular es un espacio Haussdorf con base nu-
merable, por lo tanto NM también es Haussdorf con base numerable. Para mostrar
que NM es una variedad diferenciable basta hallar un sistema de cartas coordenadas
tal que los cambios de coordenadas sean diferenciables.
Sea p ∈ M y sea φ : U → Rn+k un difeomorfismo de una vecindad U de p en M̄ sobre
Rn+k tal que φ−1(Rn × 0) = U ∩M . La existencia de una de estas cartas está garan-
tizada por el teorema de la función impĺıcita. Entonces, por construcción, los vectores
∂1, . . . , ∂n son tangentes a M en U ∩M . Sean v1, . . . , vn+k los campos vectoriales sobre
M que se obtienen aplicando el proceso de Gram-Schmidt a ∂1, . . . , ∂n+k. Entonces
v1, . . . , vn son vectores tangentes a M ya que debido al proceso de Gram-Schmidt son
generados a partir de ∂1, . . . , ∂n, de donde para cada x ∈ U∩M , {vn+1(x), . . . , vn+p(x)}
son una base para NxM . Sean V = {(x, ν) ∈ NM | x ∈ U} y ψ : V → Rn+k definida
como

ψ(x,
∑

λivn+i) = (φ(x), λ1, . . . , λk).

Tenemos que V = π−1(U) ∩ NM , donde π : TM̄ → M̄ es la proyección usual que
sabemos es continua, por lo que V resulta abierto. Finalmente, supongamos que ψ′ :

1



CAPÍTULO 1. LAS ECUACIONES FUNDAMENTALES 2

W → Rn+k es otro sistema de coordenadas construido a partir de φ′ : U ′ → Rn+k tal
que V ∩W 6= ∅, entonces

ψ ◦ (ψ′)−1(y, λ1, . . . , λk) = (φ ◦ (φ′)−1(y), c1i(y)λi, . . . , cki(y)λi).

En la última ecuación hemos usado la convención de Einstein: si en una expresión
aparece un ı́ndice repetido, una vez como supeŕındice y otra como sub́ındice, entonces
se sobreentiende que se trata de una suma sobre todos los valores que el ı́ndice puede
tomar. Para cada y, [cij(y)] es una matriz ortogonal. Además, las funciones cij son
diferenciables, pues cij(y) = 〈vn+i, wn+j〉, donde w1, . . . , wn+k es la base ortonormal que
se obtiene al aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la base asociada a la parametrización
φ′.

Nota 1.1: Los campos {vi} y {wi} son campos vectoriales diferenciables, pues vi se ob-
tiene dividiendo al vector ∂i−

∑i−1
j=1 〈∂i, vj〉vj entre su norma, de donde inductivamente

obtenemos el resultado. Es por esto que las funciones cij resultan ser diferenciables.

Sea π : NM → M la proyección natural. Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2. (NM , M , π) es un haz vectorial de rango k, con fibra NxM .

DEMOSTRACION. Evidentemente π−1(x) = NxM tiene estructura de espacio vectorial
de dimensión k. Además π es una submersión, pues si ψ : V → Rn+k es una carta para
NM que se construye a partir de φ, entonces localmente podemos escribir π como h
= φ ◦ π ◦ ψ−1 : Rn+k → Rn, donde h(y, λ1, . . . , λk) = y, por lo que deducimos que π es
derivable y su derivada es suprayectiva, i.e. π es una submersión.
Además, nótese que dado p ∈ M y siendo ψ : V → Rn+k una carta construida a partir
de φ : U → Rn+k, como en el teorema anterior, podemos construir trivialmente el
difeomorfismo h : V → (U ∩M)× Rk dado por
h(x,

∑
λivn+i) = (x, λ1, . . . , λk). Más aún, como en el teorema anterior, si V ∩ V ′ 6= ∅

y h′ : V ′ → (U ′ ∩M) × Rk es el correspondiente difeomorfismo, entonces de manera
similar se ve que

h ◦ (h′)−1(x, λ1, . . . , λk) = (x, c1i(x)λi, . . . , cki(x)λi),

donde cij(x) = 〈vn+i(x), wn+j(x)〉, los vi son los campos vectoriales normales asociados
a φ y los wi son los asociados a φ′. Por lo tanto las funciones cij son diferenciables y
la matriz asociada [cij] es ortogonal. Finalmente nótese que si definimos G(x) como el
operador lineal en Rk cuya matriz en la base usual es [cij(x)] entonces podemos escribir

h ◦ (h′)−1(x, (λ1, . . . , λk)) = (x,G(x)[(λ1, . . . , λk)]).

Por lo tanto NM es un haz vectorial de rango k.

De esta manera justificamos el adjetivo “haz” en el nombre de NM .
Sean X, Y ∈ TM . Dado p ∈ M , podemos extender X y Y localmente en una vecindad
U de p en M̄ hacia campos X̄, Ȳ tangentes en M̄ . Sea la segunda forma fundamental
de M la función α : TM × TM → NM definida por

α(X,Y )|p = (∇̄X̄ Ȳ )
⊥ |p .
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Lema 1.1. La segunda forma fundamental satisface:

a) Es independiente de las extensiones de X e Y .

b) Es bilineal sobre C∞(M).

c) Es simétrica en X e Y .

DEMOSTRACION

a) Dados dos campos vectoriales X̄, Ȳ en una variedad Riemanniana, el vector
∇̄X̄ Ȳ |p sólo depende del valor de X̄ en el punto p y del valor de Ȳ a lo lar-
go de una curva c : (−ε, ε) → M̄ tal que ċ(0) = Ȳ |p. Pero Ȳ extiende un campo
vectorial tangente a M , por lo que podemos tomar la curva c(t) de tal forma
que c(t) ∈ M para cada t, y para cualquier campo Ȳ que extienda Y tenemos
que Ȳ |c(t) = Y |c(t) si t es suficientemente pequeño. Por lo tanto ∇̄X̄ Ȳ |p es
independiente de la extensión. En particular, α(X, Y ) está bien definida.

b) Nótese que localmente, i.e. siempre que podamos encontrar las extensiones X̄, Ȳ ,
podemos escribir α(X, Y ) = ∇̄X̄ Ȳ −∇XY y como α(X,Y ) es la diferencia de dos
conexiones, es un cálculo directo ver que α(X,Y ) es C∞(M)-bilineal.

c) Localmente, α(X, Y ) = ∇̄X̄ Ȳ −∇XY , por lo que

α(X, Y )− α(Y, X) = ∇̄X̄ Ȳ − ∇̄Ȳ X̄ − (∇XY −∇Y X)

= [X̄, Ȳ ]− [X, Y ]

= 0.

La última igualdad se debe a que el valor del conmutador de X̄ y Ȳ en M sólo depende
del valor de estos campos sobre la variedad.

Teorema 1.3. La fórmula de Gauss. Si X, Y ∈ TM son extendidos arbitrariamente
a campos vectoriales en M̄ , la siguiente fórmula es válida a lo largo de M :

∇̄XY = ∇XY + α(X,Y ).

DEMOSTRACION. Se tiene la igualdad ∇̄XY = (∇̄XY )> + α(X, Y ). Definamos
H : TM × TM → TM como

H(X,Y ) = (∇̄X̄ Ȳ )>,

donde X̄, Ȳ son extensiones arbitrarias locales de los respectivos campos.

H(X, Y ) está bien definido, la prueba es la misma que se dió en el inciso (a) del Lema
1.1.



CAPÍTULO 1. LAS ECUACIONES FUNDAMENTALES 4

Parte A. H es una conexión.
Sea f ∈ C∞(M) y sea f̄ una extensión local de f , entonces es inmediato que f̄ X̄ es
una extensión local de fX, por lo que

H(fX, Y ) = (∇̄f̄ X̄ Ȳ )
>

= (f̄∇̄X̄ Ȳ )
>

= f(∇̄X̄ Ȳ )
>
.

Similarmente, f̄ Ȳ es una extensión de fY por lo que

H(X, fY ) = (∇̄X̄ f̄ Ȳ )
>

= f̄(∇̄X̄ Ȳ )
>

+ df̄(X̄)(Ȳ )
>

= fH(X, Y ) + df(X)Y.

El último sumando de la igualdad se obtiene al observar que la restricción de df̄ a TM
es df .
Parte B. H es la conexión de Levi-Civita de M .
Veamos primero que H es simétrica.

H(X,Y )−H(Y, X) = (∇̄X̄ Ȳ − ∇̄Ȳ X̄)
>

= [X̄, Ȳ ]
>

= [X, Y ],

pues como X̄, Ȳ son tangentes a M, [X̄, Ȳ ] también es tangente a M y su valor sólo
depende del valor de X̄ y de Ȳ en M .

Veamos ahora que H es compatible con la métrica. Sean X, Y, Z ∈ TM y X̄, Ȳ , Z̄
sus respectivas extensiones. Entonces como ḡ(X̄, Ȳ ) extiende g(X, Y ), tenemos que
Z̄(ḡ(X̄, Ȳ )) = Z(g(X,Y )) en M . Como ∇̄ es compatible con ḡ,

Z̄(ḡ(X̄, Ȳ )) = ḡ(∇̄Z̄X̄, Ȳ ) + ḡ(X̄, ∇̄Z̄ Ȳ ).

En particular, en M se tiene que

Z(g(X, Y )) = Z̄(ḡ(X̄, Ȳ ))

= ḡ(∇̄Z̄X̄, Ȳ ) + ḡ(X̄, ∇̄Z̄ Ȳ )

= ḡ(∇̄Z̄X̄, Y ) + ḡ(X, ∇̄Z̄ Ȳ )

= ḡ(∇̄Z̄X̄
>
, Y ) + ḡ(X, ∇̄Z̄ Ȳ

>
)

= g(H(Z,X), Y ) + g(X, H(Z, Y )).

Por lo tanto H es la conexión de Levi-Civita de M , i.e. H = ∇. Finalmente, de la

igualdad ∇̄XY = (∇̄XY )
>

+ α(X,Y ) se obtiene el resultado.

En caso de que tengamos un campo vectorial a lo largo de una curva en M tenemos el
siguiente corolario.
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Corolario 1.1. La fórmula de Gauss a lo largo de una curva. Si γ : I → M
es una curva en M y X es un campo vectorial tangente a M a lo largo de γ, entonces

D̄

dt
X =

D

dt
X + α(γ̇, γ̇).

DEMOSTRACION. Sea p = γ(t0). Podemos construir en una vecindad de p un conjun-
to {E1, . . . , En} de campos vectoriales ortonormales. En términos de estos campos
podemos escribir V como V (t) = V i(t)Ei. Aplicando las propiedades de la derivada
covariante y la fórmula de Gauss tenemos

D̄

dt
V = V̇ iEi + V i∇̄γ̇Ei

= V̇ iEi + V i∇γ̇Ei + V iα(γ̇, Ei)

=
D

dt
V + α(γ̇, V ).

Lema 1.2. La ecuación de Weingarten. Supongamos que X, Y ∈ TM y N ∈ NM .
Cuando X, Y, N son extendidos arbitrariamente a M̄ , la siguiente ecuación es válida
en puntos de M :

〈∇̄XN, Y 〉 = −〈N,α(X, Y )〉.
DEMOSTRACION. Como N es normal a M , 〈N, Y〉 ≡ 0 en M . Usando que ∇̄ es compa-
tible con la métrica de M̄ , tenemos que

X̄〈N̄ , Ȳ 〉 = 〈∇̄X̄N̄ , Ȳ 〉+ 〈N̄ , ∇̄X̄ Ȳ 〉.
En particular, sobre M se cumple que

〈∇̄X̄N̄ , Ȳ 〉+ 〈N̄ , ∇̄X̄ Ȳ 〉 = 〈∇̄X̄N̄ , Y 〉+ 〈N, ∇̄X̄ Ȳ 〉
= 〈∇̄XN, Y 〉+ 〈N,α(X, Y )〉.

Finalmente, como 〈N̄ , Ȳ 〉 es constante a lo largo de M , tenemos que

〈∇̄XN, Y 〉+ 〈N, α(X, Y )〉 = 0.

Existe otra relación entre la derivada covariante de un vector normal y la segunda forma
fundamental que describiremos a continuación. Dado un campo vectorial ξ normal a
M , en analoǵıa a lo que hicimos para definir la segunda forma fundamental, podemos
descomponer ∇̄Xξ en sus partes tangencial y normal.

Definición 1.1. Sean ξ ∈ NM y X ∈ TM . Extendamos arbitrariamente los vectores
dados hacia vectores tangentes ξ̄, X̄ ∈ TM̄ . Denotemos por SξX el valor en (X, ξ) de
la función S : TM ×NM → TM definida como

SξX = −(∇̄X̄ ξ̄)>.

S es llamado el operador de forma. Para cada ξ fijo, Sξ es el ξ-operador de forma.



CAPÍTULO 1. LAS ECUACIONES FUNDAMENTALES 6

Proposición 1.1. Sean ξ ∈ NM y X ∈ TM , entonces el operador de forma satisface
las siguientes propiedades:

a) SξX es independiente de las extensiones de los campos ξ y X.

b) Para cada ξ ∈ NM fijo, Sξ : TM → TM es C∞(M)-lineal.

c) Si f ∈ C∞(M) y ν es otro campo normal a M , entonces

SfξX = fSξX y Sξ+ν(X) = Sξ(X) + Sν(X).

DEMOSTRACION

a) La prueba es análoga a la del inciso (a) del lema 1.1.

b) Sean f ∈ C∞(M), ξ ∈ NM y X ∈ TM . Para cada p ∈ M , sean f̄ , ξ̄ y X̄
extensiones locales de f , ξ y X respectivamente, en una vecindad U de p en M̄ .
Entonces

Sξ(fX)|p = −(∇̄f̄ X̄ ξ̄)>|p
= −(f̄∇̄X̄ ξ̄)>|p
= −f̄(p) · (∇̄X̄ ξ̄)>|p
= f(p)(SξX|p).

La última igualdad se tiene porque f̄ extiende a f . Por lo tanto
Sξ(fX) = fSξX.
De manera similar se demuestra que Sξ(X + Y ) = Sξ(X) + Sξ(Y ) para todos los
X,Y ∈ TM .

c) Como en el inciso anterior, sean f̄ , ξ̄ y X̄ extensiones locales de f , ξ y X en M̄ .
Entonces

SfξX = −(∇̄X̄ f̄ ξ̄)>

= −(X̄(f̄) · ξ̄ + f̄∇̄X̄ ξ̄)>

= −f̄ |M(∇̄X̄ ξ̄)>

= fSξX.

La última igualdad se cumple porque f̄ extiende a f . De manera similar se
demuestra que Sξ + ν(X) = Sξ(X) + Sν(X) para todos los ξ, ν ∈ NM y X ∈
TM .

Sean ξ ∈ NM y X ∈ TM . Aśı como utilizamos la parte tangente de ∇̄Xξ para definir
el operador de forma, también podemos considerar la parte normal: para cada p ∈ M ,
dadas las extensiones arbitrarias ξ̄ y X̄ de ξ y X respectivamente, en una vecindad U
de p en M̄ , definimos ∇⊥

Xξ como el campo normal a M tal que

∇⊥
Xξ|p = (∇̄X̄ ξ̄)⊥|p.
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La definición de ∇⊥
Xξ es independiente de las extensiones de los vectores X y ξ, la

prueba es similar a la de la proposición anterior. Como ∇̄Xξ = −SξX + ∇⊥
Xξ, y la

diferencia de una conexión y un operador C∞(M)-bilineal es una conexión, resulta que
∇⊥ es una conexión en NM . Llamaremos a esta conexión la conexión normal.

1.2 Las ecuaciones fundamentales

Dada una inmersión isométrica f : M → M̄ de una variedad Riemanniana en otra, la
segunda forma fundamental y la conexión normal describen la manera en que f realiza
la inmersión por medio de las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci, que demostraremos
en esta sección.

Teorema 1.4. La ecuación de Gauss. Sean Rm y R̄m los tensores de curvatura de
M y M̄ respectivamente. Para cualesquiera X, Y, Z, W ∈ TpM , se cumple:

R̄m(X,Y, Z,W ) = Rm(X,Y, Z,W )− 〈α(X, W ), α(Y, Z)〉+ 〈α(X, Z), α(Y, W )〉.
DEMOSTRACION. Sean Xp, Yp, Zp y Wp vectores tangentes a M en p. Denotemos por
X, Y, Z, W extensiones arbitrarias de los vectores dados en M . Extendamos cada uno
de estos campos vectoriales a campos vectoriales X̄, Ȳ , Z̄, W̄ en una vecindad de p en
M̄ . Aplicando varias veces la fórmula de Gauss tenemos

R̄m(Xp, Yp, Zp,Wp) = 〈∇̄X̄∇̄Ȳ Z̄ − ∇̄Ȳ ∇̄X̄Z̄ − ∇̄[X̄,Ȳ ]Z̄, W̄ 〉
= 〈∇̄X̄(∇Y Z + α(Y, Z))− ∇̄Ȳ (∇XZ + α(X,Z))

−(∇[X,Y ]Z + α([X,Y ], Z)),W 〉.
Nótese que α([X, Y ], Z) es normal a TM por lo que el último término de la suma
anterior es nulo. Si aplicamos la ecuación de Weingarten a los términos restantes que
contienen la segunda forma fundamental, con α(Y, Z) o α(X, Z) en el papel de N ,
obtenemos:

R̄m(X,Y, Z,W ) = 〈∇̄X̄∇Y Z, W 〉 − 〈α(Y, Z), α(X, W )〉
−〈∇̄Ȳ∇XZ,W 〉+ 〈α(X, Z), α(Y, W )〉
−〈∇[X,Y ]Z, W 〉.

Si descomponemos cada término que contiene ∇̄ utilizando la ecuación de Gauss vemos
que la única parte restante es la correspondiente a la conexión de M , pues α es ortogonal
a W . Entonces

R̄m(X,Y, Z, W ) = 〈∇X∇Y Z, W 〉 − 〈∇Y∇XZ,W 〉 − 〈∇[X,Y ]Z, W 〉
−〈α(Y, Z), α(X, W )〉+ 〈α(X, Z), α(Y, W )〉

= Rm(X,Y, Z,W )

−〈α(Y, Z), α(X, W )〉+ 〈α(X, Z), α(Y, W )〉.
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Denotemos por R al tensor asociado con Rm, es decir que para cada X, Y , Z ∈
TM , R(X,Y )Z es el único campo vectorial tangente a M tal que Rm(X, Y, Z,W ) =
〈R(X, Y )Z, W 〉 para todo W ∈ TM . De la misma manera denotaremos como R̄ al
tensor asociado con R̄m.

Teorema 1.5. Ecuación de Codazzi. Para cualesquiera X, Y, Z ∈ TM se cumple:

(R̄(X,Y )Z)⊥ = (∇⊥
Xα)(Y, Z)− (∇⊥

Y α)(X, Z),

donde por definición

(∇⊥
Xα)(Y, Z) = ∇⊥

X(α(Y, Z))− α(∇XY, Z)− α(Y,∇XZ).

DEMOSTRACION. Utilizando la ecuación de Gauss varias veces obtenemos las siguientes
ecuaciones:

∇̄X∇̄Y Z = ∇X∇Y Z + α(X,∇Y Z) + ∇̄X(α(Y, Z)),
∇̄Y ∇̄XZ = ∇Y∇XZ + α(Y,∇XZ) + ∇̄Y (α(X, Z)),
∇̄[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + α([X, Y ], Z).

Restando de la primera ecuación las dos últimas obtenemos que

R̄(X,Y )Z = R(X,Y )Z + α(X,∇Y Z)− α(Y,∇XZ)− α([X, Y ], Z)

+∇̄X(α(Y, Z))− ∇̄Y (α(X,Z)).

Además, como ∇ es compatible con la métrica, [X, Y ] = ∇XY − ∇Y X, y como α es
bilineal, el término α([X, Y ], Z) se divide en dos. Reagrupando la ecuación anterior
tenemos que

R̄(X, Y )Z = R(X,Y )Z + ∇̄X(α(Y, Z))− α(Y,∇XZ)− α(∇XY, Z)

−∇̄Y (α(X, Z)) + α(∇Y X, Z) + α(X,∇Y Z).

Si dividimos ∇̄X(α(Y, Z)) y ∇̄Y (α(X,Z)) en sus componentes tangencial y normal, de
la ecuación anterior resulta que

R̄(X, Y )Z = R(X,Y )Z + (∇̄⊥
Xα)(Y, Z)− (∇̄⊥

Y α)(X,Z)

+[∇̄X(α(Y, Z))]> − [∇̄Y (α(X,Z))]>.

Finalmente, tomando las componentes normales de los vectores a ambos lados de la
última igualdad obtenemos la ecuación de Codazzi.

Teorema 1.6. Ecuación de Ricci. Sean X, Y ∈ TM y ξ ∈ NM . Entonces se
cumple que

(R̄(X,Y )ξ)⊥ = R⊥(X, Y )ξ + α(SξX,Y )− α(X, SξY ),

donde R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥
X∇⊥

Y ξ −∇⊥
Y∇⊥

Xξ −∇⊥
[X,Y ]ξ.
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DEMOSTRACION. Utilizando la definición del operador de forma tenemos que

∇̄Y ξ = −SξY +∇⊥
Y ξ,

y utilizando la fórmula de Gauss en la ecuación anterior obtenemos las siguientes ecua-
ciones:

∇̄X∇̄Y ξ = −∇XSξY − α(X, SξY )− S∇⊥Y ξX +∇⊥
X∇⊥

Y ξ,

∇̄Y ∇̄Xξ = −∇Y SξX − α(Y, SξX)− S∇⊥XξY +∇⊥
Y∇⊥

Xξ,

∇̄[X,Y ]ξ = −Sξ[X, Y ] +∇⊥
[X,Y ]ξ.

Si restamos las dos últimas ecuaciones de la primera obtenemos que

R̄(X,Y )ξ = −∇XSξY +∇Y SξX + Sξ[X, Y ]− α(X,SξY ) + α(Y, SξX)

−S∇⊥Y ξX + S∇⊥XξY + R⊥(X,Y )ξ.

La ecuación de Ricci se obtiene tomando la componente normal en la ecuación anterior.

1.3 Curvaturas Principales

Sea ν ∈ NM un campo vectorial unitario. Definimos la ν-segunda forma fundamental
como hν(X, Y ) = 〈ν, α(X,Y )〉. Para cada p ∈ M fijo, hν es una función bilineal
simétrica con valores en R.

Proposición 1.2. Sea ν ∈ NM un campo vectorial unitario. Entonces Sν es el único
operador C∞(M)-lineal tal que, para cada X, Y ∈ TM ,

hν(X, Y ) = 〈Sν(X), Y 〉. (1.1)

En particular, Sν |TpM es un operador lineal autoadjunto para cada p ∈ M .

DEMOSTRACION. Sean X, Y ∈ TM . Por la ecuación de Weingarten,
〈ν, α(X,Y )〉 = −〈∇̄Xν, Y 〉. Pero ∇̄Xν = −Sν(X) +∇⊥

Xν, y como ∇⊥
Xν es ortogonal a

Y , 〈ν, α(X,Y )〉 = 〈Sν(X), Y 〉. Por lo tanto

hν(X, Y ) = 〈Sν(X), Y 〉.
Veamos ahora la unicidad.

Sean p ∈ M y G : TM → TM otro operador C∞(M)-lineal tal que satisface la
ecuación (1.1). Como Sν y G son C∞(M)-lineales, sus restricciones a TpM son ope-
radores lineales. Sea v ∈ TpM , como ambos operadores satisfacen (1.1), para cada
w ∈ TpM tenemos que

〈G(v), w〉 = 〈Sν(v), w〉,
por lo que G(v) = Sν(v). Como p y v fueron arbitrarios, los operadores deben ser
iguales. La última afirmación se debe a que hν |TpM es un operador bilineal simétrico.
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Por la proposición anterior Sν es diagonalizable, es decir, existen únicos k1, . . . , kn ∈ R
y una base v1, . . . , vn ∈ TpM tales que Sνvi = kivi.

Definición 1.2. Los números k1, . . . , kn son las ν-curvaturas principales de M en p y
los correspondientes vectores son llamados las ν-direcciones principales.

Utilizando el ν-operador de forma generalizamos los conceptos clásicos de curvatura
Gaussiana y media de la siguiente manera.

Definición 1.3. Definimos la ν-curvatura Gaussiana como el determinante de Sν y la
ν-curvatura media como 1

n
veces la traza de Sν.

Ambas curvaturas están bien definidas pues tanto el determinante como la traza tienen
definiciones intŕınsecas. Más aún, escogiendo como base de TpM a las ν-direcciones
principales, vemos que la ν-curvatura Gaussiana es k1 · · · kn y la ν-curvatura media es
1
n
(k1 + · · ·+ kn).

1.4 Curvatura Seccional

El propósito de esta sección es dar una interpretación geométrica cuantitativa del ten-
sor de curvatura en cualquier dimensión. Sea p ∈ M . Si Π es cualquier subespacio
bidimensional de TpM y V ⊂ TpM es una vecindad de 0 ∈ TpM en la que expp es un
difeomorfismo, entonces SΠ := expp(Π∩V ) es una subvariedad de M de dimensión dos
que contiene a p llamada la sección plana determinada por Π. Definimos la curvatura
seccional K(Π) de M asociada con Π, como la curvatura Gaussiana de SΠ en p con la
métrica inducida.

Proposición 1.3. Si {X, Y } es una base arbitraria para un subespacio Π ⊂ TpM ,
entonces

K(Π) =
Rm(X,Y, Y, X)

|X|2|Y |2 − 〈X,Y〉2 .

DEMOSTRACION. Para fines de esta prueba nos olvidaremos por un momento del es-
pacio ambiente y su métrica Riemanniana. Denotemos la métrica inducida en SΠ

por ḡ. Además usaremos barras para denotar las cantidades relacionadas con ḡ. Sea
V ∈ Π ⊂ TpM y sea γV la geodésica en M que pasa por p con velocidad inicial V .
Entonces γV (t) = expp(tV ) en una vecindad de 0, por lo que γV (t) ∈ SΠ para toda t
suficientemente pequeña. Aplicando la fórmula de Gauss, tenemos que

0 =
D̄

dt
γ̇ + α(γ̇, γ̇).

Como los dos miembros de la suma son ortogonales, tenemos α(γ̇, γ̇) = 0, en particular
cuando t = 0, α(V, V ) = 0. Como V es arbitrario se sigue que α(V +W,V +W ) = 0 para
todo V , W en Π. Utilizando la simetŕıa de α tenemos α(V + W,V + W ) = α(V, V ) +
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2α(V, W ) + α(W,W ) = 2α(V, W ), por lo que α(V,W ) = 0 para todo V, W ∈ Π. Por
lo tanto utilizando la ecuación de Gauss,

R̄m(X, Y, Z,W ) = Rm(X, Y, Z, W )

para cualesquiera X,Y, Z,W ∈ TpSΠ = Π. En particular, la curvatura Gaussiana de
SΠ en p es

K(Π) =
R̄m(X, Y, Y, X)

|X|2|Y |2 − 〈X,Y 〉2 =
Rm(X, Y, Y, X)

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2 .

Si X,Y ∈ TpM son dos vectores linealmente independientes, definimos K(X, Y ) como
la curvatura seccional del subespacio de TpM generado por {X, Y }.

1.4.1 Variedades de curvatura constante

Definición 1.4. Sea M una variedad Riemanniana. Decimos que M es de curvatura
constante si para cualquier punto p ∈ M y cualesquiera vectores linealmente indepen-
dientes X, Y ∈ TpM , la curvatura seccional K(X, Y ) tiene el mismo valor.

Resulta que cuando una variedad tiene curvatura constante su tensor de curvatura
adquiere una forma particularmente simple.

Teorema 1.7. Sea M una variedad con curvatura constante c, entonces el tensor de
curvatura de M está dado por

R(X,Y )Z = c〈Y, Z〉X − c〈X, Z〉Y.

DEMOSTRACION. Sean X, Y, Z,W ∈ TM . Definamos

τ(X, Y, Z,W ) = c(〈Y, Z〉〈X, W 〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉).
Entonces τ es C∞ lineal en M . Un cálculo directo muestra que τ satisface las siguientes
identidades:

(i) τ(X,Y, Z,W ) = −τ(Y,X,Z,W ) = −τ(X,Y,W,Z).

(ii) τ(X,Y, Z,W ) = τ(Z, W,X, Y ).

(iii) τ(X, Y, Z, W ) + τ(Y, Z, X, W ) + τ(Z, X, Y, W ) = 0 (identidad algebraica de
Bianchi).

Sean X, Y ∈ TpM vectores linealmente independientes. Entonces, por
construcción

τ(X, Y, Y, X) = c (|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2),
por lo que,

τ(X, Y, Y,X)

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2 = K(X,Y ). (1.2)
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Por lo tanto, como τ satisface las simetŕıas del tensor de curvatura, las identidades
(i) − (iii), y tiene la misma curvatura seccional que el tensor de curvatura, ecuación
(1.2), debe ser igual a Rm. Finalmente, por definición del tensor de curvatura,

Rm(X,Y, Z,W ) = 〈R(X,Y )Z, W 〉.

Además, por construcción,

τ(X,Y, Z, W ) = 〈c〈Y, Z〉X − c〈X, Z〉Y, W 〉.

Sean X,Y, Z ∈ TM vectores fijos, entonces para todo vector tangente W se cumple la
ecuación

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈c〈Y, Z〉X − c〈X,Z〉Y, W 〉.
Por lo tanto R(X, Y )Z = c〈Y, Z〉X − c〈X,Z〉Y ∀ X, Y, Z ∈ TM .

Supongamos que f : M → M̄ es una inmersión isométrica de una variedad Rie-
manniana en otra, y que M̄ tiene curvatura constante. Por el teorema anterior, si
X, Y, Z ∈ TM y ξ ∈ NM , entonces R̄(X, Y )Z ∈ TM y R̄(X,Y )ξ es igual a cero. De
este modo las ecuaciones fundamentales de Gauss, Codazzi y Ricci pueden escribirse
como

Gauss:

Rm(X,Y, Z, W ) = τ(X, Y, Z, W ) + 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X,Z), α(Y,W )〉,

Codazzi:
(∇⊥

Xα)(Y, Z) = (∇⊥
Y α)(X,Z),

Ricci:
R⊥(X, Y )ξ = α(X, SξY )− α(SξX, Y ).

De ahora en adelante supondremos que M̄ es una variedad de curvatura constante c,
completa y simplemente conexa, la cual denotaremos por Qn+p

c .

1.5 El teorema fundamental de las subvariedades

En la sección 1.2 se vió que cualquier inmersión isométrica f : M → M̄ satisface las
ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci. Además, al final de la sección reescribimos estas
ecuaciones para el caso en que M̄ tiene curvatura constante. Cuando M̄ tiene curvatura
constante, el siguiente teorema establece que las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci
son suficientes para encontrar una inmersión isométrica.

Teorema 1.8. Teorema fundamental de las subvariedades.
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a) Supongamos que Mn es una variedad Riemanniana simplemente conexa y π :
E → M es un haz vectorial Riemanniano de rango p con una conexión ∇′ com-
patible con su métrica. Sea α una sección simétrica del haz vectorial Hom(TM ×
TM , E) de funciones bilineales con valores en E. Definamos, para cada sección
local ξ de E, un operador Sξ : TM → TM tal que

〈SξX, Y 〉 = 〈α(X,Y ), ξ〉, X, Y ∈ TM.

Si α y ∇′ satisfacen las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci para el caso de
curvatura constante cero, entonces existe una inmersión isométrica f : Mn →
Qn+p

c , y un isomorfismo de haces vectoriales, f̄ : E → NM , a lo largo de f , tal
que para todos los vectores X, Y ∈ TM y todas las secciones locales ξ, η en E se
cumplen las siguientes ecuaciones:

〈f̄(ξ), f̄(η)〉 = 〈ξ, η〉,
f̄(α(X, Y )) = ᾱ(X, Y ),

f̄(∇′
Xξ) = ∇⊥

X(f̄(ξ)),

donde ᾱ y ∇⊥ son la segunda forma fundamental y la conexión normal de f .

b) Supongamos que f y g son dos inmersiones isométricas de una variedad conexa
Mn en Qn+p

c . Sean NMf , αf y ∇⊥
f , el haz normal, segunda forma fundamental

y conexión normal de f , y sean NMg, αg y ∇⊥
g los correspondientes objetos de

g. Si existe un isomorfismo de haces vectoriales, φ̄ : NMf → NMg, tal que para
cada X,Y ∈ TM y cada ξ, η ∈ NMf se cumplen las ecuaciones:

〈φ̃(ξ), φ̃(η)〉 = 〈ξ, η〉,
φ̃αf (X, Y ) = αg(X, Y ),

φ̃∇⊥
f X

ξ = ∇⊥
g X

φ̃(ξ),

entonces existe una isometŕıa, τ : Qn+p
c → Qn+p

c , tal que

g = τ ◦ f y τ∗|NMf
= φ̃.

Nota 1.2: Suponemos que Qn+p
c es una variedad completa y simplemente conexa

porque dos variedades riemannianas de curvatura constante que cumplan estas dos
condiciones son isométricas entre śı, de este modo para probar el teorema podemos
suponer que Qn+p

c es Rn+p.

Nota 1.3: De la definición de Sξ se ve que Sξ+ν = Sξ + Sν y Sfξ = fSξ.

DEMOSTRACION

a) Sea Ẽ := TM ⊕ E, la suma de Whitney de estos dos haces vectoriales, es decir
que Ẽ es el haz vectorial sobre M cuya fibra sobre p es la suma directa de las
fibras de TM y E, Ẽp = TpM⊕Ep, y la proyección está dada por ρ(X, ξ) = π(ξ),
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donde X ∈ TM y ξ ∈ E. Ẽ es un haz vectorial de rango n + p. Además, en Ẽ
definimos la métrica dada por 〈X + ξ, Y + ν〉 = 〈X,Y 〉+ 〈ξ, ν〉, para cada X + ξ
y Y + ν ∈ Ẽ.
Sea ∇ la conexión de Levi-Civita de M . Definamos

∇′′
XY = ∇XY + α(X,Y ), X, Y ∈ TM,

∇′′
Xξ = −SξX +∇′

Xξ, X ∈ TM, ξ ∈ E,

y extendamos la definición a todo Ẽ por linealidad.

Parte A. ∇′′ es una conexión en Ẽ compatible con la métrica.

Si X, Y son campos vectoriales suaves en M y ξ es una sección suave en E,
entonces ∇′′

XY es la sección dada por ∇′′
XY (p) = (∇XY (p), α(X, Y )(p)). Como

∇XY y α(X, Y ) son secciones suaves de sus respectivos haces vectoriales, ∇′′
XY

también es una sección suave. Similarmente para ∇′′
Xξ y el caso más general.

Veamos que ∇′′ es C∞(M)-lineal en TM .

Como ∇, α y ∇′ son C∞(M)-lineales en TM y Sfξ = fSξ para cada ξ ∈ E
y f ∈ C∞(M), de la definición de ∇′′ tenemos que

∇′′
fXY = f∇′′

XY y ∇′′
fXξ = f∇′′

Xξ,

para cualesquiera X,Y ∈ TM y ξ ∈ E. El resultado general se sigue por lineali-
dad.

Veamos que ∇′′ obedece la regla de Leibniz.

Sean f ∈ C∞(M), X, Y ∈ TM y ξ ∈ E, entonces

∇′′
X(fY ) = ∇X(fY ) + α(X, fY )

= X(f)Y + f∇XY + fα(X, Y )

= X(f)Y + f∇′′
XY,

además,

∇′′
X(fξ) = −SfξX +∇′

X(fξ)

= −fSξX + X(f)ξ + f∇′
Xξ

= X(f)ξ + f∇′′
Xξ.

El resultado general se sigue por linealidad.
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Finalmente, veamos que ∇′′ es compatible con la métrica.

Sean X ∈ TM , y Y + ξ, Z + ν ∈ Ẽ. Entonces

X〈Y + ξ, Z + ν〉 = X(〈Y, Z〉+ 〈ξ, ν〉)
= 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉+ 〈∇′

Xξ, ν〉+ 〈ξ,∇′
Xν〉.

Como 〈ξ, α(X, Z)〉 = 〈SξX,Z〉 y 〈α(X,Y ), ν〉 = 〈SνX,Y 〉, podemos sumar y
restar estos términos de la ecuación anterior, de manera que

X〈Y + ξ, Z + ν〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉+ 〈∇′
Xξ, ν〉+ 〈ξ,∇′

Xν〉
−〈SξX, Z〉+ 〈ξ, α(X,Z)〉 − 〈Y, SνX〉+ 〈α(X,Y ), ν〉.

Reagrupando los términos de la útima ecuación obtenemos

X〈Y + ξ, Z + ν〉 = 〈∇XY + α(X, Y ), Z + ν〉+ 〈−SξX +∇′
Xξ, Z + ν〉

+〈Y + ξ,∇XZ + α(X, Y )〉+ 〈Y + ξ,−SνX +∇′
Xν〉

= 〈∇′′
X(Y + ξ), Z + ν〉+ 〈Y + ξ,∇′′

X(Z + ν)〉.

Por lo tanto, ∇′′ es una conexión en Ẽ compatible con la métrica.

Parte B. El tensor de curvatura de Ẽ es 0.

Sean X, Y ∈ TM , Z + ξ ∈ Ẽ. Denotemos por R′ al tensor de curvatura asociado
con ∇′ y por R′′ al tensor de curvatura asociado con ∇′′.

Aplicando la definición de ∇′′ tenemos que

∇′′
Y (Z + ξ) = ∇Y Z + α(Y, Z)− SξY +∇′

Y ξ. (1.3)

Aplicando ∇′′ una vez más obtenemos

∇′′
X∇′′

Y (Z + ξ) = ∇X∇Y Z + α(X,∇Y Z)− Sα(Y,Z)X (1.4)

+∇′
X(α(Y, Z))−∇X(SξY )− α(X,SξY )

−S∇′Y ξX +∇′
X∇′

Y ξ.

Permutando los campos X y Y en la ecuación anterior obtenemos

∇′′
Y∇′′

X(Z + ξ) = ∇Y∇XZ + α(Y,∇XZ)− Sα(X,Z)Y (1.5)

+∇′
Y (α(X, Z))−∇Y (SξX)− α(Y, SξX)

−S∇′XξY +∇′
Y∇′

Xξ.

Sustituyendo Y por [X, Y ] en la ecuación 1.3 tenemos que

∇′′
[X,Y ](Z + ξ) = ∇[X,Y ]Z + α([X,Y ], Z)− Sξ([X, Y ]) +∇′

[X,Y ]ξ. (1.6)
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Como ∇ es la conexión de Levi-Civita de M y α es bilineal, tenemos que

α([X,Y ], Z) = α(∇XY, Z)− α(∇Y X,Z).

Similarmente,
Sξ([X,Y ]) = Sξ(∇XY )− Sξ(∇Y X).

Restando (1.5) y (1.6) de (1.4) obtenemos

R′′(X, Y )(Z + ξ) = R(X, Y )Z − Sα(Y,Z)X + Sα(X,Z)Y + (∇′
Xα)(Y, Z)

−(∇′
Y α)(X,Z)− (∇XS)(Y, ξ) + (∇Y S)(X, ξ)

−α(X, SξY ) + α(Y, SξX) + R′(X,Y )ξ,

donde
(∇′

Xα)(Y, Z) = ∇′
X(α(Y, Z))− α(∇XY, Z)− α(Y,∇XZ)

y
(∇XS)(Y, ξ) = ∇X(Sξ(Y ))− S∇′XξY − Sξ(∇XY ).

Similarmente definimos (∇′
Y α)(X, Z) y (∇Y S)(X, ξ).

Como ∇′ y α satisfacen la ecuacion de Codazzi, (∇′
Y α)(X, Z) = (∇′

Xα)(Y, Z)
y (∇XS)(Y, Z) = (∇Y S)(X, Z), y como también satisfacen la ecuación de Ricci,
R′(X,Y )ξ = α(X,SξY )− α(Y, SξX).

Entonces,

R′′(X,Y )(Z + ξ) = R(X,Y )Z − Sα(Y,Z)X + Sα(X,Z)Y.

Por lo que R′′(X, Y )(Z + ξ) ∈ TM . Sea W ∈ TM un vector tangente arbitrario,
entonces

〈R′′(X,Y )(Z + ξ),W 〉 = 〈R(X,Y )Z,W 〉 − 〈Sα(Y,Z)X,W 〉+ 〈Sα(X,Z)Y, W 〉
= 〈R(X,Y )Z,W 〉 − 〈α(Y, Z), α(X,W )〉

+〈α(X, Z), α(Y, W )〉
= 0.

La última igualdad se debe a que α cumple la ecuación de Gauss para curvatura
cero. Por lo tanto, como W fue arbitrario, R′′(X, Y )(Z + ξ) = 0.

Sea x ∈ M . Escojamos ξ1x, . . . , ξ(n+p)x ∈ ρ−1(x) vectores ortonormales arbi-

trarios. Como la curvatura de Ẽ es cero y M es simplemente conexa, existen
unas únicas extensiones globales paralelas de estos vectores, más aún, como ∇′′

es compatible con la métrica, las extensiones dadas forman un marco ortonormal.
Sean ξ1, . . . , ξn+p dichas extensiones y sea φ : U → Rn un sistema de coordena-
das en una vecindad arbitraria U de un punto p en M . En U existen funciones
diferenciables ai

ν tales que
∂

∂xi
= ai

νξν .
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Sea gij = 〈 ∂
∂xi ,

∂
∂xj 〉 la expresión local en U del tensor métrico de M .

Entonces, como los vectores ξν son ortonormales,

gij =
∑

ν

ai
νaj

ν .

Además, como los vectores ξν son paralelos, tenemos que

∇′′
∂

∂xi

∂

∂xj
=

∂aj
ν

∂xi
ξν . (1.7)

Por otro lado, como ∇ es simétrica, utilizando la definición de ∇′′ tenemos que

∇′′
∂

∂xi

∂

∂xj
= ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
+ α(

∂

∂xi
,

∂

∂xj
)

= ∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
+ α(

∂

∂xj
,

∂

∂xi
)

= ∇′′
∂

∂xj

∂

∂xi
.

Por lo tanto, utilizando (1.7), vemos que para ν = 1, . . . , n + p, se cumple que

∂aj
ν

∂xi
=

∂ai
ν

∂xj
. (1.8)

Para cada ν fija definamos ων = ai
νdxi.

Veamos que podemos extender ων a toda la variedad.

Sea ψ : V → Rn otro sistema de coordenadas tal que U ∩ V 6= ∅, y sean bi
ν

funciones diferenciables en V tales que ∂
∂yi = bi

νξν , donde ∂
∂y1 , . . . ,

∂
∂yn son los

campos tangentes a M asociados a la parametrización ψ. Para cada z en U ∩ V
podemos escribir ∂

∂yi como combinacion lineal de los vectores ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn . Sean

hi
j las funciones de cambio de coordenadas en U ∩ V tales que

∂

∂yi
= hi

j ∂

∂xj
.

Entonces

∂

∂yi
= hi

jaj
νξν ,

y como para cada z ∈ M los vectores ξν forman una base de TzM ⊕ π−1(z),
resulta que

bi
ν = hi

jaj
ν .

Para cada z en U ∩ V , las formas diferenciales dy1, . . . , dyn son la base dual a la
base ∂

∂y1 , . . . ,
∂

∂yn del espacio tangente TzM y las formas diferenciales dx1, . . . , dxn
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son la base dual correspondiente a ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn , por lo que existen funciones ki

j

en U ∩ V tales que
dyj = ki

jdxi.

Más aún, la matriz [ki
j] es la matriz inversa de [hi

j]. Entonces

bj
νdyj = hj

rar
νdyj

= hj
rar

νki
jdxi

= (ki
jhj

r)ar
νdxi

= δi
rar

νdxi

= ai
νdxi,

donde δi
r es la delta de Kronecker y es igual a uno cuando i es igual a r y cero

en caso contrario.
Por lo tanto, podemos extender ων a toda la variedad, definiéndola para un sis-
tema de coordenadas arbitrario como bi

νdyi.

Veamos que ων es una forma diferencial cerrada.

Sea φ : U → Rn un sistema de coordenadas arbitrario, tal que ων = ai
νdxi.

Entonces

dων = [
∂ai

ν

∂xj
− ∂aj

ν

∂xi
]dxi ∧ dxj,

y por (1.8), dων = 0. Por lo tanto dων ≡ 0 y como M es simplemente conexa,
para cada ν existe una función diferenciable f ν en M tal que df ν = ων . Definamos
f : M → Rn+p como la función

f(y) = (f 1(y), . . . , fn+p(y)).

Sea φ : U → M un sistema de coordenadas arbitrario tal que ∂
∂xi = ai

νξν . Usando
este sistema de coordenadas tenemos que

∂f ν

∂xi
= ai

ν .

Por lo tanto, f∗ ∂
∂xi = (ai

1, . . . , ai
n+p), por lo que

〈f∗ ∂

∂xi
, f∗

∂

∂xj
〉 =

∑
ν

ai
νaj

ν = gij,

i.e., f es una inmersión isométrica.

Como f es una inmersión isométrica, para cada z ∈ M la derivada dfz es una
isometŕıa entre TzM y su imagen. De este modo podemos identificar de manera
isométrica a TzM con un subespacio de Tf(z)Rn+p lo que nos permite escribir la
descomposición

Tf(z)Rn+p = TzM ⊕NzM.
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Sea TRn+p|M la suma de Whitney de TM y NM , que denotamos por TM ⊕W

NM . Cada fibra de TRn+p|M es isomorfa a Tf(z)Rn+p, por lo que TRn+p|M tiene
la métrica Riemanniana inducida de Rn+p, más aún, si restringimos esta métrica
a TM , entonces coincide con la métrica Riemanniana de M , lo mismo que si la
restringimos a NM .
Para cada z ∈ M , sea eν |z ∈ TzM ⊕ NzM el vector que se obtiene transpor-
tando paralelamente el vector canónico eν ∈ Rn+p hasta Tf(z)Rn+p. Abusando
de la notación, designemos también como eν al campo vectorial que obtenemos
en TRn+p|M . Entonces {e1, . . . , en+p} es un marco ortonormal y paralelo en
TRn+p|M , ya que la métrica en TRn+p|M es la inducida de Rn+p, la cual es una
métrica plana.
Sea φ̃ : Ẽ → TRn+p|M el morfismo de haces vectoriales dado por

φ̃(aνξν) = aνeν .

φ̃ es un isomorfismo ya que env́ıa el marco ortonormal {ξ1, . . . , ξn+p} en Ẽ al mar-
co ortonormal {e1, . . . , en+p} en TRn+p|M . Más aún, un cálculo directo demuestra
que para cualesquiera ξ, η ∈ Ẽ,

〈φ̃(ξ), φ̃(η)〉 = 〈ξ, η〉. (1.9)

Sean z ∈ M y φ : U → Rn un sistema de coordenadas alrededor de z. Entonces
∂

∂xi = ai
νξν para ciertas funciones ai

ν diferenciables en U , por lo que

φ̃(
∂

∂xi
) = ai

νeν = f∗(
∂

∂xi
). (1.10)

Por lo tanto, como para cada z ∈ U , { ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn} es una base de TzM , φ̃ env́ıa

TzM de manera isomorfa a dfz(M). Como por (1.9) φ̃ es una isometŕıa en cada
fibra, la restricción φ̃|E resulta un isomorfismo de haces vectoriales entre E y
NM tal que φ̃|E es una isometŕıa en cada fibra.
Sean X ∈ TM , ξ ∈ Ẽ. Como ξ1, . . . , ξn+p son campos ortonormales paralelos
tenemos que si ξ = yiξi, entonces

∇′′
Xξ = ∇′′

Xyiξi = (X(yi))ξi,

por lo que
φ̃(∇′′

Xξ) = (X(yi))ei.

Además, φ̃(ξ) = yiei, y como f es una inmersión, localmente su imagen es una
subvariedad, y f es un difeomorfismo local entre M y su imagen, por lo que se
cumple la ecuación

X(yi) ◦ f−1 = f∗X(yi ◦ f−1).

Sea ∇̃ la conexión de Levi-Civita de Rn, entonces, como los campos canónicos
e1, . . . , en+p son campos paralelos,

∇̃f∗X(φ̃(ξ) ◦ f−1) = ∇̃f∗X(yi ◦ f−1)ei = f∗X(yi ◦ f−1)ei.
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Por lo tanto
φ̃(∇′′

Xξ) = (∇̃f∗X(φ̃(ξ) ◦ f−1)) ◦ f.

El hecho de que f es localmente un encaje nos permite identificar a φ̃(ξ) con un
campo vectorial en Rn+p a lo largo de M y reescribir la ecuación anterior como

φ̃(∇′′
Xξ) = ∇̃f∗X(φ̃(ξ)).

Definamos f̃ como la restricción de φ̃ a E. Veamos que f̃ es el isomorfismo de
haces vectoriales buscado.
Sean X, Y ∈ TM y ξ una sección diferenciable de E. Por definición

∇′′
XY = ∇XY + α(X,Y ).

Entonces
φ̃(∇′′

XY ) = φ̃(∇XY ) + φ̃(α(X,Y )).

Por (1.11) φ̃(∇′′
XY ) = ∇̃f∗X φ̃(Y ) y por (1.10) φ̃ coincide con f∗ en TM , por lo

que la ecuación anterior se convierte en

∇̃f∗Xf∗(Y ) = f∗(∇XY ) + φ̃(α(X, Y )).

Despejando φ̃(α(X, Y )) tenemos que

φ̃(α(X,Y )) = ∇̃f∗Xf∗(Y )− f∗(∇XY ) = α̃(X,Y ).

Finalmente, como α(X, Y ) ∈ E, f̃(α(X,Y )) = φ̃(α(X,Y )). De manera similar,
como

∇′′
Xξ = −SξX +∇′

Xξ,

tenemos que

φ̃(∇′′
Xξ) = −φ̃(SξX) + φ̃(∇′

Xξ) (1.12)

= −f∗(SξX) + f̃(∇′
Xξ).

Utilizando (1.11) φ̃(∇′′
Xξ) = ∇̃f∗X φ̃(ξ) = ∇̃f∗X f̃(ξ), por lo que tomando compo-

nentes normales en la ecuación (1.12) tenemos que

∇̃⊥
f∗X f̃(ξ) = f̃(∇′

Xξ).

Por lo tanto f̃ es el isomorfismo de haces vectoriales buscado.

Nótese que salvo isometŕıas de Rn+p, la inmersión isométrica f que construimos es
independiente del punto x escogido y del marco ortonormal paralelo ξ1, . . . , ξn+p.

Si hubiésemos empezado escogiendo otra base ortonormal distinta de ξ1x, . . . , ξ(n+p)x

para ρ−1(x), digamos v1, . . . , vn+p, entonces la matriz [ci
j] de cambio de base es

una matriz ortogonal. Más aún, un cálculo directo demuestra que los campos
vectoriales v̂i = ci

kξk son ortogonales entre śı, paralelos y además extienden
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v1, . . . , vn+p, por lo que si ∂
∂xi = ai

νξν en la primera base y ∂
∂xi = bi

ν v̂ν en la
segunda, se tiene que

ai
ν = bi

µcµ
ν .

Sea ην = bi
νdxi la forma cerrada asociada con la base v̂1, . . . , v̂n+p. Por la ecuación

anterior,

ων = ai
νdxi

= bi
µcµ

νdxi

= cµ
ν(bi

µdxi)

= cµ
νηµ.

Sean f ′1, . . . , f ′n+p funciones diferenciables en M tales que df ′µ = ηµ. Definamos
hν = cµ

νf ′µ. Entonces

dhν = cµ
νdf ′µ = cµ

νηµ = ων ,

y como df ν también es igual a ων y M es conexa, para cada ν existe qν ∈ R tal
que f ν = hν + qν , es decir que

f ν = cµ
νf ′µ + qν . (1.13)

Sean f ′ = (f ′1, . . . , f ′n+p) y τ la isometŕıa de Rn+p que consiste en aplicar la
transformación ortogonal dada por la matriz [ci

j] y la traslación dada por el vec-
tor (q1, . . . , qn+p). Por (1.13) f = τ ◦ f ′.

Si hubiésemos escogido otro punto z en M , podemos desplazar paralelamente
los vectores elegidos en TzM ⊕ NzM hacia x, de modo que cuando los exten-
damos en campos vectoriales paralelos, dichos campos coincidirán en z con los
vectores dados. Por la unicidad de la extensión se sigue que los campos obteni-
dos al extender paralelamente los vectores en z coinciden con la extensión de los
vectores obtenidos al desplazarlos paralelamente hasta x, por lo que los vectores
ortogonales elegidos para construir la inmersión isométrica son independientes
del punto de M en donde se toman.

Por lo tanto, salvo isometŕıas de Rn+p, la inmersión isométrica f es indepen-
diente del punto x escogido en M y de la base ortonormal de ρ−1(x).

b) Sean f , g dos inmersiones isométricas de una variedad Mn en Rn+p, con NMf ,
αf , ∇⊥

f y NMg, αg, ∇⊥
g el haz normal, segunda forma fundamental y conexión

normal de f y g respectivamente. Dado el isomorfismo φ̃ entre los haces normales
NMf y NMg, definamos Ψ : TM ⊕NMf → TM ⊕NMg como

Ψ(X + ξ) = X + φ̃(ξ).

Ψ es un isomorfismo de haces vectoriales. Sean ∇′′
f y ∇′′

g las conexiones de
TM ⊕ NMf y TM ⊕ NMg construidas en la parte (a) del teorema. Dados
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X,Y ∈ TM y ξ ∈ NMf , tenemos que

Ψ(∇′′
f X

(Y )) = Ψ(∇XY + αf (X, Y ))

= ∇XY + φ̃(αf (X, Y ))

= ∇XY + αg(X,Y )

= ∇′′
gX

Y

= ∇′′
gX

Ψ(Y ).

De manera similar, Ψ(∇′′
f X

ξ) = ∇′′
gX

Ψ(ξ), por lo que

Ψ(∇′′
f X

(Y + ξ)) = ∇′′
gX

(Ψ(Y + ξ)).

Un cálculo similar demuestra que 〈X + ξ, Y + ν〉 = 〈Ψ(X + ξ), Ψ(Y + ν)〉.

Sea x ∈ M y denotemos por ξ1, . . . , ξn+p los vectores en TxM ⊕ (NxM)f ob-
tenidos transportando paralelamente los vectores canónicos e1, . . . , en+p de Rn+p

hasta f(x). Denotemos de la misma manera sus extensiones en campos ortonor-
males y paralelos en todo TM⊕NMf . Sean ω1

f , . . . , ω
n+p
f las formas diferenciales

construidas a partir de estos campos en la primera parte del teorema. Veamos
que df ν = ων

f .

Sean X, Y ∈ TM . Por la fórmula de Gauss se tiene que

∇′′
XY = ∇XY + αf (X,Y ) = ∇̃XY,

y de manera similar, para cualquier campo normal ξ ∈ NMf , tenemos que
∇′′

Xξ = ∇̃Xξ. Por lo tanto, ∇′′ coincide con la conexión de Rn+p a lo largo
de la inmersión.
Como ∇′′ coincide con ∇̃, el transporte paralelo de cada vector ξν a lo largo de
TM ⊕ NMf coincide con su transporte paralelo en Rn+p. De este modo, para
cada y ∈ M , el vector ξν |y coincide con el vector eν .

Sea φ : U → M una parametrización de M . Existen funciones ai
ν diferen-

ciables en f(U) tales que ∂
∂xi = ai

νξν . Por lo tanto, haciendo la identificación del
vector ∂

∂xi tangente a M con el vector f∗( ∂
∂xi ) tangente a Rn+p, tenemos que

f∗(
∂

∂xi
) = ai

νeν . (1.14)

Sean f 1, . . . , fn+p las componentes de la función f en la base canónica de Rn+p.
Por (1.14) tenemos la ecuación

∂f ν

∂xi
= ai

ν .

Por construcción, la expresión local de ων
f es ai

νdxi y por la ecuación anterior
tenemos que df ν = ων

f .
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Como Ψ preserva la métrica y Ψ(∇′′
f X

ξi) = ∇′′
gX

(Ψ(ξi)), los campos Ψ(ξ1), . . . , Ψ(ξn+p)

son ortogonales entre śı y paralelos en TM ⊕ NMg. Sean η1
f , . . . , η

n+p
f las for-

mas diferenciales obtenidas a partir de Ψ(ξ1), . . . , Ψ(ξn+p) y sea φ : U → M
una parametrización arbitraria de M . Denotemos por ai

ν a las únicas funciones
diferenciables en φ(U) tales que ∂

∂xi = ai
νξν . Aplicando Ψ a ∂

∂xi tenemos que

∂

∂xi
= Ψ(

∂

∂xi
) = ai

νΨ(ξν).

Por lo tanto,
ων

f = ai
νdxi = ην

f .

De la misma manera que cuando construimos los campos ξ1, . . . , ξn+p, pode-
mos transportar paralelamente los vectores canónicos e1, . . . , en+p hasta TxM ⊕
(NxM)g. Denotemos también por e1, . . . , en+p a las extensiones de estos campos
en campos vectoriales ortogonales entre śı y paralelos a lo largo de TM ⊕NMg.
Como Ψ(ξ1), . . . , Ψ(ξn+p) y e1, . . . , en+p son dos marcos1 de vectores paralelos en
TM ⊕ NMg, existen números reales ci

j tales que Ψ(ξi) = ci
jej, más aún, como

los dos marcos son de vectores ortogonales, la matriz [ci
j] es una matriz ortogo-

nal. Sean ω1
g , . . . , ω

n+p
g las formas diferenciales construidas a partir de los campos

e1, . . . , en+p. De manera similar a como probamos que df ν = ων
f , también tene-

mos que dgν = ων
g .

Como ων
f = ην

f , f es la inmersión isométrica de M construida a partir del mar-
co ortonormal Ψ(ξ1), . . . , Ψ(ξn+p) en TM ⊕ NMg. Por el comentario final de la
prueba de la primera parte del teorema, existen números reales qν tales que

gν = cµ
νfµ + qν .

Sea τ : Rn+p → Rn+p, dada por

τ(x1, . . . , xn+p) = (ci
1xi + q1, . . . , ci

n+pxi + qn+p).

Como la matriz [ci
j] es ortogonal, τ es una isometŕıa, además, g = τ ◦ f .

Finalmente, como el campo vectorial ξi, que se obtuvo transportando paralela-
mente al vector ei a lo largo de TM ⊕NMf , coincide con su transporte paralelo
a lo largo de Rn+p, tenemos que

τ∗(ξi) = τ∗(ei)

= ci
kek

= Ψ(ξi).

Por lo tanto, τ∗ coincide con Ψ en TM ⊕NMf . En particular,

τ∗|NMf
= Ψ|NMf

= φ̃.

1Un marco en un haz vectorial es un conjunto de campos vectoriales tales que en cada fibra forman
una base.
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Nota 1.4: Usando el teorema fundamental de las subvariedades podemos demostrar
que no todas las inmersiones isométricas de una variedad en Rn+p son equivalentes, en
el sentido de que exista una isometŕıa τ tal que g = τ ◦ f .
Por ejemplo, considérese una vecindad U suficientemente pequeña del toro, T 2 = S1×
S1, tal que U sea simplemente conexa. Tomemos f : T 2 → R4 como la función

f(θ, φ) = (eiθ, eiφ).

Un cálculo directo demuestra que f es una inmersión. Dotemos a T 2 con la métrica
inducida por la inmersión (T 2 con esta métrica es llamado el toro de Clifford). Resulta
que con esta métrica T 2 es plano, i.e. su tensor de curvatura es nulo, y su segunda
forma fundamental, que denotaremos por α, no se anula.
Si la vecindad U es suficientemente pequeña, existe en U un marco ortonormal, {ξ, ν}.
Podemos definir para cada par de campos vectoriales X, Y ∈ TU , con Y = h1ξ + h2ν,
el campo vectorial

∇′
XY = X(h1) ξ + X(h2) ν.

∇′ es una conexión en TU , además su tensor de curvatura es idénticamente nulo. Si
tomamos M = U , α′(X,Y ) ≡ 0 y E = NMf , el par (α′, ∇′) satisface las ecuacio-
nes fundamentales para curvatura cero. Por lo tanto, existe una inmersión isométrica
g : M → R4 y un isomorfismo de haces vectoriales φ̃ : E → NMg que satisfacen
las condiciones del teorema. Sin embargo, ninguna isometŕıa τ de R4 satisface que
g = τ ◦ f |U , porque de lo contrario, τ∗|NMf

induce in isomorfismo de haces vectoriales
entre NMf y NMg tal que τ∗(α(X, Y )) = α′(X, Y ), lo cual es una contradicción porque
α′ es un operador nulo y α no.



Caṕıtulo 2

Superficies en R4

Sea f : M2 → R4 una inmersión isométrica de una superficie en R4, entonces M tiene
una segunda forma fundamental α̃ asociada con la inmersión, aśı como una conexión
normal ∇⊥. Sea ν un campo normal, si ν no se anula podemos construir un nuevo
haz vectorial Riemanniano de rango 1 con una conexión compatible con la métrica y
con una “segunda forma fundamental”. Por lo tanto, si este haz satisface las ecua-
ciones fundamentales, y M es simplemente conexa, existe una inmersión isométrica
g : M → R3.

2.1 Las ν-ecuaciones fundamentales

Nótese que como toda variedad es localmente homeomorfa a Rn, se tiene que toda
variedad es localmente simplemente conexa, es decir, que para cada punto p ∈ M y
cada vecindad V de p existe un abierto U simplemente conexo tal que p ∈ U ⊂ V . Sea
ν un campo normal a M en R4. Si ν|p 6= 0, existe una vecindad de p tal que ν|U 6= 0.
Por lo tanto, a partir de ahora podemos suponer que M es simplemente conexa y que
existe un campo ν, normal a M en R4 y tal que |ν| = 1.
Sea (Eν)x = {c ν(x) | c ∈ R} el subespacio de NxM generado por ν(x).
Definimos

Eν = {c ν(x) | x ∈ M, c ∈ R}.
Definición 2.1. Si π : P → M es un haz vectorial, decimos que la subvariedad P ′ ⊂ P
es un sub-haz vectorial si π|P ′ : P ′ → M es un haz vectorial y la inclusión i : P ′ → P
es un morfismo de haces vectoriales a lo largo de M .

Proposición 2.1. Eν es un sub-haz vectorial de NM .

DEMOSTRACION. Sea φ : M × R→ NM dada por

φ(x, t) = t ν(x).

φ es un morfismo inyectivo de haces vectoriales sobre M tal que φ(M × R) = Eν .
Probaremos que Eν es una subvariedad de NM mostrando que φ es un encaje. Como
φ es una función inyectiva y continua será suficiente probar que es un encaje local.
Sea p ∈ M , como ν(p) 6= 0, en una vecindad U de p existe un campo normal µ tal
que {ν(x), µ(x)} es una base de NxM para cada x ∈ U . Usando esta base podemos

25
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construir la trivialización τ : π−1(U) → U × R2 dada por τ(aν(x)+bµ(x)) = (x, (a, b)).
La expresión de φ en esta trivialización está dada de la siguiente manera,

τ ◦ φ(x, t) = τ(t ν(x)) = (x, (t, 0)), x ∈ U, t ∈ R.

Por lo tanto, como τ es un difeomorfismo, por la ecuación anterior φ|U×R es un encaje,
i.e., φ es un encaje local, por lo que Eν una subvariedad de NM .
Como por construcción la estructura de haz vectorial de Eν dada por el morfismo φ
coincide con la estructura dada por la inclusión i : Eν ↪→ NM , concluimos que Eν es
un sub-haz vectorial de NM .

Nótese que el morfismo φ construido en el teorema anterior es un difeomorfismo entre
Eν y M × R.

Corolario 2.1. Eν es orientable si y solo si M es orientable.

Como Eν es un sub-haz de NM , podemos dotarlo con la métrica Riemanniana obtenida
al restringir la métrica de NM . Rećıprocamente, si tenemos un sub-haz vectorial
π : E → M del haz normal, de rango 1 y con la métrica inducida por el haz normal,
entonces los siguientes dos lemas muestran que E = Eν para algún campo normal.

Lema 2.1. Sea E → M un haz vectorial Riemanniano de rango 1. Existe una única
conexión en E compatible con la métrica, más aún, la conexión es plana.

DEMOSTRACION. Supongamos que ∇ es una conexión en E compatible con la métrica.
Sea η una sección local de E definida en el abierto U y tal que |η| = 1. Como E es
un haz de rango 1, cualquier sección local ν de E se puede escribir en U como fη para
una única función f ∈ C∞(U) y como ∇ es compatible con la métrica, tenemos que
〈∇Xη, η〉 = 1/2X〈η, η〉 = 0, por lo que ∇Xη = 0 para cualquier vector tangente X.
Por lo tanto, si ν = fη, tenemos que

∇Xν = X(f)η, (2.1)

por lo que si la conexión existe debe ser única. Definamos ∇ utilizando la ecuación
(2.1). ∇ está bien definida, pues como el haz es de rango 1, si µ es otro campo local de
longitud unitaria definido en el abierto U , tenemos que µ = −η por lo que si ν = fη,
entonces ν = (−f)(−η). Como

X(f)η = [X(−f)](−η),

∇Xν es independiente de la sección local unitaria. Un cálculo directo muestra que ∇
es una conexión compatible con la métrica y por (2.1) el tensor de curvatura de ∇ se
anula.

Lema 2.2. Sea E → M un haz vectorial de rango 1 sobre una variedad M simplemente
conexa, entonces E es trivial



CAPÍTULO 2. SUPERFICIES EN R4 27

DEMOSTRACION. Introduzcamos en E una métrica Riemanniana, la cual denotaremos
por g. Sea ∇′ la única conexión en E compatible con g. Por el lema 2.1 ∇′ es una
conexión plana. Sea νx un vector unitario en la fibra sobre el punto x ∈ M . Como ∇′

tiene tensor de curvatura nulo y M es simplemente conexa, existe una única extensión
del vector νx en un campo vectorial paralelo ν : M → E. Como la conexión es
compatible con la métrica y ν es paralelo, tenemos que g(ν, ν) = 1 en todo M , es decir
que ν 6= 0 en todo M . Por lo tanto, como E es un haz vectorial de rango 1 y posee
una sección que no se anula, debe ser trivial.

Definición 2.2. Sea E → M un sub-haz vectorial del haz normal de rango 1 y con
la métrica inducida del haz normal. Denotaremos por ∇′ a la única conexión en E
compatible con la métrica.

Por el lema 2.2, si E es un sub-haz de rango 1 del haz normal a M , existe un campo
normal unitario ν tal que E = Eν .

Proposición 2.2. Sea E un sub-haz del haz normal tal que E = Eν para cierto campo
normal unitario ν. Entonces, si µ es una sección de E, tenemos que

∇′
Xµ = 〈∇⊥

Xµ, ν〉ν.
DEMOSTRACION. Como µ = 〈µ, ν〉ν, y ∇′

Xν = 0, tenemos que ∇′
Xµ = X(〈µ, ν〉)ν. Co-

mo µ y ν son secciones en el haz normal y∇⊥ es compatible con la métrica, X(〈µ, ν〉) =
〈∇⊥

Xµ, ν〉+ 〈µ,∇⊥
Xν〉. Finalmente, como |ν| = 1, tenemos que 〈µ,∇⊥

Xν〉 = 0, de donde
se sigue el resultado.

Dada la segunda forma fundamental del haz normal, para cada par X, Y de vectores
tangente a M en x, α̃(X,Y ) es un vector normal a M . Sea α′(X, Y ) la proyección de
α̃(X, Y ) sobre la fibra Ex del sub-haz E de NM . Sea ν un campo normal unitario tal
que E = Eν y sea lν(X,Y ) = 〈α̃(X, Y ), ν〉, la ν-segunda forma fundamental definida
en el caṕıtulo anterior. Entonces se tiene que

α′(X,Y ) = lν(X, Y )ν.

Como para cada x ∈ M , lν es un operador bilineal, simétrico de TxM × TxM a R, es
claro que α′ también es bilineal y simétrica; más aún, como α′(X, Y ) = 〈α̃(X,Y ), ν〉ν,
tenemos que α′(X, Y ) es una función diferenciable si X,Y son campos tangentes dife-
renciables. Por lo tanto, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.3. α′ es una sección diferenciable y simétrica de Hom(TM × TM,E).

Como en E tenemos una (única) conexión compatible con la métrica y α′ define una
segunda forma fundamental, podemos utilizar el teorema fundamental de las subvarie-
dades para buscar inmersiones isométricas de nuestra superficie en R3, sin embargo, no
es necesario verificar todas las ecuaciones fundamentales, como demuestra el siguiente
teorema.

Teorema 2.1. E con la conexión ∇′ y la segunda forma fundamental α′ cumple la
ecuación de Ricci para curvatura constante.
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DEMOSTRACION. Sean ν una sección local de E y S ′ν el único operador lineal tal que
〈α′(X, Y ), ν〉 = 〈S ′νX, Y 〉. Aśı mismo, sea Sν el ν-operador de forma definido en el
caṕıtulo anterior. Entonces, por la proposición 1.2 tenemos que

〈SνX,Y 〉 = lν(X, Y ) = 〈α′(X, Y ), ν〉,

por lo que Sν = S ′ν .
Sea R′ el tensor de curvatura de ∇′, por el lema 2.1, R′(X, Y )η = 0, para cualesquiera
campos tangentes X, Y y sección local η.
Además, si f ∈ C∞(M), un cálculo directo demuestra que S ′fν = fS ′ν , por lo que si ν
es una sección local unitaria definida en el abierto U , tenemos que en U se cumple que

α′(X,S ′ηY )− α′(S ′ηX,Y ) = α′(X,S ′〈η,ν〉νY )− α′(S ′〈η,ν〉νX, Y )

= α′(X, 〈η, ν〉S ′νY )− α′(〈η, ν〉S ′νX,Y )

= 〈η, ν〉(α′(X,S ′νY )− α′(S ′νX, Y )).

A su vez, para el campo ν tenemos que

α′(X, S ′νY )− α′(S ′νX,Y ) = (lν(X, S ′νY )− lν(S
′
νX, Y ))ν

= (〈SνX, S ′νY 〉 − 〈S ′νX,SνY 〉)ν,
= 0,

donde la última ecuación se debe a que Sν = S ′ν . Por lo tanto,

R′(X, Y )η = 0 = α′(X, S ′ηY )− α′(S ′ηX, Y ),

que es la ecuación de Ricci para curvatura constante.

Por la proposición anterior, si estamos interesados en hallar una inmersión isométrica
de la superficie en R3, con segunda forma fundamental determinada por el sub-haz
vectorial E, debemos verificar que ∇′ y α′ cumplen con las ecuaciones de Gauss y
Codazzi para curvatura cero. Para estudiar las ecuaciones de Gauss y Codazzi debemos
reescribirlas de una manera conveniente. Sea p ∈ M , sabemos que dado un sub-haz
E del haz normal de rango 1, existe un campo vectorial normal unitario ν tal que
E = Eν . Más aún, escogiendo una vecindad U de p suficientemente pequeña, sabemos
que existe un campo normal µ en U tal que {ν(x), µ(x)} es una base de NxM para
cada x. Utilizando el proceso de Gram-Schmidt podemos construir un campo normal
ν⊥ tal que {ν, ν⊥} es una base ortonormal.

Teorema 2.2. La ecuación de Gauss es equivalente a la ecuación

lν⊥(X, W )lν⊥(Y, Z)− lν⊥(X, Z)lν⊥(Y,W ) = 0.

Podemos reescribir la ecuación anterior de manera más compacta como

lν⊥ • lν⊥ = 0.
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DEMOSTRACION. Sean X, Y, Z, W ∈ TxM , como α̃(X, Y ) = lν(X, Y )ν + lν⊥(X, Y )ν⊥ y
ν, ν⊥ son vectores perpendiculares entre śı, tenemos que

〈α̃(X, W ), α̃(Y, Z)〉 = 〈lν(X, W )ν + lν⊥(X, W )ν⊥, lν(Y, Z)ν + lν⊥(Y, Z)ν⊥〉
= lν(X,W )lν(Y, Z) + lν⊥(X,W )lν⊥(Y, Z),

similarmente, 〈α̃(X,Z), α̃(Y,W )〉 = lν(X, Z)lν(Y,W ) + lν⊥(X, Z)lν⊥(Y, W ). Como α̃
cumple la ecuación de Gauss, tenemos que

Rm(X,Y, Z, W ) = 〈α̃(X, W ), α̃(Y, Z)〉 − 〈α̃(X, Z), α̃(Y, W )〉
= lν • lν(X, Y, Z,W ) + lν⊥ • lν⊥(X,Y, Z, W ).

Además, como α′(X,Y ) = lν(X, Y )ν, un cálculo directo demuestra que 〈α′(X, W ), α′(Y, Z)〉−
〈α′(X, Z), α′(Y,W )〉 = lν •lν(X, Y, Z, W ). Por lo tanto, α′ cumple la ecuación de Gauss
si y solo si lν⊥ • lν⊥ = 0.

Teorema 2.3. Sean X, Y, Z campos vectoriales tangentes a M en una vecindad de
p ∈ M , entonces, la ecuación de Codazzi es equivalente a la ecuación

〈∇⊥
Y ν⊥, ν〉X + 〈∇⊥

Xν, ν⊥〉Y ∈ KerSν⊥ ,

donde KerSν⊥(x) es el kernel del operador Sν⊥|TxM .

DEMOSTRACION. Sean X, Y, Z campos vectoriales locales tangentes a M , entonces la
ecuación de codazzi está dada por

(∇′
Xα′)(Y, Z) = (∇′

Y α′)(X, Z).

Como α′ = lν ⊗ ν (ver el apéndice) tenemos que ∇′
Xα′ = (∇X lν)⊗ ν + lν ⊗∇′

Xν, pero
en la prueba del lema 2.1 demostramos que ∇′

Xν = 0 para cualquier sección unitaria
de un haz vectorial de rango 1, por lo que

∇′
Xα′ = (∇X lν)⊗ ν.

Por lo tanto, tenemos que la ecuación de Codazzi es equivalente a

(∇X lν)(Y, Z) = (∇Y lν)(X,Z).

Como α̃ = lν ⊗ ν + lν⊥ ⊗ ν⊥, tenemos que

∇⊥
Xα̃ = (∇X lν)⊗ ν + lν ⊗∇⊥

Xν + (∇X lν⊥)⊗ ν⊥ + lν⊥ ⊗∇⊥
Xν⊥. (2.2)

Además, α̃ y ∇⊥ cumplen con la ecuación de Codazzi, por lo que

(∇⊥
Xα̃)(Y, Z) = (∇⊥

Y α̃)(X, Z).

Sustituyendo la ecuación (2.2) en la ecuación anterior y tomando la componente en la
dirección del vector ν tenemos que

(∇X lν)(Y, Z) + lν(Y, Z)〈∇⊥
Xν, ν〉+ lν⊥(Y, Z)〈∇⊥

Xν⊥, ν〉 =

(∇Y lν)(X,Z) + lν(X, Z)〈∇⊥
Y ν, ν〉+ lν⊥(X,Z)〈∇⊥

Y ν⊥, ν〉.
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Como∇′
Xν = 0, tenemos que 〈∇⊥

Xν, ν〉 = 〈∇′
Xν, ν〉 = 0, con lo cual la ecuación anterior

se escribe como

(∇X lν)(Y, Z) + lν⊥(Y, Z)〈∇⊥
Xν⊥, ν〉 = (∇Y lν)(X, Z) + lν⊥(X, Z)〈∇⊥

Y ν⊥, ν〉.
Por lo tanto, α′ y ∇′ cumplen la ecuación de Codazzi si y solo si

lν⊥(Y, Z)〈∇⊥
Xν⊥, ν〉 = lν⊥(X, Z)〈∇⊥

Y ν⊥, ν〉.
Como l⊥ν es C∞(M) bilineal, podemos reagrupar la ecuación anterior de la siguiente
manera

lν⊥(〈∇⊥
Y ν⊥, ν〉X − 〈∇⊥

Xν⊥, ν〉Y, Z) = 0.

Por la proposición 1.2 , la ecuación anterior es equivalente a

〈Sν⊥(〈∇⊥
Y ν⊥, ν〉X − 〈∇⊥

Xν⊥, ν〉Y ), Z〉 = 0, (2.3)

y como Z es arbitrario, la ecuación (2.3) se cumple si y solo si

Sν⊥(〈∇⊥
Y ν⊥, ν〉X − 〈∇⊥

Xν⊥, ν〉Y ) = 0

para cualesquiera X, Y . Finalmente, como 〈ν, ν⊥〉 = 0 y ∇⊥ es una conexión com-
patible con la métrica, se tiene que 〈ν⊥,∇⊥

Xν〉 = −〈∇⊥
Xν⊥, ν〉, de donde se obtiene el

resultado.

2.2 Las ecuaciones de Gauss y Codazzi

Definición 2.3. Sean X,Y campos vectoriales locales tangentes a M en una vecindad
U tal que existe un campo normal a M , ν⊥, tal que 〈ν, ν⊥〉 = 0. Definimos Wν(X, Y )
como el campo vectorial

Wν(X, Y ) = 〈∇⊥
Y ν⊥, ν〉X + 〈∇⊥

Xν, ν⊥〉Y.

Por el teorema 2.3, α′,∇′ cumplen la ecuación de codazzi si y solo si Wν(X,Y ) ∈
KerSν⊥ para cada par de campos tangentes locales X, Y . Además, por la última parte
del teorema 2.3 sabemos que 〈∇⊥

Xν, ν⊥〉 = −〈∇⊥
Xν⊥, ν〉, por lo que es inmediata la

siguiente proposición.

Proposición 2.4. Sean X, Y dos campos tangentes locales de M , entonces Wν(X,Y ) =
−Wν(Y,X).

De ahora en adelante, a no ser que se establezca lo contrario, sólo consideraremos
campos vectoriales tangentes a M definidos en una vecindad tal que exista una pareja
de campos normales {ν, ν⊥} perpendiculares entre śı.

Lema 2.3. Sean X, Y campos vectoriales locales tangentes a M , entonces, si e, f, g, h
son funciones diferenciables definidas en la misma vecindad que X, Y , se verifica la
siguiente ecuación,

Wν(eX + fY, gX + hY ) = (eh− fg)Wν(X, Y ).

En particular, si X,Y son linealmente independientes en x ∈ M , Wν(X
′, Y ′) = 0 para

cada X ′, Y ′ en una vecindad de x si y solo si Wν(X, Y ) = 0.
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DEMOSTRACION. De la definición de Wν es claro que Wν es C∞-bilineal en la vecindad
en la que este definido, por lo que

Wν(eX + fY, gX + hY ) = egWν(X,X) + ehWν(X, Y ) + fgWν(Y, X) + fhWν(Y, Y ),

utilizando la proposición anterior, Wν(X,X) = Wν(Y, Y ) = 0 y
Wν(X, Y ) = −Wν(Y,X), por lo que simplificando la ecuación obtenemos

Wν(eX + fY, gX + hY ) = (eh− fg)Wν(X, Y ).

Para la última parte, si X,Y son linealmente independientes en x, existe una vecindad
V de x tal que X,Y son linealmente independientes en V , por lo que para cada pareja
X ′, Y ′ de campos tangentes en V existen funciones diferenciables, e, f, g, h, tales que
X ′ = eX + fY y Y ′ = gX + hY . Aplicando la primera parte del lema tenemos que

Wν(X
′, Y ′) = (eh− fg)Wν(X,Y ),

por lo tanto, Wν(X
′, Y ′) = 0 para cualquier pareja de campos tangentes X ′, Y ′ en V

si y solo si Wν(X, Y ) = 0.

Lema 2.4. Sea ν un campo normal local sobre la superficie M . Sea {X1, X2} una base
para TpM , entonces la expresión para el operador Sν |TpM en esta base está dada por la
matriz

[Sν ] =

(
eν fν

fν gν

)(
g11 g12

g21 g22

)−1

,

donde,
eν = 〈Sν(X1), X1〉 = lν(X1, X1),
fν = 〈Sν(X1), X2〉 = lν(X1, X2),
gν = 〈Sν(X2), X2〉 = lν(X2, X2),

son los coeficientes de la segunda forma fundamental en la base y gij = 〈Xi, Xj〉.
DEMOSTRACION. Sea Sν(Xi) = ai

jXj, la expresión de Sν en la base {X1, X2}, entonces

〈Sν(Xi), Xj〉 = ai
k〈Xk, Xj〉 = ai

kgkj.

Si escribimos en forma matricial la ecuación anterior nos queda que
(

eν fν

fν gν

)
= [Sν ]

(
g11 g12

g21 g22

)
.

Despejando [Sν ] de la ecuación anterior obtenemos el resultado.

Por el lema 2.3, para probar que Wν(X,Y ) ∈ kerSν⊥ , es suficiente que evaluemos
Sν⊥(Wν(X, Y )) en una pareja de vectores linealmente independientes. Además, en
caso de que Wν(X, Y ) 6= 0, también tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.4. Supongamos que X, Y son una pareja de campos tangentes definidos
en una vecindad U . Si Wν(X, Y ) 6= 0, entonces X,Y son linealmente independientes
y si α′ y ∇′ cumplen con la ecuación de Codazzi en U , entonces también cumplen con
la de Gauss.
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DEMOSTRACION. Sean X,Y campos tangentes tales que Wν(X, Y ) 6= 0, supongamos
que X, Y son linealmente dependientes, entonces existe una función diferenciable f tal
que Y = fX o X = fY . Podemos suponer sin pérdida de generalidad que Y = fX,
entonces,

Wν(X,Y ) = Wν(X, fX) = fWν(X,X) = 0,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto X, Y son linealmente independientes.
Supongamos que α′,∇′ satisfacen la ecuación de Codazzi en U , entonces Sν⊥(Wν(X,Y )) =
0 y como Wν(X,Y ) 6= 0, tenemos que det Sν⊥ = 0 en U .
Sea p ∈ U , tomemos una parametrización ψ : V → R2 en una vecidad de p tal que
V ⊂ U y denotemos por ∂1, ∂2 a los vectores tangentes ∂/∂x1, ∂/∂x2. Por el lema 2.4
tenemos que det Sν⊥ = (eν⊥gν⊥ − f 2

ν⊥)/ det[gij], donde eν⊥ , fν⊥ , gν⊥ fueron definidos en
el lema y gij es la expresión local de la métrica, por lo que en V se cumple la ecuación
(eν⊥gν⊥ − f 2

ν⊥) = 0. Por otro lado, sabemos que la ecuación de Gauss es equivalente a
lν⊥ • lν⊥(X,Y, Z,W ) = 0 para cualesquiera campos tangentes locales X,Y, Z,W .
Por definición tenemos que

lν⊥ • lν⊥(X,Y, Z, W ) = lν⊥(X, W )lν⊥(Y, Z)− lν⊥(X, Z)lν⊥(Y, W ).

Es inmediato de la ecuación anterior que lν⊥ •lν⊥ es multilineal y satisface las relaciones

lν⊥ • lν⊥(X, Y, Z, W ) = −lν⊥ • lν⊥(Y, X,Z, W ) = −lν⊥ • lν⊥(X,Y,W,Z), (2.4)

en particular, lν⊥ • lν⊥(∂i, ∂i, Z, W ) = 0. Lo mismo para lν⊥ • lν⊥(X,Y, ∂i, ∂i). Por lo
tanto, tenemos que lν⊥ • lν⊥ = 0 si y solo si lν⊥ • lν⊥(∂i, ∂j, ∂k, ∂l) = 0, con i 6= j y
k 6= l. Utilizando las relaciones de la ecuación (2.4) vemos que es suficiente con probar
que lν⊥ • lν⊥(∂1, ∂2, ∂1, ∂2) = 0, pero

lν⊥ • lν⊥(∂1, ∂2, ∂1, ∂2) = −(eν⊥gν⊥ − f 2
ν⊥) = 0.

Como el punto p en U fue arbitrario, la ecuación de Codazzi implica la ecuación de
Gauss en todo U .

Del teorema anterior vemos que α′,∇′ cumplen la ecuación de Gauss si y solo si
det Sν⊥ = 0. Si fijamos una base local de vectores tangentes tenemos que det Sν⊥ = 0
si y solo si (eν⊥gν⊥ − f 2

ν⊥) = 0, donde eν⊥ , gν⊥ , fν⊥ son los coeficientes de la ν-segunda
forma fundamental en la base dada, definidos en el lema 2.4.

Teorema 2.5. Sean X, Y una pareja de campos vectoriales locales, tangentes a M y
linealmente independientes. La condición de Codazzi es equivalente a ∇̄Wν(X,Y )ν

⊥ = 0,
donde ∇̄ es la conexión de TR4|M .

DEMOSTRACION. Sea Wν = Wν(X, Y ), primero probaremos que ∇⊥
Wν

ν⊥ = 0.

Como ∇⊥ es una conexión compatible con la métrica,

〈∇⊥
Wν

ν⊥, ν⊥〉 =
1

2
Wν(〈ν⊥, ν⊥〉) = 0.
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Además, como Wν = 〈∇⊥
Y ν⊥, ν〉X − 〈∇⊥

Xν⊥, ν〉Y , tenemos que

∇⊥
Wν

ν⊥ = 〈∇⊥
Y ν⊥, ν〉∇⊥

Xν⊥ − 〈∇⊥
Xν⊥, ν〉∇⊥

Y ν⊥,

de donde tenemos que

〈∇⊥
Wν

ν⊥, ν〉 = 〈∇⊥
Y ν⊥, ν〉〈∇⊥

Xν⊥, ν〉 − 〈∇⊥
Xν⊥, ν〉〈∇⊥

Y ν⊥, ν〉 = 0.

Por lo tanto, ∇⊥
Wν

ν⊥ = 0. Finalmente, por definición del operador de forma (definición
1.1), tenemos que

∇̃Wνν
⊥ = −Sν⊥(Wν) +∇⊥

Wν
ν⊥ = −Sν⊥(Wν).

Como la condición de Codazzi se cumple si y solo si Sν⊥(Wν(X, Y )) = 0 para alguna
pareja de campos tangentes linealmente independientes, el resultado se obtiene de la
ecuación anterior.

Por lo tanto, dado un haz vectorial Eν → M , podemos probar que ∇′ y α′ satisfacen
las ecuaciones de Gauss y Codazzi probando que localmente se cumplen las ecuaciones

lν⊥ • lν⊥ = 0,

∇̄Wν(X,Y )ν
⊥ = 0.

Más aún, si Wν(X,Y ) 6= 0 para una pareja de campos tangentes linealmente indepen-
dientes, es suficiente con probar la segunda ecuación.

Para concluir el caṕıtulo, probaremos un teorema que relaciona una de las propie-
dades geométricas de la inmersión en R4 con la cantidad de “curvatura extŕınseca”que
posee.

Teorema 2.6. Sea f : M → R4 una inmersión isométrica de una superficie simple-
mente conexa en R4. f(M) se encuentra en un hiperplano si y solo si existe un campo
normal ν⊥ a lo largo de M tal que ∇⊥

Xν⊥ = 0 para cada campo tangente X y lν⊥ = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que f(M) se encuentra en el hiperplano V que pasa por
f(x0) y es ortogonal al vector unitario v en R4. Sea ν⊥ el campo en TR4|M que se
obtiene desplazando paralelamente el vector v a lo largo de f(M). ν⊥ es un campo
normal a M , además, por la ecuación de Weingarten,

lν⊥(X,Y ) = 〈α(X, Y ), ν⊥〉 = −〈∇̄Xν⊥, Y 〉 = 0.

Como ∇⊥
Xν⊥ es la proyección sobre el haz normal de ∇̄Xν⊥, tenemos que ∇⊥

Xν⊥ = 0.

Rećıprocamente, supongamos que existe un campo ν⊥ normal a M con las propie-
dades del teorema. Sea E el haz vectorial tal que para cada x ∈ M , la fibra Ex de E
sobre x es el complemento ortogonal del espacio generado por ν⊥(x) en NxM . Como
localmente siempre existe un campo normal ν tal que {ν, ν⊥} es una base ortonor-
mal para NM , se sigue que E es un sub-haz vectorial de NM de rango 1, además,



CAPÍTULO 2. SUPERFICIES EN R4 34

NMf
∼= E ⊕ Eν⊥ , donde NMf es el haz normal a la inmersión a lo largo de f y

“∼= ”denota isomorfismo de haces vectoriales a lo largo de la identidad. Como lν⊥ = 0,
para todo par de vectores X, Y tangentes a M se tiene que

〈Sν⊥X, Y 〉 = lν⊥(X, Y ) = 0,

por lo que Sν⊥ = 0. Entonces, ∇̄Xν⊥ = −Sν⊥X + ∇⊥
Xν⊥ = 0 para cualquier vector

tangente X, en particular para el vector Wν(X, Y ), i.e., E cumple la ecuación de
Codazzi y como lν⊥ = 0, es inmediato que lν⊥ • lν⊥ = 0, que es la ecuación de Gauss.
Por lo tanto, existe una inmersión isométrica h : M → R3 tal que el haz normal a M
en R3, NMh, es isomorfo a E y se conserva la métrica, la conexión y el operador de
la segunda forma fundamental. Sean i : R3 → R4 la inmersión isométrica canónica
dada por i(x) = (x, 0) y g = i ◦ h. g es una inmersión isométrica. Sea µ el transporte
paralelo en R4 del vector canónico e4 = (0, 0, 0, 1) a lo largo de la imagen de g. µ es
un campo normal a la superficie; más aún, como NMg

∼= NMh ⊕ Eµ, tenemos que
NMg

∼= E ⊕ Eµ.
Sea φ̃ : NMf → NMg el morfismo de haces vectoriales dado por

φ̃(ξ + aν⊥) = ξ + aµ.

φ̃ es un isomorfismo de haces vectoriales sobre la identidad; más aún, φ̃ conserva la
métrica, pues es la identidad en E y env́ıa al vector unitario ν⊥ en el vector unitario
µ. Veamos que φ̃ también conserva la segunda forma fundamental y la conexión.

Sean X un campo tangente a M y ξ + bν⊥ una sección de NMf , entonces

∇⊥
f X

(ξ + bν⊥) = ∇⊥
f X

ξ + X(b)ν⊥.

Sea ν una sección unitaria de E, entonces ξ = 〈ξ, ν〉ν. Como ∇⊥
f X

ν⊥ = 0, también

tenemos que ∇⊥
f X

ν = 0, por lo que

∇⊥
f X

ξ = ∇⊥
f X

(〈ξ, ν〉ν) = 〈∇⊥
f X

ξ, ν〉ν = ∇′
Xξ.

Por lo tanto, φ̃(∇⊥
f X

(ξ + bν⊥)) = ∇′
Xξ + X(b)µ. Nótese que como ∇̄Xµ = 0, entonces

también se tiene que ∇⊥
g X

µ = 0, por lo que repitiendo el argumento de la parte anterior

podemos probar que ∇⊥
g X

(ξ + bµ) = ∇′
Xξ + X(b)µ, por lo que

φ̃(∇⊥
f X

(ξ + bν⊥)) = ∇′
Xξ + X(b)µ = ∇⊥

g X
(φ̃(ξ + bν⊥)).

Además, si X, Y son dos campos vectoriales tangentes a M , y αf , αg representan los
operadores de segunda forma fundamental de f y g respectivamente, tenemos que

αf (X, Y ) = α′(X, Y ) + lν⊥(X, Y )ν⊥ = α′(X,Y ),

por lo que
φ̃(αf (X,Y )) = α′(X, Y ).
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Como lµ(X,Y ) = −〈∇̄Xµ, Y 〉 = 0, tenemos que αg(X,Y ) es un campo normal a M que
no tiene ninguna componente en la dirección del vector µ. Como NMg = NMh ⊕ Eµ,
tenemos que αg(X, Y ) es un campo normal en NMh.
Por otro lado, haciendo la identificación TR4 = TR3⊕ TR, es fácil ver que i∗ : TR3 →
TR4 está dado por i∗(v) = v + 0, por lo que tenemos la ecuación

∇̄g∗Xg∗Y = ∇̄i∗(h∗X)i∗(h∗Y ) = ∇̄h∗X+0(h∗Y + 0) = ∇̄h∗Xh∗Y,

y como αh(X, Y ) se obtiene tomando la componente en NMh de ∇̄h∗Xh∗Y y αg(X, Y )
se obtiene tomando la componente de ∇̄g∗Xg∗Y en NMg, tenemos que αh(X, Y ) es
la componente de αg(X,Y ) en NMh, pero esta componente es αg(X, Y ), por lo que
αg = αh.
Finalmente, de la primera parte del teorema fundamental identificamos E y NMh por
un isomorfismo de haces vectoriales tal que a α′(X, Y ) le corresponde el campo normal
αh(X, Y ). Por medio de esta identificación tenemos que

αg(X,Y ) = α′(X, Y ).

Entonces φ̃(αf (X,Y )) = α′(X, Y ) = αg(X,Y ). Por lo tanto, por la segunda parte
del teorema fundamental de las subvariedades, existe un movimiento ŕıgido τ tal que
f = τ ◦ g. En particular, f(M) = τ(g(M)), y como g(M) está contenido en un
hiperplano y τ es un movimiento ŕıgido, concluimos que f(M) se encuentra en un
hiperplano.

Ejemplo 2.1. Los toros planos. Sean v = (a, c), w = (b, d), vectores linealmente
independientes en el plano. El toro plano generado por v y w es la imagen de la
inmersión f : R2 → R4 dada por

f(θ, ϕ) = (ei(aθ+bϕ), ei(cθ+dϕ)).

En particular, si v = (1, 0) y w = (0, 1) obtenemos el toro de Clifford. Sean X1 = f∗(∂θ)
y X2 = f∗(∂ϕ). Definamos

X3 = (ei(aθ+bϕ), 0), X4 = (0, ei(cθ+dϕ)).

X3, X4 es una base ortonormal del haz normal al toro. Denotemos por eν , fν , gν a los
coeficientes de la ν-segunda forma fundamental, entonces tenemos que

eX3 = −〈∇̄X1X1, X3〉 = a2,

fX3 = −〈∇̄X2X1, X3〉 = ab,

gX3 = −〈∇̄X2X2, X3〉 = b2.

Similarmente tenemos que

eX4 = c2, fX4 = cd, gX4 = d2.

Sea ν = AX3 + BX4, un campo normal a la superficie, entonces ν⊥ = −BX3 + AX4

es el complemento ortogonal a ν en el haz normal. Por lo tanto, eν⊥ = −BeX3 + AeX4 ,
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etc., y si se satisface la ν-ecuación de Gauss, debemos tener que eν⊥gν⊥ − f 2
ν⊥ = 0.

Realizando los cálculos resulta que

eν⊥gν⊥ − f 2
ν⊥ = −AB(ad− bc)2.

Por lo tanto, la ecuación de Gauss se satisface si y solo si A = 0 o B = 0. Como
A y B son funciones continuas tales que A2 + B2 = 1, en cualquier vecindad conexa
del toro los únicos campos normales que satisfaen la ecuación de Gauss son X3 y X4.
Finalmente, un cálculo directo muestra que 〈∇̄X1X3, X4〉 = 〈∇̄X2X3, X4〉 = 0, por lo
que WX3 = 0 y la ecuación de Codazzi se satisface trivialmente. Similarmente tenemos
que WX4 = 0. Por lo tanto, en cualquier vecindad simplemente conexa del toro existen
dos inmersiones isométricas en R3 con segunda forma fundamental dada.

Ejemplo 2.2. El plano proyectivo. Sea f : S2 → R4 la función dada en coorde-
nadas cartesianas por

f(x, y, z) = (
x2 − y2

2
, xy, xz, yz).

Entonces f es una función invariante bajo el mapeo antipodal, por lo que f desciende
en una función f̃ : P 2R → R4, donde P 2R es el espacio proyectivo real de dimensión
2. En [HCV32] se demuestra que f̃ es un encaje del plano proyectivo en R4. Como la
esfera es un espacio cubriente del plano proyectivo, podemos parametrizar f̃ utilizando
la parametrización de la esfera dada en notación compleja por

g(θ, φ) = (cos(θ)eiϕ, sen(θ)), θ ∈ (−π/2, π/2).

Sea h = f ◦ g, entonces

h(θ, φ) = (
cos2(θ)

2
e2ϕi,

sen(2θ)

2
eϕi).

Definamos X1 = h∗(∂θ), X2 = h∗(∂ϕ), a su vez, sean X3 y X4 los campos normales
dados por

X3 = (
−sen(2θ)

2
ie2ϕi, cos2(θ)ieϕi), X4 = (− cos(2θ)e2ϕi,

−sen(2θ)

2
eϕi).

Sean Y3 = 1
|X3|X3 y Y4 = 1

|X4|X4. Un cálculo directo similar al del ejemplo anterior
demuestra que

eY3 = 0, fY3 = − cos(θ), gY3 = 0.

Similarmente,

eY4 =
−1

|X4| , fY4 = 0, gY4 =
− cos2(θ)(1 + 3 cos(2θ))

2|X4| .

Si ν = AY3 + BY4 es un campo ortonormal, entonces ν⊥ = −BY3 + AY4, por lo que

eν⊥gν⊥ − f 2
ν⊥ =

cos2(θ)(1 + 3 cos(2θ))

2|X4|2 A2 − cos2(θ)B2.
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Por lo tanto, la ecuación de Gauss es equivalente a

B2 =
1 + 3 cos(2θ)

2|X4|2 A2. (2.5)

Como |X4|2 = 1/4(1 + 3 cos2(2θ)) y A2 + B2 = 1, al sustituir en (2.5) tenemos que A
y B están determinados por las ecuaciones

B2 =
1 + 3 cos(2θ)

6 cos4(θ)
, A2 =

3 cos4(θ)− 3 cos2(θ) + 1

3 cos4(θ)
.

Sea ω3
4(X) = 〈∇̄XY3, Y4〉, un cálculo directo muestra que

ω3
4 =

1

4|X4|(5sen(θ)− 3sen(3θ))dϕ.

Por lo tanto, se tiene que 〈∇⊥
Xν, ν⊥〉 = −BX(A) + AX(B) + ω3

4(X), en particular,
como A y B únicamente son funciones de θ, tenemos que

〈∇⊥
X2

ν, ν⊥〉 = ω3
4(X2) =

1

4|X4|(5sen(θ)− 3sen(3θ)),

〈∇⊥
X1

ν, ν⊥〉 = −BA′ + AB′,

donde A′ y B′ representan las derivada de A y B. Un cálculo directo muestra que los
coeficientes de la primera forma fundamental en la base X1, X2 están dados por

E =
5 + 3 cos(4θ)

8
, F = 0, G = cos2(θ).

Como F = 0, la matriz del ν⊥-operador de forma en la base X1, X2 es

[Sν⊥ ] =

(
e
ν⊥
E

f
ν⊥
G

f
ν⊥
E

g
ν⊥
G

)
=

(
eY4

E
A

−fY3

G
B

−fY3

E
B

gY4

G
A

)
.

En la base X1, X2, el vector Sν⊥Wν tiene coordenadas

[Sν⊥Wν ] =

(
eY4

E
A(−ω3

4(X2)) +
fY3

G
(B2A′ − ABB′)

−fY3

E
B(−ω3

4(X2)) +
gY4

G
(−BAA′ + A2B′)

)
.

Como A2 + B2 = 1, se tiene que AA′ + BB′ = 0. Utilizando estas identidades en la
expresión para [Sν⊥Wν ] tenemos que

[Sν⊥Wν ] =

(−eY4

E
ω3

4(X2)A +
fY3

G
A′

fY3

E
ω3

4(X2)B +
gY4

G
B′

)
.

Por lo tanto, para que la ecuación de Codazzi se cumpla, se deben cumplir las ecuaciones
diferenciales

−eY4

E
ω3

4(X2)A +
fY3

G
A′ = 0, (2.6)

fY3

E
ω3

4(X2)B +
gY4

G
B′ = 0. (2.7)
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Sustituyendo los valores de eY4 , ω3
4(X2), etc., tenemos que la ecuación (2.6) es equiva-

lente a la ecuación
A′

A
=

16(5sen(θ)− 3sen(3θ)) cos(θ)

(5 + 3 cos(4θ))2
. (2.8)

Sea f el lado derecho de (2.8), entonces A debe cumplir la ecuación A′ = Af . Además,
si A cumple la ecuación de Gauss, debe ser de la forma A = ±√g, donde g =
3 cos4(θ)−3 cos2(θ)+1

3 cos4(θ)
, por lo que se deben cumplir las ecuaciones A′ = Af y A′ = ±g′/(2A),

de donde obtenemos la ecuación 2gf = ±g′. Realizando los cálculos en el programa
MATHEMATICA se tiene que la ecuación 2gf = ±g′ sólo tiene un conjunto finito de ráıces.
Por lo tanto, no existe ninguna inmersión isométrica del plano proyectivo en R3 con
segunda forma fundamental determinada por el encaje en R4.

Ejemplo 2.3. La botella de Klein. Sea g(θ, ϕ) = ((a + r cos(θ))eiϕ, rsen(θ)), con
a > r. g es el encaje usual del toro en R3. Nótese que la imagen de g es invariante
bajo el mapeo antipodal, A(x) = −x. Por lo tanto el grupo G = {I, A}, donde I es la
identidad, actúa de manera libre y discontinua en la imagen de g. El espacio cociente
K es la botella de Klein. Por construcción el toro es un cubriente doble de la botella
de Klein. Sea T = S1 × S1, definamos el mapeo f : T → R4 dado por

f(eiθ, eiϕ) = ((a + r cos(θ))e2ϕi, rsen(θ)eϕi).

Como f(e−iθ, ei(ϕ+nπ)) = f(eiθ, eiϕ), al identificar a T con su imagen en R3 tenemos
que f manda puntos antipodales del toro en la misma imagen. Por lo tanto, existe
una única función diferenciable f̃ : K → R4 tal que f̃ ◦ ρ = f , donde ρ : T → K es
la proyección usual. Decimos que f desciende en la función f̃ : K → R4. Se puede
probar que f̃ es un encaje, (ver [dC92], cap. 0). Como T es un espacio cubriente de
K, podemos utilizar la parametrización usual del toro para describir f̃ en términos de
θ y ϕ, de modo que f̃ está dado por

f̃(θ, ϕ) = ((a + r cos(θ))e2ϕi, rsen(θ)eϕi).

Sean X1 = f̃∗(∂θ), X2 = f̃∗(∂ϕ). Definamos X3 y X4 como los campos normales dados
por

X3 = (−rsen(θ)ie2ϕi, 2(a + r cos(θ))ieϕi) X4 = (− cos(θ)e2ϕi,−sen(θ)eϕi).

Sean Y3 = 1
|X3|X3, Y4 = X4, entonces Y3, Y4 es una base ortonormal del haz normal a

K. Al calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental en la dirección de los
vectores Y3 y Y4 de la misma manera que en los ejemplos anteriores tenemos que

eY3 = 0, fY3 = − 2r

|X3|(r + a cos(θ)), gY3 = 0,

eY4 = −r, fY4 = 0, gY4 = −(3r cos2(θ) + 4a cos(θ) + r).

Sea ν = AY3 + BY4 un campo normal a la superficie, entonces ν⊥ = −BY3 + AY4,
además,

eν = eY4B, fν = fY3A, gν = gY4B,

eν⊥ = eY4A, fν⊥ = −fY3B, gν⊥ = gY4A.
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Por lo tanto,
eν⊥gν⊥ − f 2

ν⊥ = eY4gY4A
2 − f 2

Y3
B2.

Como fY3 = 0 en un conjunto discreto de puntos, podemos suponer que fY3 6= 0.
Similarmente podemos suponer que gY4 6= 0. Utilizando la relación A2 + B2 = 1,
tenemos que la ecuación de Gauss se satisface si y solo si

A2 =
f 2

Y3

eY4gY4 + f 2
Y3

, B2 =
eY4gY4

eY4gY4 + f 2
Y3

.

Además como los coeficientes eYi
, fYi

, gYi
son independientes de ϕ, también se tiene que

A y B son funciones independientes de ϕ, por lo tanto podemos calcular 〈∇⊥
Xν, ν⊥〉

como AX(B) − BX(A) + ω3
4(X), donde ω3

4(X) = 〈∇⊥
XY3, Y4〉 = 2asen(θ)dϕ. Un

cálculo directo muestra que 〈X1, X2〉 = 0. Por lo tanto, la matriz del ν⊥-operador de
forma en la base X1, X2 está dada por

[Sν⊥ ] =

(
eY4

E
A

−fY3

G
B

−fY3

E
B

gY4

G
A

)
.

Además, utilizando la expresión para 〈∇⊥
Xν, ν⊥〉, tenemos que

Wν = −ω3
4(X2)X1 + (AB′ − A′B)X2.

Análogamente al procedimiento algebraico del ejemplo 2.2 tenemos que el campo ν
satisface la ecuación de Codazzi si y solo si se cumplen las ecuaciones

−eY4

E
ω3

4(X2)A +
fY3

G
A′ = 0,

fY3

E
ω3

4(X2)B +
gY4

G
B′ = 0.

Por lo tanto, si ν cumple la ecuación de Codazzi, se debe cumplir la ecuación A′ = Ah,

donde h =
eY4

G

fY3
E
ω3

4(X2). Además, si ν cumple la ecuación de Gauss, entonces A =
√

g,

donde g =
f2

Y3

eY4
gY4

+f2
Y3

, de alĺı se sigue que A′ = g′/(2A). Combinando ambas ecuaciones

obtenemos que g′ = 2gh. Sustituyendo el valor de los coeficientes de la segunda forma
fundamental y de ω3

4 tenemos que las funciones g y h están dadas por

g =
4r(r + a cos(θ))2

(3r cos2(θ) + 4a cos(θ) + r)|X3|2 + 4r(r + a cos(θ))2
,

h =
asen(θ)|X3|3

r2(r + a cos(θ))
.

Donde |X3|2 = 3r2 cos2(θ) + 8ar cos(θ) + 4a2 + r2. Nótese que g = R ◦ cos(θ), donde R
es una función racional. Por lo tanto, g′ = R′(cos(θ))(−sen(θ)). Si g′ = 2gh, entonces
h = R′(cos(θ))(−sen(θ))/(2R(cos(θ))). Por lo tanto,

|X3|3 = −r2(r + a cos(θ))R′(cos(θ))

2aR(cos(θ))
. (2.9)
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Como el cociente de dos funciones racionales es una función racional, lo mismo que la
derivada, la ecuación (2.9) implica que |X3|3 es de la forma R1(cos(θ)), donde R1 es una
función racional. Sea p(x) = 3r2x2 + 8arx + 4a2 + r2, entonces |X3|3 = p(cos(θ))3/2 =
p(cos(θ))p(cos(θ))1/2, por lo que p(cos(θ))1/2 es una función racional, lo cual es un
contradicción, pues el polinomio p no es cuadrado perfecto, pues tiene ráıces distintas
porque su discriminante es 4a2 − 3r2. Por lo tanto, el encaje f̃ de la botella de Klein
no admite ninguna inmersión isométrica en R3 con segunda forma fundamental deter-
minada por el haz normal en R4.



Caṕıtulo 3

Puntos Umb́ılicos

En este caṕıtulo definiremos la noción de punto ν-umb́ılico para superficies inmersas
en R4, una generalización del concepto clásico de punto umb́ılico. Consideraremos una
inmersión isométrica de una superficie en R4 y las ĺıneas de curvatura asociadas con
un campo normal a la superficie. Esta parte del trabajo tiene relación con la conjetura
de Carathéodory acerca de los puntos umb́ılicos descrita en la sección 3.3.

3.1 Foliaciones y singularidades

Definición 3.1. Sea Mn una variedad diferenciable, y sea F = {fα} una colec-
ción de subvariedades diferenciables de la misma dimensión k tales que se cumplen las
siguientes condiciones:

a) Para cada x ∈ M existe una única fα ∈ F tal que x ∈ fα.

b) Para cada x ∈ M existe un sistema de coordenadas (U,ϕ) tal que para cada α,
U ∩ fα consta a lo mas de una componente conexa.

c) Si U ∩ fα 6= ∅, entonces

ϕ(U ∩ fα) = {x ∈ Rn|xk+1 = ak+1, . . . , xn = an}

para ciertos números reales ak+1, . . . , an fijos.

Decimos que F es una foliación de M de rango k, además a cada subvariedad fα le
llamamos una hoja de la foliación. Al sistema de coordenadas (U,ϕ) le llamamos un
sistema adaptado a la foliación.

También existe el concepto de foliación con singularidades.

Definición 3.2. Sea A ⊂ M un subconjunto cerrado, entonces M − A es una subva-
riedad diferenciable de M de la misma dimensión. Si F es una foliación de M − A
entonces decimos que F es una foliación de M con singularidades. A cada punto p ∈ A
le llamamos un punto singular de la foliación.

Supongamos que F es una foliación de rango 1. Asociado a la foliación tenemos un
haz de ĺıneas. Denotemos por PM el haz proyectivo de M (ver el apéndice). Se tiene
la siguiente definición.

41
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Definición 3.3. Sea F una foliación con singularidades de rango 1 sobre la variedad
M tal que A es el conjunto de singularidades. El haz de direcciones asociado a la
foliación es la sección s : M −A → PM tal que s(x) es el subespacio de TxM generado
por la hoja de F que pasa por x.

Proposición 3.1. El haz de direcciones de una foliación con singularidades es una
sección diferenciable de PM.

DEMOSTRACION. Sea F una foliación con singularidades de rango 1 tal que A es el
conjunto de singularidades de F . Sea x ∈ M−A, y sea (U,ϕ) un sistema de coordenadas
adaptado a la foliación alrededor de x. Nótese que en este sistema de coordenadas ∂n es
un campo tangente a M de tal forma que para cada p ∈ U , ∂n es tangente a la hoja que
pasa por p. Sea π : TM − {0} → PM la proyección natural descrita en el apéndice.
Entonces para cada y en U tenemos que s(y) = π(∂n|y). Por lo tanto, como s es
composición de dos funciones diferenciables en U , debe ser una función diferenciable.
Como x es un punto arbitrario de M − A, s es diferenciable en todo M − A.

Si introducimos una métrica Riemanniana en M podemos construir el haz de esferas
SM tal como se menciona en el apéndice, de tal forma que la proyección natural,
ρ : SM → PM es un morfismo de haces fibrados. A partir de ahora supondremos
que F es una foliación con singularidades de rango 1 de una superficie M orientable,
orientada y con una métrica Riemanniana. Sea γ : [0, 1] → M − A una curva cerrada
simple y sea V un vector unitario en γ(0) tal que V es tangente a la hoja de F que
pasa por γ(0).

Proposición 3.2. Existe una única extensión continua V (t) de V tal que para cada t,
V (t) es un vector unitario tangente a la única hoja de la foliación que pasa por c(t).

DEMOSTRACION. Sea s el haz de direcciones de la foliación. Denotemos por τ a la
composición s ◦ γ. Entonces τ es un camino en PM tal que τ(0) es el subespacio de
TM generado por V . Como SM es un espacio cubriente de PM , y ρ(V ) = τ(0), existe
un único levantamiento continuo τ̃ : [0, 1] → SM tal que τ̃(0) = V y ρ(τ̃(t)) = τ(t)
para cada t. Es inmediato ver que τ̃ es la extensión buscada.

Proposición 3.3. Si cs es una homotoṕıa libre de c tal que p /∈ cs para cada s, y
V ∈ Tc(0)S es un vector unitario tangente a la hoja de F que pasa por p, entonces
existe una única extensión continua Vs(t) de V tal que Vs(t) es un vector unitario
tangente a la única hoja de la foliación que pasa por cs(t).

DEMOSTRACION. La prueba es análoga a la de la proposición 3.2.

Sean p un punto singular aislado de M y (U,ϕ) un sistema de coordenadas alrededor
de p, compatible con la orientación y tal que ϕ(U) = R2 y p es la única singularidad
de F en U . Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ϕ(p) = 0. Sea c(t) =
(cos 2πt, sen2πt), entonces la restricción de γ = ϕ−1 ◦ c al intervalo [0, 1] es una curva
cerrada simple en M − A. Tomemos V como en la hipótesis de la proposicion 3.2.
Entonces V se extiende a lo largo de la curva γ. Sea W = ϕ∗V

|ϕ∗V | , donde | · | es la norma

Euclidiana usual, entonces W es una función de [0, 1] a S1. Sea p : R → S1 el mapeo
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cubriente de S1 dado en notación compleja por p(x) = eix. Entonces, si p(r) = W (0),
existe un único levantamiento θr de W tal que θr(0) = r. θr es el ángulo que W realiza
mientras gira alrededor de 0.

Proposición 3.4. La diferencia θr(1) − θr(0) es independiente del valor de r en la
preimagen de W (0).

DEMOSTRACION. Sea s ∈ p−1(W (0)), entonces utilizando notación compleja un cálculo
directo muestra que θs = θr + s− r. Por lo tanto, θs(1)− θs(0) = θr(1)− θr(0).

Definición 3.4. Sea Θ(U,ϕ) = θr(1)− θr(0), Θ(U,ϕ) es el ángulo total que realiza el
campo de direcciones de la foliación alrededor de p en la parametrización (U,ϕ).

Nótese que en la construcción de la función W también se puede tomar el vector
−V ∈ Tγ(0)M, sin embargo por la unicidad de la extensión es inmediato que −V (t) es

la extensión del vector V dada en la proposición 3.2, por lo que ϕ∗(−V )
|ϕ∗(−V )| = −W. Como

el levantamiento de −W es θr +π, el valor de Θ(U,ϕ) es el mismo independientemente
de cual de los dos vectores tomamos. Obsérvese que en la construcción de Θ(U,ϕ)
pudimos utilizar cualquier otra curva cerrada simple en R2−{0} en lugar de c, siempre
y cuando la orientemos positivamente.

Lema 3.1. Sea C : [0, 1] → R2 − {0} una curva cerrada simple homotópica a c en
R2−{0}. Entonces ΘC(U,ϕ) = Θ(U,ϕ), donde ΘC(U,ϕ) es el ángulo total que realiza
el campo de direcciones de la foliación a lo largo de C.

DEMOSTRACION. Sea cs una homotoṕıa entre c y C, tal que c0 = c y c1 = C, entonces
γs = ϕ−1 ◦ cs es una homotoṕıa en M − A. Por la proposición 3.3, dado el vector
V ∈ Tγ0(0)M tangente a la foliación, existe una única extensión Vs(t) definida a lo largo

de toda la homotoṕıa, por lo que Ws = ϕ∗(Vs)
|ϕ∗(Vs)| es una homotoṕıa en S1. Por lo tanto,

dado r tal que p(r) = W0(0), existe un único levantamiento de Ws en una homotoṕıa
θs tal que θ0(0) = r. Nótese que Ws(1) = ±Ws(0), pues lo vectores Vs(1) y Vs(0) son
colineales, por lo que para cada s, θs(1) − θs(0) es un múltiplo de π. Por lo tanto,
1
π
(θs(1)− θs(0)) es una función continua de [0, 1] en Z. Como [0, 1] es conexo y Z tiene

la topoloǵıa discreta, 1
π
(θs(1)− θs(0)) debe ser constante, en particular,

ΘC(U,ϕ) = θ1(1)− θ1(0) = θ0(1)− θ0(0) = Θ(U,ϕ).

Lema 3.2. Sea A : Rn → Rn una transformación lineal que preserva la orientación,
entonces existe una homotoṕıa At entre A y la transformación identidad tal que para
cada t, At es un isomorfismo que preserva la orientación.

DEMOSTRACION. Realizaremos una inducción sobre la dimensión del espacio.

Caso n = 1. Como A preserva la orientación, su representación en la base usual
es A = [a], con a > 0. Sea At = [ta + (1− t)]. Es inmediato ver que At es la homotoṕıa
deseada.
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Caso n = 2. Supongamos que A tiene un valor propio real λ. Sea V un vector unitario
tal que AV = λV, y sea W el único vector unitario ortnormal a W tal que {V, W} es
una base positivamente orientada de R2. Mantengamos esta base fija. En esta base la
representación de la transformación lineal A está dada por la matriz

B =

(
λ c
0 d

)
.

Sea Bt la homotoṕıa de tranformaciones lineales cuya representación en la base dada es(
λ tc
0 d

)
, entonces A es homotópica a la transformación cuya matriz es B1 =

(
λ 0
0 d

)
. Como

λd = det A y A preserva la orientación, el producto debe ser positivo. Supongamos
que λ y d son ambos positivos, entonces

Ct =

(
(1− t)λ + t 0

0 (1− t)d + t

)

es una homotoṕıa entre B1 y la transformación identidad. Nótese que para cada t fijo,
tanto Bt como Ct son isomorfismos que preservan la orientación, por lo que la homo-
toṕıa que buscamos se obtiene uniendo Bt con Ct, (véase por ejemplo [Gui74], página
37).

Supongamos ahora que λ y d son negativos, entonces de manera similar al caso con λ
y d positivos podemos construir una homotoṕıa que denotamos Bt entre A y la trans-
formación −I de tal forma que Bt es un isomorfismo que preserva la orientación para
cada t. Definamos

Ct =

(
cos((1− t)π) sen((1− t)π)
−sen((1− t)π) cos((1− t)π)

)
.

Ct es una homotoṕıa entre −I y la transformación identidad que satisface las condi-
ciones del lema. Por lo tanto la transformación buscada se obtiene a partir de Bt y Ct.

Supongamos que A no tiene ningún valor propio real. Sea At = tI + (1 − t)A. Fi-
jemos t 6= 1, entonces si AtV = 0, tenemos que AV = t

1−t
V, y como A no tiene ningún

valor propio real, necesariamente V = 0, i.e. At es un isomorfismo para cada t 6= 1.
Como A1 = I, At es un isomorfismo para toda t. Finalmente, nótese que det At es una
función continua de t tal que det At 6= 0 para toda t. Como t ∈ [0, 1] y det A0 = 1,
concluimos que det At > 0 para toda t. Por lo tanto, At es la homotoṕıa buscada.

Utilizaremos los casos probados para concluir el lema. Supondremos por inducción
que para cierto k se cumple que todo operador lineal definido en un espacio vectorial
de dimensión menor que preserva la orientación es homotópico a la identidad de tal for-
ma que cada función At de la homotoṕıa es un isomorfismo que preserva la orientación.
Nótese que podemos extender trivialmente A en una transformación lineal A : Ck → Ck

definiendo A(V + Wi) = AV + AWi. Como el polinomio caracteŕıstico de A siempre
tiene una ráız compleja, existe un número λ ∈ C y un vector no nulo V ∈ Ck tales que
AV = λV.
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Sean λ = a + bi y V = X + Y i, con X, Y ∈ Rk, entonces AV = AX + AY i. Si
desarrollamos el producto λV tenemos que

AX + AY i = (aX − bY ) + (aY + bX)i,

es decir que

AX = aX − bY,

AY = bX + aY.

Es decir que A env́ıa el espacio generado por {X,Y } en śı mismo. Por lo tanto, dado el
isomorfismo A existe un subespacio V de Rk de dimensión uno o dos tal que A(V ) = V.
Sea W el complemento ortogonal de V en Rk. Entonces Rk = V ⊕W. Tomemos una
base orientada de Rk formada por una base orientada de V y una base orientada de
W en ese orden. Entonces la matriz de A en esta base tiene la siguiente forma por
bloques, (

B C
0 D

)
.

Definamos

ft =

(
B (1− t)C
0 D

)
,

entonces ft es una homotoṕıa entre A y la transformación lineal G tal que, si x =
v + w, con v ∈ V y w ∈ W, entonces G(x) = Bv + Dw. Nótese que ft preserva la
orientación pues det ft = det B det D = det A. Como det A = det B det D, tenemos que
tanto B como D deben preservar o invertir la orientación de sus respectivos espacios.
Supongamos que tanto B como D preservan la orientación, por hipótesis de inducción
existen homotoṕıas B′

t y D′
t por medio de isomorfismos que preservan la orientación y

tales que B′
0 = B, D′

0 = D y B′
1 = Id, D′

1 = Id, donde Id representa la identidad en
los respectivos espacios. Sea

gt =

(
B′

t 0
0 D′

t

)
,

entonces a partir de ft y gt podemos construir la homotoṕıa buscada. Finalmente
supongamos que tanto B como D invierten la orientación de sus espacios. Sean ρ =
diag(−1, 1, . . . , 1) y τ = diag(−1, 1, . . . , 1), donde ρ está definido en V y τ en W . Tanto
ρ como τ invierten la orientación, además de que tanto ρ como τ son su propio inverso.
Entonces ρB y τD son isomorfismos que conservan la orientación, por lo que existen
homotoṕıas B′

t y D′
t de B y D respectivamente tales que cumplen las condiciones del

teorema. Sea

gt =

(
ρ−1B′

t 0
0 τ−1D′

t

)
,

entonces gt es una homotoṕıa entre f1 y el isomorfismo M =
(

ρ−1 0
0 τ−1

)
, pero como

ρ−1 = ρ lo mismo que τ−1 = τ, la matriz M es una matriz diagonal con exactamente
dos unos. Sean i < j las posiciones de estos dos unos dentro de la diagonal, y sea Mt

la matriz tal que el elemento (Mt)ii = cos((1− t)π), aśı mismo, (Mt)jj = cos((1− t)π),



CAPÍTULO 3. PUNTOS UMBÍLICOS 46

(Mt)ij = sen((1 − t)π), (Mt)ji = −sen((1 − t)π), todos los demás elementos de la
diagonal principal son iguales a 1 y todos los demás elementos que estén fuera de la
diagonal son iguales a 0. Mt es una homotoṕıa entre M y la identidad tal que cada Mt

es un isomorfismo que preserva la orientación. Por lo tanto la homotoṕıa buscada se
obtiene de ft, gt y Mt.

Lema 3.3. Sea f : U ⊂ Rn → Rn un encaje diferenciable de una vecindad U convexa
del origen tal que f(0) = 0 y tal que f preserva la orientación. Entonces existe una
homotoṕıa ft : U → Rn entre la inclusión i : U ↪→ Rn y f tal que para cada t, ft es un
encaje diferenciable con ft(0) = 0.

DEMOSTRACION. Denotemos por f 1, . . . , fn las funciones componentes de f. Como U es
un conjunto convexo, podemos utilizar el teorema fundamental del cálculo para escribir

f i(x) =

∫ 1

0

d

dt
f i(tx)dt.

Por la regla de la cadena tenemos que

f i(x) = xj

∫ 1

0

∂jf
i(tx)dt.

Sean gi
j(x) =

∫ 1

0
∂jf

i(tx)dt y gj(x) = (g1
j(x), . . . , gn

j(x)). Entonces g1, . . . , gn son n
funciones diferenciables de U en Rn tales que f(x) = xigi(x). Sea
F : U× [0, 1] → Rn dada por F (x, t) = xigi(tx). F es una homotoṕıa tal que F (x, 1) =

f(x) y F (x, 0) = xigi(0). Nótese que para t 6= 0, F (x, t) = f(tx)
t

, por lo tanto para cada
t 6= 0 es claro que F (x, t) es un encaje. Además, para cada x fijo tenemos que

F (x, 0) = lim
t→0

f(tx)

t
= df0(x),

donde df es la derivada de la función f evaluada en el origen. Como df0 es una transfor-
mación lineal que preserva la orientación el lema 3.2 nos garantiza la existencia de una
homotoṕıa G : Rn × [0, 1] → Rn entre la función identidad y dfo con las propiedades
requeridas. Por lo tanto la homotoṕıa buscada se obtiene de F y la restricción de G a
U .

Teorema 3.1. Si (U ′, ψ) es otro sistema de coordenadas alrededor de p con las mismas
propiedades que (U,ϕ), entonces Θ(U,ϕ) = Θ(U ′, ψ). Por lo tanto, el ángulo total
que realiza el campo de direcciones de la foliación alrededor de p es independiente del
sistema de coordenadas elegido.

DEMOSTRACION. Sea P ⊂ U ∩ U ′ una vecindad de p tal que ϕ(P ) es un disco de radio
2ε alrededor de 0. Sea f la restricción de ψ ◦ ϕ−1 a P. Entonces f es un encaje
que preserva la orientación entre P y f(P ). Por el lema 3.3 existe una homotoṕıa fs

de encajes diferenciables entre f y la inclusión tal que fs(0) = 0 para cada t. Sea
c(t) = ε(cos(2πt), sen(2πt)), entonces podemos calcular Θ(U,ϕ) utilizando la curva
c. Nótese que también podemos calcular Θ(U ′, ψ) utilizando la misma curva. Sea
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C = f ◦ c, entonces la homotoṕıa fs induce una homotoṕıa entre C y c dada por
cs = fs ◦ c, más aún, como c(t) nunca es cero, cs es una homotoṕıa en R2 − {0}. Por
el lema 3.1 podemos calcular Θ(U ′, ψ) utilizando la curva C. Sea V (t) la extensión del
vector unitario V tangente a la foliación en ϕ−1(c(0)) a lo largo de la curva ϕ−1 ◦ c.
Nótese que ψ−1 ◦C = ϕ−1 ◦ c, por lo que V (t) también es la extensión de V a lo largo
de ψ−1 ◦ C. Sea Ws la homotoṕıa de caminos en S1 dada por

Ws(t) =
fs∗ϕ∗V (t)

|fs∗ϕ∗V (t)| .

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que f1 = Id y f0 = f, entonces W1(t) =
ϕ∗V (t)
|ϕ∗V (t)| y W0(t) = f∗ϕ∗V (t)

|f∗ϕ∗V (t)| = ψ∗V (t)
|ψ∗V (t)| . Como Ws es una homotoṕıa, existe un levanta-

miento de Ws en una homotoṕıa W̃s en R. Nótese que

W̃1(1)− W̃1(0) = Θ(U,ϕ) y W̃0(1)− W̃0(0) = Θ(U ′, ψ).

Como la función 1
π
(W̃s(1)− Ẇs(0)) es una función continua de [0, 1] a los enteros, debe

ser constante. Por lo tanto, Θ(U,ϕ) = Θ(U ′, ψ).

Aunque utilizamos una métrica Riemanniana para calcular en ángulo total que recorre
la foliación al dar una vuelta alrededor de la singularidad, la definición de Θ es en
realidad independiente de la métrica, como se demuestra en la siguiente proposición.

Proposición 3.5. Θ es independiente de la métrica Riemanniana en M.

DEMOSTRACION. Denotemos por g la métrica Riemanniana dada en M. Sea f otra
métrica Riemanniana. Dada una parametrización (U,ϕ) alrededor del punto singular
y la curva c(t) = (cos(2πt), sen(2πt)), sea V un vector unitario en la métrica g tangente
a la foliación en ϕ−1(c(0)). Sea V (t) la extensión a lo largo de ϕ−1 ◦ c de V dada en la
proposición 3.2 con la métrica g. Nótese que W = 1√

f(V,V )
V es un vector unitario en la

métrica f tangente a la foliación y que W (t) = 1√
f(V (t),V (t))

V (t) es la única extensión

continua de W dada en la proposición 3.2. Como

ϕ∗V (t)

|ϕ∗V (t)| =
ϕ∗W (t)

|ϕ∗W (t)| ,

la construcción del ángulo total Θ es indepentiente de la métrica utilizada.

Nótese que los vectores V (0) y V (1) en la construcción de Θ son colineales, de modo
que θ(0) = ±θ(1), por lo que Θ = 2πj, donde j = n

2
, n ∈ Z.

Definición 3.5. El semientero j es el ı́ndice de la foliación alrededor del punto singular
p.

En la figura se dan algunos ejemplos de los ı́ndices de algunas foliaciones. Obsérvese
que si la foliación F es generada por un campo vectorial alrededor del punto p, el ı́ndice
debe ser un número entero, pues en ese caso V (0) = V (1), por lo que θ(0) = θ(1), lo
cual implica Θ = 2πn con n entero. Si la foliación es inducida por un campo vectorial,
entonces el ı́ndice que hemos definido coincide con la definición del ı́ndice de Poincaré-
Hopf para campos vectoriales, (Véase por ejemplo [Mil65] caṕıtulo 6).
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3.2 El teorema de Poincaré

En analoǵıa con el ı́ndice de Poincaré-Hopf para campos vectoriales, tenemos un resul-
tado que relaciona la suma de los ı́ndices en una superficie con la curvatura total. Antes
de dar la prueba del teorema, será necesario dar algunas definiciones y probar algunos
lemas. Recuérdese que por superficie cerrada se entiende una 2 variedad compacta y
sin frontera.

Definición 3.6. Sea γ : [a, b] → R2 una curva cerrada simple diferenciable a trozos y
tal que en cada segmento que sea diferenciable, la velocidad de γ es unitaria. Decimos
que γ es un poĺıgono curvado en el plano.

Definición 3.7. Sea M una superficie Riemanniana, una curva γ : [a, b] → M de
velocidad unitaria es llamada un poĺıgono en M si γ es la frontera de un conjunto
abierto Ω con cerradura compacta y si además existe un sistema de coordenadas que
contiene a γ y Ω tal que la imagen de γ es un poligono curvado en el plano.

Definición 3.8. Sea M una superficie cerrada, una triangulación de M es una co-
lección finita de triángulos en M (es decir poĺıgonos en M cuya imagen bajo algún
sistema de coordenadas es un triángulo) tal que la unión de las regiones cerradas Ω̄
acotadas por los triángulos es M y tal que la interesección de cualquier par que no sea
vaćıa es un vértice común de la pareja o un lado en común.

El siguiente teorema fue demostrado por Radó en 1925. Para una prueba véase por
ejemplo [AS60] caṕıtulo I.

Teorema 3.2. Toda superficie cerrada orientable posee una triangulación.

Sea C una curva cerrada simple, diferenciable a trozos y tal que C es la frontera de un
conjunto abierto Ω con cerradura compacta. Orientemos a C como la frontera de Ω.
Sea {U,U⊥} una pareja de campos ortonormales que forman una base orientada del
haz tangente en una vecindad de Ω̄. Sea Z un campo unitario tangente a la superficie
a lo largo de C tal que Z sea diferenciable a trozos en los mismos intervalos que C.
Parametrizemos C por longitud de arco, y definamos ω, utilizando notación compleja
por simplicidad, como 〈U,Z〉 + 〈U⊥, Z〉i. Salvo un múltiplo de 2π, existe una única
función θ : [0, L] → R, diferenciable a trozos si tanto C como los vectores dados lo son,
donde L es la longitud de la curva, tal que

ω(t) = cos θ(t) + senθ(t)i. (3.1)

Decimos que θ es el ángulo que forma U con Z y en caso que no sea claro a que
vectores se refiere θ, también la denotaremos por θ[U,Z]. Nótese que por definición de
ω, la ecuación (3.1) implica que

Z = (cos θ)U + (senθ)U⊥. (3.2)

Proposición 3.6. Si {V, V ⊥} es otra pareja de campos ortonormales definidos en
la misma vecindad que {U,U⊥} y con la misma orientación, entonces módulo 2π se
verifica la fórmula

θ[V, Z] = θ[V, U ] + θ[U,Z],

más aún, también tenemos que θ[U, V ] = −θ[V, U ].
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DEMOSTRACION. Sean α = θ[V, U ], β = θ[U,Z], por la ecuación (3.2) tenemos la si-
guientes ecuaciones,

Z = (cos β)U + (senβ)U⊥,

U = (cos α)V + (senα)V ⊥,

además, es inmediato que U⊥ = −(senα)V + (cos α)V ⊥. Sustituyendo en la primera
ecuación tenemos que

Z = (cos β cos α− senβsenα)V + (senβ cos α + cos βsenα)V ⊥

= cos(α + β)V + sen(α + β)V ⊥.

Por lo tanto, α + β = θ[V, Z].

Finalmente, por la primera parte tenemos que θ[U, V ] + θ[V, U ] = θ[U,U ], pero co-
mo trivialmente U = cos(0)U + sen(0)U⊥, tenemos que θ[U,U ] = 0, de donde se sigue
el resultado.

Dado el ángulo θ[U,Z], definamos el ańgulo total recorrido por el campo Z como la
función δC [U,Z] = θ[U,Z](1)− θ[U,Z](0).

Teorema 3.3. Si el campo Z es paralelo, se cumple la siguiente ecuación.

δC [U,Z] =

∫

Ω

KdA,

donde K es la curvatura Gaussiana. En particular, la curvatura Gaussiana de una
superficie determina la desviación del transporte paralelo a lo largo de ella.

DEMOSTRACION. Por simplicidad, denotemos θ[U,Z] como θ. Entonces Z = (cos θ)U +
(senθ)U⊥. Como ya se ha mencionado, la función θ es derivable a trozos en los mismos
intervalos que la curva C lo es. Por lo tanto, podemos tomar la derivada covariante de
Z a lo largo de dichos intervalos, de manera que obtenemos que

0 = −(senθ)
dθ

dt
U + (cos θ)

dθ

dt
U⊥ + cos θDtU + senθDtU

⊥, (3.3)

donde Dt es la derivada covariante. Como el campo U se encuentra definido en toda
una vecindad de la curva, tenemos que DtU = ∇ĊU, similarmente para U⊥. Además,
como ∇ es la conexión de Levi-Civita y U es un campo unitario, tenemos que

∇ĊU = ω(Ċ)U⊥,

donde ω es la forma de conexión definida por ω(V ) = 〈∇V U,U⊥〉. Aśı mismo, como
〈U,U⊥〉 = 0 y el campo U⊥ tambien es unitario, tenemos que

∇ĊU⊥ = −ω(Ċ)U.
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Sustituyendo en (3.3) obtenemos

senθ(−dθ

dt
− ω(Ċ))U + cos θ(

dθ

dt
+ ω(Ċ))U⊥ = 0.

Por lo tanto, dθ
dt

= −ω(Ċ) siempre que C sea diferenciable. Utilizando el teorema
fundamental del cálculo en cada subintervalo en el que θ sea derivable, tenemos que

θ(ai+1)− θ(ai) =

∫ ai+1

ai

dθ

dt
dt.

Sumando sobre todos los subintervalos obtenemos una suma telescópica en la izquierda
y la integral de dθ

dt
a lo largo de toda la curva en la derecha, por lo tanto,

δC [U,Z] = θ(L)− θ(0) =

∫ L

0

dθ

dt
dt,

por lo que

δC [U,Z] = −
∫ L

0

ω(Ċ)dt

= −
∫

C

ω.

Como C es la frontera de Ω, por el teorema de Stokes tenemos que

δC [U,Z] = −
∫

Ω

dω,

y por las ecuaciones de estructura de Cartan sabemos que dω = η, donde η es la
forma de curvatura definida por R(X, Y, U, U⊥) = η(X, Y ), en particular, en la base
ortonormal {U,U⊥} tenemos que η(U,U⊥) = −K. Como la base es ortonormal y
orientada, concluimos que η = −KdA, de donde se obtiene el resultado.

Lema 3.4. Sea fs : [0, 1] → S1 una homotoṕıa de caminos, tal que para cada s,
fs(0) = ±fs(1). Denotemos por f̃s : [0, 1] → R un levantamiento arbitrario de fs a R.
Entonces la diferencia f̃s(1)− f̃s(0) es constante.

DEMOSTRACION. Como fs(0) = ±fs(1), tenemos que f̃s(1) − f̃s(0) = nπ, con n un
número entero. Por lo tanto la función 1

π
(f̃s(1) − f̃s(0)), es una función continua de

[0, 1] hacia los enteros. Como [0, 1] es conexo y los enteros tienen la topoloǵıa discreta,
la diferencia debe ser constante.

Lema 3.5. Sea (U,ϕ) un sistema de coordenadas orientado alrededor de p, tal que p
es el único punto singular en U . Sea X un campo vectorial unitario definido en U.
Denotemos por Y al complemento ortogonal de X con la métrica de M tal que {X,Y }
es una base ortonormal orientada definida en U. Sea V : [0, 1] → TU un campo unitario
tangente a la foliación alrededor de la curva cerrada simple C. Sea

ω = 〈X, V 〉+ 〈Y, V 〉i,
y sea θ[X, V ] el ángulo que forma V con el vector X, entonces Θ = δC [X,V ].
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DEMOSTRACION. Denotemos por g a la métrica Riemanniana dada en M y por h a la
métrica inducida por el sistema de coordenadas ϕ. Sea hs = (1 − s)g + sh. hs es una
métrica Riemanniana en U para cada s ∈ [0, 1]. Denotemos por |·|s a la norma inducida
por hs. Sean

Xs =
X

|X|s ,

Ys =
Y − hs(Xs, Y )Xs

∆s

,

donde ∆s = |Y −hs(Xs, Y )Xs|s. Por el proceso de Gram-Schmidt, {Xs, Ys} es una base
ortonormal en U para la métrica hs. Más aún, un cálculo directo muestra que {Xs, Ys}
es una base orientada. Definamos

ωs =
hs(Xs, V ) + hs(Ys, V )i

|V |s .

ωs es una homotoṕıa entre ω y ω1 en S1, tal que para cada s,

ωs(0) =
hs(Xs, V (0)) + (Ys, V (0))i

|V (0)|s =
hs(Xs,±V (1)) + (Ys,±V (1))i

|V (1)|s = ±ωs(1).

Por el lema 3.4, para cualquier levantamiento ω̃s de ωs tenemos que ω̃1(1) − ω̃1(0) =
ω̃0(1)− ω̃0(0), donde ω̃0 = θ[X, V ].

Veamos que ω̃1(1)− ω̃1(0) es igual al ángulo total Θ. Como h1 es la métrica
inducida en U por ϕ, se tiene que ϕ es una isometŕıa con esta métrica, por lo que si
denotamos por e a la métrica Euclidiana, obtenemos que

ω1 =
h(X1, V ) + h(Y1, V )i

|V |
=

e(ϕ∗X1, ϕ∗V ) + e(ϕ∗Y1, ϕ∗V )i

|ϕ∗V | .

Denotemos por X ′ a ϕ∗X1, por Y ′ a ϕ∗Y1 y por V ′ a ϕ∗V
|ϕ∗V | . También denotemos por

〈·, ·〉 a la métrica Euclidiana, de modo que ω1 = 〈X ′, V ′〉+ 〈Y ′, V ′〉i. Sea α = 〈X ′, e1〉−
〈Y ′, e1〉i, donde {e1, e2} es la base usual de R2. Entonces al calcular el producto αω1

obtenemos que

αω1 = (〈X ′, e1〉 − 〈Y ′, e1〉i)(〈X ′, V ′〉+ 〈Y ′, V ′〉i)
= 〈〈X ′, e1〉X ′ + 〈Y ′, e1〉Y ′, V ′〉+ (〈X ′, e1〉〈Y ′, V ′〉 − 〈Y ′, e1〉〈X ′, V ′〉)i
= 〈e1, V

′〉+ (−〈Y ′, e1〉〈X ′, V ′〉+ 〈X ′, e1〉〈Y ′, V ′〉)i. (3.4)

Nótese que como {X, Y } es una base ortonormal, e1 = 〈X ′, e1〉X ′+〈Y ′, e1〉Y ′, a su vez,
como e2 es el único vector unitario normal a e1 tal que {e1, e2} es una base ortonormal
con la misma orientación que {X ′, Y ′}, es inmediato que e2 = −〈Y ′, e1〉X ′+〈X ′, e1〉Y ′.
Por lo tanto, la ecuación (3.4) se convierte en αω1 = 〈e1, V

′〉 + 〈e2, V
′〉i = V ′. Como
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sólo nos interesa el valor de α a lo largo de la curva en la que calculamos Θ, podemos
suponer que α es una función de [0, 1] en S1. Sean α̃, ω̃ levantamientos de α y ω1

respectivamente. Nótese que

p(α̃ + ω̃) = ei(α̃+ω̃) = eiα̃eiω̃ = αω1 = V ′.

Por lo tanto α̃ + ω̃ es un levantamiento de V ′. Por definición de Θ tenemos que

Θ = α̃(1) + ω̃(1)− (α̃(0) + ω̃(0)) = ω̃(1)− ω̃(0) + α̃(1)− α̃(0).

Solamente nos interesa calcular el valor de α a lo largo de la curva ϕ ◦ C, además α
es una función definida en todo R2. Sea c = ϕ ◦ C, como R2 es simplemente conexo
existe una homotoṕıa de lazos cs entre c y una curva constante. Como α está definido
en todo el plano podemos definir αs = α ◦ cs. Por lo tanto, dado el levantamiento α̃ de
α a R, existe un único levantamiento α̃s de αs tal que α̃0 = α̃, además, como cada cs

es un lazo, tenemos que para cada s, cs(0) = cs(1). Por lo tanto para cada s se cumple
que αs(0) = αs(1). Por el lema 3.4 la diferencia α̃s(1)− α̃s(0) es constante, y como α1

es constante, cualquier levantamiento de α1 también debe serlo, en particular,

α̃(1)− α̃(0) = α̃0(1)− α̃0(0) = α̃1(1)− α̃1(0) = 0.

Por lo tanto, Θ = ω̃(1)− ω̃(0), que es lo que se queŕıa probar.

Teorema 3.4. Sea S una superficie cerrada orientable de género g en la que se ha
definido una métrica Riemanniana. Supongamos que F es un campo de ĺıneas en S con
un número finito de singularidades. Entonces

∫

S

K = 2π
∑

j,

donde K es la curvatura Gaussiana de la superficie y la suma se realiza sobre los ı́ndices
de todas las singularidades.

DEMOSTRACION. Dada una curva simple C[a, b] → S tal que C no contiene ningún pun-
to singular y dado un vector unitario V tangente a la foliación en TC(a)M, existe una

única extensión continua de V en un campo unitario Ṽ (t) tangente a la foliación a lo
largo de C, la prueba es similar a la prueba de la proposición 3.2. Sea Z un campo
vectorial paralelo definido a lo largo de C. Definamos Φ(C) = θ[Z, Ṽ ](1)−θ[Z, Ṽ ](0), es
decir que Φ(C) = δC [Z, V ], donde δC [Z, V ] es el ángulo total entre Z y V a lo largo de C.

Si hubiésemos elegido el vector −V en lugar de V , entonces −Ṽ seŕıa su extensión, por
lo que utilizando la proposición 3.6 tenemos que θ[Z,−Ṽ ] = θ[Z, Ṽ ] + θ[Ṽ ,−Ṽ ], pero
es inmediato que θ[Ṽ ,−Ṽ ] es un múltiplo de π, por lo que θ[Z,−Ṽ ](1)−θ[Z,−Ṽ ](0) =
θ[Z, Ṽ ](1)−θ[Z, Ṽ ](0), i.e. Φ(C) no depende del campo tangente a la foliación. Aśı mis-
mo, si T es otro campo de vectores paralelos, tenemos que θ[Z, Ṽ ] = θ[Z, T ]+θ[T, Ṽ ], y
como los productos 〈Z, T 〉 y 〈Z⊥, T 〉 son constantes a lo largo de la curva, es inmediato
que θ[Z, T ] también debe ser constante. Por lo que Φ(C) tampoco depende del campo
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paralelo elegido.

Denotemos por −C a la curva C(1 − t), es decir que −C es la curva C recorrida
en la dirección opuesta. El campo Ṽ (1− t) es la extensión del vector Ṽ (1) tangente a
la foliación a lo largo de −C, aśı mismo, el campo Z(1−t) es un campo paralelo a lo lar-
go de −C. Por lo tanto, si denotamos por φ al ángulo que forman los vectores Ṽ (1−t) y
Z(1− t) a lo largo de −C, tenemos que φ = θ[Z, Ṽ ](1− t), por lo que Φ(−C) = −Φ(C).

Como S es una superficie compacta y orientable, podemos dar una triangulación de S.
Veamos que podemos dar la triangulación de tal forma que se cumple lo siguiente,

a) Ningún triángulo contiene una singularidad en su frontera.

b) Cada triángulo contiene a lo más un punto singular en su interior.

Probaremos primero que se cumple (a). Supongamos que existe un triángulo T y un
punto singular p tal que p se encuentra en un borde de T pero no en un vértice. Como
cada triángulo tiene una vecindad homeomorfa a R2 tal que la imagen de T es un
triángulo en el plano, podemos suponer que T es un triángulo plano. La figura 3.1
muestra como deformar T de modo que p sea un punto interior.

�

Figura 3.1: Deformación de un lado.

Supongamos que p se encuentra en un vértice al cual convergen s lados. Para cada
pareja de lados contiguos tomemos un segmento que los une de forma que obtengamos
un poĺıgono tal como se muestra en la figura 3.2.

EndExpansion Triangulemos el interior del poĺıgono formado de tal manera que p
sea un punto interior en alguno de los triángulos. Al tomar la división, cada triángulo
que tenga a p por vértice es dividido en una parte contenida en el interior del poĺıgono
y un cuadrilátero. Triangulemos cada cuadrilátero de forma que obtengamos dos

�

Figura 3.2: Deformación de un vértice
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�

�

Figura 3.3: Las singularidades en el interior de T se pueden separar

triángulos con un lado en común. La triangulación formada siguiendo los pasos ante-
riores cumple la primera condición.

Probemos ahora la segunda condición. Supongamos que el triángulo T contiene 2 sin-
gularidades en su interior, digamos p y q. Triangulemos T de modo que cada triángulo
formado contenga a lo más un punto singular en su interior. La figura 3.3 muestra una
manera de haer la triangulación. el caso general se sigue por inducción en el número
de singularidades y utilizando la parte 1.

Dada la triangulación de S, numeramos los triángulos como T1, T2, . . . . Sea Tk un
triángulo dado. Como Tk está contenido en un sistema de coordenadas, existe un cam-
po unitario local U definido en una vecindad de Ti, además, existe un único campo
U⊥ ortogonal a U y tal que {U,U⊥} es una base orientada en cada punto. Sea Ωk

el abierto tal que Tk es su frontera y orientemos el triángulo como la frontera de Ωk.
Definamos jk como el ı́ndice del único punto singular en Ωk si es que hay alguno, en
caso que no haya ningún punto singular en Ωk, definimos jk como 0. Por el lema 3.5
podemos calcular el valor de jk utilizando el triángulo Tk orientado como la frontera
de Ωk y utilizando el campo U. Sea V (t) un campo unitario tangente a la foliación a
lo largo de Tk, entonces

jk =
1

2π
δTk

[U, V ]. (3.5)

Sea c(t) una parametrización de Tk que preserve la orientación, definamos Z(t) como
el transporte paralelo de un vector unitario arbitrario, tangente a la superficie en c(0).
Por el teorema 3.3 sabemos que se cumple la identidad

∫

Tk

KdA = δTk
[U,Z]. (3.6)

Por lo tanto, por (3.5) y (3.6) tenemos que

2πjk −
∫

Tk

KdA = δTk
[Z,U ] + δTk

[U, V ]

= δTk
[Z, V ].

Pero si C1, C2, C3 son los lados de Tk, se cumple que δTk
[Z, V ] = Φ(C1)+Φ(C2)+Φ(C3).

Por lo tanto, al sumar sobre todos los triángulos tenemos,

2π
∑

jk −
∫

S

KdA =
∑

Ci∈Tk

Φ(Ci),
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pero la última suma es 0 porque cada lado pertenece exactamente a dos triángulos
de tal forma que es atravezado en direcciones opuestas en cada triángulo. Por lo
tanto, si Φ(Ci) se encuentra en la sumatoria, entonces también se encuentra Φ(−Ci) =
−Φ(Ci).

Corolario 3.1. (Teorema de Poincaré) Si S es una superficie cerrada y orientable, y
F es una foliación con un número finito de singularidades, entonces

∑
j = χ(S),

donde χ(S) = 2(1− g) es la caracteŕıstica de Euler de la superficie.

DEMOSTRACION. La prueba es consecuencia inmediata del teorema de Gauss-Bonnet.

3.3 La conjetura de Carathéodory

Sea f : M2 → R4 una inmersión isométrica. Consideremos el par (f, ν), donde
ν ∈ NM . En el caṕıtulo 1 definimos las ν-curvaturas principales y las ν-direcciones
principales del campo como los eigenvalores y eigenvectores del ν-operador de forma.

Definición 3.9. Los puntos x ∈ M tales que las ν-curvaturas principales coinciden
son llamados puntos ν-umb́ılicos o simplemente puntos umb́ılicos si es claro cuál es el
campo normal ν.

Proposición 3.7. Las curvaturas principales están dadas por la ecuación

H ±
√

H2 −K,

donde H es la curvatura media y K la curvatura Gaussiana de la superficie.

DEMOSTRACION. Sea p ∈ M , fijemos una base para TpM . Sea A =
(

a b
c d

)
la expresión

local del operador de forma en la base dada. Entonces las curvaturas principales de M
en p son las ráıces del polinomio caracteŕıstico,

λ2 − Tr(A) + det A = 0.

Pero por definición Tr(A) = 2H y det A = K, de donde se sigue el resultado.

Por lo tanto si p no es un punto umb́ılico, necesariamente H2 −K > 0, por lo que las
curvaturas principales de la inmersión son diferenciables en una vecindad de p.
Denotemos por U al conjunto de puntos umb́ılicos de M . Supongamos que U es cerrado,
de modo que M −U es una subvariedad de M de la misma dimensión. En el apéndice
se describe el haz proyectivo de M . Fijemos una de las dos curvaturas principales,
digamos ki, y definamos s : M − U → PM como la sección tal que a cada p ∈ M s(p)
le asigna la dirección principal correspondiente a la ν-curvatura principal ki.

Proposición 3.8. s es una función diferenciable de M − U en PM .
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DEMOSTRACION. Sean p ∈ M y {X,Y } un par de campos tangentes, ortonormales y
diferenciables definidos en una vecindad V de p, tal que A =

(
a b
c d

)
es la representación

local de Sν en V . Nótese que necesariamente en p se debe tener que a o b es distinto de
ki, pues en caso contrario al calcular la traza de Sν en p tendŕıamos que Tr(Sν(p)) =
2ki(p), pero como Tr(Sν(p)) = k1(p) + k2(p), necesariamente tendŕıamos que k1(p) =
k2(p), lo cual contradice que p no sea un punto umb́ılico. Supongamos sin pérdida de
generalidad que a(p) 6= ki(p) y hagamos más pequeña la vecindad V de ser necesario
de tal forma que ki 6= a en todo V . Sea

Z =
−b

a− ki

X + Y.

Un cálculo directo demuestra que Sν(Z) = kiZ en V . Además X es un campo vectorial
diferenciable tangente a M . Sea ρ : TM − {0} → PM el morfismo natural (ver
apéndice), ρ es una función diferenciable, además nótese que en V s(y) es la ĺınea
en TyM que contiene a X(y), i.e. s(y) = ρ(X(y)). Por lo tanto s es una función
diferenciable en V . Como V es una vecindad de un punto arbitrario, s es diferenciable
en todo M − U .

Sea ∆ la distribución en M − U tal que ∆p es la dirección principal correspondiente a
ki. En la proposición 3.8 probamos que ∆ es una distribución diferenciable. Como ∆p

es un subespacio de rango 1 para cada p, tenemos que ∆ es trivialmente involutiva. Por
el teorema de Frobenius, ∆ es totalmente integrable, i.e., para cada p ∈ M − U existe
un sistema de coordenadas (V, φ) tal que en V , ∆x es el espacio generado por el vector
∂1. De esta manera, la distribución de direcciones principales genera un foliación de
M −U de rango 1 de tal forma que para cada p, la hoja de la foliación que pasa por p
es una curva cuyo vector tangente en cada punto corresponde a la dirección principal
en p de ki. A la foliación de M − U que acabamos de describir se le llama un campo
de ĺıneas de curvatura o foliación principal.

Supongamos que todos los puntos ν-umb́ılicos de la superficie son aislados, de tal
forma que si M es una superficie compacta, entonces sólo puede tener un conjunto
finito de puntos umb́ılicos.

Definición 3.10. Para cada inmersión isométrica f y cada campo normal ν ∈ NM
fijos, llamamos la configuración principal de M al par de foliaciones definidas por las
ĺıneas de curvatura de ambas direcciones principales junto con el conjunto de puntos
umb́ılicos.

Conjetura de Carathéodory. Todo encaje suave de una esfera en R3 tal que su
imagen es convexa debe tener al menos dos puntos umb́ılicos.

En la construcción de las ĺıneas de curvatura no fue necesario utilizar de manera di-
recta la inmersión en R4, sino sólo el hecho de que una vez fijado un campo normal,
la inmersión define un operador de forma en la superficie, por lo tanto, podemos hacer
las mismas construcciones para inmersiones en R3; en particular, las direcciones prin-
cipales de la inmersión forman una foliación dife-
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renciable de rango 1 de M , por lo que si M tiene sigularidades aisladas, podemos cal-
cular el ı́ndice de Poincaré-Hopf de cada una.

Conjetura del Indice. Si f : M2 → R3 es un encaje de una superficie compacta, tal
que M tiene un número finito de puntos umb́ılicos, entonces cada punto umb́ılico de
M tienen ı́ndice de Poincaré-Hopf menor o igual a 1.

Teorema 3.5. Si la conjetura del ı́ndice es cierta, entonces también lo es la conjetura
de Carathéodory.

DEMOSTRACION. Supongamos que la conjetura del ı́ndice es cierta. Sea f : S → R3

un encaje de una superficie S homeomorfa a una esfera. Supongamos que f tiene una
cantidad finita de puntos umb́ılicos. Si la conjetura del ı́ndice es cierta, cada uno debe
tener ı́ndice menor o igual a 1. Como S es homeomorfa a una esfera, χ(S) = 2. Por lo
tanto, por el teorema de Poincaré,

∑
j = 2.

Es claro que si cada ı́ndice es menor o igual a 1, la suma de la izquierda debe tener al
menos dos términos. Por lo tanto, la conjetura del ı́ndice implica la de Carathéodory.

Aparte de la importancia natural que merece la clasificación de los ı́ndices de los puntos
umb́ılicos que se pueden dar en una superficie, en vista del teorema 3.5 tal clasificación
adquiere una relevancia aún mayor. En relación con este problema un posible camino
es el siguiente.

Dado que una superficie en R3 se encuentra también en R4, podemos intentar cla-
sificar el ı́ndice de las inmersiones en R3 clasificando primero el de las inmersiones
en R4 y aplicando el teorema fundamental de las subvariedades para buscar cuáles
de esas inmersiones son en realidad inmersiones en R3. Nótese que el ν-operador de
forma se construyó de manera que si el punto x ∈ M es ν-umb́ılico para la inmersión
f : M → R4 y si se satisface el teorema fundamental, entonces x también es umb́ılico
para la inmersión en R3 dada en el teorema. Además, el valor del ı́ndice de x como
punto ν-umb́ılico es el mismo que el del ı́ndice como punto umb́ılico en R3.

3.4 Puntos Umb́ılicos en R4

En este caṕıtulo consideraremos puntos ν-umb́ılicos aislados en superficies. El siguiente
teorema es un resultado clásico de geometŕıa diferencial que dice que localmente toda
superficie inmersa en R4 es la gráfica de una función.

Teorema 3.6. (teorema de la gráfica) Sea f : Mn → Rm una inmersión isométrica
y sea τ una isometŕıa de Rm tal que τ(f(p)) = 0 y τ∗(vi) = êi, donde v1, . . . , vn es una
base ortonormal de f∗(TpM) y êi es el i-ésimo vector canónico de Rm. Entonces existe
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un sistema de coordenadas φ : U → Rn en una vecindad de p, tal que φ(p) = 0, y se
cumple la siguiente ecuación,

τ ◦ f ◦ φ−1(x) = (x, h(x)).

DEMOSTRACION. Sea φ′ : U ′ → Rn un sistema de coordenadas en una vecindad de
p, haciendo una traslación en Rn de ser necesario, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que φ′(p) = 0. Sea e1, . . . , en la base ortonormal usual de Rn. Se tiene la
siguiente ecuación en T0Rn,

[τ ◦ f ◦ φ′−1]∗(ei) = τ∗f∗(∂i).

Como τ∗f∗(∂i) se encuentra en el subespacio generado por ê1, . . . , ên, la matriz Jaco-
biana de [τ ◦ f ◦ φ′−1] tiene la siguiente forma en 0,

[τ ◦ f ◦ φ′−1]′(0) =




An×n

−−−
0


 .

Como f es una inmersión, tenemos que det(A) 6= 0. Sea

τ ◦ f ◦ φ′−1(x) = (g1(x), . . . , gm(x)),

y definamos g(x) = (g1(x), . . . , gn(x)). La matriz Jacobiana de g en 0 es la matriz
A. Por el teorema de la función inversa, existe una vecindad V de 0 tal que g es un
difeomorfismo entre V y su imagen.
Sea U = φ′−1(V ), φ = g ◦ (φ′|U) y h = (gn+1 ◦g−1, . . . , gm ◦g−1). φ es un difeomorfismo
tal que φ(p) = 0, además, se tiene que

τ ◦ f ◦ φ−1(x) = τ ◦ f ◦ φ′−1 ◦ g−1(x) = (x, h(x)).

Por lo tanto, φ es el sistema de coordenadas buscado.

Como τ es una isometŕıa, τ∗ induce un isomorfismo entre el haz normal a M a lo largo
de f y el haz normal a lo largo de τ ◦ f tal que conserva la métrica, conexión normal y
segunda forma fundamental. Por lo tanto, podemos usar el teorema de la gráfica para
estudiar, localmente, las ecuaciones fundamentales suponiendo que la inmersión es la
gráfica de una función.

Sea X : U → M una parametrización de M y sea ν un campo normal definido en
X(U). Como los campos vectoriales ∂1, ∂2 forman una base de TxM para cada x en
U , podemos calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental utilizando las
ecuaciones siguientes,

eν = lν(∂1, ∂1) = 〈ν, ∇̄∂1∂1〉,
similarmente,

fν = 〈ν, ∇̄∂1∂2〉 y gν = 〈ν, ∇̄∂2∂2〉.
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Sean e1, e2 los vectores canónicos en R2. Como ∂i = X∗(ei) y e1, e2 se extienden
paralelamente en R2, tenemos que

(∇̄∂i
∂j) ◦X = ∇̄f∗X∗(ei)f∗X∗(ej) = (f ◦X)ij,

donde (f ◦ X)ij denota la función cuyas componentes son las derivadas parciales de
segundo orden, i, j, de la función f ◦X. Por lo tanto,

eν ◦X = 〈ν ◦X, (f ◦X)11〉,
fν ◦X = 〈ν ◦X, (f ◦X)12〉,
gν ◦X = 〈ν ◦X, (f ◦X)22〉.

Haciendo U suficientemente pequeño, podemos suponer que en U existe un campo
normal unitario ν⊥, ortogonal a ν. Sean v1, v2 ∈ TpM las ν⊥-direcciones principales y
sea τ la isometŕıa de R4 tal que τ(f(p)) = 0 y tal que τ∗ env́ıa los vectores ortonormales
f∗(v1), f∗(v2), ν(p), ν⊥(p) en la base usual ê1, . . . , ê4. Por el teorema de la gráfica,
existe una parametrización g : R2 → M tal que τ ◦ f ◦ g(x) = (x, h(x)). Sea h(x) =
(φ(x), ψ(x)) y supongamos que p es un punto ν-umb́ılico. Definamos x = τ ◦ f ◦ g.
Llamaremos a x la parametrización canónica de f .

Definición 3.11. Sea F : U ⊂ R2 → R una función diferenciable definida en el abierto
U . Fijemos un punto p en U . El k-ésimo Jet de F es el desarrollo de Taylor de orden
k de F alrededor de p.

Teorema 3.7. El 3-jet de φ y ψ alrededor de p están dados por las siguientes ecuacio-
nes,

φ(u, v) =
k

2
(u2 + v2) +

a

6
u3 +

d

2
u2v +

b

2
uv2 +

c

6
v3,

ψ(u, v) =
α

2
u2 +

γ

2
v2 +

δ

6
u3 +

ε

2
u2v +

ζ

2
uv2 +

η

6
v3,

donde k es la ν-curvatura principal de p y α = eν⊥(p), γ = gν⊥(p).

DEMOSTRACION. Como τ es una isometŕıa, se tiene la siguiente ecuación,

eν = 〈ν, ∇̃∂1∂1〉 = 〈τ∗(ν), τ∗(∇̃∂1∂1)〉 = 〈τ∗(ν), ∇̃τ∗∂1τ∗∂1〉,

similarmente para fν , gν . Por lo tanto, para la parametrización g, los coeficientes de
la ν-segunda forma fundamental a lo largo de f coinciden con los coeficientes de la
τ∗(ν)-segunda forma fundamental a lo largo de τ ◦ f . Similarmente para la ν⊥-segunda
forma fundamental, Por lo tanto, tenemos las siguientes ecuaciones,

eν(p) = 〈ê3,x11〉 = φ11(0),
fν(p) = 〈ê3,x12〉 = φ12(0),
gν(p) = 〈ê3,x22〉 = φ22(0).

Similarmente,
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eν⊥(p) = 〈ê4,x11〉 = ψ11(0),
fν⊥(p) = 〈ê4,x12〉 = ψ12(0),
gν⊥(p) = 〈ê4,x22〉 = ψ22(0).

Como τ∗(f∗(TpM)) es el sub-espacio de R4 generado por ê1, ê2, tenemos que dφ0 =
dψ0 = 0, por lo que en T0R2 se tiene que x∗(ei) = êi, de donde obtenemos

g∗(ei) = f−1
∗ τ−1

∗ x∗(ei) = vi,

i.e., con la parametrizacón g, los coeficientes de las ν y ν⊥ segundas formas fundamen-
tales corresponden a la base ortonormal v1, v2. Utilizando el lema 2.3, la matriz para
Sν(p) en esta base está dada por la ecuación

[Sν(p)] =

(
eν(p) fν(p)
fν(p) gν(p)

)
,

similarmente para [Sν⊥(p)]. Como p es ν-umb́ılico, cualquier base ortonormal para TpM
diagonaliza al operador Sν , por lo que eν(p) = gν(p) = k y fν(p) = 0. Además, como v1

y v2 son las direcciones principales de Sν⊥ , la matriz del ν⊥-operador de forma en esta
base también es diagonal, en particular, fν⊥ = 0. Por lo tanto, φ11(0) = φ22(0) = k y
φ12(0) = ψ12(0) = 0. El resultado se sigue de la fórmula de Taylor.

También tenemos un resultado análogo para el 1-jet del campo τ∗ν normal a M a lo
largo de τ ◦ f . Sea µ = (τ∗ν) ◦ g, podemos identificar a µ con una función de R2 a R4

como es usual.

Lema 3.6. El 1-jet del campo µ está dado por la ecuación

µ(u, v) = (−ku,−kv, 1,mu + nv).

DEMOSTRACION. Como τ∗(ν(p)) = ê3, tenemos que µ(0) = (0, 0, 1, 0). Sean µ1, . . . , µ4

las funciones componentes de µ, entonces µj = 〈µ, êj〉, por lo que,

∂µj

∂xi
= ∂i〈τ∗ν, êj〉 = 〈∇̃∂i

(τ∗ν), êj〉.

Como τ es una isometŕıa, ∇̃∂i
(τ∗ν) = τ∗(∇̃∂i

ν), por lo que

〈∇̃∂i
(τ∗ν), êj〉 = 〈∇̃∂i

ν, τ−1
∗ êj〉.

Como τ−1
∗ ê1 = v1, tenemos que

∂µ1

∂xi
(0) = 〈∇̃∂i

ν(p), τ−1
∗ ê1〉 = 〈∇̃∂i

ν(p), v1〉.

Similarmente,

∂µ2

∂xi
(0) = 〈∇̃∂i

ν(p), v2〉,
∂µ3

∂xi
(0) = 〈∇̃∂i

ν(p), ν〉.
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En la prueba del teorema anterior mostramos que en la parametrización g, el campo
tangente ∂i coincide con el vector vi en p. Por lo tanto,

∂µ1

∂x1
(0) = −eν(p) = −k y

∂µ1

∂x2
(0) = −fν(p) = 0.

De manera similar, ∂µ2

∂x1 (0) = 0 y ∂µ2

∂x2 (0) = −k. Finalmente, como ν es un campo

unitario, tenemos que 〈∇̃∂i
ν, ν〉 = 0, por lo que ∂µ3

∂xi (0) = 0. El resultado se sigue de la
fórmula de Taylor.

Lema 3.7. El 2 Jet del campo µ está dado por la siguiente ecuación,

(−ku− b

2
v2 − a + 2mα

2
u2 − (d + nα)uv,−d

2
u2 − kv − (b + mγ)uv − 1

2
(c + 2nγ)v2,

1− 1

2
(k2 + m2)u2 −mnuv − 1

2
(k2 + n2)v2,mu + nv +

1

2
w02v

2 + w11uv +
1

2
w20u

2)

DEMOSTRACION. En el lema 3.6 se calcularon las derivadas de primer orden de la función
µ asociada con el campo normal ν, por lo que sólo resta hallar las derivadas de segundo
orden de las componentes de µ.
Como 〈ν, ∂i〉 = 0, al tomar la segunda derivada obtenemos,

∂2

∂j∂k

〈ν, ∂i〉 =
∂2

∂j∂k

〈ν,xi〉
= 〈νkj,xi〉+ 〈νk,xij〉+ 〈νj,xik〉+ 〈ν,xikj〉
= 0,

donde los sub́ındices representan las derivadas parciales componente a componente.
Evaluando en el origen y utilizando el teorema 3.7 obtentemos lo siguiente

〈νkj, êi〉 = −(〈νk,xij〉+ 〈νj,xik〉+ 〈ν,xikj〉). (3.7)

Utilizando el valor del polinomio de Taylor de primer orden dado en el teorema 3.6,
junto con el teorema 3.7 obtenemos el resultado para las primeras dos componentes del
campo ν. De manera similar, utilizando la ecuación 〈ν, ν〉 = 1, obtenemos al derivar
dos veces,

〈νjk, ν〉 = −〈νj, νk〉. (3.8)

Como en el origen el vector ν coincide con ê3 los coeficientes del polinomio de Taylor
de la tercera componente se obtienen del teorema 3.6. Finalmente, las componentes de
la cuarta componente se obtienen de la fórmula de Taylor.

Lema 3.8. Sea µ⊥ = (τ∗ν⊥) ◦ g, el 1-jet de µ⊥ está dado por la ecuación

µ⊥(u, v) = (−αu,−γv,−mu− nv, 1)

donde α, γ son los coeficientes de u2 y v2 en la parametrización canónica y m,n están
dados por el teorema 3.6.
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DEMOSTRACION. Sean µ′1, . . . , µ′4 las funciones componentes de µ⊥. Por construcción
de la isometŕıa τ , tenemos que µ⊥(0) = (0, 0, 0, 1). En el teorema 3.6 probamos que
∂µ1

∂x1 (0) = −eν(p) y ∂µ1

∂x2 (0) = −fν(p), de manera similar tenemos las siguientes ecuacio-
nes,

∂µ′1

∂x1
(0) = −eν⊥(p),

∂µ′1

∂x2
(0) = −fν⊥(p),

además,
∂µ′2

∂x1
(0) = −fν⊥(p),

∂µ′2

∂x2
(0) = −gν⊥(p).

Como en la parametrización canónica fν⊥(p) = 0, tenemos que los 1-jets de las funciones
componentes µ′1 y µ′2 están dados por las ecuaciones

µ′1 = −eν⊥(p)u = −αu y µ′2 = −gν⊥(p)v = −γv.

También se mostró en el teorema 3.6 que ∂µj

∂xi = 〈∇̃∂i
ν, τ−1

∗ êj〉. De manera similar,

∂µ′j

∂xi
= 〈∇̃∂i

ν⊥, τ−1
∗ êj〉,

por lo que

∂µ′3

∂xi
(0) = 〈∇̃∂i

ν⊥(p), τ−1
∗ ê3(p)〉

= 〈∇̃∂i
ν⊥(p), ν(p)〉

= −〈ν⊥(p), ∇̃∂i
ν(p)〉

= −∂µ4

∂xi
(0).

Como ∂µ4

∂x1 (0) = m y ∂µ4

∂x2 (0) = n, el primer jet de µ′3 alrededor de 0 es −mu − nv.
Finalmente,

∂µ′4

∂xi
(0) = 〈∇̃∂i

ν⊥(p), τ−1
∗ ê4(p)〉 = 〈∇̃∂i

ν⊥(p), ν⊥(p)〉 = 0,

donde la última igualdad se debe a que ν⊥ es un campo de longitud unitaria. Por lo
tanto, el 1-jet de µ′4 es constante e igual 1.

Lema 3.9. El 2 Jet de µ⊥ alrededor del origen está dado por la siguiente ecuación,

(−αu +
1

2
(2km− δ)u2 + (kn− ε)uv − 1

2
ζv2,

−γv − 1

2
εu2 + (km− ζ)uv +

1

2
(2kn− η)v2,

−mu− nv − w11uv − 1

2
(w20 + kα)u2 − 1

2
(w02 + kγ)v2,

1−mnuv − 1

2
(m2 + α2)u2 − 1

2
(n2 + γ2)v2).
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DEMOSTRACION. En analoǵıa a las ecuaciones (3.7) y (3.8) del Lema 3.7, en el origen
tenemos las siguientes ecuaciones,

〈ν⊥kj, êi〉 = −(〈ν⊥k ,xij〉+ 〈ν⊥j ,xik〉+ 〈ν⊥,xikj〉). (3.9)

〈ν⊥jk, ν⊥〉 = −〈ν⊥j , ν⊥k 〉, (3.10)

como en el origen ν⊥ coincide con ê4, los coeficientes de segundo orden de las dos
primeras componentes y de la última componente del campo ν⊥ se obtienen de las
ecuaciones (3.9) y (3.10). Finalmente, como 〈ν, ν⊥〉 = 0 tenemos la siguiente ecuación,

〈ν⊥ij , ν〉 = −(〈ν⊥j , νi〉+ 〈ν⊥, νij〉).

Evaluando en el origen y utilizando el lema 3.7 obtenemos los términos de segundo
orden del polinomio de Taylor correspondiente a la tercera componente de ν⊥.

En el caṕıtulo 2 se mostró que para que exista una inmersión isométrica de una super-
ficie inmersa en R4 en R3, con segunda forma fundamental determinada por la segunda
forma fundamental de la inmersión en R4, es suficiente con verificar que las siguientes
ecuaciones se cumplen,

Sν⊥Wν = 0,

∇̄Wνν
⊥ = 0.

Donde Wν = 〈∇⊥
Y ν⊥, ν〉X + 〈∇⊥

Xν, ν⊥〉Y , además X, Y son cualquier pareja de cam-
pos tangentes linealmente independientes, más aún, si Wν 6= 0, es suficiente con ve-
rificar la segunda ecuación. Utilicemos la parametrización canónica x para suponer
que X = ∂u, Y = ∂v y que los vectores normales coinciden en p con ê3 y ê4. Si
utilizamos las aproximaciones de los campos normales dadas por los teoremas 3.6 y
3.8 tenemos que en una vecindad del origen podemos aproximar Wν con la ecuación
Wν = (n − kvγ)∂u + (−m + kuα)∂v, que se obtiene sustituyendo cada campo nor-
mal por su aproximación a primer orden. Podemos utilizar el mismo procedimiento
para estudiar una aproximación de la ecuación de Codazzi a primer orden. Como
〈∇̄∂vν

⊥, ν〉 = 〈∇⊥
∂v

ν⊥, ν〉, podemos reescribir la ecuación de Codazzi, tomando X = ∂u

y Y = ∂v, del siguiente modo,

〈∇̄∂vν
⊥, ν〉∇̄∂uν

⊥ + 〈ν⊥, ∇̄∂uν〉∇̄∂vν
⊥ = 0.

Como en R4 la conexión coincide con la derivada del campo vectorial componente a
componente, la ecuacón de Codazzi es equivalente a

〈ν⊥v , ν〉ν⊥u + 〈ν⊥, νu〉ν⊥v = 0.

Utilizando la parametrización canónica y haciendo la identificación usual del campo ν
con la función µ definida en la sección anterior obtenemos, al evaluar en el origen la
ecuación de Codazzi y utilizando los lemas 3.7 y 3.9, la siguiente ecuación:

(nα,−mγ, 0, 0) = 0.
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Es decir que nα = mγ = 0. Si tomamos las derivadas parciales de las componentes de
la ecuación de Codazzi en el origen, obtenemos las ecuaciones

〈ν⊥vu, ν〉ν⊥u + 〈ν⊥v , νu〉ν⊥u + 〈ν⊥v , ν〉ν⊥uu + 〈ν⊥u , νu〉ν⊥v + 〈ν⊥, νuu〉ν⊥v + 〈ν⊥, νu〉ν⊥vu = 0,

〈ν⊥vv, ν〉ν⊥u + 〈ν⊥v , νv〉ν⊥u + 〈ν⊥v , ν〉ν⊥uv + 〈ν⊥v , νu〉ν⊥v + 〈ν⊥, νuv〉ν⊥v + 〈ν⊥, νu〉ν⊥vv = 0,

donde la primera se obtiene de derivar la ecuación de Codazzi respecto de u y la segunda
respecto de v. Sustituyendo en el origen y utilizando los lemas 3.7 y 3.9 obtenemos las
siguientes ecuaciones

(−kmn + nδ −mε + αw11, km2 − kαγ + nε−mζ − γw20, 0, 0) = 0,

(−kn2 + nε−mζ + αw02, kmn + nζ −mη − γw11, 0, 0) = 0.

Por el caṕıtulo 2 sabemos que la ecuación de Gauss es equivalente a la ecuación

eν⊥gν⊥ − f 2
ν⊥ = 0,

además de que eν⊥ = 〈xuu, ν
⊥〉, fν⊥ = 〈xuv, ν

⊥〉, gν⊥ = 〈xvv, ν
⊥〉. En particular, si

evaluamos las expresiones para los coeficientes de la segunda forma fundamental en el
origen encontramos que la ecuación de Gauss en el punto umb́ılico es la ecuación

αγ = 0.

Finalmente, al tomar las derivadas de la ecuación de Gauss de la misma manera como
hicimos con la ecuación de Codazzi y evaluar en el origen obtenemos

−kmα− kmγ + γδ + αζ = 0,

−knα− knγ + γε + αη = 0.

Por lo tanto, utilizando las relaciones αγ = 0, mγ = 0 y nα = 0, las ecuaciones para
las derivadas de la ecuación de Codazzi se convierten en las siguientes:

−kmn + nδ −mε + αw11 = 0,

km2 + nε−mζ − γw20 = 0,

−kn2 + nε−mζ + αw02 = 0,

kmn + nζ −mη − γw11 = 0.

Aśı mismo, las ecuaciones para la derivada de la ecuación de Gauss se simplifican en
las siguientes:

−kmα + γδ + αζ = 0,

−knγ + γε + αη = 0.

Como αγ, mγ y nα deben ser nulos, obtenemos las siguientes posibilidades para los
valores de los parámetros de los campos normales y la inmersión isométrica en R4:
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n, γ = 0 m, α = 0 α, γ = 0
−mε + αw11 = 0
m(km− ζ) = 0
−mζ + αw02 = 0

−mη = 0

nδ = 0
nε− γw20 = 0

n(−kn + ε) = 0
nζ − γw11 = 0

−kmn + nδ −mε = 0
km2 + nε−mζ = 0
−kn2 + nε−mζ = 0
kmn + nζ −mη = 0

α(−km + ζ) = 0
αη = 0

γδ = 0
γ(−kn + ε) = 0

Tabla 3.1: Condiciones sobre los paramétros de una superficie para que exista una
inmersión isométrica en R3 con segunda forma fundamental determinada por su in-
mersión en R4.

Por lo tanto, de existir una inmersión isométrica de la superficie en una vecindad
del punto umb́ılico, esta debe cumplir las ecuaciones correspondientes a alguna de
las columnas de la Tabla 3.1. Resulta que, en una vecindad de un punto umb́ılico,
se encuentran clasificados ciertos tipos de ĺıneas de curvatura , que se denotan por
D1, D2, D3 y D12. Además se sabe que los casos genéricos o estables son los casos
D1, D2 y D3. Al caso no genérico D12 se le conoce como una bifurcación de los casos
D1 y D2. En [NSB01] se describe la dinámica de la configuración principal en una ve-
cindad del punto umb́ılico al variar el campo normal, manteniendo la condición de que
p debe ser un punto umb́ılico. Entre los resultados principales de [NSB01] encontramos
que en el espacio de parámetros (m,n) del 1-jet de los campos normales tales que p
sigue siendo un punto umb́ılico, el único conjunto de campos normales de los que no
se sabe el valor del ı́ndice del campo de ĺıneas de curvatura que definen en p está dado
por la ecuación lineal

n =
b

d
m +

(a− b)b + (c− d)d

(α− γ)d
, (α− γ)d 6= 0. (3.11)

Utilizando la tabla 3.1 vemos que el último caso α = γ = 0 no es posible en el caso de
que el campo normal corresponda en el espacio de parámetros a la recta no simple. Si
tomamos el caso m = α = 0 y suponemos que γ 6= 0, entonces la ecuación de Gauss se
convierten en

δ = 0,

−kn + ε = 0.

Utilizando las ecuaciones anteriores, la ecuación de Codazzi se reduce a las siguientes
ecuaciones:

nε− γw20 = 0,

nζ − γw11 = 0.

Similarmente, si tomamos el caso en que n = γ = 0 y suponemos que α 6= 0, las
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ecuaciones fundamentales se convierten en:

η = 0,

−km + ζ = 0,

−mε + αw11 = 0,

−mζ + αw02 = 0.

La importancia de las ecuaciones anteriores es que relacionan propiedades puramente
geométricas de la superficie, i.e. la curvatura Gaussiana y las derivadas de la inmersión
en el punto umb́ılico, con las propiedades extŕınsecas, es decir con los parámetros n
y m que corresponden al haz normal y las derivadas del haz normal en el punto umb́ılico.

En relación con las conjeturas del ı́ndice y de Carathéodory surge la pregunta natural
de hallar el valor del ı́ndice para los dos únicos pares de parámetros de los campos
normales que admiten una inmersión isométrica en R3. Sin embargo, no se sabe aún
cual es el valor de este ı́ndice y no se espera que se pueda dar una respuesta pronta.



Apéndice A

Construcciones en haces vectoriales

A.1 La suma de Whitney

Sean V, W dos espacios vectoriales reales de dimensión finita, entonces la suma directa
V ⊕ W de estos dos espacios está definida como el producto cartesiano V × W con
operaciones de suma y producto por un escalar definidas componente a componente.
Esta misma construcción se puede llevar a cabo sobre una variedad si reemplazamos
V y W por haces vectoriales.

Proposición A.1. Sean E, F dos haces vectoriales reales sobre una variedad M. De-
notemos por Ex a la fibra de E sobre x. Definimos la suma de Whitney, E⊕F , de los
haces como

E ⊕ F = {(x, v) | x ∈ M, v ∈ Ex ⊕ Fx}.
Si π((x, v)) = x, se cumple que π : E ⊕ F → M es un haz vectorial sobre M.

A.2 Tensores con valores en un haz vectorial

Sea Mn una variedad Riemanniana. Entonces para cada par de enteros p, q podemos
construir el haz vectorial ⊗p,qTM de tensores p veces contravariantes y q veces cova-
riantes como es usual. Sea π : E → M un haz vectorial arbitrario real en el que hemos
introducido una métrica Riemanniana. Para cada x ∈ M denotemos por Ex a la fibra
de E sobre x y por ΓE al espacio de todas las secciones diferenciables de E.

Definición A.1. Sean π : E → M y ρ : F → M dos haces vectoriales reales, entonces
el producto tensorial Ex ⊗ Fx está bien definido. Sea E ⊗ F el espacio cuya fibra en x
es el producto tensorial Ex⊗Fx, E⊗F es un haz vectorial que llamaremos el producto
tensorial de E y F.

Dados dos espacios vectoriales V y W existe un isomorfismo natural entre W ∗ ⊗ V,
donde W ∗ es el espacio dual de W, y el espacio Hom(W,V ) de transformaciones lineales
de W a V dado en generadores por (f ⊗ v)(x) = f(x)v. Esta misma construcción se
extiende a los haces vectoriales de manera que existe un isomorfismo de haces vectoriales
a lo largo de la identidad entre F ∗ ⊗ E, donde F ∗ es el haz vectorial cuya fibra en x
es el espacio dual Fx, y Hom(E, F ), el haz vectorial cuya fibra en x son todas las
transformaciones lineales entre Ex y Fx. Dado que una forma diferencial ω ∈ Λ1M es
una sección de T ∗M, para cualquier campo vectorial X ∈ Γ(TM), podemos identificar

67
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el producto ω ⊗X con un operador de Γ(TM) a Γ(TM). Esta construcción se puede
generalizar a un producto arbitrario Λ1M ⊗E, de modo que podemos identificar a un
vector ω⊗ v ∈ Λ1M ⊗E con un operador lineal Γ(TM) → ΓE. En general, se tiene el
siguiente teorema.

Teorema A.1. Sea ⊗0,kTM el haz vectorial sobre M que consiste de todos los tensores
k veces covariantes. Entonces existe un isomorfismo de haces vectoriales a lo largo
de la identidad entre (⊗0,kTM) ⊗ E y Hom( ×k TM, E), el haz vectorial sobre M
cuya fibra en x es el espacio de todas las funciones k veces multilineales de TxM a
E tal que si η es la imagen de (ω1 ⊗ · · · ⊗ ωk) ⊗ v bajo este isomorfismo, entonces
η(X1, . . . , Xk) = ω1(X1) · · ·ωk(Xk)v.

DEMOSTRACION. [Bosquejo de la prueba] Para cada x ∈ M, la fibra de ⊗0,kTM en x
es el espacio ⊗kT ∗

xM, donde T ∗
xM es el espacio dual de TxM, pero por las propiedades

del producto tensorial de espacios vectoriales sabemos que existe un único isomorfismo
f̃ entre el espacio T de funciones k veces multilineales en TxM y ⊗kT ∗

xM tal que el
siguiente diagrama es conmutativo:

⊗kT ∗
xM f̃−−−→ T

p ↑ ||
×kT ∗

xM f−−−→ T

donde ρ(ω1 × · · · × ωk) = ω1 ⊗ · · · ⊗ ωk es la proyección natural, y si
g = f(ω1×· · ·×ωk), entonces g(v1, . . . , vk) = ω1(v1) · · ·ωk(vk). A partir del isomorfismo
f̃ podemos construir un isomorfismo F de haces vectoriales entre ⊗0,kTM y el haz
vectorial cuya fibra en x es el espacio de todas las funciones k veces multilineales
de TxM a R. Como ⊗0,1TM es el espacio de las 1 formas diferenciales, ya hemos
probado que (⊗0,1TM)⊗ E es isomorfo a Hom(TM,E). El resultado general se sigue
por inducción utilizando el isomorfismo F.

Ejemplo A.4. Sea α el operador de la segunda forma fundamental definido en el
caṕıtulo 1, entonces α ∈ Hom(TM×TM,NM), por lo que salvo isomorfismo podemos
suponer que α ∈ (⊗0,2TM) ⊗ NM. Si ν, ν⊥ es una pareja de campos normales a la
superficie que forman una base ortonormal de NM , entonces para cada par de vec-
tores tangentes X, Y podemos descomoponer α(X,Y ) como lν(X,Y )ν + lν⊥(X, Y )ν⊥,
donde lν , lν⊥ son funciones bilineales simétricas definidas en TxM para cada x. Por lo
tanto, utilizando el isomorfismo del teorema A.1 podemos escribir α = lν⊗ν+ lν⊥⊗ν⊥.

Teorema A.2. Sean E y F haces vectoriales sobre M con métricas Riemannianas g
y h definidas en cada uno de ellos. Existe una única métrica g ⊗ h en E ⊗ F tal que

g ⊗ h(v ⊗ w, v′ ⊗ w′) = g(v, v′)h(w, w′).

Si en el haz E existe una métrica Riemanniana podemos construir una conexión en
(⊗0,kTM)⊗ E tal que se satisfaga la regla de Leibniz en el producto tensorial.
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Teorema A.3. Sean ∇ una conexión en M y ∇′ una conexión en el haz vectorial
Riemanniano E. Entonces existe una única conexión ∇̃ en (⊗0,kTM) ⊗ E tal que se
cumplen las siguientes condiciones.

a) ∇̃Xv = ∇′
Xv, si v ∈ ΓE.

b) ∇̃XY = ∇XY, si Y ∈ ΓM.

c) ∇̃X(v ⊗ Y ) = (∇′
Xv)⊗ Y + v ⊗∇XY.

d) Además, si la métrica en (⊗0,kTM)⊗E es la métrica producto y tanto ∇ como ∇′

son compatibles con sus respectivas métricas, entonces ∇̃ también es una conexión
compatible con la métrica.

La prueba del teorema es consecuencia inmediata de las condiciones enumeradas.

Sean α, β ∈ Hom(×k TM, E), entonces si E posee una métrica Riemanniana h, pode-
mos definir el producto 〈α, β〉 como

〈α, β〉x =
∑

i1,...,ik

h(α(Vi1 , . . . , Vik), β(Vi1 , . . . , Vik)), (A.1)

donde V1, . . . , Vn es una base ortonormal de TxM. 〈·, ·〉 es una métrica Riemanniana bien
definida en Hom(×k TM, E). Si E = C∞(M) y hx es la métrica usual en R es un hecho
conocido de la geometŕıa Riemanniana que (A.1) es la única métrica Riemanniana en
⊗0,kTM tal que la base dual de cualquier base ortonormal en TM genera una base
ortonormal en ⊗0,kTM ( véase por ejemplo [Lee97]). En tal caso seguiremos denotando
por g a la métrica en ⊗0,kTM.

Proposición A.2. Sea g la métrica dada en M y h la métrica en E, entonces si F
es el isomorfismo dado en el teorema A.1 se cumple que F es una isometŕıa de haces
vectoriales, es decir que si α, β ∈ ⊗0,kTM ⊗ E, entonces

〈F (α), F (β)〉 = g ⊗ h(α, β).

La prueba de la proposición es un cálculo directo utilizando el teorema A.1. Si E posee
no sólo una métrica Riemanniana sino también una conexión ∇′, podemos construir
una conexión ∇̄ en Hom(×k TM,E) definiendo

(∇̄Xα)(X1, . . . , Xk) = ∇′
X(α(X1, . . . , Xk))−

∑
i

α(X1, . . . ,∇XXi, . . . , Xk).

De manera que si ∇ y ∇′ son compatibles con sus métricas, entonces ∇̄ es compatible
con la métrica dada en la ecuación (A.1).

Proposición A.3. Sea α una sección diferenciable de ⊗0,kTM ⊗ E. Denotemos por
∇̃ a la conexión para ⊗0,kTM ⊗ E dada en el teorema A.3. Entonces

F (∇̃Xα) = ∇̄X(F (α)).
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La prueba es de nueva cuenta un cálculo laborioso utilizando una base para TM.

Ejemplo A.5. Hemos visto en el ejemplo anterior que podemos identificar al operador
de la segunda forma fundamental α con β = lν ⊗ ν + lν⊥ ⊗ ν⊥. Utilizando las proposi-
ciones A.2 y A.3 podemos calcular ∇̄Xα hallando primero ∇̃Xβ. Esto es importante al
realizar los cálculos pues ∇̃ tiene más propiedades algebraicas que ∇̄, siendo la regla
de Leibniz para el producto tensorial la más notable. Esto nos permite simplificar
enormemente los cálculos.

A.3 El haz de direcciones

Sea M una variedad diferenciable, denotemos por TM − {0} = {v ∈ TM | v 6= 0}.
Podemos probar que TM−{0} es una subvariedad diferenciable de la misma dimensión
que TM introduciendo una métrica Riemanniana en M, ya que TM −{0} = N−1(R−
{0}), donde N(v) = g(v, v) es la norma al cuadrado de v. En TM −{0} introduzcamos
la siguiente relación: v ∼ w si y solo si π(v) = π(w), donde π : TM → M es la
proyección natural, y si existe un número λ 6= 0 tal que v = λw.

Proposición A.4. ∼ es una relación de equivalencia en TM − {0}.
Sea p : TM − {0} → TM − {0}/ ∼ la proyección natural. Si dotamos de la topoloǵıa
cociente al espacio TM − {0} entonces obtenemos un espacio de Hausdorff, pues si
[v] 6= [w] entonces π(v) 6= π(w) por lo que existen vecindades U, V de π(v) y π(w) res-
pectivamente tales que U ∩ V = ∅, por lo que p(π−1(U)) y p(π−1(V )) son dos abiertos
disjuntos que contienen a [v] y [w].

Sea θ : R − {0} × TM − {0} → TM − {0} dada por θ(λ, v) = λv. θ es una ac-
ción diferenciable de R en TM − {0} tal que la relación de equivalencia inducida por
la acción coincide con la relación dada en la proposición A.4. Además θ es una acción
libre, por lo que se tiene la siguiente proposición.

Proposición A.5. Sean PM = TM − {0}/ ∼ el espacio cociente de la relación de
equivalencia con la topoloǵıa cociente, y p : TM −{0} → PM la proyección usual. En-
tonces PM tiene una estructura de variedad diferenciable tal que p es un difeomorfismo
local.

Como construimos PM de manera que cada fibra p−1(z) se encuentra en el mismo
espacio tangente, podemos definir π′(z) como π(p−1(z)), entonces π′ es una función
diferenciable pues p es un difeomorfismo local y π|TM−{0} = π′ ◦ p.

Definición A.2. PM con la proyección π′ es el haz proyectivo de la variedad.

Definición A.3. Sean M, N y H variedades diferenciables. La tercia (M, N, p), donde
p : M → N es una función diferenciable, es un haz fibrado con fibra H, si se satisfacen
las condiciones siguientes.
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a) p es sobre.

b) Para cada x ∈ N, p−1(x) es difeomorfo a H.

c) Para cada x ∈ N existe una vecindad U y un difeomorfismo ϕ : p−1(U) →
U × H tal que si z ∈ p−1(U), entonces ϕ(z) = (p(z), g(z)) para alguna función
diferenciable g : p−1(U) → H.

A los difeomorfismos locales ϕ dados en el inciso c de la definición A.3 se les llama
trivializaciones.

Definición A.4. Sea p : M → N un haz fibrado. Una función diferenciable
s : N → M es una sección del haz si se satisface que p ◦ s = Id.

A diferencia de los haces vectoriales, donde trivialmente siempre existe la sección cero,
en los haces fibrados no siempre es posible que exista una sección. En el caṕıtulo 3
utilizamos una variación de la definición A.4.

Definición A.5. Sea A un subconjunto cerrado de N. Una función diferenciable s :
N − A → M es una sección si p ◦ s es la identidad en N − A.

Definición A.6. Si s es una sección del haz proyectivo a lo largo de M −A, decimos
que s es un campo de direcciones. Si p ∈ A, entonces p es una singularidad del campo.

Definición A.7. Sean f : N → N ′, F : M → M ′ funciones diferenciables entre los
haces fibrados (M, N, p) y (M ′, N ′, p′). F es un morfismo de haces fibrados a lo largo
de f si el siguiente diagrama es conmutativo:

M
F−−−→ M ′

p

y p′
y

N
f−−−→ N ′

De esta manera, el haz proyectivo es un haz fibrado con fibra P 1Rn, el espacio proyectivo
real. Sea g una métrica Riemanniana en M. Definamos SM = N−1(1), entonces 1 es un
valor regular de N por lo que SM es una subvariedad de TM. SM es el haz de esferas
de M. Si denotamos por τ : SM → M a la restricción de π a SM entonces obtenemos
un haz fibrado con fibra Sn. Sea ρ : SM → PM la función dada por ρ(v) = p(v),
entonces ρ es una función diferenciable por ser la restricción de p a una subvariedad.

Proposición A.6. ρ es un morfismo de haces fibrados a lo largo de la identidad.

Sea U una vecindad de M tal que (U,ϕ) es una trivialización de SM y (U,ψ) es una
trivialización de PM. Entonces ψ◦ρ◦ϕ−1(x, v) = (x, [v]), donde [v] = {v,−v} es la clase
de equivalencia de v en P 1Rn. Por lo tanto, localmente ρ es el producto id× π̃, donde
id es la identidad en U, π̃ : Sn → P 1Rn es la proyección usual y id× π̃(x, v) = (x, π̃(v)).

Teorema A.4. ρ : SM → PM es un espacio cubriente de PM.
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DEMOSTRACION. Sean U ′ = π′−1(U) y f = ψ ◦ ρ ◦ϕ−1. Entonces ψ es un difeomorfismo
entre U ′ y U × P 1Rn tal que ρ−1(U ′) = (ψ ◦ ρ)−1(U × P 1Rn), pero ψ ◦ ρ = f ◦ ϕ,
entonces

ρ−1(U ′) = ϕ−1(f−1(U × P 1Rn)).

Como f = id× π̃, ρ−1(U ′) = ϕ−1(U×SM). Sea z ∈ U ′, tal que ψ(z) = (x, y). Como Sn

es un cubriente doble de P 1Rn existe una vecindad V de y tal que π̃−1(V ) = V1∪V2, con
V1 y V2 disjuntos tales que la restricción de π̃ a cada vecindad Vi es un difeomorfismo.
Sean V ′ = ψ−1(U × V ) y V ′

i = ϕ−1(U × Vi), entonces ρ−1(V ′) = V ′
1 ∪ V ′

2 , y V ′
1 , V ′

2 son
ajenos. Sea ρi la restricción de ρ a V ′

i y fi la restricción de f a Vi, entonces

ρi = ψ−1 ◦ fi ◦ ϕ.

Por lo tanto, ρi es un difeomorfismo entre V ′
i y V ′ de donde se sigue que ρ es un mapeo

cubriente.
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