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1 Geometria de subvariedades

Definicién 1.1. Sea f : M" — N"* una inmersion isométrica entre variedades Rie-
mannianas, entonces M es una subvariedad inmersa de M en N.

Por simplicidad, diremos que M es una subvariedad de N. Dado el haz tangente
TM, para cada z € M tenemos una descomposicion de T, /N dada por la suma directa
filzM & N, M, donde N,M es el complemento ortogonal de f, T, M. Sea

NM = {(z,v) :x2 € M, v € N, M}.
NM es el haz normal.

Teorema 1.1. NM es una variedad de la misma dimension que N.

Para una prueba del teorema se puede consultar [Lee97|. Si definimos p: NM — M
como la funcién (x,v) +— x también se puede mostrar que p : NM — M es un haz
vectorial tal como el haz tangente, mas ain, como para cada z se tiene que Ty )N =
TpyM @ N, M se puede probar que TN =TM @& NM.

Definicién 1.2. Sean X, Y wuna pareja de campos vectoriales tangentes a M, entonces
el operador de sequnda forma fundamental estd dado por la ecuacion

a(X,Y) = [VxY] .

Ademds, si v es un campo vectorial normal a M, la conexion normal Vv estd dada por

la ecuacion
1 = 1

donde V es la conexion de TN.



Se puede probar que para cadax € M yv € N, M la transformacién lineal (1,,),(X,Y) =
(a(X,Y),v) es una funcién bilineal simétrica de T, M, por lo que para cada = y cada
v € N, M existe un tnico operador lineal autoadjunto (S,), : T,M — T, M tal que

lu<X7 Y) = <X7 (Su>xy>

Definicién 1.3. La funcion S : TM x NM — TM tal que (X,v) — S,(X) es el operador
de forma.

Dadas las conexiones tangente y normal a la variedad, podemos calcular los tensores
de curvatura de cada una de ellas, y utilizando la descomposicién de la conexion V en
sus partes tangencial y normal obtenemos las siguientes ecuaciones.

Ecuacion de Gauss:

Rm(X,Y,Z,W) = R(X,Y, Z,W) + (a(X, W), (Y, Z)) — (a(X, Z), (Y, W)),

Ecuacion de Ricei:

RH(X,Y)E = (Rm(X,Y)E)F + a(X,5:.Y) — a(SeX,Y).

Finalmente, calculando la derivada covariante del operador de forma obtenemos la ecua-
cién de Codazzi.

(Rm(X,Y)Z)* = (Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z).
En cada caso, X,Y, Z son campos tangentes a M y £ es un campo normal.

Teorema 1.2. Si M es un variedad de curvatura seccional constante c, el tensor de
curvatura de M tiene la expresion

Rm(X,Y)Z = c({Y, 2)X — (X, Z)Y).

Idea de la prueba. Definamos 7(X,Y, Z, W) = c((Y, Z)(X, W) — (X, Z)(Y,W)). Hay que
probar que 7 tiene las mismas simetrias del tensor de curvatura, es decir que se cumplen
las ecuaciones

(1> T(X7Y7 Za W) = _T(Y7X7 Za W) = —T(X,KW, Z)
(i) 7(X,,2,W) = (Z,W,X,Y).



(i) 7( X, Y, Z, W)+ 7Y, Z, X, W)+ 7(Z,X,Y,W) = 0 (identidad algebraica de Bian-
chi).
El resultado se sigue del hecho que cualquier pareja de tensores que satisfacen i) — 7ii) y
R(X,Y,Y, X)=71(X,Y,Y, X) deben ser iguales.

Las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci son llamadas las ecuaciones fundamentales
de las subvariedades, pues bajo las condiciones del siguiente teorema no son solo necesa-
rias, sino también suficientes para la existencia de la inmersién isométrica.

Teorema 1.3. Teorema fundamental de las subvariedades.

a. Supongamos que M"™ es una variedad Riemanniana simplemente conexa ym: E —
M es un haz vectorial Riemanniano de rango p con una conexion V' compatible
con su métrica. Sea o una seccion simétrica del haz vectorial Hom(T M x TM, E)

de funciones bilineales con valores en E. Definamos, para cada seccion local & de
E, un operador S¢ : TM — TM tal que

(SeX,Y) = (a(X,Y),6), X,Y eTM.

Si oy V' satisfacen las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci para el caso de
curvatura constante ¢, entonces existe una inmersion isométrica f : M™ — QU*P,
donde QP es R"P sic =0, SMP sic >0y H'P sic <0, y un isomorfismo
de haces vectoriales, f :E — NM, alo largo de la identidad, tal que para todos
los vectores X, Y € TM y todas las secciones locales &, n en E se cumplen las
siguientes ecuaciones:

(F©. fm) = (&),
flaX.Y) = aX.y),

[(Vx€) = Vx([(©),
donde & y V+ son la sequnda forma fundamental y la conexién normal de f.

b. Supongamos que [ y g son dos inmersiones isométricas de una variedad conexa
M"™ en QIFP. Sean NMy, ay y V]%, el haz normal, sequnda forma fundamental y
conexion normal de f, y sean NM,, oy y ng los correspondientes objetos de g. St

existe un isomorfismo de haces vectoriales, ¢ NMy — NM,, tal que para cada
XY € TM ycada &, n € NM; se cumplen las ecuaciones:

G630 = (€,
¢af<X7Y) = ag<X7Y)7

OVi & = Vi (),
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; ; 7 . n—+ n-+
entonces existe una isometria, T : QNP — QUTP, tal que
g=71of Yy Tnm; =0

Para la prueba del teorema en el caso ¢ = 0 se puede consultar [Daj90], para el caso
general véase [Spi79] capitulo TV.

1.1 Aplicacién a las Superficies en R*

Supongamos ahora que M es de dimensién dosy f : M — R*. Sea E un subhaz vectorial
del haz normal tal que para cada z, la fibra F, es de dimensién uno. Podemos reescribir
las ecuaciones fundamentales para E utilizando la conexiéon V' obtenida al tomar la
componente en F de la conexién normal y la componente del operador de segunda forma
fundamental en . En ese caso las ecuaciones fundamentales se simplifican notablemente,
pues la ecuacion de Ricci se vuelve trivial. A su vez, las ecuaciones restantes se reescriben
de la siguiente manera,

Gauss:
ZVL L4 ll,L = 0,
Codazzi: )
VWV(X,Y)VL =0,
donde,

ZVL.ZVL(X,Y,Z,W) = lVL(X,Z)lVL<Y',W)—lVL(X,W)lVL(}/,Z)7
Wy(Xay) = <V#VL7V>X+<VJ)2V7VL>Y’7

y {v, v} forman una base ortonormal local de N M tal que v € E.

Ejemplo 1.1. Los toros planos. Sean v = (a,c¢), w = (b,d), vectores linealmente
independientes en el plano. El toro plano generado por v y w es la imagen de la inmersién
f: R? — R* dada por

f(e, 90> _ (ei(aOercp)’ ei(09+dtp)).

En particular, si v = (1,0) y w = (0, 1) obtenemos el toro de Clifford. Sean X; = f.(0s)
y Xo = f.(0,). Definamos

X3 — (ei(ae-l-blp)’ O), X, = (07 6i(c0+dtp))'



X3, X4 es una base ortonormal del haz normal al toro. Denotemos por e,, f,, g, a los
coeficientes de la v-segunda forma fundamental, entonces tenemos que

€x; = —<@X1X1,X3> = a?,
fxs = —(Vx, X1, X3) = ab,
gxs = —(Vx, X2, X3) = b
Similarmente tenemos que
€xy = 627 fX4 = cd, 9x4 = d2'
Sea v = AX3+ BX,, un campo normal a la superficie, entonces vt = —BX3+ AX, es el
complemento ortogonal a v en el haz normal. Por lo tanto, e,. = —Bey, + Aex,, etc., y

si se satisface la v-ecuacién de Gauss, debemos tener que e,1g,1+ — f2, = 0. Realizando

los calculos resulta que
e,1gyr — f2o = —AB(ad — be)?.

Por lo tanto, la ecuacion de Gauss se satisface si y solosi A=00 B=0. Como Ay B
son funciones continuas tales que A%+ B? = 1, en cualquier vecindad conexa del toro los
unicos campos normales que satisfaen la ecuacion de Gauss son X3 y X4. Finalmente,
un céleulo directo muestra que (Vy, X3, X4) = (Vx, X5, X4) = 0, por lo que Wy, = 0
y la ecuacién de Codazzi se satisface trivialmente. Similarmente tenemos que Wx, = 0.
Por lo tanto, en cualquier vecindad simplemente conexa del toro existen dos inmersiones
isométricas en R? con segunda forma fundamental dada.

Ejemplo 1.2. El plano proyectivo. Sea f:S5? — R* la funcién dada en coordenadas

cartesianas por
2 2

fe,y.2) = (—

Entonces f es una funcién invariante bajo el mapeo antipodal, por lo que f desciende
en una funcién f : PR — R* donde P2R es el espacio proyectivo real de dimensién
2. En [HCV32] se demuestra que f es un encaje del plano proyectivo en R, Como la
esfera es un espacio cubriente del plano proyectivo, podemos parametrizar f utilizando
la parametrizacién de la esfera dada en notacion compleja por

g(0,¢) = (cos(h)e**,sen(d)), 0¢€ (—m/2,7/2).

LY, T2, YZ).

Sea h = f o g, entonces

cos*(0)

- sen(20) .
2 )

e2#l e?).

h(0,¢) = (




Definamos X = h,(09s), Xo = h.(0,), a su vez, sean X3y X, los campos normales dados

por

—sen(20)
2

Sean§/},2|X—13|X3y}Q:

demuestra que

—sen(20)

e?).

X4. Un célculo directo similar al del ejemplo anterior

X3 = ( ie*?' cos®(0)ie?"), X, = (— cos(20)e*",

1
| X4l

ey, =0, fvs = —cos(6), gy, = 0.
Similarmente,

—1 —cos?(0) (1 + 3 cos(26))

- -0 _
€y, |X4|’ fY4 ) 9y, 2|X4|

Si v = AY; + BY, es un campo ortonormal, entonces v+ = —BY; + AY,, por lo que

cos?(0)(1 + 3 cos(26))
2| X4f?

A? — cos*(0) B2

2 _
€Lyl — fyl -

Por lo tanto, la ecuacién de Gauss es equivalente a

1+ 3cos(20) 42

B? = 1
2‘X4‘2 ( )

Como | X4|> = 1/4(1 + 3cos?(20)) y A% + B? = 1, al sustituir en (1) tenemos que Ay B
estan determinados por las ecuaciones

B2 _ 1 4 3 cos(260)

e 3cos?(0) — 3cos?(0) + 1
6cos(f) 3 cost(0)

Sea ws*(X) = (VxY3,Y,), un célculo directo muestra que

(5sen(#) — 3sen(360))d.

4
w =
S X
Por lo tanto, se tiene que (Vxv,v+) = —BX(A)+ AX(B) +ws*(X), en particular, como
Ay B tnicamente son funciones de 6, tenemos que

(Vv ) = wgh(Xy) = ﬁ@sen@) ~ 3sen(30)),

(Vy,v,vt) = —BA + AB,



donde A’ y B’ representan las derivadas de A y B. Un célculo directo muestra que los
coeficientes de la primera forma fundamental en la base X7, X5 estan dados por

5+ 3cos(40)

K :
8

F =0, G = cos*(0).

Como F = 0, la matriz del v*+-operador de forma en la base X;, X, es

eyt fyr v hap
[Sui] = (ffl QVGL) = <—?Y3B éA) :
E G E G

En la base X1, X, el vector S,. W, tiene coordenadas

= [ FACes (0) + (B2~ ABB)
ST\ T2 B(-ws (X)) + Z(—BAA + A2B)

Como A? 4+ B? = 1, se tiene que AA’ + BB’ = 0. Utilizando estas identidades en la
expresion para [S,. W, ] tenemos que

—eyy Iys 1
mAWJ=<ff%%X”4+?A>.

D054 (Xo)B + 24 B

Por lo tanto, para que la ecuacién de Codazzi se cumpla, se deben cumplir las ecuaciones
diferenciales

—€y, 3 A/
;@ﬂ&m+%ﬂ = 0, (2)
%w34(X2)B+%B' — 0. (3)

Sustituyendo los valores de ey,,ws*(X3), etc., tenemos que la ecuacién (2) es equivalente
a la ecuacion

A" 16(5sen(f) — 3sen(36)) cos(0) (4)
A (54 3cos(40))? .
Sea f el lado derecho de (4), entonces A debe cumplir la ecuacién A" = Af. Ademaés, si
A cumple la ecuacién de Gauss, debe ser de la forma A = 4, /g, donde

3cost() — 3cos?(A) + 1
3 cos*(0) ’

g:



por lo que se deben cumplir las ecuaciones A" = Af y A = +¢'/(2A), de donde ob-
tenemos la ecuacion 2gf = +¢’. Realizando los calculos en MATHEMATICA se tiene que
la ecuacion 2gf = +¢’ sélo tiene un conjunto finito de raices. Por lo tanto, no existe
ninguna inmersién isométrica del plano proyectivo en R? con segunda forma fundamental
determinada por el encaje en R*.

Ejemplo 1.3. La botella de Klein. Sea g(6,¢) = ((a + rcos(6))e"?, rsen(f)), con
a > r. g es el encaje usual del toro en R3. Notese que la imagen de g es invariante
bajo el mapeo antipodal, A(xz) = —z. Por lo tanto el grupo G = {I, A}, donde I es la
identidad, actiia de manera libre y discontinua en la imagen de g. El espacio cociente
K es la botella de Klein. Por construccion el toro es un cubriente doble de la botella de

Klein. Sea T'= S* x S', definamos el mapeo f : T — R* dado por
f(e? €)= ((a + 7 cos(6))e*” rsen(h)e?).

Como f(e ", el?+nm)) = f(e ¢¥%), al identificar a T con su imagen en R® tenemos que
f manda puntos antipodales del toro en la misma imagen. Por lo tanto, existe una tnica
funcién diferenciable f : K — R* tal que f o p=f,donde p: T — K es la proyeccion
usual. Decimos que f desciende en la funcién f : K — R*. Se puede probar que f es
un encaje, (ver [dC92], cap. 0). Como T' es un espacio cubriente de K, podemos utilizar
la parametrizacién usual del toro para describir f en términos de 6 y o, de modo que f
esta dado por
£(0,¢) = ((a+rcos(h))e**, rsen(8)e??).

Sean X, = f.(0s), X2 = f.(,). Definamos X3 y X, como los campos normales dados
por

X3 = (—rsen(6)ie**, 2(a + r cos(f))ie?") Xy = (—cos(0)e*#", —sen(0)e?).

Sean Y3 = |X3, Y, = X4, entonces Y3, Y, es una base ortonormal del haz normal a
K. Al calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental en la direccion de los
vectores Y3 y Y, de la misma manera que en los ejemplos anteriores tenemos que

2r
€yy = 0, st = (T + CLCOS(@)) Jys = 0,
X
ey, = —T, fv, =0, gy, = —(3rcos®(0) + 4a cos(6) +r).
Sea v = AY3;+ BY, un campo normal a la superficie, entonces v+ = —BY3;+ AY,, ademés,
el/:€)/437 fV:fY3A7 gV:gY4Ba
€l = €Y4Av fl/L = _ngBa gyl = gY4A'



Por lo tanto,
€,1.q,1L — ffj_ = 6y4gy4A2 — L]f}%dB2
Como fy, = 0 en un conjunto discreto de puntos, podemos suponer que fy, # 0. Simi-

larmente podemos suponer que gy, # 0. Utilizando la relacién A? + B? = 1, tenemos que
la ecuacién de Gauss se satisface si y solo si

2
2 fYB 2 _ €y, 9y,
= 2 = 2"
€y, 9y, + ng €y 9y, T fY3

Ademas como los coeficientes ey;, fy;, gy; son independientes de ¢, también se tiene que

Ay B son funciones independientes de ¢, por lo tanto podemos calcular (Vxv, v+) como
AX(B) — BX(A) + w3 (X), donde w3*(X) = (VyY3,Y)) = 2asen(d)dp. Un célculo

directo muestra que (X, X3) = 0. Por lo tanto, la matriz del v*-operador de forma en
la base X1, X, estd dada por
vap Zhsp
[Sl/l] = (?YBB g€4A> :
“E G

Ademds, utilizando la expresién para (Vxv, vt), tenemos que

WV = —W34(X2)X1 + (AB, — A/B)XQ

Anélogamente al procedimiento algebraico del ejemplo 1.1 tenemos que el campo v sa-
tisface la ecuacién de Codazzi si y solo si se cumplen las ecuaciones

—€ .
EY4 W34(X2)A + %Al = 0,
%W34(X2>B + %B/ = 0.

Por lo tanto, si v cumple la ecuacién de Codazzi, se debe cumplir la ecuacién A" = Ah,

donde h = ;zgwg"‘(Xg). Ademds, si v cumple la ecuacién de Gauss, entonces A = /g,
2
donde g = T4, -, de alli se sigue que A" = ¢’/(2A). Combinando ambas ecuaciones

ey, 9y, +fY3
obtenemos que ¢’ = 2gh. Sustituyendo el valor de los coeficientes de la segunda forma
fundamental y de ws* tenemos que las funciones g y h estdn dadas por

4r(r 4+ a cos(6))?
(3r cos?(0) + 4acos(0) + )| X3|2 + 4r(r + acos(0))?’
asen(6)| X3[?
r2(r + acos(f))’




Donde | X3]? = 3r% cos?(0) + 8ar cos(f) + 4a® + r?. Nétese que g = R o cos(), donde R
es una funcién racional. Por lo tanto, ¢ = R'(cos())(—sen(0)). Si ¢’ = 2gh, entonces
h = R'(cos(#))(—sen())/(2R(cos())). Por lo tanto,

r2(r 4+ acos(6))R'(cos(0))
2aR(cos(6)) ' (5)

|X]* = -

Como el cociente de dos funciones racionales es una funciéon racional, lo mismo que la
derivada, la ecuacién (5) implica que |X3]? es de la forma R;(cos(f)), donde R; es una
funcién racional. Sea p(z) = 3r?z? + 8arz + 4a® + r?, entonces

[X5]* = p(cos(6))** = p(cos(8))p(cos(6))"?,

por lo que p(cos(6))'/? es una funcién racional, lo cual es un contradiccién, pues el poli-
nomio p no es cuadrado perfecto, pues tiene raices distintas porque su discriminante es
4a® — 3r2. Por lo tanto, el encaje f de la botella de Klein no admite ninguna inmersién
isométrica en R? con segunda forma fundamental determinada por el haz normal en R*.

2 La conjetura de Carathéodory

Definicién 2.1. Sea x € S un punto de una superficie en R3. x es un punto umbilico si
las curvaturas principales en x coinciden.

Sea f : S — R? la inmersién isométrica de una superficie homeomorfa a la esfera y tal
que su imagen es un conjunto convexo, es decir que su imagen es la frontera de un conjun-
to convexo. Bajo estas condiciones tenemos la conjetura hecha por Carathéodory en 1940.

Conjetura de Carathéodory. Todo encaje suave de una esfera en R?® tal que su
imagen es convexa debe tener al menos dos puntos umbilicos.

Dado el conjunto de direcciones principales sobre la superficie es posible calcular el indice
de Poincaré-Hopf alrededor de los puntos umbilicos contando el niimero de veces que las
direcciones principales giran alrededor de los puntos umbilicos aislados.

Teorema 2.1. (Poincaré-Hopf)

S5 =5on(8),

donde la suma es sobre los indices de todas los puntos umbilicos.
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Conjetura del Indice. Si f : M? — R? es un encaje de una superficie compacta,
tal que M tiene un nuimero finito de puntos umbilicos, entonces cada punto umbilico de
M tienen indice de Poincaré-Hopf menor o igual a 1.

Teorema 2.2. Si la conjetura del indice es cierta, entonces también lo es la conjetura
de Carathéodory.

DEMOSTRACION. Sea f : S — R? un encaje de una superficie S homeomorfa a una esfera.
Supongamos que f tiene una cantidad finita de puntos umbilicos. Si la conjetura del
indice es cierta, cada uno debe tener indice menor o igual a 1. Como S es homeomorfa
a una esfera, x(S5) = 2. Por lo tanto, por el teorema de Poincaré,

> i=2

Es claro que si cada indice es menor o igual a 1, la suma de la izquierda debe tener al
menos dos términos. Por lo tanto, la conjetura del indice implica la de Carathéodory. [
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