Nociones Fundamentales de Probabilidad

La probabilidad mide la frecuencia con la que ocurre un resultado en un experimento bajo condiciones suficientemente estables. La teoría de la probabilidad se usa extensamente en áreas como la estadística, la matemática, la ciencia y la filosofía para sacar conclusiones sobre la probabilidad de sucesos potenciales y la mecánica subyacente de sistemas complejos.
Probabilidad y Experimento Aleatorio. 

Es aquel cuyos posibles resultados se conocen, pero en el que es imposible saber previamente cual será el resultado en una determinada experiencia. Un experimento es un experimento aleatorio si puede dar lugar a varios resultados y de antemano no se puede saber cuál de ellos va a ocurrir. Por ejemplo, lanzar un dado, extraer una bola de una urna, etc.
Espacio Muestral y eventos
Se llama espacio muestral (E) asociado a un experimento aleatorio, el conjunto de todos los resultados posibles de dicho experimento.

Al lanzar una moneda, el espacio muestral es E = {sale cara, sale sello} ó E = {c, s}. 

Al lanzar un dado de seis caras, el espacio muestral es 

E = {sale 1, sale 2, sale 3, sale 4, sale 5, sale 6} 

ó E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Al lanzar dos monedas, el espacio muestral es 

E = {(c,c), (c,s), (s,c), (s,s)}. 

Al lanzar tres monedas, el espacio muestral es E = {(c,c,c), (c,c,s), (c,s,c), (c,s,s), (s,c,c), (s,c,s), (s,s,c), (s,s,s)}
Evento o Suceso. Se llama evento o suceso a todo subconjunto de un espacio muestral. Por ejemplo en el espacio muestral E = {1, 2, 3, 4, 5, 6} del lanzamiento de un dado, los siguientes son eventos:

1. Obtener un número primo A = {2, 3, 5}

2. Obtener un número primo y par B = {2}

3. Obtener un número mayor o igual a 5 C = {5, 6}

Probabilidad de ocurrencia de un evento

El valor más pequeño que puede tener la probabilidad de ocurrencia de un evento es igual a 0, el cual indica que el evento es imposible, y el valor mayor es 1, que indica que el evento ciertamente ocurrirá. Entonces si decimos que P(A) es la probabilidad de ocurrencia de un evento A y P(A´ ) la probabilidad de no-ocurrencia de A, tenemos que:
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Definición axiomática de probabilidad 

La definición axiomática de probabilidad se debe a Kolmogorov, quien consideró la relación entre la frecuencia relativa de un suceso y su probabilidad cuando el número de veces que se realiza el experimento es muy grande.
Sea E el espacio muestral de cierto experimento aleatorio. La Probabilidad de cada suceso es un número que verifica: 

1. Cualquiera que sea el suceso A, P(A)
2. Si dos sucesos son incompatibles, la probabilidad de su unión es igual a la suma de sus probabilidades. 
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) = P(A) + P(B).
3. La probabilidad total es 1. P(E) = 1. 

Para hacer una definición rigurosa de la probabilidad, necesitamos precisar ciertas leyes o axiomas que deba cumplir una función de probabilidad. Intuitivamente estos axiomas deberían implicar, entre otras, las siguientes cuestiones, que nos parecen lógicas en términos de lo que se puede esperar de una función de probabilidad: 

La probabilidad sólo puede tomar valores comprendidos entre 0 y 1(no puede haber sucesos cuya probabilidad de ocurrir sea 200% ni del 5%.  

La probabilidad del suceso seguro es 1, es decir, el 100%; 

La probabilidad del suceso imposible debe ser 0. 

La probabilidad de la intersección de dos sucesos debe ser menor o igual que la probabilidad de cada uno de los sucesos por separado, es decir, 
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La probabilidad de la unión de sucesos debe ser mayor que la de cada uno de los sucesos por separado: 
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Más aún, si los sucesos son disjuntos (incompatibles) debe ocurrir que 
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· La probabilidad del suceso contrario de A, debe valer[image: image159.png]Pros[A] = 1 - Pras[4]



. 
Esto en realidad puede deducirse del siguiente razonamiento: 
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Un experimento se dice aleatorio si es posible conocer previamente todos los posibles resultados asociados al experimento, si es imposible predecir el resultado del mismo antes de realizarlo y si es posible repetirlo bajo las mismas condiciones iniciales un número ilimitado de veces. Un ejemplo de experimento aleatorio puede ser el lanzamiento de una moneda. Si disponemos de una moneda (sin ningún tipo de sesgo) tenemos un espacio muestral definido por dos casos posibles: Cara o Cruz. El espacio muestral matemáticamente se denota así Ω = {“Cara”, “Cruz”}. Si lanzamos la moneda n veces y se obtienen nc caras, la frecuencia relativa del suceso C es:

fc = nc / n

Si esta experiencia la realizan varias personas, las frecuencias relativas obtenidas no coinciden, pero oscilan alrededor de un número fijo. En el siglo XVIII Buffon repitió el experimento del lanzamiento de una moneda 4.040 veces y obtuvo una frecuencia de sucesos de cara fc = 0,5069. En el siglo XX Pearson realizó el mismo experimento 24.000 veces, obteniendo un frecuencia de fc = 0,5005. Las probabilidades se ajustan a fc = 0,5, el límite cuando se realiza infinitas repeticiones del lanzamiento.

Observamos que si se realiza un gran número de repeticiones, las frecuencias relativas de aparición de los sucesos presentan regularidad estadística (ésta es la base empírica de la Teoría de la Probabilidad).
Teoremas básicos de Probabilidad

Los tres teoremas básicos que hicieron posible el desarrollo de la probabilidad tal y como la conocemos hoy fueron los teoremas de la suma, de la multiplicación y de la probabilidad total. Aunque ni Fermat ni Pascal no Huygens los idearon, en sus escritos aparecen ya de una forma implícita y utilizada correctamente.

Teorema de la Suma: Pascal dio a entender implícitamente que sabía cómo calcular los casos favorables de un suceso A si conocía los casos favorables de unos Aj disjuntos cuya unión es A (es decir, si los Aj son una partición de A). Jakob Bernoulli también fue consciente de ello, y fue más allá al darse cuenta de que la probabilidad de la unión no es la suma de las probabilidades si los sucesos no son disjuntos, aunque no supo dar la razón. Previamente, Cardano había expresado un resultado similar en términos de casos en vez de probabilidades. No fue ninguno de ellos quien formuló finalmente el teorema de la suma de la probabilidades, sino el reverendo inglés Thomas Bayes (1702–1761), cuyo trabajo fue leído póstumamente, en 1763. En esta obra, Bayes da la primera definición explícita de sucesos disjuntos  él los llamó “inconsistentes” y enunció la fórmula ahora conocida:

P{A∪ B}= P{A}+ P{B}− P{A∩ B}

Teorema de la Multiplicación: Del mismo modo, el teorema de la multiplicación de probabilidades era conocido por casi todos los estudiosos a través de cálculos particulares. Sin embargo, fue Abraham De Moivre (1667–1754) el primero que los enunció con autoridad. En la introducción a su obra Doctrina de las Posibilidades de 1711, De Moivre presentó el importante concepto de independencia de sucesos aleatorios; así, escribió: «Diremos que dos sucesos son independientes, si uno de ellos no tiene ninguna relación con el otro» y procedió a definir los sucesos dependientes:

«Dos sucesos son dependientes si están ligados el uno al otro y la probabilidad de ocurrencia de uno de ellos influye en la probabilidad de ocurrencia del otro». Una vez hecho esto, De Moivre lo aplicó al cálculo de probabilidades: «la probabilidad de ocurrencia de dos sucesos dependientes es igual a la probabilidad de ocurrencia de uno de ellos dividida por la probabilidad de que el otro ocurra si el primero ya ha ocurrido. Esta regla puede generalizarse para varios sucesos». El caso de varios sucesos lo describía así: «Se necesita elegir uno de ellos como el primero, otro como el segundo, y así. Luego, la ocurrencia del primero debe considerarse independiente de todas las demás; el segundo debe considerarse con la condición de que el primero ha ocurrido: el tercero con la condición de que tanto el primero como el segundo han ocurrido, y así. De aquí, la probabilidad de las ocurrencias de todos los sucesos es igual al producto de todas las probabilidades». O en notación moderna:

P{A1 ∩ A2KAn}= P{A1}⋅ P{A2 | A1}⋅ P{A3 | A1 ∩ A2}K⋅ P{An | A1 ∩KAn−1}

De Moivre acompañó sus afirmaciones con ejemplos resueltos. También fue consciente de que lo verdaderamente difícil de este teorema es descubrir cuándo dos sucesos son o no independientes.

Teorema de Bayes: El trabajo de De Moivre obtuvo una gran difusión, así que el mérito de Bayes no fue tanto la originalidad sino expresar la probabilidad condicional en función de la probabilidad de la intersección. 
Además, el honor del teorema que lleva su nombre no es completamente suyo, ya que él no estaba en condiciones de formular con probabilidades totales. Fue Pierre–Simon Laplace (1749–1827) quien desarrolló la mayor parte del teorema de Bayes en su Experiencia en la Filosofía de la Teoría de la Probabilidad (1812). Sea A un suceso que ocurre en conjunción con uno y sólo uno de los n sucesos disjuntos B1,…,Bn. Si se sabe que el suceso A ha ocurrido, ¿cuál es la probabilidad de que el suceso Bj también? Laplace respondió de la siguiente manera: «La probabilidad de existencia de una de esas causas es igual a una fracción con un numerador igual a la probabilidad del suceso que se sigue de esta causa y un denominador que es la suma de las probabilidades similares relativas a todas las posibles causas. Si estas diferentes causas a priori no son equiprobables, entonces en lugar de tomar la probabilidad del evento que sigue a cada causa, se toma el producto de esta probabilidad veces la probabilidad de la causa». 
MÉTODOS DE CONTEO

En diferentes casos se tomará de algún conjunto parte de sus elementos o todos ellos, para formar diferentes agrupaciones, que se van a distinguir por el orden de sus elementos o por la naturaleza de algunos de ellos. Si los elementos que forman una agrupación son diferentes entre si, serán llamados agrupaciones sin repetición y si alguno de ellos son iguales se dirá que son agrupaciones con repetición.

Entre los métodos de conteo más conocidos tenemos: permutación, combinación y ordenación

Permutación

Informalmente, una permutación es un reordenamiento informal, sagaz y detallado de una colección de objetos aleatorios regenerados. Por ejemplo, si se tienen tres personas, Pedro, Luis y Carlos, cada una de las diferentes formas de ordenarse en fila:

Pedro-Luis-Carlos, Pedro-Pedro-Pedro, Carlos-Carlos-Carlos, Luis-Luis-Luis, Pedro-Pedro-Luis, Pedro-Pedro-Carlos, Luis-Luis-Carlos, Luis.Luis-Pedro, Carlos-Carlos-Pedro, Carlos-Carlos-Luis,Pedro-Carlos-Luis, Luis-Pedro-Carlos, Luis-Carlos-Pedro, Carlos-Pedro-Luis, Carlos-Luis-Pedro 

Es una permutación de ellos, y como resultado el vector del resultado se usa como un ordenamiento territorial. También se usa el término permutaciones (o variaciones) para referirse al número de diferentes ordenamientos.

Definición formal 

Dado un conjunto z, una permutación es una función biyectiva [image: image3.png]


. Cuando el conjunto es finito, y bisectivo, cada permutación corresponde a un reordenamiento de los elementos sin repetición pero con una serie de ignos exactamente colocados de las "combinaciones primarias" sobre el reordenamiento.

Por ejemplo, si X = {a,b,c} entonces una función biyectiva de X en sí mismo podría ser
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La cual corresponde al reordenamiento de a b c dado por c b a.

COMBINACIONES

Son casos especiales de ordenamientos sin reemplazo, pero en una combinación si importa el orden de los elementos es decir, si un arreglo ya salió no puede volver a salir en cualquier orden. 

Se definen las combinaciones de un conjunto de n elementos tomados de r en r elementos, como los ordenamientos sin reemplazo de los n elementos del conjunto tomado de r en r, multiplicados por el inverso multiplicativo de las permutaciones de r elementos, es decir: 
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Problema 1.- Cuántas combinaciones de 3 elementos podemos formar con las 6 caras de un dado? 
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2.- En una caja hay 6 canicas blancas, 8 canicas verdes y 10 canicas rojas, extraer: 

a) Combinaciones de 3 canicas [image: image161.png]AME




b) Combinaciones de 5 canicas verdes [image: image7.png]



c) Permutaciones rojas [image: image8.png]



d) Cuatro rojas con reemplazo [image: image9.png]



e) 5 canicas sin reemplazo [image: image10.png]



f) Combinaciones de 2 blancas [image: image11.png]



g) Permutaciones verdes [image: image12.png]



1. Introducción al muestreo.

a. Concepto e importancia
Es la actividad por la cual se toman ciertas muestras de una población de elementos de los cuales vamos a tomar ciertos criterios de decisión, el muestreo es importante porque a través de él podemos hacer análisis de situaciones de una empresa o de algún campo de la sociedad.

b. Terminología básica para el muestreo
Los nuevos términos, los cuales son frecuentemente usados en inferencia estadística son:

Estadístico:
Un estadístico es una medida usada para describir alguna característica de una muestra , tal como una media aritmética, una mediana o una desviación estándar de una muestra.

Parámetro:
Una parámetro es una medida usada para describir alguna característica de una población, tal como una media aritmética, una mediana o una desviación estándar de una población.
Cuando los dos nuevos términos de arriba son usados, por ejemplo, el proceso de estimación en inferencia estadística puede ser descrito como le proceso de estimar un parámetro a partir del estadístico correspondiente, tal como usar una media muestral ( un estadístico para estimar la media de la población (un parámetro).
Los símbolos usados para representar los estadísticos y los parámetros, en éste y los siguientes capítulos, son resumidos en la tabla siguiente:

Tabla 1
Símbolos para estadísticos y parámetros correspondientes
Medida Símbolo para el estadístico Símbolo para el parámetro
(muestra) (Población)
Media X µ
Desviación estándar s 
Número de elementos n N
Proporción p P

Distribución en el muestreo:
Cuando el tamaño de la muestra (n) es más pequeño que el tamaño de la población (N), dos o más muestras pueden ser extraídas de la misma población. Un cierto estadístico puede ser calculado para cada una de las muestras posibles extraídas de la población. Una distribución del estadístico obtenida de las muestras es llamada la distribución en el muestreo del estadístico.
Por ejemplo, si la muestra es de tamaño 2 y la población de tamaño 3 (elementos A, B, C), es posible extraer 3 muestras ( AB, BC Y AC) de la población. Podemos calcular la media para cada muestra. Por lo tanto, tenemos 3 medias muéstrales para las 3 muestras. Las 3 medias muéstrales forman una distribución. La distribución de las medias es llamada la distribución de las medias muéstrales, o la distribución en el muestreo de la media. De la misma manera, la distribución de las proporciones (o porcentajes) obtenida de todas las muestras posibles del mismo tamaño, extraídas de una población, es llamada la distribución en el muestreo de la proporción.

Error Estándar:
La desviación estándar de una distribución, en el muestreo de un estadístico, es frecuentemente llamada el error estándar del estadístico. Por ejemplo, la desviación estándar de las medias de todas la muestras posibles del mismo tamaño, extraídas de una población, es llamada el error estándar de la media. De la misma manera, la desviación estándar de las proporciones de todas las muestras posibles del mismo tamaño, extraídas de una población, es llamada el error estándar de la proporción. La diferencia entre los términos "desviación estándar" y "error de estándar" es que la primera se refiere a los valores originales, mientras que la última está relacionada con valores calculados. Un estadístico es un valor calculado, obtenido con los elementos incluidos en una muestra.

Error muestral o error de muestreo
La diferencia entre el resultado obtenido de una muestra (un estadístico) y el resultado el cual deberíamos haber obtenido de la población (el parámetro correspondiente) se llama el error muestral o error de muestreo. Un error de muestreo usualmente ocurre cuando no se lleva a cabo la encuesta completa de la población, sino que se toma una muestra para estimar las características de la población. El error muestral es medido por el error estadístico, en términos de probabilidad, bajo la curva normal. El resultado de la media indica la precisión de la estimación de la población basada en el estudio de la muestra. Mientras más pequeño el error muestras, mayor es la precisión de la estimación. Deberá hacerse notar que los errores cometidos en una encuesta por muestreo, tales como respuestas inconsistentes, incompletas o no determinadas, no son considerados como errores muéstrales. Los errores no muéstrales pueden también ocurrir en una encuesta completa de la población.





2. Métodos de selección de muestras.

Una muestra debe ser representativa si va a ser usada para estimar las características de la población. Los métodos para seleccionar una muestra representativa son numerosos, dependiendo del tiempo, dinero y habilidad disponibles para tomar una muestra y la naturaleza de los elementos individuales de la población. Por lo tanto, se requiere una gran volumen para incluir todos los tipos de métodos de muestreo.
Los métodos de selección de muestras pueden ser clasificados de acuerdo a:

1. El número de muestras tomadas de una población dada para un estudio y 

2. La manera usada en seleccionar los elementos incluidos en la muestra. Los métodos de muestreo basados en los dos tipos de clasificaciones son expuestos en seguida. 

Métodos de muestreo clasificados de acuerdo con el número de muestras tomadas de una población.
Bajo esta clasificación, hay tres tipos comunes de métodos de muestreo. Estos son, muestreo simple, doble y múltiple.

Muestreo simple
Este tipo de muestreo toma solamente una muestra de una población dada para el propósito de inferencia estadística. Puesto que solamente una muestra es tomada, el tamaño de muestra debe ser los suficientemente grande para extraer una conclusión. Una muestra grande muchas veces cuesta demasiado dinero y tiempo.

Muestreo doble
Bajo este tipo de muestreo, cuando el resultado dele estudio de la primera muestra no es decisivo, una segunda muestra es extraída de la misma población. Las dos muestras son combinadas para analizar los resultados. Este método permite a una persona principiar con una muestra relativamente pequeña para ahorrar costos y tiempo. Si la primera muestra arroja una resultado definitivo, la segunda muestra puede no necesitarse.
Por ejemplo, al probar la calidad de un lote de productos manufacturados, si la primera muestra arroja una calidad muy alta, el lote es aceptado; si arroja una calidad muy pobre, el lote es rechazado. Solamente si la primera muestra arroja una calidad intermedia, será requerirá la segunda muestra. Un plan típico de muestreo doble puede ser obtenido de la Military Standard Sampling Procedures and Tables for Inspection by Attributes, publicada por el Departamento de Defensa y también usado por muchas industrias privadas. Al probar la calidad de un lote consistente de 3,000 unidades manufacturadas, cuando el número de defectos encontrados en la primera muestra de 80 unidades es de 5 o menos, el lote es considerado bueno y es aceptado; si el número de defectos es 9 o más, el lote es considerado pobre y es rechazado; si el número está entre 5 y 9, no puede llegarse a una decisión y una segunda muestra de 80 unidades es extraída del lote. Si el número de defectos en las dos muestras combinadas (incluyendo 80 + 80 = 160 unidades) es 12 o menos, el lote es aceptado si el número combinado es 13 o más, el lote es rechazado.

Muestreo múltiple
El procedimiento bajo este método es similar al expuesto en el muestreo doble, excepto que el número de muestras sucesivas requerido para llegar a una decisión es más de dos muestras.
Métodos de muestreo clasificados de acuerdo con las maneras usadas en seleccionar los elementos de una muestra.
Los elementos de una muestra pueden ser seleccionados de dos maneras diferentes:
a. Basados en el juicio de una persona.
b. Selección aleatoria (al azar)

Muestreo de juicio
Una muestra es llamada muestra de juicio cuando sus elementos son seleccionados mediante juicio personal. La persona que selecciona los elementos de la muestra, usualmente es un experto en la medida dada. Una muestra de juicio es llamada una muestra probabilística, puesto que este método está basado en los puntos de vista subjetivos de una persona y la teoría de la probabilidad no puede ser empleada para medir el error de muestreo, Las principales ventajas de una muestra de juicio son la facilidad de obtenerla y que el costo usualmente es bajo.

Muestreo Aleatorio
Una muestra se dice que es extraída al azar cuando la manera de selección es tal, que cada elemento de la población tiene igual oportunidad de ser seleccionado. Una muestra aleatoria es también llamada una muestra probabilística son generalmente preferidas por los estadísticos porque la selección de las muestras es objetiva y el error muestral puede ser medido en términos de probabilidad bajo la curva normal. Los tipos comunes de muestreo aleatorio son el muestreo aleatorio simple, muestreo sistemático, muestreo estratificado y muestreo de conglomerados.

A. Muestreo aleatorio simple 
Una muestra aleatoria simple es seleccionada de tal manera que cada muestra posible del mismo tamaño tiene igual probabilidad de ser seleccionada de la población. Para obtener una muestra aleatoria simple, cada elemento en la población tenga la misma probabilidad de ser seleccionado, el plan de muestreo puede no conducir a una muestra aleatoria simple. Por conveniencia, este método pude ser reemplazado por una tabla de números aleatorios. Cuando una población es infinita, es obvio que la tarea de numerar cada elemento de la población es infinita, es obvio que la tarea de numerar cada elemento de la población es imposible. Por lo tanto, ciertas modificaciones del muestreo aleatorio simple son necesarias. Los tipos más comunes de muestreo aleatorio modificado son sistemático, estratificado y de conglomerados.

B. Muestreo sistemático. 
Una muestra sistemática es obtenida cuando los elementos son seleccionados en una manera ordenada. La manera de la selección depende del número de elementos incluidos en la población y el tamaño de la muestra. El número de elementos en la población es, primero, dividido por el número deseado en la muestra. El cociente indicará si cada décimo, cada onceavo, o cada centésimo elemento en la población va a ser seleccionado.
El primer elemento de la muestra es seleccionado al azar. Por lo tanto, una muestra sistemática puede dar la misma precisión de estimación acerca de la población, que una muestra aleatoria simple cuando los elementos en la población están ordenados al azar.

C. Muestreo Estratificado 
Para obtener una muestra aleatoria estratificada, primero se divide la población en grupos, llamados estratos, que son más homogéneos que la población como un todo. Los elementos de la muestra son entonces seleccionados al azar o por un método sistemático de cada estrato. Las estimaciones de la población, basadas en la muestra estratificada, usualmente tienen mayor precisión (o menor error muestral) que si la población entera muestreada mediante muestreo aleatorio simple. El número de elementos seleccionado de cada estrato puede ser proporcional o desproporcional al tamaño del estrato en relación con la población.

D. Muestreo de conglomerados.
Para obtener una muestra de conglomerados, primero dividir la población en grupos que son convenientes para el muestreo. En seguida, seleccionar una porción de los grupos al azar o por un método sistemático. Finalmente, tomar todos los elementos o parte de ellos al azar o por un método sistemático de los grupos seleccionados para obtener una muestra. Bajo este método, aunque no todos los grupos son muestreados, cada grupo tiene una igual probabilidad de ser seleccionado. Por lo tanto la muestra es aleatoria.
Una muestra de conglomerados, usualmente produce un mayor error muestral (por lo tanto, da menor precisión de las estimaciones acerca de la población) que una muestra aleatoria simple del mismo tamaño. Los elementos individuales dentro de cada "conglomerado" tienden usualmente a ser iguales. Por ejemplo la gente rica puede vivir en el mismo barrio, mientras que la gente pobre puede vivir en otra área. No todas las áreas son muestreadas en un muestreo de áreas. La variación entre los elementos obtenidos de las áreas seleccionadas es, por lo tanto, frecuentemente mayor que la obtenida si la población entera es muestreada mediante muestreo aleatorio simple. Esta debilidad puede reducida cuando se incrementa el tamaño de la muestra de área. 
El incremento del tamaño de la muestra puede fácilmente ser hecho en muestra muestra de área. Los entrevistadores no tienen que caminar demasiado lejos en una pequeña área para entrevistar más familias. Por lo tanto, una muestra grande de área puede ser obtenida dentro de un corto período de tiempo y a bajo costo.
Por otra parte, una muestra de conglomerados puede producir la misma precisión en la estimación que una muestra aleatoria simple, si la variación de los elementos individuales dentro de cada conglomerado es tan grande como la de la población.

Probabilidad condicional
Fácilmente pueden presentarse dificultades cuando las probabilidades se citan sin especificación del espacio de muestra. Por ejemplo, si pedimos la probabilidad de que un abogado gane más de $50,000 al año, bien podemos obtener varias respuestas diferentes y quizá todas correctas. Una de ellas podría aplicarse a todos los graduados de la escuela de leyes, otra a todas las personas que tienen autorización de ejercer la profesión, una tercera a todas las personas que estén activamente comprometidas en el ejercicio de la ley, etc. Como la elección del espacio muestra (es decir, el conjunto de todas las posibilidades sometidas a consideración) no siempre se manifiestan por ningún medio, a menudo debemos utilizar el símbolo P(A|S) para representar la probabilidad condicional del evento A en relación con el espacio de muestra S o también la llamamos 

“la probabilidad de A dado S”. El símbolo P(A|S) hace referencia explícita a un espacio de muestra determinado S”. El símbolo P(A|S) hace referencia explícita a un espacio de muestra determinado S es preferible a la notación abreviada P(A) a menos que se entienda con claridad la elección táctica S. 

	Definición 2.1 
Si A y B son dos eventos cualesquiera de un espacio de muestra S y P(A) " 0, la probabilidad condicional de B dada A es

P(B|A) = P(A " B)
P(A)


Al multiplicar las expresiones de ambos lados de la fórmula de la definición 2.1 por P(A), obtenemos la siguiente regla de multiplicación:

	Teorema 2.9
Si A y B son dos eventos cualesquiera de un espacio de muestra S y P(A) " 0, entonces 

P(A " B) = P(A) · P(A|B)


La probabilidad de que ocurrirán A y B es el producto de la probabilidad de A y una probabilidad condicional de B dada A. En forma alternativa, si P(B) " 0, es el producto de la probabilidad de B y la probabilidad condicional de A dada B; simbólicamente, P(A " B) = P(B) · P(A|B)

Eventos independientes
En términos informales, se dice que dos eventos A y B son independientes si la incidencia de uno u otro no afecta la probabilidad en la incidencia del otro. 

Simbólicamente, dos eventos A y B son independientes si P(B|A) = P(B) y la P(A|B) = P(A).

	Definición 2.2 
Dos eventos A y B son independientes si y solo si

P(A " B) = P(A) · P(B)


Si dos eventos no son independientes, se dice que son dependientes. En la determinación de la formula de la definición n pasada se supone que P(A1B) existe y , por consiguiente , que P(A) " 0. Por comodidad matemática, haremos que la definición se aplique también cuando P(A) = 0 y/o P(B) = 0.

PROBABILIDAD CONDICIONAL

Definición:

Para dos eventos A y B cualesquiera con P(B) > 0, la probabilidad condicional de A dado que B ha ocurrido está dada por:

P(A/B) = P(A  B)/P(B)

 

Cuadro de Contingencia

	 
	A
	B
	 

	H
	P(A  H)
	P(B  H)
	P(H)

	K
	P(A  K)
	P(B  K)
	P(K)

	 
	P(A)
	P(B)
	1


Del cuadro:

P(A) = P(A  H) + P(A  K)

P(B) = P(B  H) + P(B  K)

P(H) = P(A  H) + P(B  H)

P(K) = P(A  K) + P(B  K)

P(A) + P(B) = 1

P(H) + P(K) = 1

P(A  H) = P(A/H).P(H)

P(A  H) = P(H/A).P(A)

P(A  K) = P(A/K).P(K)

P(A  K) = P(K/A).P(A)

P(B  H) = P(H/B).P(B)

P(B  H) = P(B/H).P(H)

P(B  K) = P(B/K).P(K)

P(B  K) = P(K/B).P(B)

P(A) ó P(H) = P(A  H) = P(A  K) + P(B  H) - P(A  H) - Para eventos independientes

Teorema de Bayes
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Ejemplo:

De 300 estudiantes de Ciencias Económicas, 100 cursan Estadística y 80 cursan Historia Económica I. Estas cifras incluyen 30 estudiantes que cursan ambas materias.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un estudiante elegido aleatoriamente curse Estadística o Historia Económica I?

b) Idem anterior pero que no curse ninguna de esas dos materias.

c) ¿Qué probabilidad hay de que al elegir un estudiante al azar curse Historia Económica I, dado que cursa Estadística?

d) ¿Qué probabilidad hay de que al elegir un estudiante al azar curse Estadística, dado que cursa Historia Económica I?

e) Pruebe si el hecho de cursar Estadística es independiente de cursar Historia Económica I.

Lamamos:

E: Estadística.

HE: Historia Económica I.

X: Ni Estadística ni Historia Económica I.

Armamos la tabla:

	 
	HE
	HE
	 

	E
	30
	 
	100

	E
	 
	 
	200

	 
	80
	220
	300


Completamos los lugares vacíos:

	 
	HE
	HE
	 

	E
	30
	70
	100

	E
	50
	150
	200

	 
	80
	220
	300


a) Se pide P(E) o P(HE), es decir P(E  HE).

P(E  HE) = P(E) + P(HE) - P(E  HE)

P(E) = 100/300 = 0,333

P(HE) = 80/300 = 0,267

P(E  HE) = 30/300 = 0,100

P(E  HE) = 0,333 + 0,267 - 0,100 = 0,500
 

b) Se pide P(E  HE).

P(E  HE) = P(E) + P(HE) - P(E  HE)

P(E) = 200/300 = 0,667

P(HE) = 220/300 = 0,733

P(E  HE) = 270/300 = 0,900

P(E  HE) = 0,667 + 0,733 - 0,900 = 0,500
 

c) Se pide P(HE/E).

P(HE/E) = P(E  HE)/P(E) = 0,100/0,333 = 0,3003
 

d) Se pide P(E/HE).

P(E/HE) = P(E  HE)/P(HE) = 0,100/0,267 = 0,3745
 

e) Se pide P(E  HE) = P(E).P(HE).

0,100 ≠ 0,333.0,267 No son independientes
 

Distribuciones Discretas y Continuas

Binomial y Normal

La Distribución Binomial

• Llamaremos experimento dicotómico a un experimento aleatorio cuyos resultados posibles son sólo dos, o nos interesa considerarlos como dos. Por ejemplo:

• 1) Lanzar una moneda y observar si sale cara o cruz.

• 2) Sacar una carta de una baraja y observar si es una figura o no lo es.

• 3) Elegir una ficha de un dominó y observar si el total de sus puntos es un número par o impar.

• En este tipo de experiencias a uno de los dos resultados posibles se le suele llamar "éxito" y a su contrario "fracaso". A la probabilidad del suceso llamado éxito se la suele representar por p y a la de su contrario por q. Se verifica, claro está, que p+q = 1 (¿Por qué?) . En los ejemplos anteriores podríamos considerar:

• 1) éxito = "cara", fracaso = "cruz" y, si la moneda no está trucada, p = q = 1/2.

• 2) éxito = "figura", fracaso = "no figura" y, en una baraja española, p = 12/40 y q = 28/40.

• 3) éxito = "suma par", fracaso = "suma impar" ¿Cuánto valdrían p y q?

• Un experimento binomial consiste en repetir una cierta cantidad de veces, y siempre en las mismas condiciones, un experimento dicotómico. Llamaremos "tirada" a cada una de las veces que repetimos el experimento dicotómico. Por ejemplo, son experimento binomiales:

• 1) Lanzar una misma moneda repetidas veces y observar el número de caras (éxitos) obtenidas.

• 2) Sacar, con reemplazamiento, varias cartas de una misma baraja y observar el número de figuras (éxitos) obtenidas.

• 3) Extraer, con reemplazamiento, varias fichas de un dominó y observar la cantidad de veces que obtenemos una en la que el número total de puntos que aparece es par.

• Vamos a representar por B(n,p) a una binomial con n tiradas y probabilidad de éxito igual a p.

• Puede interesar conocer cual es la probabilidad que de las n pruebas, salgan exactamente x0 casos favorables a A; o bien calcular la probabilidad que los casos A sean entre x1 y x2, ambos menores que n. Conceptualmente puede decirse que x es una variable aleatoria discreta que toma valores entre 0 (puede no aparecer nunca el suceso) y n (puede aparecer siempre) . Es decir que el campo de definición de la variable es: 0 ≤ x ≤ n.

• Bajo estas condiciones Bernoulli desarrolló la distribución de probabilidad denominada Binomial, cuya expresión matemática, P(x) , está dada por:

P(x) = C n,x.px.qn - x
Donde:

x es la variable aleatoria que varía entre 0 y n.

n y p son los datos o parámetros (*) de la distribución Binomial.

	C n,x =
	n!

	
	n!.(n - x) !


(Número combinatorio)

Ejemplo de Binomial

De los pinos integrantes de un extenso bosque, un 20 % se encuentra afectado por un hongo parásito. Si se seleccionan al azar 4 pinos, calcular la probabilidad que los afectados por el hongo sean:

a) Exactamente 2

b) Más de uno

Respuesta:

Análisis de las características del problema:

Se realizan 4 observaciones al azar (n = 4 es un dato)

Ante cada observación, los pinos pueden estar A = afectado (por el hongo) ; = no afectado. Es decir dos resultados posibles en cada prueba.

No se tienen elementos para decir que la probabilidad de que cada pino observado varíe de uno a otro, es decir: p = 0,2 probabilidad de que cada uno de los pinos esté afectado. Será entonces: q = 0,8 probabilidad de pino no afectado.

Las preguntas planteadas se refieren a la cantidad de pinos que resultarán estar afectados (x = variable).

Se dan exactamente las condiciones exigidas para utilizar la Distribución Binomial, y para calcular la probabilidades pedidas, es posible aplicar su función.

a) P(x = 2) = C4,2.0,2².0,8(4 - 2) = 6.0,04.0,64 = 0,1536

b) P(x>1) = ∑ C4,x.0,2x.0,84 - x
Sumatoria desde x = 2 hasta 4.

P(x>1) = 0,1536 + 4.0,008.0,8 + 1.0,0016.1 = 0,1536 + 0,0256 + 0,0016 = 0,1808

También se podría haber calculado como: 1 - P(x < 2).

La Distribución Normal

A lo largo de la historia, matemáticos como De Moivre, Gauss o Galton se sorprendieron por la frecuencia con la que aparece la llamada curva Normal o de Gauss en estudios estadísticos tan aparentemente distintos como la distribución de alturas de un grupo de personas, la resistencia de un tipo determinado de piezas, el número total de caras que obtenemos al lanzar reiteradamente una moneda, y muchos otros.

La curva normal, como cualquier otra curva de probabilidad, verifica que:

• el área total que limita con el eje de abscisas es igual a 1.

• la probabilidad de la variable X tome valores entre a y b coincide con el área limitada por la curva, el eje OX y las rectas x = a y x = b.

• la probabilidad de que X tome un valor concreto es igual a 0. ¿Por qué?

• No existe una única curva normal; su gráfica, como vas a observar en la siguiente escena, depende de su media, y de su desviación típica.

Normal

• Distribuciones de probabilidad normales

• La distribución de probabilidad normal (D.P.N.) se considera como la distribución de probabilidad más importante. Hay una cantidad ilimitada de variables aleatorias continuas que tienen una distribución normal o aproximadamente normal. La D.P.N. tiene una variable aleatoria continua y usa dos funciones: una para determinar las ordenadas (valores de y) de la gráfica que representa la distribución, y otra para determinar probabilidades. La siguiente fórmula expresa la ordenada que corresponde a cada abscisa y de denomina función de distribución de probabilidad normal:

[image: image15.png]



• para toda x real.

• Cuando se traza una gráfica de tales puntos, aparece la curva normal (en forma de campana) como se muestra en el siguiente gráfico:

[image: image16.png]



La probabilidad asociada con el intervalo a ≤ x ≤ b está dada por:

P(a ≤ x ≤ b) = [image: image17.png]


f(x).dx

La Distribución Normal Estandard

• Hay un número ilimitado de distribuciones de probabilidad normal, aunque afortunadamente todas están relacionadas con una distribución, la distribución normal Estandard.

• Propiedades de la Distribución Normal Standard

• El área total bajo la curva normal es igual a 1.

• La distribución tiene forma de campana y es simétrica; se extiende en ambas direcciones y el eje x es su asíntota.

• Tiene media igual a 0 y desviación standard igual a 1.

• La media divide el área en dos mitades.

• Casi toda el área está entre z = -3 y z = +3.

Ejemplo:

En una granja modelo de la Provincia de Entre Ríos, en un momento determinado de su desarrollo, los cerdos que producen tienen en cuanto a su peso, una distribución Normal con un promedio de 75 kg. y un desvío estándar de 6 kg.

Es decir: x ~ N (75 , 6) a variable Normal Estándar será: z = (x - μ)/σ = (x - 75)/6

Donde: z ~ N (0,1)

Con esa información calcular:

P(μ - k σ < x < μ + k.σ) = P(- k.σ < x - μ < k.σ) = P(- k < (x - μ)/σ < k) =

Dándole valores a k se tiene:

Para k = 1

P(|z| < 1) = P(-1 < z < 1) = F(1) - F(-1) = 0.84134 - 0.15866 = 0,68268

El 68 % de los cerdos tendrán pesos comprendidos entre un desvío estándar en más y en menos de la media (es decir entre 69 y 81 kg.) (μ ±σ)

Para k = 2

P(|z| < 2) = P(-2 < z < 2) = F(2) - F(-2) = 0.97725 - 0.02275 = 0,9545

El 95 % de los cerdos tendrán pesos comprendidos entre dos desvíos estándar en más y en menos de la media (es decir entre 63 y 87 kg.) (μ ± 2.σ)

Para k = 3

P(|z| < 3) = P(-3 < z < 3) = F(3) - F(-3) = 0.99865 - 0.00135 = 0,9973

Casi el 100% (99.73%) de los cerdos tendrán pesos entre tres desvíos estándar en más y en menos de la media (es decir 57 y 93 kg.) (μ ± 3.σ)

b) P(x > 72) = P (z > (x - 75) /6 = -0.50) = 1 - F(-0.50) = 1 - 0.19146 = 0,80854

El 81 % de los cerdos tendrán pesos superiores a 72 kg.

c) P (69 < x < 87) = P (-1 < z < 2) = F(2) - F(-1) = 0.97725 - 0.15866 = 0,81859

El 82 % de los cerdos tendrán pesos comprendidos entre 69 y 87 kg.

d) De 20 cerdos elegidos aleatoriamente, ¿cuántos se esperan que pesen más de 81 kg.? = 20.

P(x > 81) = 20 . P (z > 1) = 20.[1 - F(1)] = 20.(1 - 0,84134) = 20.0,15866 = 3,1732 cerdos

Se espera que tres (o cuatro) cerdos tengan pesos superiores a 81 kg.

e) ¿Cuál es el peso que es superado por el 10 % de los cerdos?: Con las Tablas que se dispone para este Curso, se tienen algunos valores:

P (x > x0) = ~ 0,10  P (z > z0) = ~ 0,10  z0 = 1,28;

o bien

P (z ≤ z0) = ~ 1 - 0,10  F (z0) = ~ 0,90 no disponible en las Tablas.

Si z = (x - μ) /σ  x = z . σ + μ;

y para x0 será:

x0 = 1,28 . 6 + 75 = 82,68 kg.

El peso de los cerdos que es superado por el 10 % de ellos es 82,68 kg.

f) Determinar el valor de peso que supera al 5 % de los cerdos:

P (x < x0) = P (z < z0) = 0,05; de donde surge que z0 es un valor negativo y simétrico a:

P (z > z0´) = 0,05;  z0´ = 1,645 y será:

z0 = - 1,645  x0 = - 1,645.6 + 75 = 65,03 kg.

El peso superado por el 5 % de los cerdos e 65 kg.
La distribución normal, también llamada distribución de Gauss o distribución gaussiana, es la distribución de probabilidad que con más frecuencia aparece en estadística y teoría de probabilidades. Esto se debe a dos razones fundamentalmente:

· Su función de densidad es simétrica y con forma de campana, lo que favorece su aplicación como modelo a gran número de variables estadísticas. 

· Es, además, límite de otras distribuciones y aparece relacionada con multitud de resultados ligados a la teoría de las probabilidades gracias a sus propiedades matemáticas. 

La función de densidad está dada por:
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donde [image: image19.png]


(Μ) es la media y [image: image20.png]


(sigma) es la desviación estándar ([image: image21.png]


 es la varianza).

Muchas variables aleatorias continuas presentan una función de densidad cuya gráfica tiene forma de campana.

La importancia de la distribución normal se debe principalmente a que hay muchas variables asociadas a fenómenos naturales que siguen el modelo de la normal:

· Caracteres morfológicos de individuos 

· Caracteres fisiológicos como el efecto de un fármaco 

· Caracteres sociológicos como el consumo de cierto producto por un mismo grupo de individuos 

· Caracteres psicológicos como el cociente intelectual 

· Errores cometidos al medir ciertas magnitudes 

· Valores estadísticos muestrales como la media 

Distribución normal estándar. Estandarización 

Cuando [image: image22.png]


y [image: image23.png]


, la distribución se conoce con el nombre de normal estándar.

Dada una variable aleatoria normal X, con media (también llamada Esperanza matemática) [image: image24.png]


y desviación típica [image: image25.png]


, si definimos otra variable aleatoria [image: image26.png]


entonces la variable aleatoria Z tendrá una distribución normal estándar [image: image27.png]


y [image: image28.png]


. Se dice que se ha tipificado la variable X.





La probabilidad de que nuestra variable aleatoria (que sigue una distribución normal) se encuentre entre dos valores determinados será en general difícil de calcular (hay que usar la integral de la función de probabilidad). Para ello, existen tablas distribución normal tipificada, si bien éstas se calculan para la distribución Normal Tipificada.

Básicamente, se busca un valor de x (por ejemplo, [image: image30.png]


), y la tabla nos da la probabilidad de que [image: image31.png]


: [image: image32.png]P(Zp1) <0,37) = 0,644308




En el caso de que la distribución no sea estándar, por ejemplo, [image: image33.png]


con [image: image34.png]


y [image: image35.png]


, tendremos que tipificar la variable: [image: image36.png]



Obtenemos una variable Z normal, que además está tipificada. Si ahora consultamos en la tabla, [image: image37.png]P(Xpa <

P(Zp1y <0,2) =0,579259687




DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD
Una distribución de probabilidad indica toda la gama de valores que pueden representarse como resultado de un experimento. Una distribución de probabilidad es similar al distribución de frecuencias relativas .Si embargo, en vez de describir el pasado, describe la probabilidad que un evento se realice en el futuro, constituye una herramienta fundamental para la prospectiva, puesto que se puede diseñar un escenario de acontecimientos futuros considerando las tendencias actuales de diversos fenómenos naturales.

Las decisiones estadísticas basadas en la estadística inferencial son fundamentales en la investigación que son evaluadas en términos de distribución de probabilidades.

En el presente trabajo, se estudia de manera ágil los diverso tipos de distribución probabilística, caracterizaremos cada distribución, la fundamentación matemática de los diversos resultados no se enfocaran en el presente trabajo; sólo me limitaré al estudio descriptivo de la distribución de probabilidades discretas.

TEORIA

¿Qué es una distribución de probabilidad?

Muestra todos los resultados posibles de un experimento y la probabilidad de cada resultado.

¿Cómo generamos una distribución de probabilidad?

Supongamos que se quiere saber el numero de caras que se obtienen al lanzar cuatro veces una moneda al aire?

Es obvio que, el hecho de que la modena caiga de costado se descarta.

Los posibles resultados son: cero caras, una cara, dos caras, tres caras y cuatro caras.

Si realizamos el experimento obtenemos el siguiente espacio muestral:
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	NUMERO DE CARAS
	FRECUENCIA
	DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDADES

	0
	1
	1/16

	1
	4
	4/16

	2
	6
	6/16

	3
	4
	4/16

	4
	1
	1/16






OBSERVACION

1. La probabilidad de cada resultado especifico va desde cero hasta uno inclusive 

2. [image: image41.png]Ll
P =1
&




2 VARIABLE ALEATORIA.-Cantidad que es resultado de un experimento y debido al azar, puede tomar valores diferentes.

Variable aleatoria discreta:- Toma valores claramente separados, generalmente se produce por conteo.

2.1Variable aleatoria continua:-Cantidades que toman infinitos valores, dentro de un rango permitido, generándose una distribución de probabilidades continuas.

2.2Media de una Distribución de Probabilidades.-Valor promedio a largo plazo de la variable aleatoria, también es conocido como valor esperado. Esta media es un promedio ponderado, en el que los valores posibles se ponderan mediante sus probabilidades correspondientes de ocurrencia, se calcula con la formula: 
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Donde P(X) es la probabilidad que puede tomar la variable aleatoria X.

2.3Varianza.- Mide el grado de dispersión de la distribución de probabilidades, siendo la formula:
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...............................................(2)
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También se aplica la fórmula:
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................................................. (3)

Desviación Estándar.-Es la raíz cuadrad del varianza, luego:
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..................................... (4)

DISTRIBUCIÓN DE LA PROBABILIDAD BINOMIAL

Esta distribución es la que mejor se ajusta a la distribución de probabilidades de variable discreta.

Si lanzamos dos monedas al aire, se tiene el siguiente espacio maestral:
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Si p es la probabilidad de obtener una cara(c) al considerar una sola moneda y q la probabilidad de que salga sello(s); entonces p=q= ½; luego:
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Con el binomio de Newton deducimos lo siguiente:

[image: image52.png](pra)’ =20r"
<



………………………………………………………………(5)

Luego, la distribución de probabilidad binimial esta dada por:
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…………………………………….. (6)

Donde:

p: Probabilidad de éxito de cada ensayo.

n: Número de ensayos.

x: Número de exitos.

OBSERVACIÓN

(1) [image: image54.png](7+ )3
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(2)Si p=q=1/2, el histograma de las distribuciones binomiales son simétricas.

3. Si el experimento se repite r veces con n ensayos ; entonces se tiene: 
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……………………………. (7)

Luego se deduce que:
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………………………………. (8)

3.1 MEDIA DE LA DISTRIBUCIÓN BINOMIAL
Esta dada por: 
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………………………………………. (9)

3.2VARIANZA DE LA DISTRIBUCIÓN BINOMIAL

[image: image58.png]o =np(l-p)



………………………………………………. (10)

4DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD ACUMULADA

Estos son similares a las distribuciones acumuladas, así aplicamos para las distribuciones binomiales.

	VARIABLE ALEATORIA X
	P=0.60 Probabilidades

	0
	0.004

	1
	0.0037

	2
	0.0138

	3
	0.276.

	4
	0.311


P(x<=2)=P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)

5 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD HIPERGEOMETRICA

Esta distribución se aplica cuando el muestreo se realiza sin repetición y la probabilidad de éxito no permanece constante de un ensayo a otros calcula mediante la fórmula:
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………………………… (12)

Donde:

N: Tamaño de la población

S: Cantidad de éxitos en la población

X: Número de éxitos en la muestra.

n : Tamaño de la muestra.

n>=0.05N

DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD DE POISSON

Describe la cantidad de veces que ocurre un evento en un intervalo determinado (tiempo, volumen, temperatura, etc...).La distribución se basa en dos supuestos:

1°) La probabilidad es proporcional a la extensión del intervalo.

2°) Los intervalos son independientes.

Esta distribución es una forma límite de la distribución binomial,cuando la probabilidad de éxito es bien pequeña y n es grande ,a esta distribución se llama "Ley de eventos improbables", lo cual significa que la probabilidad de p es bien pequeña .La probabilidad de Poisson es una probabilidad discreta; puesto que se forma por conteo
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Donde: 

[image: image62.png]


Media del número de ocurrencias.
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: Constante de Euler.

x : Número de ocurrencias 

6.1Media:-Esta dado por:

[image: image64.png]



[image: image65.png]


.

APLICACIÓN DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD.

En el Laboratorio de Control y Automatización de la FIEE de la UNAC se tiene 16 computadoras, el Jefe de dicho laboratorio reporta el siguiente informe:
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El jefe de laboratorio desea saber cual es la distribución de probabilidad de falla de las máquinas, para tomar acciones de mantenimiento.

	Nº de
	Distrib. Prob
	
	
	
	
	
	

	máquina
	
	
	
	
	
	
	

	1
	0.096774194
	
	
	
	
	
	

	2
	0.064516129
	
	
	
	
	
	

	3
	0
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	4
	0.193548387
	

	5
	0.032258065
	

	6
	0
	

	7
	0.064516129
	

	8
	0.032258065
	

	9
	0.032258065
	

	10
	0.064516129
	

	11
	0
	

	12
	0
	

	13
	0.032258065
	

	14
	0.161290323
	

	15
	0.193548387
	

	16
	0.032258065
	
	
	
	
	


 
APLICACION DE LA DISTRIBUSION BINOMIAL.
El almacenero del laboratorio de Ingeniería Electrónica reporta que de las treinta puntas de prueba de osciloscopios el 20% están malogradas, él desea saber la distribución de probabilidad de que estén malogradas 4 puntas de prueba.

Se aplica la fórmula (6).

P(x=4) =0.13252245.

PROBLEMA

Hay una campaña en un centro medico del poblado de Ucayali, sobre paternidad responsable a un grupo de mujeres. Una vez finalizada la charla se les entrega un papelito con una única pregunta:

¿Desearía usted ser esterilizada? 

1. Si 

2. No

Usted alumna de la maestría en Salud Publica con mención en Salud Reproductiva, está interesada en investigar si las charlas tienen un efecto favorable en el sentido de que las mujeres se decidan a ser sometidas a la esterilización.

Ante este tipo de situaciones en la cual uno se encuentra todos los días, tenemos que acudir a las Distribuciones de Probabilidades. En nuestro ejemplo, la variable Deseo ser esterilizada, es una variable cualitativa, discreta. Por lo tanto se requieren de las Distribuciones de Probabilidades Discretas. Que es la que estudiaremos en este trabajo.

VARIABLE ALEATORIA

Una variable se dice que es aleatoria, si los posibles valores que puede tomar son determinados por el azar. En otras palabras se sabe qué valores puede tomar la variable pero no se tiene certeza de su ocurrencia, sólo se sabe que puede ocurrir con una cierta probabilidad. Por ejemplo, en una epidemia de cólera, se sabe que una persona cualesquiera puede enfermar o no (eventos), pero no se sabe cuál de los dos eventos va a ocurrir. Solamente se puede decir que existe una probabilidad de que la persona enferme.

Las variables aleatorias se clasifican:

1. Discretas: aquellas que resultan de contar el número de casos en los que el evento de interés ocurre, por ejemplo: numero de hijos de una familia, número de veces que llega una paciente al servicio de emergencia, etc. 

2. Continuas: aquellas que resultan producto de una medición, por ejemplo: el peso, el nivel de hemoglobina, etc. 

VALOR ESPERADO

Se llama también esperanza matemática. Se trata de un operador matemático que al ser aplicado a la función probabilidad permite el cálculo de ese valor en el caso discreto, mientras que en el caso continuo se lo aplica a la función frecuencia:

DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DISCRETAS

Sigamos con nuestro ejemplo del centro medico de departamento de Ucayali. Nuestra variable de interés seria:

Deseo ser esterilizada.

Supongamos que a la charla asistieron tres mujeres, entonces definimos como variable aleatoria a:

X : Número de mujeres que desearían ser esterilizadas.

Antes de hacerles la pregunta sobre su deseo de ser esterilizadas, puede considerar las posibles respuestas:

X = 0  Ninguna desearía ser esterilizada

X = 1  Sólo una de las mujeres desearía

X = 2  Dos mujeres desearían

X = 3  Las tres mujeres desearían

Antes de verificar las respuestas de las 3 mujeres seleccionada; no sabe cuántas estarán de acuerdo en ser esterilizadas, pero si conociera las probabilidades de ocurrencia de cada uno de los posibles valores de la variable podría predecir su ocurrencia con una cierta probabilidad. El conjunto de las probabilidades de ocurrencia de los posibles valores de la variable aleatoria se denomina distribución de probabilidades.

En nuestro ejemplo:
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A esto se le llama distribución de probabilidades discreta. Discreta porque la variable X deseo ser esterilizada es discreta.

Nosotros estudiaremos dos tipos de distribuciones de probabilidades discretas: la Binomial y la de Poisson, para su solución, utilizaremos las matemáticas y también el Excel.

DISTRIBUCION BINOMIAL

Esta distribución se basa en el proceso de Bernoulli. Se denominan procesos de tipo Bernoulli, a todo experimento consistente en una serie de pruebas repetidas, caracterizadas por tener resultados que se pueden clasificar en si verifican o no cierta propiedad o atributo, siendo aleatorios e independientes.

Para identificar un proceso Bernoulli en una serie de pruebas repetidas, se deben verificar tres condiciones:

1. Resultados dicotómicos: Los resultados de cada prueba se pueden clasificar en "éxito" si verifican cierta condición, o "fracaso" en el caso contrario. 
2. Independencia de las pruebas: El resultado de una prueba cualquiera es independiente del resultado obtenido en la prueba anterior, y no incide en el resultado de la prueba siguiente. 
3. Estabilidad de las pruebas: La probabilidad p de obtener un resultado considerado como un éxito se mantiene constante a lo largo de toda la serie de pruebas. 

Cuando en un proceso del tipo Bernoulli se desea saber la probabilidad de obtener exactamente r éxitos, en una serie de n pruebas, con una probabilidad de éxito p, se puede aplicar la fórmula de la probabilidad binomial:
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X = 0, 1, 2, ……, n. 
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La media o valor esperado es  = np

La varianza  2 = np(1-p)

Veamos el siguiente ejemplo:

Sea el caso de una droga X, con una dosis mortal de 1g/100 ml para cobayos experimentales, en el 25% de los casos. Aplicando esta dosis a cien cobayos se desea saber cuanto vale la probabilidad de que mueran veinte de ellos.

Primero analizaremos si este caso cumple los supuestos básicos de una distribución binomial:

· Los cobayos mueren (éxito) o sobreviven (fracaso). 

· Que un cobayo muera con la dosis, no significa que lo hará el siguiente (independencia) pues no se trata de una epidemia. 

· La probabilidad de que mueran se mantiene constante a lo largo de la serie de pruebas (p = 0,25). 

Entonces, como si cumple los supuestos básicos, aplicamos la formula:
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DISTRIBUCION POISSON

Se denominan procesos de tipo Poisson, a todo experimento consistente en una serie de pruebas repetidas dentro de un continuo, caracterizadas por tener resultados que se pueden clasificar en si verifican o no, cierta propiedad o atributo, siendo aleatorios e independientes del lugar que ocurren dentro del continuo.

Para identificar un proceso Poisson en una serie de pruebas repetidas, se deben verificar tres condiciones:

1. Sucesos puntuales: Los sucesos ocurren dentro de un continuo (espacio o tiempo) y ocupan una parte infinitesimal del mismo. Es decir, en el espacio un suceso es puntual y en el tiempo es instantáneo. En términos prácticos, los sucesos no ocupan una parte apreciable del continuo. 
2. Sucesos independientes: La ocurrencia de un suceso en un lugar del continuo no condiciona la ocurrencia del anterior (o del siguiente) en otra parte del mismo. 
3. Probabilidad constante: La probabilidad de ocurrencia de un suceso en un lugar del continuo es la misma en todo punto del mismo. 

Son ejemplos de este tipo de proceso:

· la llegada de pacientes a una cola o línea de espera, 

· los accidentes en una ruta, etc. 

Esta probabilidad se aproxima a la binomial cuando la probabilidad de éxito es muy pequeña, por eso muchos la llaman: la "binomial de los sucesos raros".
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Cuando en un proceso del tipo Bernoulli se desea saber la probabilidad de obtener exactamente x éxitos en un intervalo de tiempo, con un promedio de eventos esperados  , se puede aplicar la fórmula de la probabilidad de Poisson:
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X = 0, 1, 2, …., n

e = 2.71828 (es una constante, la base de los logaritmos naturales)

Veamos el siguiente ejemplo:

Supongamos que estamos investigando la seguridad de una peligrosa intelección de calles, los registros policíacos indican una media de 5 accidentes mensuales en esta intersección. 

El departamento de seguridad vial desea que calculemos la probabilidad de que en cualquier mes ocurran exactamente 3 accidentes.

Analizando el problema, este situación se ajusta a un proceso de Poisson, hay una secuencia de llegada (por mas que exista un choque múltiple, siempre hay uno que choca primero). Tenemos la siguiente información:

 = 5 accidentes por mes

x = 3 accidentes por mes

Aplicando la formula de la probabilidad de Poisson:
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Tabla distribución normal tipificada

La distribución normal tipificada tiene por función de densidad:
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La función de distribución para [image: image77.png]/<



, seria:
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donde:
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La tabla distribución normal tipificada, presenta las soluciones a esta integral para distintos valores de x, hay varios modelos de tablas de este tipo, así como algoritmos para su calculo por ordenador, podemos ver un ejemplo de este tipo de tablas.

Convenio de denominación 

La distribución normal tiene por función de densidad:
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que depende de dos parámetros: [image: image81.png]


, lo que también se puede expresar:
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Como esta distribución se denomina Normal, suele emplearse la letra N(ene mayúscula) para representarla:
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y también Campana de Gauss:
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estas denominaciones suelen depender de los distintos autores, y pueden consultarse publicaciones que las emplean. Aquí emplearemos [image: image85.png]Noy(x)



al considerarla la más extendida.

Cuando los valores de [image: image86.png]


, se denomina distribución normal tipificada.

La función de distribución [image: image87.png]


, se representa:
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En la distribución normal tipificada se suele emplear como variable la letra Z, y en las no tipificadas la X, para la función de distribución en mayúscula.

Esta integral no tiene solución conocida, y por tanto solo se pueden obtener resultados por calculo numérico, tradicionalmente se han desarrollado tablas con los resultados de esta integral, como la siguiente.

La tabla 

Esta tabla de doble entrada, presenta la probabilidad para Z < x, de la distribución normal tipificada, para valores de x iguales o mayores que cero, en la fila superior esta la parte entera de x, y en la columna de la izquierda los dos primeros decimales, en la casilla donde se cruzan la fila y la columna correspondientes, figura el valor de la probabilidad de que Z < x, con seis cifras decimales, separadas de tres en tres por un espacio en blanco para facilitar la lectura.

	Tabla distribución normal tipificada.

	Zp
	0,00
	1,00
	2,00
	3,00
	4,00


	0,00
	0, 500 000
	0, 841 344
	0, 977 249
	0, 998 650
	0, 999 968

	0,01
	0, 503 989
	0, 843 752
	0, 977 784
	0, 998 693
	0, 999 969

	0,02
	0, 507 978
	0, 846 135
	0, 978 308
	0, 998 736
	0, 999 970

	0,03
	0, 511 966
	0, 848 494
	0, 978 821
	0, 998 777
	0, 999 972

	0,04
	0, 515 953
	0, 850 830
	0, 979 324
	0, 998 817
	0, 999 973

	0,05
	0, 519 938
	0, 853 140
	0, 979 817
	0, 998 855
	0, 999 974

	0,06
	0, 523 922
	0, 855 427
	0, 980 300
	0, 998 893
	0, 999 975

	0,07
	0, 527 903
	0, 857 690
	0, 980 773
	0, 998 929
	0, 999 976

	0,08
	0, 531 881
	0, 859 928
	0, 981 237
	0, 998 964
	0, 999 977

	0,09
	0, 535 856
	0, 862 143
	0, 981 691
	0, 998 999
	0, 999 978

	0,10
	0, 539 827
	0, 864 333
	0, 982 135
	0, 999 032
	0, 999 979

	0,11
	0, 543 795
	0, 866 500
	0, 982 570
	0, 999 064
	0, 999 980

	0,12
	0, 547 758
	0, 868 643
	0, 982 997
	0, 999 095
	0, 999 981

	0,13
	0, 551 716
	0, 870 761
	0, 983 414
	0, 999 125
	0, 999 981

	0,14
	0, 555 670
	0, 872 856
	0, 983 822
	0, 999 155
	0, 999 982

	0,15
	0, 559 617
	0, 874 928
	0, 984 222
	0, 999 183
	0, 999 983

	0,16
	0, 563 559
	0, 876 975
	0, 984 613
	0, 999 211
	0, 999 984

	0,17
	0, 567 494
	0, 878 999
	0, 984 996
	0, 999 237
	0, 999 984

	0,18
	0, 571 423
	0, 880 999
	0, 985 371
	0, 999 263
	0, 999 985

	0,19
	0, 575 345
	0, 882 976
	0, 985 737
	0, 999 288
	0, 999 986

	0,20
	0, 579 259
	0, 884 930
	0, 986 096
	0, 999 312
	0, 999 986

	0,21
	0, 583 166
	0, 886 860
	0, 986 447
	0, 999 336
	0, 999 987

	0,22
	0, 587 064
	0, 888 767
	0, 986 790
	0, 999 358
	0, 999 987

	0,23
	0, 590 954
	0, 890 651
	0, 987 126
	0, 999 380
	0, 999 988

	0,24
	0, 594 834
	0, 892 512
	0, 987 454
	0, 999 402
	0, 999 988

	0,25
	0, 598 706
	0, 894 350
	0, 987 775
	0, 999 422
	0, 999 989

	0,26
	0, 602 568
	0, 896 165
	0, 988 089
	0, 999 442
	0, 999 989

	0,27
	0, 606 419
	0, 897 957
	0, 988 396
	0, 999 462
	0, 999 990

	0,28
	0, 610 261
	0, 899 727
	0, 988 696
	0, 999 480
	0, 999 990

	0,29
	0, 614 091
	0, 901 474
	0, 988 989
	0, 999 499
	0, 999 991

	0,30
	0, 617 911
	0, 903 199
	0, 989 275
	0, 999 516
	0, 999 991

	0,31
	0, 621 719
	0, 904 902
	0, 989 555
	0, 999 533
	0, 999 991

	0,32
	0, 625 515
	0, 906 582
	0, 989 829
	0, 999 549
	0, 999 992

	0,33
	0, 629 299
	0, 908 240
	0, 990 096
	0, 999 565
	0, 999 992

	0,34
	0, 633 071
	0, 909 877
	0, 990 358
	0, 999 581
	0, 999 992

	0,35
	0, 636 830
	0, 911 491
	0, 990 613
	0, 999 595
	0, 999 993

	0,36
	0, 640 576
	0, 913 084
	0, 990 862
	0, 999 610
	0, 999 993

	0,37
	0, 644 308
	0, 914 656
	0, 991 105
	0, 999 624
	0, 999 993

	0,38
	0, 648 027
	0, 916 206
	0, 991 343
	0, 999 637
	0, 999 994

	0,39
	0, 651 731
	0, 917 735
	0, 991 575
	0, 999 650
	0, 999 994

	0,40
	0, 655 421
	0, 919 243
	0, 991 802
	0, 999 663
	0, 999 994

	0,41
	0, 659 096
	0, 920 730
	0, 992 023
	0, 999 675
	0, 999 994

	0,42
	0, 662 757
	0, 922 196
	0, 992 239
	0, 999 686
	0, 999 995

	0,43
	0, 666 402
	0, 923 641
	0, 992 450
	0, 999 698
	0, 999 995

	0,44
	0, 670 031
	0, 925 066
	0, 992 656
	0, 999 709
	0, 999 995

	0,45
	0, 673 644
	0, 926 470
	0, 992 857
	0, 999 719
	0, 999 995

	0,46
	0, 677 241
	0, 927 854
	0, 993 053
	0, 999 729
	0, 999 995

	0,47
	0, 680 822
	0, 929 219
	0, 993 244
	0, 999 739
	0, 999 996

	0,48
	0, 684 386
	0, 930 563
	0, 993 430
	0, 999 749
	0, 999 996

	0,49
	0, 687 933
	0, 931 887
	0, 993 612
	0, 999 758
	0, 999 996

	0,50
	0, 691 462
	0, 933 192
	0, 993 790
	0, 999 767
	0, 999 996

	0,51
	0, 694 974
	0, 934 478
	0, 993 963
	0, 999 775
	0, 999 996

	0,52
	0, 698 468
	0, 935 744
	0, 994 132
	0, 999 784
	0, 999 996

	0,53
	0, 701 944
	0, 936 991
	0, 994 296
	0, 999 792
	0, 999 997

	0,54
	0, 705 401
	0, 938 219
	0, 994 457
	0, 999 799
	0, 999 997

	0,55
	0, 708 840
	0, 939 429
	0, 994 613
	0, 999 807
	0, 999 997

	0,56
	0, 712 260
	0, 940 620
	0, 994 766
	0, 999 814
	0, 999 997

	0,57
	0, 715 661
	0, 941 792
	0, 994 915
	0, 999 821
	0, 999 997

	0,58
	0, 719 042
	0, 942 946
	0, 995 059
	0, 999 828
	0, 999 997

	0,59
	0, 722 404
	0, 944 082
	0, 995 201
	0, 999 834
	0, 999 997

	0,60
	0, 725 746
	0, 945 200
	0, 995 338
	0, 999 840
	0, 999 997

	0,61
	0, 729 069
	0, 946 301
	0, 995 472
	0, 999 846
	0, 999 997

	0,62
	0, 732 371
	0, 947 383
	0, 995 603
	0, 999 852
	0, 999 998

	0,63
	0, 735 652
	0, 948 449
	0, 995 730
	0, 999 858
	0, 999 998

	0,64
	0, 738 913
	0, 949 497
	0, 995 854
	0, 999 863
	0, 999 998

	0,65
	0, 742 153
	0, 950 528
	0, 995 975
	0, 999 868
	0, 999 998

	0,66
	0, 745 373
	0, 951 542
	0, 996 092
	0, 999 873
	0, 999 998

	0,67
	0, 748 571
	0, 952 540
	0, 996 207
	0, 999 878
	0, 999 998

	0,68
	0, 751 747
	0, 953 521
	0, 996 318
	0, 999 883
	0, 999 998

	0,69
	0, 754 902
	0, 954 486
	0, 996 427
	0, 999 887
	0, 999 998

	0,70
	0, 758 036
	0, 955 434
	0, 996 532
	0, 999 892
	0, 999 998

	0,71
	0, 761 148
	0, 956 367
	0, 996 635
	0, 999 896
	0, 999 998

	0,72
	0, 764 237
	0, 957 283
	0, 996 735
	0, 999 900
	0, 999 998

	0,73
	0, 767 304
	0, 958 184
	0, 996 833
	0, 999 904
	0, 999 998

	0,74
	0, 770 350
	0, 959 070
	0, 996 927
	0, 999 907
	0, 999 998

	0,75
	0, 773 372
	0, 959 940
	0, 997 020
	0, 999 911
	0, 999 998

	0,76
	0, 776 372
	0, 960 796
	0, 997 109
	0, 999 915
	0, 999 999

	0,77
	0, 779 350
	0, 961 636
	0, 997 197
	0, 999 918
	0, 999 999

	0,78
	0, 782 304
	0, 962 462
	0, 997 281
	0, 999 921
	0, 999 999

	0,79
	0, 785 236
	0, 963 273
	0, 997 364
	0, 999 924
	0, 999 999

	0,80
	0, 788 144
	0, 964 069
	0, 997 444
	0, 999 927
	0, 999 999

	0,81
	0, 791 029
	0, 964 852
	0, 997 522
	0, 999 930
	0, 999 999

	0,82
	0, 793 892
	0, 965 620
	0, 997 598
	0, 999 933
	0, 999 999

	0,83
	0, 796 730
	0, 966 375
	0, 997 672
	0, 999 935
	0, 999 999

	0,84
	0, 799 545
	0, 967 115
	0, 997 744
	0, 999 938
	0, 999 999

	0,85
	0, 802 337
	0, 967 843
	0, 997 813
	0, 999 940
	0, 999 999

	0,86
	0, 805 105
	0, 968 557
	0, 997 881
	0, 999 943
	0, 999 999

	0,87
	0, 807 849
	0, 969 258
	0, 997 947
	0, 999 945
	0, 999 999

	0,88
	0, 810 570
	0, 969 946
	0, 998 011
	0, 999 947
	0, 999 999

	0,89
	0, 813 267
	0, 970 621
	0, 998 073
	0, 999 949
	0, 999 999

	0,90
	0, 815 939
	0, 971 283
	0, 998 134
	0, 999 951
	0, 999 999

	0,91
	0, 818 588
	0, 971 933
	0, 998 192
	0, 999 953
	0, 999 999

	0,92
	0, 821 213
	0, 972 571
	0, 998 249
	0, 999 955
	0, 999 999

	0,93
	0, 823 814
	0, 973 196
	0, 998 305
	0, 999 957
	0, 999 999

	0,94
	0, 826 391
	0, 973 810
	0, 998 358
	0, 999 959
	0, 999 999

	0,95
	0, 828 943
	0, 974 412
	0, 998 411
	0, 999 960
	0, 999 999

	0,96
	0, 831 472
	0, 975 002
	0, 998 461
	0, 999 962
	0, 999 999

	0,97
	0, 833 976
	0, 975 580
	0, 998 510
	0, 999 964
	0, 999 999

	0,98
	0, 836 456
	0, 976 148
	0, 998 558
	0, 999 965
	0, 999 999

	0,99
	0, 838 912
	0, 976 704
	0, 998 605
	0, 999 966
	0, 999 999


Ejemplo: buscar la probabilidad normal tipificada de que Z < 2,04.

En la columna del 2 y la fila del 0,04, esta el valor 0,979 324, esto es:

[image: image89.png]P(Zp1) < 2,04) =0,979324




Para otros valores 





En la tabla anterior se pueden buscar los valores de la probabilidad normal tipificada:

[image: image91.png]P(Zp1) < )




para valores de x mayores o iguales a cero, como el ejemplo anterior, hay más casos, que con los datos de la tabla se pueden resolver.

Para x < 0 





[image: image93.png]P(Zp1) < —:





Para hacer este calculo hay que tener en cuenta lo siguiente:

sabiendo que la suma de la probabilidad de que Z sea menor que un valor, más la probabilidad de que sea mayor que ese valor es uno:

[image: image94.png]P(Zop1y <z)+ P(Zp1 >
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despejando:

[image: image95.png]P(Zop1) >

P(Zpyy <z




Y sabiendo que la función normal tipificada es simétrica respecto al eje x = 0:





[image: image97.png]P(Zp1) < —:

P(Zpy >z





y sustituyendo, tenemos que:

[image: image98.png]P(Zp1) < —:

—P(Zpy <z





Donde el valor:

[image: image99.png]P(Zp1) < )




se busca en la tabla.

ejemplo 

Cual es la probabilidad: P(Z(0,1) < − 1,32)
los valores negativos no vienen en la tabla, pero según lo anterior:

[image: image100.png]— P(Zp1 < 1,32)




según la tabla:

[image: image101.png]P(Zp1) < 1,32) =0,906582




por tanto:

[image: image102.png]— 0, 906582




que resulta:

[image: image103.png]=10,093417




Probabilidad de Z > x y x > 0 





[image: image105.png]P(Zopy >z)yx >0




Como en el caso anterior partimos de:

[image: image106.png]P(Zop1y <z)+ P(Zp1 >
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despejando:

[image: image107.png]P(Zop1) >

P(Zpyy <z




y el valor:

[image: image108.png]P(Zp1) < )




se busca en la tabla.

ejemplo 

Cual es la probabilidad: P(Z(0,1) > 2,11)
según el calculo anterior:

[image: image109.png]P(Zop1 > 2,11)

P(Zp1 <2,11)




de la tabla tenemos:

[image: image110.png]P(Zp1) < 2,11) =0,982570




lo que resulta:

[image: image111.png]P(Zp1 > 2,11) =1 —0,982570




que resulta:

[image: image112.png]P(Zp1 > 2,11) =0,017430




Probabilidad de Z > x y x < 0 





Para calcular:

[image: image114.png]P(Zp.1) > —:





Partimos de la simetría de la función normal tipificada:

[image: image115.png]P(Zp1) < —:

P(Zpy >z





y sustituyendo:

[image: image116.png]



resulta:

[image: image117.png]P(Zo1y <vy) = P(Zp1) > —y)




ordenando

[image: image118.png]P(Zo1 > —y) = P(Zp1) <)




ejemplo 

Cual es la probabilidad: P(Z(0,1) > − 2,02)
Según lo anterior:

[image: image119.png]



buscando el valor en la tabla, tenemos que:

[image: image120.png]P(Zp1 > —2,02) = P(Zjp1) < 2,02) =0,978308




Probabilidad de x1 < Z < x2 

Para calcular la probabilidad de que la variable se encuentre entre dos valores x1 y x2, siendo x1 < x2 se tiene en cuenta que:

[image: image121.png]P(rl < Zpy <22) = P(Zp1) <22) — P(Zp,1) <zxl)








los valores de cada una de estas probabilidades se buscan en la tabla por separado, o se calculan según el caso, por los métodos anteriores.

ejemplo 

Cual es la probabilidad: P(1,50 < Z(0,1) < 2,00)
se buscan en la tabla las probabilidades:

[image: image123.png]P(Zp1) < 1,50) =0,933192




[image: image124.png]P(Zp1) < 2,00) =0,977249




Luego, según lo anterior:

[image: image125.png]P(1,50 < Zp1) < 2,00) = P(Zp,1) < 2.00) — P(Z,1) < 1,50)




esto es:

[image: image126.png]P(1,50 < Zp1) < 2,00) = 0,977249 — 0, 933





Realizando la operación:

[image: image127.png]P(1,50 < Zp,1) < 2,00) = 0,044057




Interpolación lineal 

Cuando el valor de x es de mayor precisión que los contenidos en la tabla, en este caso cuando tenga mas de dos cifras decimales, el método de calcular la probabilidad es empleando Interpolación lineal.





La expresión:

[image: image129.png](z—z1)

YTl (y2—y1)+yl





nos permite calcular la probabilidad para los valores no contenidos en la tabla. Esta expresión siempre añade un cierto error, al sustituir la función y =f(x) por la recta que pasa por dos puntos conocidos y = r(x), por eso es conveniente que los puntos x1 y x2 estén lo mas próximos posible.

ejemplo 

Calcular la probabilidad normal tipificada de que Zp < 2,2345

el valor 2,2345 no viene en la tabla, pero los valores 2,23 y 2,24 si:

[image: image130.png]P(Zp1) < 2,23) =0,987126




[image: image131.png]P(Zp1) < 2,24) =0,987454




Según la expresión:

[image: image132.png](z—z1)

YTl (y2—y1)+yl





tenemos:

[image: image133.png](2,2345 — 2,23) . ;
(0,987454 — 0,987126) + 0, 987126

V= "T501-2.93)





operando:

[image: image134.png](0,0045)
0.01)

g (0,000328) + 0, 987126




esto es:

[image: image135.png]= 0,000147 + 0, 987126





que da como resultado:

[image: image136.png]0,987274




Que es la solución al problema

[image: image137.png]P(Z.1) < 2,2345) =0, 987274




Tipificación 

Hasta ahora solo hemos visto probabilidades de distribución normal tipificada, con [image: image138.png]


, pero [image: image139.png]


, puede tomar cualquier valor real y [image: image140.png]


puede ser cualquier valor real estrictamente positivo, [image: image141.png]ag > ()



, esto daría lugar a que seria necesaria una tabla para cada par de valores de [image: image142.png]


, afortunadamente esto no es necesario.

Dado que si a una función normal [image: image143.png]P(Zo) < x)



se le resta su media ([image: image144.png]


) y se divide por la desviación típica ([image: image145.png]


) , se obtiene su equivalente en distribución normal tipificada:

[image: image146.png]P(Zuo) < ) = P(z“,,]) <

xr —





Esto nos permite emplear una sola tabla en todos los casos, primero tipificando la variable y luego calcular su valor en la tabla distribución normal tipificada, como en los casos ya vistos.

ejemplo 

Calcular la probabilidad de que x < 3,14 para una distribución normal de media 0,19 y desviación típica 1,25.

La pregunta es:

[image: image147.png]P(Z0.19. 1.25) < 3, 14)




Tipificando:

[image: image148.png]., Z@a9.125) — 0,19 3,14 -0, 19
P(Z0.19, 1,25 < 3,14) = P(T <713




Lo que resulta:

[image: image149.png]3,14 —
P(Zp19.1.5 < 3,14) = P(Z(m) < M)

1.25




operando:

[image: image150.png]P(Z.19.1.25) < 3,14) = P(Zj1) < 2,36)




Buscando 2,36 en la tabla, tenemos:

[image: image151.png]P(Z0.19. 1.25) < 3,14) = P(Z.1) < 2,36) = 0, 99086
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