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1) Calcular las coordenadas del punto P de la curva: ;(f) = (1' 2 f) i+ (1%))+ (262(“))/(

en el que el vector r_(t) es paralelo a ;(t)

SOLUCION

P(-1,1,2)

2) Una particula se mueve a lo largo de la trayectoria cuya ecuacion vectorial es

r( t) = ¢ cost it €'sent j, donde ¢ es el tiempo, demostrar que el angulo entre el vector de

posicion y el vector velocidad es constante y determinar el valor de dicho angulo.

SOLUCION
I
4
. . ' Ox*+y*=9
3) Determinar una ecuacién vectorial de la curva: C: H 3oxzy Trazar la grafica de C.
SOLUCION

r= ()it (z2)k y r=(3)j+(z)k, dibujo a criterio del profesor.

4) Determinar si la curva de ecuacion vectorial I:(l‘) = (sent)it (cost)k, estd contenida en
un plano.

SOLUCION

La curva es plana.

. y, . - — 42 -
5) Sea C la curva de ecuaciones paramétricas X= ¢, y =17, z*=

[SH N )
~

Calcular:
a) la curvatura de C
b) la torsion de C

SOLUCION

2
K= .
414+ 417+ 1

2

T —/—————
4t'+ 41741
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6) Sea la curva dada por r(t)= (£ )it (£426) )+ ( 3t2) k.
a) Comprobar que dicha curva es plana.
b) Obtener la ecuacidn cartesiana del plano que contiene a dicha curva.

SOLUCION
a) A criterio del profesor.
b) 2x-ytz=0

7) Dada la curva C cuya ecuacion vectorial es obtener las coordenadas del centro de la

circunferencia de curvatura de C en el punto: () = ﬁ%- %f ﬁ it (21‘2) Jt ﬁ2t+ %ﬁ ﬁ k

obtener las coordenadas del centro de la circunferencia de curvatura de C en

04 8 [
elpuntoPH§,2,§H.

SOLUCION

CH-— 2, ﬁ

8) Calcular el radio de curvatura del tiro parabolico en el punto mas alto. La ecuacion de la
posicion de la particula es: 7 = (4+ 6¢)i+ (6+ 8- 57 j.

SOLUCION
= ﬁ =36
10

-y .01 0. 0., 01 0
9) Sea la curva C de ecuacion vectorial () = HEGtSeanl D\/_ ¢ D]+ H—e COStHk

a) Obtener la ecuacion vectorial de C en términos de su longltud de arco s de modo
que cuando s=/ se tiene que =0.
b) Calcular el vector tangente unitario a la curva C en el punto 7 =T

SOLUCION

a) r(s) = ﬁ%sen(ms)ﬁi- §%§j+ ﬁ%cos(lns) ﬁk
b)T_: E1+— %k

N
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10) La ecuacion vectorial de una curva C, que se genera por la interseccion de un cilindro
2

rqs , - t [D . 2.
parabolico y un plano, esta dada por: () = EZ- ?+ E%” tjttk
a) Obtener las ecuaciones de las superficies citadas.

b) Obtener el vector normal principal a }_’(l) cuando % = - %i t2j+ k.
t

c) La ecuacion del plano osculador para la condicion anterior.

SOLUCION
a) Ecuacion del plano: 6xt 2y-3z=12 | Ecuacién del cilindro: y=z".
— 1
by N =
RN T e
c) A criterio del profesor.

(-48i+33j-74k)

11) Sea C la curva cuya ecuacion vectorial es
r(e)= (2074 2)it (- 0) j+ (e 402+ 4) k.
a) determinar el valor de la constante @ de modo que C sea plana.
b) Calcular la curvatura de C en el punto donde 7= 1.

SOLUCION

a)a=1

1024

12) Sea C la curva cuya ecuacién vectorial es: (1) = ti+ £*j+ £’k |

a) Calcular la curvatura y torsion de la curva C en el punto P ( 2,4,8 ) .
b) Determinar si la curva C es plana.

SOLUCION
181 3
a) Kk = 2——4/161 ; 1= —
25921 181

b) A criterio del profesor.

13) Calcular la curvatura de la hélice circular 7(¢) = acost i+ asent j+ bt k para a> 0.

SOLUCION
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a
a’ +b’

14) La ecuacién vectorial de una curva C esté dada por: *(¢) = £ i+ %)+ (4' £+ f) k.

a) Obtener el vector normal N .

b) Determinar si la curva es plana y en caso afirmativo obtener la ecuacion del plano
que la contiene.

SOLUCION

(1-4¢)i+ (2-2¢) j+ (-2t- 1)k
2417 - 12t+ 6
b) Plano osculador x- y-z+4=0,

a)N_:

15) D ﬂgcﬁ' - KT
) Demostrar que 297 .

SOLUCION

A criterio del profesor.

2 2

16) Calcular la curvatura de la elipse de ecuacion: —-+ by—2 z
a
SOLUCION
a*b?
K = 7.
(a4y2 + b4x2
Ox*+ y* =z ) - — —
17) Sea la curva C: H _ . Determinar los vectores T, B, y N ,asi como la
V=X

curvatura y la torsién de la curva, para el punto P 1,1,2 ) .

SOLUCION
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1 1 4 i

wow=g-2-2 10 g gL LR o 2
18’ I8 is 13 330 NN 27

T_:E

18) Sea la curva C representada por:

[ x=
c:g, 2y
0x +y =4-z

Determinar, para el punto P(0,0,4):
a) Los vectores T, N y B .

b) La curvaturay la torsion.
c) La ecuacion cartesiana del plano oscular y la del plano rectificante.

SOLUCION

= (11,0 — — (-1,1,0)

T= ; N=(0,0,-1); B=*‘—7—+
a) 5 ( ) \/E
b)yk=2; 1=0
c¢) plano oscular: ¥~V ;  plano rectificante: z =4

- : .3
19) La posicién de una particula en movimiento esté4 dada por: 7(#) = 27i- 3¢ j+ 5 k
donde ¢ es tiempo. Obtener para el instante ¢ = (.25 segundos:

a) El vector velocidad (\_/) de la particula,
b) El vector tangente unitario (T_) a la trayectoria de la particula.
c) El vector aceleracion tangencial (ar) de la particula.

d) El vector aceleracion normal (51\/) de la particula.

SOLUCION

. 3 — 20, 30 - 70 54 - 72 9%
b= 2i-2i by T=ZH2i-2; ar= 2o 22 & ve-l2i22%
3) 2/ ) PSR E €) ar=simog) ) 25" 257

20) La trayectoria de una particula esta dada por la expresion r=ti-tj+ £k donde tes

el tiempo. Calcular las componentes tangencial y normal de su aceleracién en el punto
donde z = 1.
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SOLUCION

a=588T+233N; a, = 5879747, a, = 2.329929.

21) Una particula se desplaza a lo largo de la curva:
C: r(t) = (cos tt sent)i+ (sent- cost)j ; 120

Determinar las componentes tangencial y normal de la aceleracion.

SOLUCION

a, = 0; aN:\/E

22) Calcular el angulo ¢ de interseccion entre la superficie S y la curva C, cuyas
ecuaciones vectoriales son:

S ;l(u,v) = (u+ 2v)i+ (5uv)j+ (v- 2u)k
Ciny(t)=(3-30)i+(5-5¢-100) j+ (-4e-1)k

en el punto donde v=1.

SOLUCION

a=0°.

23) Sea: 7(s.t) = (25)i+ (sent+ 25 cost) j+ (cost- 25 sent) k una ecuacién vectorial de

la superficie S .
a) Identificar la superficie S.

b) Obtener una ecuacion vectorial del plano tangente a S en el punto P ( 1, 2 ) 0) .

SOLUCION

a) Hiperboloide de un manto.
b) -2x+2v2y= 2.

24) Dadas las superficies de ecuaciones vectoriales
S, :r(s,t) = (scost)it (ssent)j+ (SZ)k, S, :r(u,v) = (3cosu)it (3senu)j+t (v) k.

Obtener los vectores T_, N y B de la curva de interseccion de S,y S, enelpunto
(3.0,9).
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SOLUCION

T = 7 N_:-i; B =-k.

25) Obtener la ecuacion cartesiana del plano tangente a la superficie de ecuaciones

. Ox+ yt0z=0
paramétricas. S :[] en el punto (1, 3,-3),
tx-ay-z=1

SOLUCION

r(s.t)=2(s+t)i+2(s- 1) j+(162)k

26) Obtener la ecuacion del plano tangente a la superficie S cuya ecuacion vectorial es
- m
r(u,v):(cosusenv)i+(senusenv)j+(c0sv)k con 0gu<?2n y O0¢g VSE en el

T
punto donde: u =T, v= 1

SOLUCION

x-z+\/§:O

27) Calcular la ecuacién del plano tangente a la superficie de ecuacion vectorial
;(u,v) = (usen(u)cos(v))H (ucos(u)cos(v))j+ (usen(v))k en el punto P(O,H,O)_

SOLUCION

X-My+n>=0.

28) Sea la curva C que resulta de la interseccion entre las superficies
S, 2I_"(S,l‘) = (s+ t)i+ (4st)j+ (s- t)k y S, :;(u,v) = (u)i+ (v)j+ (2)k .
a) Identificar las superficies.
b) A partir de las ecuaciones vectoriales de S; y S>, determinar la ecuacion cartesiana
del plano normal a la curva C, en el punto P(0,-4,2) .

SOLUCION
a) S;: paraboloide hiperbdlico; S>: plano horizontal
b) x=0




CALCULO VECTORIAL
SERIE 2

SEMESTRE: 2009-1 Pagina 9

29) Obtener la ecuacion cartesiana del plano tangente a la superficie representada por

r(u,v) = (ut v )i+ (2u+ 3v) j+ (ut 2v- 2]k, enel punto parael cual u=2 y v=1I.

SOLUCION

x-ytz+1=0,

3_90) Determinar la ecuacion cartesiana del plano tangente a la superficie de ecuacion
r(s,t) = (2(s+ t))i+ (2(S- t))j+ (16s¢) k en el punto P(2,-2,0) .

SOLUCION

8x+8y-z=0,

31) Determinar la expresion en coordenadas cilindricas del vector de posicion de cualquier

punto de la superficie: x*+ y* = r°.

SOLUCION

r= re, tze,

32) Sea el sistema de coordenadas curvilineas (u, v ), cuyas ecuaciones de transformacion
son:
u=-3x-y

v=x-3y

a) Determinar si el sistema curvilineo ( u, v ) es ortogonal.
b) Dibujar la region R del plano UV en la que se transforma la region R del plano XY
limitada por las rectas de ecuaciones:
y=3x; y=3x-6; x=-3y+18; x=-3y+6

X,y
u,v

¢) Calcular: J

d) Determinar la relacion entre las areas Ry R'.

SOLUCION

a) A criterio del profesor.
b) A criterio del profesor.

1
9 1o
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d) R: R
10

33) Sea el sistema de coordenadas curvilineas (u , v ), el cual esta referido al sistema
cartesiano ( x, y ) por medio de las relaciones:
u=-4x+3y
v=3xt4y
a) Verificar que el sistema (u,v) sea ortogonal.
b) Calcular los vectores unitarios €, Y €, .

c) Calcular los factores de escala /1, y A, .

X,y
u,v

d) Calcular J

SOLUCION

a) A criterio del profesor.

b) é:-ﬂi+§j; é:§i+ﬂj
! 5 5 505
C) hu:l’ hv:l
5 5
D yO_ 1
s

34) Considere el sistema de coordenadas curvilineas definido por las ecuaciones
u=3x+y
vz x-3y
a) determinar si el sistema es ortogonal

b) Calcular los vectores unitarios €« ¥ e
c) Calcular los factores de escala.

0x
d) Determinar los jacobianos de la transformacion J H

=
<

I:II:II:I
I O

I:I:H:

SOLUCION

a) A criterio del profesor.

1 1
S I Iy
RN A T
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By =, h 7 ——
RN 10
0 0
d) JDx,yD: L; JDu,vD: 10
uv 107 Ty
35) Sea la transformacion:
T:%x=u2- v
0y=2uv

y sea R la region del plano UV, imagen (2,0) , (2,1) y (L1]).
a) Dibujar las regiones Ry R’.

. . . Ox,y0 Qu,v U
b) Calcular los jacobianos de la transformacién: J H H y J H H
u,v X,y

SOLUCION

a) A criterio del profesor

Ou,v0_ 1
b) J%X,yH_ 4(u2+ v2) para todo (u,v) 7 (0,0).

36) Sea la transformacion dada por

= v ) ve (e
u—ﬁxy,v—ﬁxy
Ux,y[

a) Obtener el jacobiano de la transformaciéon J H H
u,v

b) Determinar las ecuaciones de la transformacion inversa.

c) Dibujar en un plano UV la imagen de la region del plano XY limitada por las rectas
x=0,x=1 y=0, y=1 .

SOLUCION

Ux,y0_
a) JHu,vH_l
utv _v-u

RN N

¢) A criterio del profesor.
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Xty=utv
37) Dadas las ecuaciones de transformacion
y=2utv

0 D 0

a) Calcular los jacobianos J ikl M
Dx bl

b) Sea la region R del plano XY limitada por las rectas x=0, y=x-2, y=1

Determinar la region R™ del plano UV en que se transforma R y representar
graficamentea Ry R".

SOLUCION

Ox,y0_ 1 Du vD_
a) JH H- =
u,vj 2 Dx yD
b) A criterio del profesor.

Ju=2x
38) Sea la transformacion 7 - HV -2y i y sea la region R del plano XY limitada por las

curvas x=1, 2y=1+x" y 2y= x> - 2x.
a) Determinar si el sistema de coordenadas (u, V) es ortogonal.

b) Graficar la region R del plano XY.
c) Graficar la region R” del plano UV, que es la region en la cual se transforma la
region R bajo la transformacion 7.

[I 0
d) Calcular el jacobiano: Hx d H
u,v

e) Calcular el area de la region R.

SOLUCION

a) A criterio del profesor.
b) A criterio del profesor.
c) A criterio del profesor.

Dx yi_

HuvH'Z

9
e) Elérea de laregion R es 3 unidades.

u -v

2

39) Dadas las ecuaciones de transformacion x = uvcos@; y= uvsen(; z=

a) Obtener los factores de escala hl, s by shy

A~

b) Obtener los vectores unitarios €, » €, €, .
c) Determinar si el sistema curvilineo es ortogonal.
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Ux,y,z 0
Huvg 0

d) Obtener el jacobiano de la transformacién J

SOLUCION

a) h, = h = Nul+ v hy, = uv

n 1 . .
e - —(vcos(p itvsen( jt+u k);
u*+ v’
n 1 . .
b) ev:—(ucos(p it usen(p]-vk);

e, = -sen@ it cosQ j

c) A criterio del profesor.

d) JHX,%ZH: Bvt ur
Ju,v,0 ]

40) Sea la transformacion ortogonal
u=ax-2y+z

v=3x+by-2z
w=x-y+tcz
a) Determinar los valores de las constantes @, b 'y c.

b) Determinar los factores de escala 4,, h,, y &, .

c) Expresar a los vectores i, j y kreferidosala base{ u,ev,ew} .

SOLUCION
a)a=-16, b=-25 ¢c= 14

1

1
= ; hw -
V638 V198

hV

1
h = :
b) J261
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14A 3 ., 1

i= + é
RN T3 638 198

i 2 s 25 1
\/26 “ 638 \/198 “
. 2 . 14
k= e - e +

e
\/261 “J638 7 198 "

41) Dada la transformacion
X=ut22v-w

y=2u-vt+3w
z=ut vt 2w
Obtener los valores de la base { i, j , k } referidoalabase{ é,.¢,,¢,}.

SOLUCION
230, 6, 42 18 6 14
4\/gu4\/€v4\/ﬁw7 4\/611 4\/_ \/_w’
7 . 6 . 70 .
k=- e t e t e

Mo " a6 ' 414

42) Expresar el campo vectorial F(x, J/)=(X3 +xy’+ 2y) it (x2y+ ¥y'=2x]j en
coordenadas polares.

SOLUCION

F(p.8)=p’é-2p¢ .

2 2 2 - .y . .
43) Para el cono x t+ y° -z =0 obtener una ecuacion vectorial de la superficie en
coordenadas cilindricas asi como su correspondiente diferencial de area.

SOLUCION

dS=p\Edp db

44) Para las superficies cuyas ecuaciones en coordenadas esféricas son:



CALCULO VECTORIAL
SERIE 2

SEMESTRE: 2009-1 Pagina 15

s
5027
S,p=3
Determinar :
a) Elangulo que formar S, y S, .

b) Unas ecuaciones de la curva de interseccion entre S, 'y S,.

SOLUCION
a) 90°

I
= —; =3
b) ¢ L

otras son
xz+y2:Zz; x2+y2+22:9

otras son
z= i _3’ x2 + y2 = 2
2 2

45) Sea el sistema de coordenadas cilindricas elipticas (M,V,Z), definido por
x= acoshucosv, y=asenhu senv, z=z. Determinar si dicho sistema es ortogonal.

SOLUCION

A criterio del profesor.

46) Sean los campos vectoriales:
I?(x,y,z) = (xz- 2yz)i+ (xyz)j+ (x- z)k y a(x,y,z) = (2y)i+ (zz)j+ (2x)k

Obtener ((_; gD_) F

SOLUCION

(G o) F=(-22")i+ 27+ 2xy2%) j+ (29- 22) k.

47) Sea el campo vectorial

F(x,y,z) = (senhxy+ X- z)i+ (coshyz+ 3)j+ (tanhxz+ x)k

Obtener la direccién en la cual la derivada direccional de 7 en el punto P(1,0,0) es nula.

SOLUCION
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e=(1,-2,-1)
48) Calcular la derivada direccional de la funcion vectorial

VE (3“‘yz)i+ (2yxz)j+ (4Zyx)k en BP(0,0,1] 'y en la direccion de P(0,0,1) a
P(2,1,0).

SOLUCION
dv

1 2
— —Jt —7
a6 6’

49) Sean los campos vectoriales

F(x,y,z) = zitxjt vk

G(x,y,z) = (yz)i+ (xz)j+ (xy)k
Verificar la validez de la expresion div(FX 6) = C_;QVOU?" fQVOI(_; .

SOLUCION

A criterio del profesor

50) Sea el campo vectorial: u(x,y,z) = (?CzJ/Z)l'+ (xyzz)ﬁ (xyzz)k. Determinar la

divergencia y el rotacional de 3 en el punto P(1,-13).

SOLUCION

Ogu=-18 ; 0x u=8i+8j

51) Si v=wxr , verificar que: W= —rotv siendo w un vector constante.

N | =

SOLUCION

A criterio del profesor.

52) Dada la funcion vectorial
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U= 6xy- ¥ senxy’ + 22)i+ (3x2- 2xy senxyz)j+ (xzz)k

Determinar la divergencia y el rotacional de la funcion.

SOLUCION

ﬁgL_{: 6y- y* cos(xyz) - 2xsen(xy2) - 4x°y? cos(xyz) + 2xz

0 x u:(2z-zz)j

53) Obtener la divergencia del rotacional del campo vectorial:

us= (xze'y)i+ ﬁ%ﬁ]* (xy2z3)k.

SOLUCION

TdTxu)= 0

54) Dada la funcion vectorial u= (6?0" y*senxy” + Zz) it (3)62 - 2xysenxy2) jt(2xz)k

Determinar la divergencia y el rotacional de la funcion.

SOLUCION

0gu=6y-y* cos(xyz) - 2xsen(xy2) - 4x%y’ cos(xyz) +2x

OTxu=0

55) Calcular todos los valores de las constantes 0 Y B de modo que el campo:
F(x,y,z) = (-02x+ z+ 2)i+ ( Bz-ap y)j+ (u x40 y-20 z

sea solenoidal e irrotacional.

SOLUCION
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56) Para el campo vectorial R(x,y.z) = (y3 - 322)’) i+ (23 - 3sz) A (3?52)" y3)k
calcular:

a) La divergencia de F .

b) Elrotacional de F .

c¢) Ellaplaciano de F .

d) El gradiente de F .

SOLUCION
a)D_gFZO
)T x F=(6x7-3y"-327)i+ (-6yz- 6xp) j+ -6z~ 3y” + 327k
c)D_ZI?:(_)

0o 3y°-3z2°  -6yz [
d)d F= H—6xz 0 327 - 3x2%

H 6xy 3x*-3)° 0 H

57) Sea la funcion: S (%.z) = 2+Ln(y2)+ez

a) Obtener fen funcion de las coordenadas cilindricas ( p .6 ,Z) .

b) Obtener 0 f en coordenadas cilindricas .

SOLUCION
a) f(pae,Z):piz+ 21np+21n(sen9)+e

0-2z 20, 02 0 01 i
b i) /= o—1 —De t g—cotbpe + —+ e e,
) de’ pd” Do O Op* O

58) Utilizar coordenadas esféricas para calcular: 0° ln‘ rgr ‘ donde r=xi+yj+zk.

SOLUCION

2
rgr
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2
59) Determinar si la funcion en coordenadas esféricas /(P ,6,0)= p_ + 46 es armonica.

SOLUCION

A criterio del profesor.

60) Determinar si la funcion f(p ,9) =4p”sen28 + pcosd es armonica .

SOLUCION

A criterio del profesor.

z  utilizar coordenadas esféricas para calcular U f .

61) Sea la funcién: /(X y,z) = ;y

SOLUCION

D_f(r,e,(p) = (tane cos(p)ér t (56026 cot(p) é, - (tane sen(p)éw

62) Determinar si la expresion en coordenadas polares d f = 2p3°dp+p?3° In3df | es
una diferencial exacta. En caso de serlo, obtenga la funcién de la cual se obtiene.

SOLUCION
=073+ C

—_2cosf .  senb ., . ‘ . - ‘
63) Sea el campo U = 0’ € 0’ ¢ t 0¢, . Determinar si el campo u es solenoidal.
SOLUCION
El campo y no es solenoidal

Fe 0 g =

64) Sea el campo conservativo * - ‘; 2 . Determinar la funcion potencial de F .
SOLUCION
f=1La(r)tC

65) Calcular, en coordenadas polares, el gradiente de la funcion: f (p,G) = 4rcos

SOLUCION
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N (4cost) e - (4senb)eé,

66) Determinar si el campo vectorial representado por
Flp,8,z)= (zsenze) é +(2zsenf cosf)é, + (p senze)éz

es irrotacional, donde F estd expresado en coordenadas cilindricas circulares.

SOLUCION

El campo F si es irrotacional.

67) Utilizar coordenadas esféricas para determinar si el campo vectorial representado por

= _ Xityjtzk . . g .
F ( X, Y,z ) T2, 2,2 oS conservativo. Si lo es, obtener su funcion potencial.
Xty tz

SOLUCION

El campo vectorial F(x,y,z) es conservativo y su funcion potencial en coordenadas

cartesianas es f = Iny x’+ y°+ 27+ C .
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