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I.1. Equation de Schrodinger a un ¢lectron

I.1.1. Hamiltonien exact du cristal

Les solides sont constitués par une association de particules élémentaires : Les ions et
les ¢lectrons. Le probléme théorique fondamental de la physique des solides est de
comprendre I’organisation intime de ces particules a 1’origine de leurs propriétés. Mais dans
ce cas, la mécanique classique s’avere étre insuffisante et il faut faire appel a la mécanique
quantique dont la base est la résolution de I’équation de Schrodinger :

HY =E¥ (1)

Le probléme général peut étre posé sous la forme d’une équation du mouvement de
toutes les particules présentes dans le cristal. L’hamiltonien exact du cristal (non relativiste)
résulte de la présence des forces électrostatiques d’interaction: Répulsion ou attraction
suivant la charge des particules (ions, €lectrons).

Hiotal = Tn + Vian + Ve + Ve + Te (12)

T, est I’énergie cinétique des noyaux, Vy, I’énergie potentielle d’interaction entre les
noyaux, Vy. I’énergie potentielle d’attraction noyaux-électrons, V.. 1’énergie potentielle de
répulsion entre les ¢€lectrons et T, 1’énergie cinétique des électrons.

La solution de I’équation (I.1) avec Hia conduit a la résolution d’un probléme a N
corps.

I.1.2. Approximation de Born-Oppenheimer

Les diverses méthodes de calcul de la structure de bandes électroniques des matériaux
a I’état solide mises au point au cours des derni¢res décennies reposent sur un certain nombre
d’approximations. Suivant Born et Oppenheimer [1], on commence par négliger le
mouvement des noyaux par rapport a celui des électrons et 1’on ne prend en compte que celui
des électrons dans le réseau rigide périodique des potentiels nucléaires. On néglige ainsi
I’énergie cinétique T, des noyaux et I’énergie potentielle noyaux-noyaux devient une
constante qu’on peut choisir comme la nouvelle origine des énergies.

Hiotal = Te + Ve + Vee (13)

L’approximation de Born-Oppenheimer est qualifiée d’adiabatique car elle consiste a
séparer le probléme électronique de celui des vibrations du réseau. On pourra toujours
introduire ultérieurement T, et V,, pour aborder le probléme des vibrations du réseau
(phonons) mais en supposant qu’il n’y a pas d’échange d’énergie entre le systéme
¢lectronique d’une part et les modes de vibration d’autre part.
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I.1.3. Approximation des électrons libres (Hartree)

L’approximation de Hartree [2] consiste a chercher les fonctions propres de H sous la
forme approchée :

Wapprochée = Wl (rl )W 2 (r2 ) W N (rN ) (14)

Cette approximation est basée sur I’hypothese d’électrons libres ce qui revient a ne pas
tenir compte des interactions entre les ¢lectrons et des états de spin. Ceci a deux conséquences
importantes :

- Larépulsion coulombienne totale V. du systéme électronique est surestimée.
- Le principe d’exclusion de Pauli n’est pas pris en compte.

Cette seconde conséquence €tant plus grave que la premiere, I’approximation de «Hartree-
Fock » [3] a été introduite pour prendre en compte le spin des électrons pour la résolution de
I’équation de Schrodinger.

L’¢énergie moyenne électronique est obtenue par minimalisation de 1’opérateur
hamiltonien par la méthode variationnelle:

()

)= {vlv)

(L5)

Le calcul variationnel montre que chaque fonction d’onde \Vi(r) doit, pour rendre
minimale 1’énergie moyenne <H>, étre elle-méme solution d’une équation différentielle du

second ordre qui a la forme d’une équation de Schrodinger a une particule. Dans la suite du
texte, nous utiliserons les unités atomique (F*=2m=€’/2=1) avec la correspondance / u.a. de
langueur = 0.529177 A et 1 Ry=13.605814 eV

|._ Vi W(r) + Ui(r)JWi(r) = Ei\‘r’i(r) (1.6)
Le premier terme potentiel W(r) de cette équation est issu directement du hamiltonien H.
Il représente I’interaction coulombienne de 1’électron avec tous les noyaux du cristal, et il
posséde la périodicité du réseau de Bravais.
Le second terme potentiel de I’équation (1.6), Ui(r), appelé potentiel moyen auto-

cohérent représente la répulsion coulombienne exercée sur 1’électron i par tous les autres
¢électrons j#i, chacun étant dans son état ; :

” |r_r| ds' 1.7)

avec, pour densité électronique au point r'
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p.(r) =Y v () (1.8)

j#l

Il existe N équations de la forme (I1.6) (une pour chaque électron), toutes différentes et
couplées entre elles par les différents potentiels U(r). Le calcul est donc sans solution en
pratique si ’on ne procéde pas a des approximations supplémentaires. Par conséquent, il faut
résoudre 1’équation par approximations successives, jusqu’a ce qu’il y ait auto-cohérence des
solutions trouvées.

On distingue essentiellement trois groupes de méthodes pour la résolution de 1’équation de
Schrodinger.

- Les méthodes basées sur une combinaison linéaire d’orbitales atomiques (LCAO) [4-6],
utilisables, par exemple, pour les bandes «d» des métaux de transition.

- Les méthodes dérivées des ondes planes orthogonalisées (OPW) [6,7] mieux adaptées aux
bandes de conduction de caractére « s-p » des métaux simples .

- Les méthodes cellulaires du type ondes planes augmentées (APW) [8] et la méthode de la
fonction de Green de Korringa, Kohn et Rostoker (KKR) [9-11] applicables a une plus
grande variété de matériaux.

Les méthodes linéarisées mises au point par Andersen [12] : Ondes planes augmentées
linéarisées (LAPW) et orbitales «muffin-tin » linéarisées (LMTO), permettent de gagner
plusieurs ordres de grandeur dans les temps de calcul.

[.2. Théorie de la fonctionnelle de la densite (DFT)

Le formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) est basé sur le
théoréme de Hohenberg et Kohn [13]. L’hamiltonien d'un systéme de N électrons qui se
déplacent dans un potentiel extérieur fixe V. est donné par :

N 1 N N 2 N
H:T+U+V:z(—vf)+zzz—+2\lm(ri) (19)
i RS

ou T est I'énergie cinétique, U la répulsion coulombienne électron-¢électron et V l'interaction
avec le potentiel extérieur.

Premic¢rement, Hohenberg et Kohn ont montré que le potentiel extérieur est
rigoureusement représenté par une fonctionnelle de 1’état fondamental de la densité
¢lectronique p(r), donc la fonctionnelle de 1’énergie s’exprime en fonction de p(r).

< ®[H|® >= Flp] + [ V,,, (r)p(r)dr

(1.10)
Flp] =< @[T + U|d >

Soit, en tenant compte de 1’approximation de Hartree
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_Lpp2e(hplr) . o
Flpl =~ j j Wdmlr +G[p] (L11)

G[p] est une fonctionnelle qu’on définira par la suite. Elle représente 1’énergie
cinétique plus la différence entre I’énergie d'interaction vraie et celle donnée par le terme
d'interaction de Hartree. Les fonctionnelles de la densité électronique F[p] et G[p] sont
valables quelque soit la forme du potentiel extérieur et le nombre d'électrons.

Deuxiémement, Hohenberg et Kohn montrent que la densité vraie de 1’état
fondamental est la densité qui minimise F[p]. Par conséquent, si la fonctionnelle universelle
F[p]=<®|T+U|®> est connue, alors, il sera relativement facile d’utiliser ce principe
variationnel pour déterminer 1’énergie fondamentale et la densité électronique pour un
potentiel extérieur donné. Malheureusement, le théoréme de Hohenberg et Kohn ne donne
aucune indication de la forme de F[p].

Il est utile de noter que ce théoréme s'applique également en 1’absence d’interaction
entre les €lectrons.

N N
H,=T+v=Y[v?)+> V() (L12)
Donc, I’équation de Schrodinger est :

|-v2 +V, (), (1) = E v, (k1) (1.13)

ou la densité est donnée par une somme sur I’ensemble des orbitales occupées :

oce

plr)=2ly, (kr) (114)

Kohn et Sham [14] ont écrit la densité électronique comme ¢étant la somme des
densités des particules libres, et ont utilis¢ la propriété variationnelle pour obtenir une
description de la détermination de 1’énergie de 1’état fondamental et de la densité donnant la
fonctionnelle E,[p]. Par suite , G[p] est de la forme :

Glp] = T,[p]+E.[p] (1.15)

ou T est I'énergie cinétique d’une particule libre et E.[p] une fonctionnelle de I’échange et de
la corrélation.

0occ

T, >= Y [ (ko r)- V2 o, (i, ) (L16)

<¢S

Nous avons ainsi isolé deux termes : Le terme de Hartree dans I’équation (I.11) et
celui de 1'énergie cinétique dans 1’équation (I.15), qui, tous les deux jouent un réle important
dans la description des états des électrons libres. Ces termes sont vraisemblablement les plus
importants dans le traitement de ’interaction des électrons. La différence entre 1’énergie
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cinétique réelle et celle des particules libres ainsi que la différence entre 1’énergie
d'interaction réelle et celle de Hartree sont prises en compte dans la fonctionnelle de 1’énergie

Exclp].
L'approximation de la densité locale (LDA) consiste a écrire

E[p]=Je.(plr)ar (117)

ce qui est exact si les densités varient lentement. Le terme d’échange et de corrélation gy(p)
est approché par une fonction locale de la densité qui reproduit habituellement 1’énergie
connue du gaz électronique dont la distribution est supposée uniforme.

L’efficacité de cette approximation est apparue a partir des années 1970 avec les
travaux de Zunger et Freeman [15], ainsi que ceux de Moruzzi et al. [16]. 1l existe a présent
d’excellents ouvrages sur le sujet (Lundqvist et March [17], Callaway et March[18], Dreizler
et Provincia [19], Parr et Yang [20]).

La fonctionnelle de 1'énergie s’écrit désormais sous la forme :

< ¢|H|¢ >=< ¢ |T

oo y{g 2o, 9+, (p(r»}p(r)dr wis)

La recherche de la valeur minimale de la densité conduit aux équations de Kohn-Sham
(KS).

{—vz ; J%dv )+ v, (p(r»}wj(k, )=E, (v, (k1) 119)

ou Vi.(p(r)) est le potentiel pour I’échange et la corrélation

Vo)=Ll 0 120

L’¢énergie d’échange et de corrélation Ey[p] est écrite avec I’approximation de la
densité locale (LDA) sous la forme :

E..[o] = [d*rp(r)e.. (o(r)) (L.21)

et ou py est la partie d’échange et de corrélation du potentiel chimique dans un gaz
d'¢lectrons libres de densité p(r). Les estimations les plus utilisées de ex(p) et iy ont été
données par Hedin et Lundqvist [21].

L’interaction répulsive entre les électrons du métal crée autour de chacun d’eux un
trou de corrélation dans la distribution de charge électronique. L’électron et son trou forment
une quasi-particule indépendante qui peut étre traitée dans le cadre de la théorie de la
fonctionnelle de la densit¢ (DFT). Il existe plusieurs approximations de cette théorie, qui
traitent 1’effet de corrélation et d’échange entre les électrons par un potentiel local Ve (p(r))
dépendant de la densité de charge é€lectronique totale au point considéré. Les potentiels

11
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utilisés par Slater [22], Gaspar [23] et Kohn & Sham [14] ont donné naissance a ce qu’on
appelle ’approximation X,

vex(p(r»{a[— z(ip(r)ﬂ 12

ou a est une constante ajustable, qui vaut 1 pour le potentiel de Slater et 2/3 pour le potentiel
de Kohn-Sham. Pour la plupart des métaux, les valeurs de o donnant des résultats compatibles
avec les mesures expérimentales sont comprises dans I’intervalle [2/3, 1]. Plus récemment, a
partir de 1’étude du gaz d’¢lectrons en interaction, Hedin et Lundqvist [21] ont obtenu un
potentiel d’échange et de corrélation ou 30/2 est remplacé par une fonction 3 de la densité p(r)
sans parametre ajustable :

v pl)=ste) - 2000) 12

avece E nrg — m

X

et [3(rS ) =1+ BxLog(l + lj

ol x=S. A=21,C=0.045, B:“Aca,/i:0.7734
A 2 on

Ce potentiel a été par la suite étendu au cas des métaux magnétiques par von Barth et
Hedin [24] puis par Moruzzi [16].

Une autre approximation tres intéressante en LDA est 1’approximation du gradient
généralisé¢ (GGA) [28]. Dans cette approximation, une expression similaire a 1’équation (1.21)
est utilisée, mais avec &(p) remplacé par une fonction locale de la densité et de la grandeur

de son gradient, €, (p, Vp|).

EL? [PM%] = jd3rf(P¢anVP¢’VP¢) (1.24)

La logique voudrait que 1’on utilise une meilleure description de I’énergie Exc, ce qui
a été réalisé par différents auteurs (Langreth et Perdew [53], Langreth et Mehl [54], Becke
[55], Perdew et al [56] et les références inclues).

Les orbitales de KS sont décrites par :

V; (k’r) =2C 0, (kar) (1.25)

ou ¢, (k, r) sont les fonctions de base et les Cj; les coefficients du développement.

12
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La résolution des équations de KS pour les points de symétrie dans la premicre zone
de Brillouin permet de simplifier les calculs. La résolution des équations de KS se fait alors
d’une maniere itérative en utilisant un cycle d’itérations auto-cohérent illustré par
I’organigramme de la figure (I.1). On commence par injecter la densité de charge initiale p;,
pour diagonaliser 1’équation séculaire : (H- €S)=0 (H représente la matrice hamiltonienne et S
la matrice de recouvrement). Ensuite, la nouvelle densité de charge poy est construite avec les
vecteurs propres de 1’équation séculaire en utilisant la densité de charge totale qui peut étre
obtenue par une sommation sur toutes les orbitales occupées (1.14).

Si les calculs ne concordent pas, on mélange les deux densités de charge pi, et pour de
la maniére suivante :

pit =(1-a)pl, +opl, (1.26)

eme

1 représente la 1™ itération et o un parametre de mixage. Ainsi la procédure itérative
peut étre poursuivie jusqu’a ce que la convergence soit réalisée.

—» pinﬁ

Calculer V(1)

v

Résoudre les équations KS

'

Déterminer Er

v

Calculer poyt

/

Pin * Pout <«—  Accord?

Calculer

Figure (1.1) : Diagramme de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT).
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I.3. La méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-
LAPW)

La méthode LAPW (linearized augmented plane wave), développée par Andersen [12],
est fondamentalement une amélioration de la méthode dite des ondes planes augmentées
(APW) ¢élaborée par Slater [8] [29] (Les détails de cette méthode peuvent étre trouvés dans le
livre de Loucks [30]).

Une nouvelle technique pour résoudre 1’équation de Poisson [73] a été ajoutée a la
méthode LAPW pour que nous puissions traiter I’absorption moléculaire sur les surfaces.
Ainsi La méthode LAPW, qui assure la continuité¢ du potentiel a la surface de la sphere
« muffin-tin » MT, développe le potentiel sous la forme suivante :

Z\/ﬁm (r)Y(m (r) a l'intérieur de la sphere
V()=4™

D Ve a I'extérieur de la sphére

K

ce qui est a I’origine du nom de la méthode FP-LAPW « full-potential LAPW ».

Ainsi, avant de décrire la méthode FP-LAPW, nous rappellerons les bases de la
méthode APW.

[.3.1. La méthode APW

Slater expose la méthode APW (augmented plane wave) dans son article [8]. Au
voisinage d’un noyau atomique, le potentiel et les fonctions d’onde sont de la forme « Muffin-
Tin » (MT) présentant une symétrie sphérique a I’intérieur de la sphere MT de rayon R,. Entre
les atomes le potentiel et les fonctions d’onde peuvent étre considérés comme étant lisses. En
conséquence, les fonctions d’onde du cristal sont développées dans des bases différentes selon
la région considérée : Solutions radiales de 1’équation de Schrodinger a I’intérieur de la sphere
MT et ondes planes dans la région interstitielle (Figure 1.2).

/Région \

interstitielle
Spheére

MT
Rq

\_ /

Figure (1.2) : Potentiel «Muffin-Tiny
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Alors la fonction d’onde ®(r) est de la forme :

Q}/z %CGei(GH()r r >Ra
_ 1.27
olr) YA,U, )Y, (1) r<R, (127)

ou R, représente le rayon de la sphére MT, Q le volume de la cellule, Cg et Ay, les
coefficients du développement en harmoniques sphériques Y .

La fonction U(,(r) est une solution réguliere de 1’équation de Schrodinger pour la
partie radiale qui s’écrit sous la forme :

2
dr? r

{_i+ it +1)+V(r)—E{,}rU{,(r)=O (1.28)

V(r) représente le potentiel Muffin-Tin et E; I’énergie de linéarisation. Les fonctions
radiales définies par (I.28) sont orthogonales a tout état propre du cceur. Cet orthogonalité
disparait en limite de sphere [12] comme le montre I'équation de Schrodinger suivante :

derZJ1 _u, d*ru,

dr dr?

(E,-E,)U,U, = U, (1.29)

ou U; et U, sont des solutions radiales pour les énergies E; et E,. Le recouvrement étant
construit en utilisant I’équation (I1.29) et en I’intégrant par parties.

Slater justifie le choix particulier de ces fonctions en notant que les ondes planes sont
des solutions de 1’équation de Schrodinger lorsque le potentiel est constant. Quant aux
fonctions radiales, elles sont des solutions dans le cas d’un potentiel sphérique, lorsque E; est
une valeur propre.

Cette approximation est trés bonne pour les matériaux a structure cubique a faces
centrées, et de moins en moins satisfaisante avec la diminution de symétrie du matériau.

Pour assurer la continuit¢ de la fonction (I)(r) a la surface de la sphére MT, les
coefficients Ay, doivent étre développés en fonction des coefficients Cg des ondes planes
existantes dans les régions interstitielles. Ainsi, aprés quelques calculs algébriques, nous
trouvons que :

4mi’ . N
A, :m§C6J50K+g|Ra)Y/m(K+G) (1.30)

L'origine est prise au centre de la sphére, et les coefficients A;, sont déterminés a
partir de ceux des ondes planes Cg. Les parametres d'énergie E; sont appelés les coefficients
variationnels de la méthode APW. Les fonctions individuelles, étiquetées par G deviennent
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ainsi compatibles avec les fonctions radiales dans les sphéres, et on obtient alors des ondes
planes augmentées (APWs).

Les fonctions APWs sont des solutions de 1'équation de Schrodinger dans les spheres,
mais seulement pour 1’énergie E;. En conséquence, 1’énergie E; doit étre égale a celle de la
bande d’indice G. Ceci signifie que les bandes d'énergie (pour un point k) ne peuvent pas étre
obtenues par une simple diagonalisation, et qu’il est nécessaire de traiter le déterminant
séculaire comme une fonction de I’énergie.

La méthode APW, ainsi construite, présente quelques difficultés liées a la fonction
U [(Ra) qui apparait au dénominateur de 1’équation (1.30). En effet, suivant la valeur du

paramétre E;, la valeur de U, (Ra) peut devenir nulle a la surface de la sphére MT, entrainant

une séparation des fonctions radiales par rapport aux fonctions d’onde plane. Afin de
surmonter ce probléme plusieurs modifications a la méthode APW ont été apportées,
notamment celles proposées par Koelling [31] et par Andersen [12]. La modification consiste
a représenter la fonction d’onde d)(r) a D’intérieur des sphéres par une combinaison linéaire

des fonctions radiales U((r) et de leurs dérivées par rapport a 1’énergie U(r), donnant ainsi
naissance a la méthode FP-LAPW.

1.3.2. Principe de la méthode FP-LAPW

Dans la méthode FP-LAPW, les fonctions de base dans les sphéres MT sont des
combinaisons linéaires des fonctions radiales U, (r)Y[m (r) et de leurs dérivées U,Y,, (r) par

rapport a I’énergie. Les fonctions U, sont définies comme dans la méthode APW (L.28) et la

fonction U, (r)Y[m (r) doit satisfaire la condition suivante :

{ &, z(£+1)+V(r)_E“}rU“(r):rU[(r) (131)

dr? r’

Dans le cas non relativiste, ces fonctions radiales U, et U, assurent, a la surface de la

sphére MT, la continuité avec les ondes planes de 1’extérieur. Alors, les fonctions d’onde
ainsi augmentées deviennent les fonctions de base (LAPWs) de la méthode FP-LAPW :

#ZCGei(G+K).r r >Ra
o(r) = ¢ | (1.32)
Z[A/,mU/,(r)-"B/,mUe(r)]Yem (r) r<R,

/m
ou les coefficients B, correspondent a la fonction U, et sont de méme nature que les

coefficients Am. Les fonctions LAPWs sont des ondes planes uniquement dans les zones
interstitielles comme dans la méthode APW. A D’intérieur des spheres, les fonctions LAPWs
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sont mieux adaptées que les fonctions APWs. En effet, si E; differe un peu de 1’énergie de
bande E, une combinaison linéaire reproduira mieux la fonction radiale que les fonctions

APWs. Par conséquent, la fonction U, peut étre développée en fonction de sa dérivée Ug et
de I’énergie E;.

U,(E.r)=U,(E,.r)+(E-E,)U,(E.r)+O(E-E,)) (133)

ot O((E-E))®) représente ’erreur quadratique énergétique.

La méthode FP-LAPW assure ainsi la continuité de la fonction d’onde a la surface de
la sphere MT. Mais, avec cette procédure, les calculs perdent en précision, par rapport a la
méthode APW qui reproduit, elle, les fonctions d’onde trés correctement, tandis que la
méthode FP-LAPW entraine une erreur sur les fonctions d’onde de I’ordre de (E-E)) et une
autre sur les énergies de bandes de ’ordre de (E-E))*. Malgré cet ordre d’erreur, les fonctions
LAPWs forment une bonne base qui permet, avec un seul E;, d’obtenir toutes les bandes de
valence dans une grande région d’énergie. Lorsque cela n’est pas possible, on peut
généralement diviser en deux parties la fenétre énergétique, ce qui est une grande
simplification par rapport a la méthode APW. En général, si U, est égale a zéro a la surface

de la sphére, sa dérivée U, sera différente de zéro. Par conséquent, le probléme de la
continuité a la surface de la sphére MT ne se posera pas dans la méthode FL-LAPW.

Takeda et Kubler [32] ont proposé une généralisation de la méthode LAPW dans
laquelle N fonctions radiales et leurs (N-1) dérivées sont utilisées. Chaque fonction radiale
possédant son propre parameétre E; de sorte que 1’erreur liée a la linéarisation soit évitée. On
retrouve la méthode FP-LAPW standard pour N=2 et E;; proche de Ej, tandis que pour N>2
les erreurs peuvent étre diminuées. Malheureusement, 'utilisation de dérivées d’ordre élevé
pour assurer la convergence nécessite un temps de calcul beaucoup plus grand que dans la
méthode FP-LAPW standard. Singh [33] a modifié cette approche en ajoutant des orbitales
locales a la base sans augmenter 1’énergie de cutoff des ondes planes.

I1.3.3. Les roles des énergies de linéarisation (E;)

Les fonctions U, et U, sont orthogonales a n’importe quel état de cceur strictement

limité a la sphére MT. Mais cette condition n’est satisfaite que dans le cas ou il n’y a pas
d’états de cceur avec le méme /, et, par conséquent, on prend le risque de confondre les états
de semi-cceur avec les états de valence. Ce probléme n’est pas traité par la méthode APW,
alors que la non orthogonalité de quelques états de cceur dans la méthode FP-LAPW exige un
choix délicat de E,. Dans ce cas, on ne peut pas effectuer le calcul sans modifier E; .

La solution idéale dans de tels cas est d’utiliser un développement en orbitales locales.
Cependant, cette option n’est pas disponible dans tous les programmes, et, dans ce cas, on doit
choisir un rayon de la sphére le plus grand possible.

Finalement, il faut remarquer que les divers E; devraient étre définis indépendamment

les uns des autres. Les bandes d’énergie ont des orbitales différentes. Pour un calcul précis de
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la structure électronique, E; doit étre choisi le plus proche possible de 1’énergie de la bande si
la bande a le méme /.

1.3.4. Construction des fonctions radiales

Les fonctions de base de la méthode FP-LAPW sont des ondes planes dans la zone
interstitielle. Elles sont développées sous la forme de fonctions radiales numériques a
I’intérieur des spheres MT a condition que les fonctions de base et leurs dérivées soient
continues a la surface de la sphére MT. Ainsi, la construction des fonctions de base de la
méthode FP-LAPW revient a déterminer :

- Les fonctions radiales U, (r) et leurs dérivées par rapport a 1’énergie U, (r)
- Les coefficients aj, et by, qui satisfont aux conditions aux limites.

Les conditions aux limites fournissent un moyen simple pour la détermination du cutoff
du moment angulaire /. et pour la représentation du cutoff Gyax des ondes planes dans la
sphere de MT pour un rayon R,. Une stratégie raisonnable consiste a choisir ces cutoff, tels
que RoGmax=Imax, € qui est réalisé en pratique puisque la convergence des calculs de FP-
LAPW est assurée pour R G, compris entre 7 et 9.

1.3.4.1. Les fonctions radiales non relativistes

Dans le cas non relativiste, les fonctions radiales U{,(r) sont des solutions de
I’équation de Schrodinger avec un potentiel sphérique et pour une énergie de linéarisation E,.

{—d—zﬁ W:l) +V(r)—E/}rU/,(r) =0 (134)
dr r

ou V(r) est la composante sphérique du potentiel dans la sphere MT pour / = 0. La
condition aux limites rU, (0) =0 ayant été appliquée.

La dérivée par rapport a I’énergie E; est :

e v - oo =, 0 139

dr? r’

Les solutions radiales doivent étre normalisées dans la sphere MT.

R

[ru(r)r =1 (1.36)

0
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U, est une solution homogene de I’équation inhomogeéne (1.35) de la forme
h,U, -EU, =U,.

En utilisant la condition de normalisation (1.36), il apparait immédiatement que la
fonction U, et sa dérivée sont orthogonales :

[0, ()0, ()ar =0 137)

La fonction U, est normalisée,

R

f r2U2(r)dr (1.38)

0

N,

Cette condition de normalisation dans la méthode FP-LAPW peut étre remplacée par
I’équation suivante :

R[U, R,)U,(R,)-U,[R,)U, (R, ) =1 (1.39)
avec

U, (E,r)=(oU, (E,r)/ér) et U,(E,r)=(0U, (E,r)/cE).

Cette équation sert a déterminer numériquement les fonctions U ”(r) et U /(r). Avec
cette normalisation on peut développer U, sous la forme :
U,(E+8)=U,(E)+8U,(E)+... (1.40)

Avec ce choix, la norme de U , (r), soit (”U{, ), indique I’ordre de grandeur de 1’énergie

E;. En particulier, les erreurs sur 1’énergie de linéarisation sont acceptables selon Andersen
[12] quand :

|U[JE, -E]<1
Si un tel choix n’est pas possible, plusieurs options sont disponibles :

- Diviser le domaine d’énergie en fenétres, et traiter chaque fenétre séparément avec une
énergie E; appartenant a chaque état.

- Utiliser un développement sous la forme d’orbitales locales (méthode quadratique).

- Réduire la taille des sphéres, ce qui revient a réduire la norme de la dérivé de U, (r)
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Les deux premicres options sont les plus utilisées et seront exposées dans la suite. La
derniére n’est pas disponible dans tous les programmes et elle n’a été appliquée, a notre
connaissance, que par Goedeker [34].

1.3.4.2. Les fonctions radiales relativistes

Les corrections relativistes sont importantes uniquement lorsque la vitesse de
I’¢lectron est du méme ordre de grandeur que la vitesse de la lumiere. Dans la méthode FP-
LAPW, les effets relativistes sont pris en compte a I’intérieur de la sphere MT et sont négligés
dans la région interstitielle. En effet, la vitesse de I’¢lectron est limitée par le cutoff dans
I’espace des k [35].

La modification relativiste consiste a remplacer (1.35) et (I.36) par les équations de
Dirac correspondantes et leurs dérivées par rapport a 1'énergie. Koellin et Harmon [35] (voir
aussi Rosicky [36], Wood et Boring[37], Takeda [38], Macdonald et al. [39]) ont présenté une
technique pour résoudre ces équations de Dirac avec un potentiel sphérique dans lesquelles
I’effet de spin-orbite est initialement négligé, mais peut étre inséré ultérieurement.

L’hamiltonien de Dirac est donné par
H, = Cap + (B —1)mc? + V(r) (L41)

avec les deux matrices a et 3

0 o B 1 0 (142)
o= ;B = .
c O 0 -1
Si y sont les vecteurs propres de Hp, ils s’écrivent a 1’aide des deux fonctions @ et y :
d
y = { } (1.43)
X

® est appelé la grande composante de la fonction d’onde et y la petite.

L’équation de Schrodinger conduit a :

clop)r =(e-V)o (144)
c(op)o = (8 -V +2mc® )X (1.45)

A partir de ces deux équations, il vient

-1
ﬁ(ap)[l + ;I;C\ij (op)® + VD = £ (1.46)
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En utilisant I’approximation

y
[1 + ;;;j ~1- ;;C\i (147)
avec

pV =Vp—-iaVV (1.48)
(6VV)(op) = (cVp) +io[V, p] (1.49)

On obtient 1’équation différentielle vérifiée par O :

e—V p2 h2 hZ
- =V |D- VVV® YV plo) = e L
|:(1 2m02]2m V:| 4m202 ( v )+ 4m2C2 (G[ Vﬂp] ) € ( 50)

Dans le cas ou le potentiel possede une symétrie sphérique, 1’équation (10) devient :

2 4 2
p p Rodve 1 1dvi-.\].
—+V - — e ——|Ls)|® =D 1.51
{2m 8m3c? 4m?c? dr or 2m?¢’r dr ( ) (151

Les deux premiers termes correspondent a I’équation de Schrodinger non relativiste,
le troisieme et le quatriéme proviennent respectivement de la correction de masse et de
Darwin. Quant au dernier terme, il correspond au couplage spin-orbite. A cause de ce dernier
terme, y n’est plus une fonction propre du moment de spin.

La solution de 1'équation de Dirac a I’intérieur de la sphere MT devient :

Wy = [gkxw } (1.52)

- lfKGrXKu

et les fonctions fi et g vérifient les équations radiales suivantes :

df, _f :l(v_E)gK +(K_lij (1.53)

dr c r
+

LN (+1) g +2Mef, (L54)
dr r

ou

M = m+L2(E -V) (1.55)

2c

k, est le numéro quantique relativiste donné par / et j,
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Y- [ 'Opérateur de spin,

m et ¢, la masse et la vitesse de la lumiére.

Le traitement des deux équations couplées (I1.53) et (1.54) donne :

_ + +
(%ZJFHHEg.K_K(f_Zl)gK}_V'gvK/4M4c2 v e amte =B (156)
r r r

Le dernier terme qui représente le couplage spin-orbite et qui dépend de la valeur de k
(k=I ou k=-(/+1)) est négligeable dans un premier temps et sera pris en compte par la suite.
Ainsi, Koelling et Harmon [35] (voir aussi Rosicky [36], Wood et Boring[37], Takeda [38],
Macdonald et al. [39]) ont présenté une technique pour résoudre ces équations avec un
potentiel sphérique et une nouvelle fonction :

1

=——1y¢ 1.57
e M & (1.57)

qui donne, compte tenu de 1’équation (I1.54)

fe =0, +

T (ke (1.58)

A partir de 1’équation (1.56), en négligeant le dernier terme et en remplagant g’y par sa
valeur, on obtient I’expression :

c_ 2 sy 1
¢, = rm{chrﬁc(V E)}ge (1.59)

dans laquelle on a remplacé I’indice & par /. Les équations (1.57) et (1.58) forment un systéme
d’équations couplées. On peut le résoudre de la méme facon que pour I’équation radiale

standard de Dirac.

L’équation (1.52) devient :

&) gﬂ%ku
Y = {N } =, (k+1) (1.60)
X -1 =0, + Mer g/ [O: Xy

et I’équation (1.60) écrite avec les nombres quantiques /m :

{&)} g/,‘Yeme 1 Lo

\Vlms = ~ = 1 :
c|—-g,+—g,0L 1Y, .

X Me r[ gy rgﬂ j mXs
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ou s est ’opérateur de spin non relativiste (spin-haut, spin-bas).

Pour faciliter la résolution des équations séculaires relativistes (I1.58) et (1.59)
Louks[57] définit les fonctions suivantes :

P, =rg,

et (1.62)

Q, =rcd,

Alors
1

P =2MQ, +-P, (1.63)
T

| ((L+1)
Q/_—;Q( +[ Ve +(V—E)}P/ (1.64)

Ces équations peuvent étre résolues numériquement de la méme fagon que pour
l'équation de Schrodinger non relativiste a 1’aide de la condition aux limites suivante :

i Q lo(e+1)+1-(2z/¢)] -1
>0 P (2z/¢)

(1.65)

Le terme de spin-orbite (vV’/4AM*C?)(k+1)P est alors ajouté a I’équation (1.64). La
dérivée par rapport a I’énergie conduit a des équations semblables a celles du cas non
relativiste, soit :

P =2(MQ, +MQ, )+ 1B, (L66)
T

S ((L+1) B S|+ DM

Q, = ng+[2Mr2 +(v E)}P {—mzrz +1}P« (L67)

On détermine les composantes g, et f, a partir des solutions de P, et Q,. Ces mémes
composantes vont &tre utilisées pour le calcul de la densité de charge et de 1’élément de
matrice. Ainsi, la quantité U? est remplacée dans 1’équation (1.36) par g; +f]. Cependant, a
la surface de la sphere, la composante f, disparait et il ne reste plus que la composante g, et
sa dérivee.

Dans le cas ou les effets de spin-orbite sont pris en compte, I’équation séculaire de
I’hamiltonien s’écrit a 1’aide des fonctions de base initiales sous la forme :
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(rmsH|e'm's) = ¢, (fmsjems) +8, [ d%%@ V')(X:Y,*mG.LY(,m.XS.) (168)

ou la matrice de recouvrement est :

(rmslem's) =35, (4n5,,8 N, S, [y Y),0LY,7,) (1.69)

avec

N = Jat gt ar 10 | 170)

et

S, Ejdnz(Lj2(2g“g'[+%gfj (L.71)
2Mc r

En résumé, le deuxieme terme dans les équations (1.68) et (1.70) provient de
I’interaction spin-orbite, et ces deux équations ont été obtenues a partir d’un potentiel a
symétrie sphérique indépendant du spin. Si on avait choisi un potentiel dépendant du spin, on
aurait d0 utiliser une expression semblable tout en gardant toutefois le signe des spins (spin-
haut et spin-bas).

[.3.5. Détermination des coefficients A;, et B;,

Les coefficients Aj, et B, sont déterminés, pour chaque vecteur d’onde, et pour
chaque atome, en imposant aux fonctions de base ainsi qu’a leurs dérivées premicres d’étre
continues aux limites des sphéres de MT.

Les fonctions de base sont des ondes planes dans la région interstitielle
ok, )= Q" expik, (1.72)
avec k, =k +K,

et s’écrivent sous la forme d’une combinaison linéaire de solutions sphériques dans les
spheres MT.

ok,)=|A. U, (€,)+B,, U, €)Y, () (L73)
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Dans cette équation, Q est le volume de la cellule, k le vecteur d’onde, et K, un
vecteur du réseau réciproque.

A P’opposé du formalisme de la méthode APW standard, dans laquelle I’énergie E; est
constante, la méthode FP-LAPW permet de choisir des valeurs différentes du paramétre E;
suivant la valeur du moment angulaire.

La condition aux limites a la surface de la sphére de MT permet d’utiliser un
développement en ondes planes de Rayleigh.

d)(kn ’Ra) = 475971/22i/'j[(kn ’Ra)Y;m (kn )Y/,m (Ra) (174)
/m

En tenant compte de la continuité du moment angulaire, on obtient

(k ): Uﬂ(d/d_r)-]ﬂ(knRa)_(dU/ /dr).]/ (kn.R(x)
e R2|(dU, /dr)U, —U,(dU, /dr)]

B/,m (kn) = 4nR(21971/2i/Y€m (kn)bﬂ(kn)

(1.75)

(@0, /) (R, )- U0/, (R,

b,k,)= ' '
(k) R2|(dU, /dr)U, U, (dU, /dr)]

et, compte tenu de 1’équation (1.39), (1.75) devient :

Ak, )= 47RIQ™HY (k, a, (k,)

/m

a, (kn ) = [Uej'/, (n)_ U'/, Js (n)]
(1.76)

B/,m (kn) = 4nR(21971/2i/Y€m (kn)bﬁ(kn)

b (k)= Ui )= U2 7. ()

ou j,(knRa) est remplacé par iﬁ(n).

Cette procédure dans la méthode FP-LAPW a ainsi éliminé le probléme de
I’asymptote qui apparaissait dans la méthode APW.
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[.3.6. Détermination des potentiels

[.3.6.1. La résolution de I’équation de Poisson

Le potentiel utilis¢é dans les équations de KS comprend le terme d’échange et de
corrélation, et le terme coulombien V(r). Le terme coulombien est la somme du potentiel de
Hartree (Vy(r)) et du potentiel nucléaire.

Ve(r) est déterminé par 1’équation de Poisson a partir de la densité de charge
(électronique et nucléaire) :

VvV, (r) = 47cp(r) (L.77)
L’intégration de cette équation est seulement possible dans 1’espace réciproque.
La méthode de résolution dite de la « pseudo-charge » due a Hamann [40] et Weinert

[41] est basée sur deux observations :

- La densité de charge est continue et varie lentement dans la région interstitielle et
beaucoup plus rapidement dans les sphéres.

- Le potentiel coulombien dans la région interstitielle dépend a la fois de la charge
interstitielle et du multipdle de la charge a I’intérieur de la sphere.

Dans la région interstitielle, la densité de charge est développée en série de Fourier
p(r)=> p(G)e" (L78)
G

et les ondes planes ¢'“" sont calculées & partir de la fonction de Bessel j;

. R{%J'/, (Gr) G0
[r2, (Gr)dr = . Gr (1.79)
0 _8/ o G=0
3
e =4’ i}, (Glr -, |/, (G)Y,. (-1, (L79b)
/m

ou r est la coordonnée radiale, r,, la position de la sphere a et R, son rayon.

vofo)=+04%)

(1.80)
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Le potentiel interstitiel Vpy a été trouvé directement par intégration de (1.79b).

Vi =2V (1)Y.m (1) = 2 VI (K, (1) (L81)
soit

K, ()= ConYu(r) (1.82)
Donc

v (r) = 2Cun Vi (r) (L83)

On détermine le potentiel a I'intérieur de la sphere MT par I'utilisation de la fonction
de Green.

WORGOR

R

4n 1 v oal+2 , eR p -l ' o N e ,
2£+1 I_/,+1 J.drr pv(r)+r J.drr pv(r)_R2[+1 J.drr pv(r)
0 r 0

(1.84)

ou les p,(r) sont les parties radiales de la densité de charge.

[.3.6.2. Potentiel d’échange et de corrélation

Dans I’approximation de la densité¢ locale (LDA), le potentiel d’échange et de
corrélation est linéaire contrairement au potentiel coulombien. Il doit donc étre calculé dans
l'espace réel ou il est heureusement diagonal. La procédure est illustrée par le diagramme de
la figure (I.3). La représentation de la charge interstitielle dans 1’espace réel est obtenue
directement a partir de la transformation de Fourier [42, 43].

Mattheiss [44] a utilisé la formule de Wigner [45] pour obtenir le potentiel interstitiel
d’échange et de corrélation suivant :

0.943656 +8.8963p""°

V. =—p"10984+
(1+12.57p"°)

XC

(1.85)

A DPintérieur des sphéres, la méme procédure est appliquée avec des valeurs différentes
de p et un potentiel a symétrie sphérique.
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A D’intérieur des sphéres Dans les régions interstitielles
Boucle sur les points de maille Construire les
coefficients des ondes
planes
Calculer p(r) dans ¢

I’espace réel Calculer p dans

I’espace réel par
¢ transformée de Fourier

Calculer V(1) en ¢
chaque point

v

Développer V¢ dans ¢
le réseau harmonique

Construire Vyc(r) par
transformée de Fourier

Revenir dans 1’espace
réciproque par
transformée de Fourier

Figure (1.3) : Calcul du potentiel d’échange et de corrélation

1.3.7. Les €quations variationnelles

La méthode variationelle [46] utilise la solution la plus générale des orbitales de KS :
v = Caog (ko) (1.86)
G

Ces fonctions de base satisfont a la fois les conditions aux limites des cellules et les
conditions de liaison a la surface des sphéres de MT. L’équation :

Heoe = ESce (1.87)
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revient a résoudre un simple déterminant séculaire dont les éléments de matrice, Sga' et Hga
(recouvrement et hamiltonien) sont :

Sea = <¢G |¢G> (1.88)

Heo = (06 [H|dq) (1.89)

ou

Sq = é [d*re“ro(r)+ s, (G,G)) (1.90)
Q a

H,, = é [d'0(r)e T+ v, e+ [H,(G,G)+ V(.G (L91)
Q a

Dans I’expression de Sgg les régions interstitielles sont prises en compte par le
premier terme et la région a ’intérieur des spheres par le second de symétrie sphérique.

Dans I’expression de Hgg, le premier terme représente les régions interstitielles ou T
est I’opérateur énergie cinétique et ®(r) une fonction échelon dont la transformée de Fourier
est égale a zéro a I'intérieur des spheres et a un dans les zones interstitielles. Le second est la
somme de I’hamiltonien H et d’un potentiel non sphérique Vys.

Les fonctions de base dans la méthode FP-LAPW se transforment comme des ondes
planes. Il est donc facile d’exploiter la symétrie d’inversion en choisissant l'origine de la
maille primitive confondue avec le centre d’inversion. Avec ce choix, H et S deviennent des
matrices symétriques réelles.

1.3.7.1. La contribution interstitielle

Le recouvrement dans I’espace interstitiel est représenté par dgc>. Vpw est un potentiel
local (diagonal dans l'espace réel), alors que la matrice T est diagonale dans 1'espace des
moments.

En l'absence de la fonction échelon, O(r), le calcul de la contribution interstitielle
serait immédiat. Ainsi l'opérateur O(r) joue un role essentiel dans le calcul de la composante
interstitielle.

Initialement, puisque O(r) est diagonal dans l'espace réel, cet opérateur peut étre
multiplié par une autre fonction constante f(r) =Q"'. L'élément de matrice résulte, dans ce cas,
d’une intégration sur une partie du volume interstitiel. Cependant, cette multiplication pose le
probléme de la convergence en raison du grand nombre de points dans chaque maille. Ainsi, il
est indispensable de multiplier ®(r) par une bonne fonction f(r) définie par un développement
en séries de Fourier avec G=Gay :
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é [art(re()= > f(G)e(-c) =éfd3rf (r)olr) (192)

GSGmax

tel que (:)(r) = @(r) pour tout G < Guay (le facteur ' dépend de la normalisation de la
transformée de Fourier.

Alors, un choix satisfaisant de la fonction © sera utilisé systématiquement a la place
de ®, consiste a construire 0 de facon a ce qu’elle soit analytique & Gpax.

-
N 6G,O - Z 47;];6 Jlé(;R“)eG'r G < Gmax
0(G)= “ @ (1.93)

0 G=2G

max

La valeur de G,y est deux fois la valeur du cutoff utilisée pour le calcul des fonctions
de base. Ainsi, le recouvrement s’exprime par :

1 o ~
—[d're0(r)=6(G-G) (1.94)
Q Q

On peut également utiliser une procédure analogue pour le calcul de I’hamiltonien.

é [dre @ v, 0(r) =V, (G-G) (195)
Q

ou V,,, est évalué dans l'espace des moments :
Vow (G) =DV, (GO(G - GY) (1.96)
T

Puisque \prw doit étre calculé avec la méme valeur du cutoff (Gnax) que celle prise
pour 0, I'argument (G- G') de ® dans 1’équation (I.70) devra étre de 2Gyax. Vpw peut étre
¢valué directement a partir des équations (1.93) et (1.96) & 2Gpax.

La procédure pour calculer Vpy dans 1’espace réel consiste, en pratique, a choisir une

fonction © définie de la méme fagon que pour ®, mais avec un cutoff plus grand (2Guax)
(figure (1.3)).
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Construire O(G) pour
G=2Gnax

’

Transformer ® et Vpy
dans I’espace réel par

tranafarmée de Fonrier

O(r)*Vpyw et refaire une
FFT dans I’espace de G

’

Faire le calcul a G, pour

obtenir Vo,

Figure (1.4) : Calcul de Vpy

Le terme interstitiel restant représente la contribution de I’énergie cinétique a Hg g qui

est donnée en fonction de © par les relations :
éjd%@(r)ei(mk)‘r (_ V2 )ei(G'+k).r — (k + G')2 @(G _ Gv) — (k + Gv)2 (:)(G _ G') (197)
Q

La derniere égalité provient de G, G’ < G dans Hg, . En pratique, il est plus
commode de remplacer (k+G’)(k+G) par (k+G)* pour avoir une forme hermitienne
équivalente.

1.3.7.2. Les termes sphériques

Les termes sphériques, S,(G, G”) et Hy(G, G’) peuvent étre évalués directement en
utilisant les coefficients a/m(G) et b,m(G) avec les définitions de U, et U, vues

rrrrr

utilise les conditions d’orthogonalité et de normalisation (1.36) et (1.37) :

s, (G,G") = Z[agm* (G)a, (G)+ b2, (G)bs, (G| U 2} (1.98)

/m
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De méme, on utilise (1.34) et (1.35),

H,(G,G")=

o

Z{[azm* (G)ac (G")+b2 "(G)oe. (G)U )u:

}E“ (1.99)
at (Gt (G) + b (G (6)

+(1/2)

[.3.7.3. Les ¢léments de matrice non-sphériques

Les composantes non-sphériques sont écrites sous la forme de trois intégrales relatives
a des fonctions radiales :

1%, = [ar*u, 0V, (DU, () (1.100)
10, = [ar’U, [V, ()0, () (L101)
10, = [ar’0, (6, ()0, () (1102)

ou le calcul pour les termes symétriques [(I.74)et (I.75)] est effectu¢ uniquement pour ¢'< /.
La forme séculaire relativiste de l'intégrale se présente sous la méme forme, mais elle exige
I’utilisation des deux composantes des fonctions radiales g; et f;.

Par exemple,

0, = farefe, (e, )+ £, () (V. ) (1103)

0

Dans ce cas, les éléments de matrice sont,

(G,G' z Z[a(m a/m G)I/( ,uo

ml'm' v
a:m (G)bﬁ'm (G )IyﬂUooc + b* (G)a(m (G )I[(J/an + (1104)
b;m (G)b(’,'m'( (/ ,ua,

o (Y (1)K (1)

avec les coefficients K, 4(r) donnés par :
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K,.(r-R,)=3C.Y,[-R,) (1.105)
soit

[d20Y, (1), (1) = C2 G o) (1.106)
ot les coefficients G .., . ont pour expression :

G i = [ ATV 1 (0)Y s (1) Y e ) (1.107)

Ces coefficients sont différents de zéro, seulement sim=m’+ m’’ etsi ¢, ¢' et (" vérifient
I’inégalité ('—0"'< ¢ < 0'+0".

En outre, il est important de choisir soigneusement le cutoff du moment angulaire pour
les fonctions augmentées. La meilleure solution pour le développement du potentiel est de
choisir la plus petite valeur possible du cutoff de I’énergie cinétique (Fig. 1.5).

N

Boucle sur I’atome, o

Boucle sur /m/'m'

prpn [PeT) 1
£0'¢"mm'm ¥ Continuer
pour tous v

G

Non

Boucle sur G

Calcul de
A/,'m'/,m (G) et B/,'m'/,m (G)

i Boucle sur G G’

a N NS
Mise a jour de V"> avec

A (G)Aﬁ'm'ﬁ (G') +b,, (G)Bé'm'/, (G')

N

Figure (1.5) : Calcul de la contribution non-sphérique a [’hamiltonien
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[.3.8. Traitement des effets de spin-orbite

Le terme de spin-orbite (négligé dans l'approximation relativiste) est important pour le
calcul de la structure de bandes et des propriétés électroniques des matériaux qui contiennent
des ¢éléments lourds ou les substances magnétiques.

Les ¢léments de la matrice de spin-orbite a I’intérieur d’une sphere peuvent étre
calculés, a priori, comme suit :

(e [1foc) = ZIa% G (@) UT 1] U7)
B:m(G)A/.m.(G')<U7m H*|U?,,) 1o
A}, (G)B,,.(G') U7, [H*|U7, )+
B}, (G)B,.. (G} Us, [H*|Us, )

soit

(U7, |5 Ug,) = 413, VoL Y ot )[ deP P, (21\1@) 1(2’ (109)

ou P, est la partie la plus importante de la fonction radiale U, et V la partie sphérique du
potentiel.

1.3.9. Amélioration de la méthode FP-LAPW

Le but de la méthode FP-LAPW est d’obtenir des énergies de bande précises au
voisinage des énergies de linéarisation E; [12] Dans la plupart des matériaux, il suffit de
choisir les énergies E; au voisinage du centre des bandes. Cependant, ce n'est pas toujours
possible et il existe de nombreux matériaux pour lesquels le choix d’une seule valeur de E;
n’est pas suffisant pour calculer toutes les bandes d’énergie : Par exemple, les matériaux avec
des orbitales 4f [47, 48] et les ¢léments des métaux de transition [49, 50, 51]. C’est le
probléeme fondamental de 1’état de semi-cceur qui est un état intermédiaire entre 1’état de
valence et 1’état de cceur.

I1 existe deux moyens pour traiter cette situation :
- L'usage des fenétres d'énergie multiple

- L’utilisation d’un développement en orbitales locales
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[.3.9.1. Les fenétres d’énergie multiple

La technique la plus utilisée pour traiter le probléme du semi-coeur est celle qui
consiste a diviser le spectre énergétique en fenétres dont chacune correspond a une énergie E;
[48, 44]. Cette procédure de traitement est illustrée dans la figure (1.6).

Dans ce traitement par le moyen de fenétres, une séparation est faite entre 1’état de
valence et celui de semi-cceur ou un ensemble de E; est choisi pour chaque fenétre pour traiter
les états correspondants. Ceci revient a effectuer deux calculs par la méthode LAPW,
indépendants, mais toujours avec le méme potentiel.

La méthode FP-LAPW est basée sur le fait que les fonctions U, et U, sont

orthogonales a n'importe quel état propre du cceur et, en particulier, a ceux situés a la surface
de la sphére. Cependant, les états de semi-cceur satisfont souvent a cette condition, sauf s’il y
a la présence de bandes « fantdmes » entre 1’état de semi-cceur et celui de valence.

E E}z)_» Valence

E ((1). E, . semi-coeur

2 fenétres 1 fenétre

Figure (1.6) : Exemple de fenétres avec un état semi-coeur

1.3.9.2. Le développement en orbitales locales

Le développement de la méthode LAPW consiste en une modification des orbitales
locales de sa base afin éviter 1’utilisation de plusieurs fenétres. L’idée principale est de traiter
toutes les bandes avec une seule fenétre d’énergie en particularisant 1’état de semi-cceur.
Plusieurs propositions ont été faites par Takeda [32], Smrcka [52], Petru [53] et Schanghnessy
[54]. Récemment Singh [55] a proposé une combinaison linéaire de deux fonctions radiales
correspondant a deux énergies différentes et de la dérivée par rapport a I’énergie de I'une de
ces fonctions.
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d)ﬂm = |,A/JmU(’, (r’E],(’,)+ B(’,mU/J(r’El,(’,)-'- C(’,mU/J(r’EZ,(’,)JY/Jm (I') (Il 10 )

ou les coefficients Cy, sont de la méme nature que les coefficients Ay, et By, précédemment
définis. Par ailleurs, cette modification diminue 1’erreur commise dans le calcul des bandes de
conduction et de valence.

1.3.10. Densite de charge de valence

La fonction d’onde d’un électron de valence dans un cristal n’est pas une entité
observable, mais elle permet d’obtenir la valeur de grandeurs physiques observables. La
fonction d’onde obtenue a partir de la résolution de I’équation de Schrédinger est utilisée pour
calculer la densité de charge électronique d’un matériau. Le carré de son module représente la
probabilité de trouver I’électron dans un volume donné.

>|w,.(r) a0 (L111)

nk

Ce concept de probabilité¢ de présence de 1’électron a été envisagé pour la premicre
fois dans 1’¢tude de la molécule d’hydrogéne : On a constaté que la distribution de charge des
¢lectrons dépend en grande partie de 1’état considéré. De ce fait, ’orbitale liante dans les
molécules présente toujours une densité de charge é€lectronique maximale au centre de la
liaison entre les deux atomes. Par contre, 1’orbitale antiliante se caractérise par un maximum
de la densité de charge entre les noyaux.

La densité de charge totale est obtenue par une sommation sur toutes les orbitales
occupees :

p(r) =2¢3 |, . (r)’ (L112)

ouy,  est la fonction d’onde de I’électron de valence, n I’indice de la bande et k le
vecteur d’onde.

La densit¢ de charge est calculée dans différentes directions et plans
cristallographiques. Dans le cas des matériaux ANB™"™ qui cristallisent généralement dans une
structure de type zinc blende (Figure 1.7), la densité de charge est mieux représentée :

- Soit, suivant la direction <I111> (profil) ou la densité de charge totale p, (r) est

représentée en fontion de la distance x. C’est suivant cette direction que nous pouvons
observer le mieux le comportement de la densité de charge dans la région de la liaison
entre les deux atomes.
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Figure (1.7) : Structure cristalline d 'un semiconducteur de type zinc blende.

- Soit selon le plan (1-10) qui contient les deux atomes dans des cellules adjacentes
(Figure 1.8). Dans la représentation de la densité de charge en schémas de contours, on
peut étudier sa variation selon une projection dans un plan qui permet de représenter
une liaison complete passant par les deux atomes logés dans une méme cellule.

Suivant ces deux directions, nous aurons le maximum d’informations sur la nature de
la liaison et les états de valence.

Figure (1.8) : Présentation de trois cellules primitives (la plus petite unité pour la structure cfc) montrant les
positions des atomes A et B, le plan (1-10) ainsi que la direction <111>.
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La densité de charge de valence calculée par la méthode LAPW présente deux
composantes [56] :

1. La densité de charge interstitielle, développée en ondes planes, donnée par :

- : * i(G-G').r
p(r) =Y Wk, i)Y b 06,6 (L113)
kj GG'
ou le vecteur r est limité aux régions interstitielles, les ¢, ; ¢tant les coefficients du vecteur

propre de la j™ bande et W(k, j) représentant le poids associé au point k.

2. Une densité de charge située dans la sphere, donnée par :

ple) =2 (K. () = Wik ) > a1 (G (G)U (1)U, (1)

G/mG'"/'m'

+b7, (G, (G0, (1)U, (r) +27,(G)b (G)U, ()0, 1) (1114)

+07,,(G)o ., (G0, ()0, (Y., ()Y, )

avec A, :ZCGa/m(G) et B, :ZCGb/m(G)

La sommation sur k doit étre faite dans toute la zone de Brillouin.

La densité de charge dans les spheres est déterminée dans les mailles radiales a 1’aide
des coefficients harmoniques du réseau. Les densités de charge a I’intérieur des sphéres sont
construites a partir des vecteurs propres des bandes de la premiére zone de Brillouin.

1.4. Ionicité

Les concepts empiriques, comme 1’¢électronégativité et I’ionicité, sont d’une grande
importance pour 1’étude et la compréhension des propriétés de base des molécules et des
solides. Cependant, I’'un des problémes posé pour évaluer ’ionicité d’une liaison est la
difficult¢ de transformer un concept qualitatif ou verbal en une formule mathématique
contenant des grandeurs physiques mesurables. Pour résoudre ce probléme, plusieurs
méthodes ont vu le jour [58-66], et chacune d’elles comprend une part d’arbitraire.

On a évidemment, par définition, la relation :

Jetfi=1 (1.115)

ou f; est la fraction du caractére ionique ou hétéropolaire de la liaison, et f; la fraction de son
caracteére covalent ou homopolaire.

Dans un cristal élémentaire comme le silicium Si, nous devons avoir f. =/ et f; = 0.

38



La méthode de calcul des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW)

Afin d’évaluer f;, beaucoup de méthodes ont été proposées, utilisant soit les orbitales
atomiques (Coulson [67]), soit des enthalpies (Pauling [68]), soit la nature des gaps (Phillips).

1.4.1. Modc¢le de Phillips

Phillips [69], en 1973, a introduit un mode¢le diélectrique de la liaison chimique dans
les cristaux ANB®™, a partir des deux paramétres : les gaps homopolaire (E;) et hétéropolaire

©).
Le gap total associé a la liaison cristalline est alors de la forme :
E,=E,+iC (I.116)
et le facteur d’ionicité est évalué par I’expression :
C2
= = I.117
=[5 o

Plus tard, en 1987 Christensen et al. [70] ont développé une approche de I’ionicité
semblable a celle de Phillips, utilisant des calculs auto-cohérents dans le cadre de
I’approximation de la densité locale.

1.4.2. Modé¢le de Gracia et Cohen

Garcia et Cohen (1993) [71], quant a eux, ont utilisé¢ pour leur évaluation de I’ionicité
la symétrie de la densité de charge dans les semiconducteurs. Ils suggerent la décomposition
de celle-ci en une partie symétrique p, et une partie antisymétrique p 4.

ps =112[p(r)+ p(-r)] (L118)
i =12p(r)-p(-7)] (L119)

Le facteur d’ionicité est alors défini par :

SA

4 1.120
s, (1.120)

f;:

ou
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g -1 p2(r)dr (1.121)
O- o
et
S, = 1 j P2 (r)dr (1.122)
(o2

I’intégration est prise sur tout le volume de la maille élémentaire.

La valeur de f; pour un méme composé, est différente selon la méthode utilisée pour
les calculs. (Christensen et al. [70], Gracia et Kohen et Phillips[69].

1.4.3. Modé¢le de Zaoui

Afin d’évaluer, f;, Zaoui [72] a récemment utilis€¢ une représentation de 1’ionicité basée
sur la densité de charge de valence totale. Le facteur d’ionicité étant évalué de la facon
suivante :

A
f: L
oS, S,

ou S, est I’aire de la densité de charge du co6té de 1’anion ,S, ’aire de la densité de charge du
coté du cation, et A un parametre qui sépare les éléments fortement ioniques de ceux qui le

sont moins. Ainsi A = -1 pour les composés IV-IV et III-V, et A = +1 pour les composés 1I-VI
et I-VIL
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