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Sintesis de la tesis.

En esta tesis fundamentamos un enfoque de optmizacién jerarquica en la aproximacion
numericamente robusta de soluciones de problemas de Minimos Cuadrados lineales en
dimensiones finitas sin restricciones con datos arbitrarios —el Problema General-, basado en las
propiedades de convergencia global, aproximantes y de continuidad respecto a los datos en
cada paso finito de las iteraciones estacionarias lineales de desglose para la solucién de los
sistemas normales de ecuaciones asociados a esos problemas.

Todos los resultados posibilitan una aproximacion suficientemente precisa y robusta de las
soluciones del Problema General sin necesidad alguna de evaluacién heuristica de la
condicionalidad de cada problema original.

La eficacia de los resultados tedricos obtenidos es primeramente validada experimentalmente
mediante simulacién digital con ruido en la rehabilitacion de un conocido método general de
descomposicién digital de sefiales, atractivamente sencillo, pero con serias limitaciones técnicas
vinculadas con la hipersensitividad de las soluciones, y, después, demostrada mediante la
aplicacion de una variante multilineal de ese método a la descomposicion tiempo -frecuencia
topogréfica de electroencefalogramas multicanales humanos de la vida real.
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INTRODUCCION.

Actualidad de la tesis.

Es verdaderamente dificil concebir algin area importante de la Ciencia y de la Tecnologia
contemporadneas en alyas bases mateméticas no tengan su parte fundamental los Minimos
Cuadrados” lineales en dimensiones finitas sin restricciones [6], o imaginar algiin momento de
procesamiento de datos experimentales o de la realidad en la cotidianidad investigativa de la
Ciencia y de la Tecnologia de avanzada, donde no jueguen un papel utilitario imprescindible sus

aplicaciones.

Pero el desarrollo en este antiguo y trabajado tema no parece estancarse -ni mucho menos- en
los ultimos afios: se constata un creciente interés en el planteamiento y solucién numérica de
problemas de ecuaciones lineales en operadores funcionales mal-planteados y rigidos
discretizados [15, 21, 23, 24, 37, 38, 40, 41, 50, 55] como problemas de Minimos Cuadrados
lineales en dimensiones finitas sin restricciones, donde la solucibn seudoinversa no es
recomendable por la excesiva sensitividad a perturbaciones de los datos del problema?, causada
por la no continuidad [47] de su dependencia de esos datos; es decir, por su no robustez
numérica; [6, 15, 18, 21, 24, 48].

Asi, han adquirido una actualidad especial los problemas vinculados a las investigaciones de
geo- y helio-sismologia inversas, a las de procesamiento digital de sefiales o de imagenes y a las
de la descomposicién digital de sefiales bio-eléctricas; particularmente, de aquellas que surgen
en investigaciones no-invasivas del cerebro, tales como el problema inverso de la tomografia
eléctrica, magnética, optica, etc. y la diversidad de estudios de descomposicion tiempo-
frecuencia topografica de electroencefalogramas espontaneos [7, 11-13, 15, 21, 24, 26, 27, 40-
43, 48, 49, 51, 56].

Toda vez que los calculos para la solucion numérica de tales problemas son realizados

usualmente en precision finita y esos problemas son, como regla, de gran escala, con datos

! |a paternidad sobre Minimos Cuadrados corresponde al eminente matematico aleman Johann
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), cuyos elementos aparecen por primera vez en “Theoria
combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae” (1823) y su suplemento (1828),
E)ublicados en Copenhagen, Dinamarca.

En esta tesis, consideraremos como datos del problema no solamente el vector de términos
libres, sino también la matriz del problema.
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arbitrarios y con matrices no necesariamente bien-condicionadas, la causa del interés y
actualidad reside, no solamente ya en la bUsqueda de velocidad y eficiencia mayores en esos
célculos, sino también en la blsqueda de precision, robustez y comportamiento numéricos
mejores en las formulas de los métodos matematicos mediante las cuales son ejecutados esos
célculos [5, 6, 10, 13, 15, 17, 18, 21, 23, 24, 38, 39, 40, 48, 49, 56].

En ese sentido, son de particular actualidad los resultados en la aproximacion numérica robusta
de soluciones de problemas mal-condicionados a partir de datos “ruidosos” [15, 21, 23, 24, 40],
mediante las iteraciones de Landweber y las miultiples variantes y versiones de la formula de la
Regularizacion de Tikhonov, reportadas en la bibliografia [13, 15, 21, 24, 38-41, 49].

Dentro de esa teoria, deben ser destacados los resultados obtenidos hasta hoy, relacionados
con las iteraciones estacionarias lineales de desglose [5, 10, 22, 48] para la solucién de sistemas
de ecuaciones lineales con matriz semidefinida positiva, aplicables a la solucién de los sistemas
de ecuaciones normales asociados al Problema General de Minimos Cuadrados lineales en
dimensiones finitas sin restricciones [6, 10, 22, 48]; en particular, por su connotacion aproximante
entre otros, aquellos resultados recientes [10], concernientes a la demostracion de condiciones

suficientes para:
. 3 . . .z
la convergencia global” de tales iteraciones a alguna solucion del Problema General.

la convergencia local* de cada una de tales iteraciones a la solucién existente y Gnica de un
cierto problema de Minimos Cuadrados lineales del tipo “goal-attainment” definido positivo a

dos niveles, asociado al Problema General.

No obstante, a pesar del progreso alcanzado, aun restan por esclarecer aspectos tedricos

esenciales y por responder no pocas preguntas practicas cruciales, tales como:

¢Es posible construir formulas para la aproximaciéon numérica de soluciones del Problema
General tales que las soluciones aproximadas sean, a la vez, suficientemente precisas y
robustas numericamente sin necesidad alguna de evaluacion heuristica de la siempre

ambigua condicionalidad de cada problema originals?.

% Convergencia desde cualquier iterado inicial en el espacio de definicién de las iteraciones [5,
18, 48].

4 Convergencia desde cualquier iterado incial en un subconjunto estricto del espacio de
definicién de las iteraciones [5, 18, 48].

® Mas dla del hecho de la inestabilidad numérica del célculo de nimeros de condicién de
matrices segun su definicion, nos referimos aqui al de la no existencia de valor numérico alguno
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¢, Cual de las infinitas soluciones del Problema General es el limite de cada iteracion de

desglose dobalmente convergente obtenida del sistema de ecuaciones normales asociado?.

¢,Cudl es el orden de convergencia de esas iteraciones en tal caso?.

¢, Cuales son las condiciones para que todo iterado de paso finito dependa continuamente

[47] de los datos en tal caso?.

Objetivos de la tesis.

Definir una nueva clase de iteraciones estacionarias lineales de desglose globalmente
convergentes para la solucidon del Problema General tales que, con sus iterados, aporten
soluciones aproximadas suficientemente precisas, robustas y estables numéricamente, sin

necesidad alguna de evaluacion heuristica de la condicionalidad de cada problema original.

Determinar la solucion del Problema General, que es el limite de cada iteracion de la nueva
clase; asi como demostrar sus demas propiedades de convergencia, aproximantes y otras

asintoticas de interés.

Definir una nueva clase de férmulas de célculo directo para la aproximacion robusta de
soluciones del Problema General, basadas, a su vez, en la de la clase de iteraciones a

definir en el objetivo 1.

Validar -mediante simulacién digital con ruido- la eficacia de las férmulas para aproximacion
de la clase a definir en el objetivo 3 en la solucion de algun problema clasico de
procesamiento digital de sefiales, afin al Problema Ge neral, donde la solucion seudoinversa

resulte demasiado sensitiva a las perturbaciones de los datos.

Demostrar la eficacia de las formulas para aproximacién de la clase a definir en el objetivo 3
mediante su aplicacién experimental a la solucién de algin problema de actualidad en
procesamiento digital de sefiales de electroencefalogramas (EEG) humanos reales, afin al

Problema General.

Sinopsis de la tesis.

o intervalo de ellos para dicernir objetiva y claramente si una matriz es bien- o mal-condicionada

[5, 18, 48].
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Con una extension de 105 paginas, la tesis estd organizada en 8 partes: la Introduccion, los
Capitulos del 1 al 4, las Conclusiones, las Recomendaciones y, finalmente, dos anexos; uno con
el convenio de notacién y simbolos y el otro con una breve descripcion de un paquete de

programas, relacionado con el contenido de la tesis.

En el Capitulo 1 “Iteraciones estacionarias lineales para la aproximacion robusta de soluciones
del Problema General de Minimos Cuadrados lineales en dimensiones finitas sin restricciones”,
sumarizamos los resultados de la revision bibliogréafica sobre esas iteraciones con el propésito de
conocer el “Estado del Arte” de las iteraciones de desglose para la aproximaciéon robusta de

soluciones del Problema General.

En el Capitulo 2 “Iteraciones de desglose aproximante para la solucién del Problema General de
Minimos Cuadrados lineales en dimensiones finitas sin restricciones”, definimos una nueva clase
especial de iteraciones estacionarias lineales de desglose para la solucién de los sistemas de
ecuaciones normales, asociados al Problema General, que denominamos “lteraciones de
Desglose Aproximante”; e investigamos las propiedades de convergencia local y global,

aproximantes y otras asintéticas de interés.

En el Capitulo 3 “Seudoiteraciones de desglose aproximante en la aproximacion robusta de
soluciones del Problema General de Minimos Quadrados lineales en dimensiones finitas sin
restricciones”, sobre la base de los resultados del capitulo anterior, son introducidas las
seudoiteraciones de desglose aproximante como aplicaciones continuas [47] entre ciertas
estructuras espaciales; que sirven de fundamento para la definicion de una nueva clase de
férmulas de célculo directo para la aproximacién robusta de soluciones del Problema General del
mismo nombre. Adicionalmente, es argumentada una proposicion heuristica orientada a un
compromiso entre precisién y estabilidad numéricas de los aproximados calculados por las

féormulas de la nueva clase.

Finalmente, en el Capitulo 4 “Validacion experimental de las Seudoiteraciones de Desglose
Aproximante”, la eficacia de las seudoiteraciones de desglose aproximante es validada en la
solucién de un problema clasico de procesamiento digital de sefales, donde la solucién
seudoinversa del Problema General resulta demasiado sensitiva a las perturbaciones de los
datos. La validacion es realizada en dos etapas. La primera etapa consiste en el desarrollo del
“Método Aproximante de las Componentes” (MADC), como variante robusta del conocido Método
de las Componentes (MDC) [9, 11, 32] y la evaluaciébn comparativa simultdnea de ambos

métodos mediante simulaciones digitales con ruido. La segunda etapa consiste en la utilizacién
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de una version multilineal de MADC en la descomposicion tiempo-frecuencia topografica de

electroencefalogramas (EEG) multicanales humanos reales [12].

El contenido de la tesis esta fundamentado en 8 definiciones y las demostraciones de 2 lemas, 9
teoremas y 4 corolarios; y es expuesto en una redaccion concisa, aunque ilustrada mediante 13
figuras y una tabla de resultados experimentales. El contenido de la tesis ha sido publicado en
los dltimos 4 afios en 4 articulos de revistas internacionales con arbitraje an6nimo y ha sido

presentado publicamente en 6 eventos internacionales en los Ultimos 6 afios.

Novedad de la tesis.

En esta tesis, son definidas las Iteraciones de Desglose Aproximante (Definicion 2, formula (17))
como una nueva clase de iteraciones estacionarias lineales globalmente convergentes para la
solucion del Problema General, subclase especial de iteraciones de desglose (Teorema 1) y

también subclase especial de iteraciones de Aproximaciones Sucesivas [34].

Son demostradas por primera vez las siguientes propiedades de convergencia global,
aproximantes y otras asintoticas especiales de toda iteracion de desglose aproximante (Teorema
2, figura 2) [34]:

Cada iterado de desglose aproximante puede ser obtenido seudoiterativamente; es decir,

mediante una formula de calculo directo a partir de los datos y parametros.

Toda sucesion de iterados de desglose aproximante posee como limite de convergencia
global la solucién dnica del problema de Minimos Cuadrados lineales del tipo “goal-

attainment” definido positivo a dos niveles, asociado a su problema original.

Toda sucesion de iterados de desglose aproximante se acerca estrictamente a su limite

global.

El orden de convergencia global de toda iteracion de desglose aproximante es lineal.

Toda sucesion de iterados de desglose aproximante se acerca a su limite global con una

velocidad exponencial.

Sobre la base de la propiedad de seudoiteratividad y de las propiedades aproximantes de las

iteraciones de desglose aproximante demostradas son definidas por primera vez las
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seudoiteraciones de desglose aproximante como aplicaciones entre ciertas estructuras

espaciales (Definicion 5 y Teorema 6), cuya propiedad de continuidad respecto a los valores

singulares de la matriz A(«/\7)-1 es consecuentemente demostrada también por primera vez
(Teorema 7) y cuya formula general sirve asi de fundamento para una nueva clase de férmulas
de calculo directo para la aproximacion robusta de soluciones del Problema General (formula
(22)) [35]-

Por primera vez, es formulada y argumentada heuristicamente una proposicion para la
determinacion del nimero de seudoiterados de desglose aproximante, como un criterio a priori
de parada de las iteraciones de desglose aproximante, orientado a un compromiso entre

precision y estabilidad numéricas de los iterados (férmula (25)) [35].

Todos los resultados mencionados estan concebidos para posibilitar una aproximacion
suficientemente precisa y robusta de las soluciones del Problema General, por primera vez, sin

necesidad alguna de evaluacion heuristica de la condicionalidad de cada problema original.

Es derivado el Método Aproximante de las Componentes (MADC), novedosa variante de un
método de Procesamiento Digital de Sefiales, conocido como el Método de las Componentes
(MDC), numericamente robustecida mediante Seudoiteraciones de Desglose Aproximante para
soluciones minimocuadraticas de Norma Euclideana Minima (SDANEM) (formulas (31)-(33))
[37].

MADC aporta aproximados mas precisos y menos sensitivos numericamente que los que MDC
aporta en problemas de descomposicion de sefiales reales de escala media (dimensionalidad
media); MADC aventaja a MDC en robustez ademas porque MADC no debe perder sus
propiedades con el aumento de la dimensionalidad, el empeoramiento de la condicionalidad o,
incluso, por la no-ortogonalidad de los diccionarios; lo que puede ocurrir al trabajar con
megadiccionarios (diccionarios redundantes), al aumentar la densidad de discretizacion de las
mallas o al incluir heuristicamente palabras en los diccionarios (tabla comparativa y figuras 510)
[37].

Finalmente, una variante multilineal de MADC es aplicada experimentalmente con éxito, por
primera vez, a la descomposicion tiempo-frecuencia topografica de electroencefalogramas (EEG)
multicanales humanos reales y da lugar asi a un novedoso método de distribucion espacio-
tiempo-frecuencia suavizada en combinaciones lineales de palabras del diccionario de mejor
ajuste al EEG multicanal, que posee propiedades sin precedentes entre los métodos hasta hoy

existentes; tales como las siguientes: robustez numérica, no presupone estacionaridad alguna de
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los datos de EEG, asi como tampoco ninguna ortogonalidad ni estacionaridad de las curvas

definidas por el usuario en los diccionarios (figuras 11-13) [27].
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1. ITERACIONES ESTACIONARIAS LINEALES PARA LA APROXIMACION
DE SOLUCIONES DEL PROBLEMA GENERAL DE MINIMOS CUADRADOS
LINEALES EN DIMENSIONES FINITAS SIN RESTRICCIONES.

1.1. Sumario del capitulo.

En este capitulo, resumimos los resultados de la revisién bibliografica sobre iteraciones
estacionarias lineales [5, 10, 48] para la aproximacion robusta de soluciones del Problema
General; con el propésito de conocer el estado del arte de las iteraciones estacionarias lineales

de desglose para la aproximacion robusta de soluciones de ese problema

1.2. Generalidades.

Consideremos el Problema General de Minimos Cuadrados lineales en dimensiones finitas sin
restricciones [5, 6, 16, 18, 48]

. 2
min [|Ax- bf; @,
N R"
donde Al R™M N y bl R, mi N, m<+¥,y nl N, n<+¥; y el sistema de

ecuaciones normales, asociado al Problema General (1)

AAx= ADb 2.

Segun su definicion [6, 18, 48], la llamada “solucion seudoinversa” del Problema General (1) [6,
18, 48],

X =A%b (3),
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es la solucion dnica con norma euclideana minima del sistema normal de ecuaciones (2); es

*
decir, X es la solucién uUnica del problema de Minimos Cuadrados lineales en dimersiones

finitas a dos niveles del tipo “goal-attainment” definido positivo, sin restricciones [2, 3, 52, 53],

A*b=arg fmin X5 @.
x| Arg min ||Ax- b||§
x R"

*
Obviamente, segln (3), X es la imagen de una cierta aplicacion discontinua | [47] de

RM™ N RMen RN [15, 49, 56],
j (Ab):R™ N RM RN,
En efecto, sea
0¢
A= Lg ng;
0

la factorizacién de la Descomposicion en Valores Singulares (SVDG) de la matriz A [6, 18, 48],
donde

& 0 0 0
S_gO 0o =
e LT
éo 0 - Sank(A)g

y SkT R, k :1,2,---,rank(A), §3sp% -3 Srank(A) >0, son los valores singulares de la

matriz A y las matrices L1 Rm, My Rl Rn, N satisfacen que L'= L 1 y R'=FK" 1

® Del inglés, en siglas: “Singular Value Decomposition”.
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-1 O

Al sustituir la matriz seudoinversa [6, 18] A" = Ras OjL(]: en (3), obtenemos la conocida
0 04

expresion [6, 18]

o
=x(s)=ree . o
0 0y

g

de donde

_]_ 0
lim 857 0% ¢l sy,

lim = Ré H
2 [d|ag(s)]i+1rank(A)® + 0 Oﬂ 2

[diag(S)]i sxrark ()@ +0

X (s)“

que evidencia la no continuidad de toda solucion seudoinversa del Problema General (1)
respecto a los valores singulares de A [6, 18, 48] y, por tanto, su dependencia no continua

respecto a los datos A y b [15, 49, 56].

Del Algebra Lineal es conocido [6, 18, 48] que la condicionalidad de la matriz A y del Problema

General (1) es cuantificada mediante el nimero de condicién de la matriz A [6],

= L 31(5).
2 Srank(A)

< (A) =] |

De ahi, la formacion de las nociones de matriz y problema bien-condicionados,

k (A) » 1,
o mal-condicionados,
k(A)>>1.
Mas alla del hecho de la inestabilidad numérica del calculo del nimero de condicién de matrices

segun su definicion (5), notemos aqui la ambigliedad de las nociones establecidas de matriz y

problema bien y mal-condicionados; es decir, la no existencia de valor numérico alguno o
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intervalo de ellos para dicernir objetiva y claramente si una matriz o un problema es bien- o mal-

condicionado [5, 18, 48].

De acuerdo a la Teoria de Perturbaciones [6, 18], el nimero de condicién de la matriz A es una

medida de la sensitividad de la solucién seudoinversa (3) a perturbaciones de los datos Ay D.

Asfi, un nimero grande de condicion de la matriz A, k (A) >>1, estaria en correspondencia con
una “hipersensitividad” a perturbaciones de los datos de la solucién seudoinversa (3), cuya causa

es la mencionada discontinuidad respecto a los datos A y b del Problema General (1) [6, 15,
18, 48, 49, 56].

En efecto, al hacer un analisis de sensitividad [6, 18] de las soluciones del sistema normal de

equaciones (2) -y, por tanto, del Problema General (1) y del problema binivel (4)-, resulta que, si

al R,a30,

(A A+al)x=Ab,

~%
entonces existe, obviamente, una solucion Unica X , tal que

. \ 2 a1 Tts o8
X =(AA+al)tAb=X (s,a):RgfS +a') S 0qe.

0 05
Por ende,
lim k(A)=+¥
[diag(S)f+tran(4) @ +0
y
a'éam+o[onag(s,)]i Jil:':nk(A)@) 0 X (S,a)H L lim lim [X° (S,a)H2 e

2 [diag(S)]irran(a)® 02 ® +0

Segun la Teoria de Aproximaciones [5, 15, 18, 48, 49, 56], toda aproximacién numérica de

soluciones del Problema General (1) es una aplicacion B7] | R™ N RM S R". De tal
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U
forma que x* =] (A,b) es un aproximado de una solucion X del Problema General (1),

X 1 Arg min ||AX- b||§ siysolosi $e3 0, e <+¥ | tal que ‘| (A,b)- X H £ e, cualquiera
X R" 2

sea (Ab)T W, i RT N RM
La aproximacion j es continua respectoa Ay b [47] siy solo si " ;&T Rm' Nyn BT RM,

m

i) (Ab)=j (Ab):

esdecir, "e>0, e<+¥; $dp >0,dp <+¥ y $d, >0, dy, <+¥ ; tales que

}a- Al £da)olp- 5], £as))e [ (ab)- i (Ab), ze)

> & 00

Ahora, sea A= L R'. La aproximacion | es continua respecto a T siy solo si
EO Og 0 Og

"AT R™M T RMy"il N, i£rank(A)-1;

. @S 05 ., 0 _ aasti 06 0
_ lim Rj ég =L lb;: Rj Qé A
[diag(S)]zran(a)®+0 &0 03 5 & 0 0y 4
U
*
Asi, X es hipersensitiva a perturbaciones en A y b, entonces la aproximacion ] es
S 00 :
discontinua respecto a g Oi y, por tanto, | no es continua respectoa Ay b.
G n

Luego, como afirmacion contrarreciproca de la anterior, si la aproximacion | es continua
. U
. _ 09 *
respectoa A y Db, entonces ] es continua respecto a = y, por tanto, X no es
Ogni n

hipersensitiva a perturbacionesen Ay D.
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Por otra parte, segun la Teoria de Perturbaciones [6, 15, 18, 49, 56], numericamente robusta es

toda aproximacion de soluciones del Problema General (1) que depende continuamente de los

datos Ay b.

U
L% . . * .
Por ende, si X es un aproximado numericamente robusto de X , entonces, cualesquiera sean
los datos A y b del Problema General (1), perturbaciones acotadas (“pequefias”) en ellos
repercutirdn solamente como cambios acotados (“pequefios”) de moédulo y/o direccién en el

U
*
aproximado X [6, 15, 18, 48, 49, 56].

Los primeros resultados en la aproximacion numericamente robusta de soluciones del Problema

General (1) con datos ruidosos conciernen a la solucidon de los sistemas mal-condicionados

severamente de ecuaciones lineales compatibles

AX=Dh (6),
gue surgen —-como regla- en la solucion numeérica, via discretizacion, de problemas mal-
planteados de ecuaciones lineales en ciertos operadores funcionales con datos ruidosos (ver,

por ejemplo, [15, 21, 39, 40, 49, 56] y los articulos referidos alli).

Esos primeros resultados estan vinculados a la solucién del sistema de ecuaciones con matriz

definida positiva,
(AA+11)x=ADb @),

“cercano” al sistema de ecuaciones normales (2), donde | T R, 0<| <+¥ pero | »0;cuya

solucién Unica es
V]
X" =(AA+11) TAb @)

cualquiera sea la condicionalidad de la matriz A. No es dificil comprender que, gracias a la

introducion del parametro real, finito, no nulo, positivo y “pequefio” | ; la solucién exacta (8) del



Iteraciones de Desglose parala Aproximacion Robusta de Soluciones Minimo -Cuadréticas Linealesen 15
Dimensiones Finitas. Felipe Marti L opez.

sistema “cercano” (7) resulta una solucidn “aproximada” numericamente robusta del Problema
General (1) [15, 18, 49, 56].

La formula (8) es conocida como la versién estandar de la variante directa del método de la
. .z . 7 .z Z e
Regularizacion de Tikhonov' para la solucion numérica de problemas mal-planteados de

ecuaciones lineales en operadores funcionales, via discretizacién [49, 56],

A'b, k(A)»1

{ag mn i o2 +1 ) k(4)>>1
xI R

U
*
X

——r—

donde | T R, 0<| <+¥, | »0. Por su parte, la versién no estandar de la variante directa

es

A'b, k(A)»1

g min S+ 103) k()51
b xR

U
*
X

—_———

donde D1 Rq, n, qT N ; tal que NuII(A)(; Null (D) = {0} (sobre ambas versiones ver, por
ejemplo, [13, 15, 21, 24, 39, 40, 41, 49, 56] y los articulos referidos alli).

Ahora bien, observemos que la aproximacion robusta de soluciones del Problema General (1)
mediante las formulas directas (9) y (10) de la Regularizacién de Tikhonov supone la evaluacion
heuristica de la condicionalidad de cada problema a resolver; es decir, su calificacion heuristica

como bien- o mal-condicionado.

Eso significa que la eficacia de la aproximacion de soluciones de cada problema mediante la
Regularizacion directa de Tikhonov depende metodologicamente, a su vez, de la solucion
heuristica explicita o implicita de otro problema que es siempre ambiguo [15, 18, 21, 24, 31, 39,

40, 49, 56], segln las nociones establecidas de problemas bien- y mal-condicionados.

" Tal como aparece descrita en la bibliografia [13, 15, 21, 24, 39-41, 49, 56], la idea de sustituir el
sistema de ecuaciones normales (2) por el sistema de ecuaciones “cercano” (7) no era nueva
totalmente en ese momento: ya habia sido introducida, al menos, por Levenberg en 1944 y por
Marquardt en 1963 en la minimizacién de funciones doblemente diferenciables, cuya matriz
hessiana no es definida positiva [16, 30, 33].
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En efecto, en los casos de problemas bien-condicionados o mal-condicionados severamente con
datos ruidosos, los aproximados de soluciones del Problema General (1) mediante las férmulas
directas (9) y (10) de la Regularizacién de Tikhonov han probado ser una de las alternativas mas
eficaces a los aproximados mediante la férmula de la solucién seudoinversa (3) [15, 21, 24, 39,
40, 49, 56].

Desafortunadamente, no sucede lo mismo en los casos de problemas que no son ni bien-
condicionados ni mal-condicionados severamente, aun con datos ruidosos. En esas
circunstancias, la precision mediante otras aproximaciones (por ejemplo, mediante la
Desomposicion en Valores Singulares Truncada, TSVD [18, 21, 24]) puede resultar mejor que la
de los aproximados mediante (9) y (10) [31], aunque la robustez de aquellas otras no ha sido aun
demostrada [15, 21, 24, 40, 54].

No es dificil comprender que la circunstancia metodoldgica mencionada es una de las principales
causas del limitado campo actual de aplicaciones eficaces de la Regularizacion directa de
Tikhonov, asociado casi exclusivamente con la solucidbn numérica, via discretizacion, de aquellos
problemas mal-planteados de ecuaciones lineales en algunos operadores funcionales, cuya
discretizacién, segun conocemos previamente, produce problemas -como regla- mal-
condicionados severamente y, por ende, solemos obviar la evaluacion de su condicionalidad
(ver, por ejemplo, [15, 21, 31, 39, 40, 42, 51, 52, 56] y los articulos referidos alli).

Por ello, al constituir un obstaculo serio en el propésito de extender el campo de aplicaciones
eficaces de la Regularizacion directa de Tikhonov mas alla de su fronteras actuales, en el

presente contindan las investigaciones de nuevos enfoques, nuevos procedimientos para la
determinacién de valores 6ptimos del parametro de regularizacién | , la definicién de nuevas

matrices de suavizamiento D, etc. (ver, por ejemplo, [13, 15, 17, 18, 20, 21, 23, 24, 31, 39, 40,
49, 52, 56] y los articulos referidos alli).

1.3. lteraciones estacionarias lineales para la solucién de problemas de

Minimos Cuadrados lineales en dimensiones finitas sin restricciones.

Las insuficiencias antes sefaladas de la Regularizacion directa de Tikhonov en la aproximacion
robusta de soluciones del Problema General (1) con datos ruidosos han conllevado ademas a la
extension del horizonte de investigaciones, en general, hacia los métodos iterativos para la
solucion de problemas de Minimos Cuadrados lineales en dimensiones finitas sin restricciones
(ver, por ejemplo, [5-8, 10, 14, 15, 16, 18, 2025, 38, 40, 41, 45, 48, 54] y los articulos referidos
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alli) y, en particular, para aproximaciones mas precisas, hacia las iteraciones estacionarias

lineales, cuya sencilla formula general es
< = ikl 4 k=012,

donde H 1 Rn, n y f T R", de larga tradicion dentro del Algebra Lineal Numérica [5, 6, 10,
15, 16, 18, 21, 24, 40, 41, 48].

Al respecto, en su detallado y completo estudio sobre regularizacion “Regularization methods for

large-scale problems” [21], Hanke y Hansen afirmaron 8.

“...In those cases where Tikhonov approximation fails to have optimal accuracy, it is possible to
improve it with the following defect iteration”... . For obvious reasons the resulting method is
usually referred to as iterated Tikhonov regularization. Its most important property is that the set
of solutions, which can be reconstructed with optimal accuracy, increases with every iteration, ... .
In other words, if defect iteration has been repeated sufficiently many times, the resulting
reconstruction will have reached an accuracy that cannot be improved significantly by any other
method...".

No muchas iteraciones estacionarias lineales para la aproximacién robusta de soluciones de
problemas de Minimos Cuadrados lineales en dimensiones finitas sin restricciones han sido
reportadas hasta hoy en la bibliografia (ver, por ejemplo, [5, 6, 10, 15, 16, 18, 21, 24, 40, 41, 48]
y los articulos referidos alli). Entre las de mayor actualidad, podemos citar las iteraciones de
Richardson [6, 10, 18, 48], las iteraciones de Landweber [15, 21, 24, 40] y las formulas de la
Regularizacion Iterada de Tikhonov en el sentido de Oganesian y Starostenko #1] y en el
sentido de Shock [21, 24].

Las iteraciones de Richardson son un método de solucién de problemas subdeterminados o con

rango deficitario y datos exactos de Minimos Cuadrados lineales en dimensiones finitas sin

restricciones,

K] = k] nA'(Ax[k] - b), k=02

8 Pagina 279, epigrafe “Iterated Tikhonov Regularization”
° Se refiere a la Regularizacion lterada de Tikhonov en el sentido de Shock, que se discutira un
poco mas adelante (Nota del Autor).
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2 - 215 . . . . .
donde ml ,2“A“2 | R [6, 10, 18, 48]. Estas iteraciones son variantes de las iteraciones

estacionarias lineales de Aproximaciones Sucesivas del Algebra Lineal -conocidas ampliamente

ya en la solucién de sistemas de ecuaciones lineales (6) compatibles [5, 6, 10, 18, 38, 48]-,
X[k’f]] = X[k] . W(Ax[k] . b), k=01 (11);

F ph'm . . . . .,
donde WI R . La convergencia local de las iteraciones de Richardson a una solucion

minimo-cuadratica lineal de norma minima ha sido demostrada, si X[O]T Range(A'). La

continuidad de sus soluciones respecto a los datos ain no ha sido demostrada. La convergencia

es —como regla- muy lenta [6, 10, 18, 48].

Aunque muy semejantes a las de Richardson (10), las iteraciones de Landweber son ya un
método para la aproximacién robusta de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales (6)
compatibles, con datos ruidosos. Estas iteraciones son también variantes de iteraciones

estacionarias lineales de Aproximaciones Sucesivas, cuya convergencia local a una solucion

L - . . . . 0| _ .

minimo-cuadrética lineal de norma minima ha sido demostrada, si X[ ] =0. Sus iterados son
aproximados “autoregularizados” de esa solucién, que son obtenidos mediante un criterio de
parada a priori basado en el Principio de Discrepancia. Como regla, la convergencia de las

iteraciones es también lenta [15, 21, 24, 39, 40].

Las versiones estandar y no-estandar de la formula de la Regularizacion Iterada de Tikhonov en
el sentido de Oganesian-Starostenko,

X[k+1] = arg min : AX - b”g +1 Hx- X[k]‘
X R™M

2
v, k=012,---; (12)
2

2]
z k :071!2$"'; (13)
2b

X[k+1] = arg min ‘: AX - b"g +1 HD(X_ X[k]X
xI R™M

gonde 1T R, 1 >0; x%=0, DT R""y Null(A)C Null(D)={0}; son también ya

iteraciones estacionarias lineales para la aproximacion robusta de soluciones de sistemas de
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ecuaciones lineales (6) compatibles, con datos ruidosos. La convergencia local de estas

iteraciones ha sido demostrada para sistemas mal-condicionados severamente, si X[O] =0 [41].
No han sido demostrados aun ni el orden ni el limite de convergencia de esta iteracion (ver, por
ejemplo, [15, 21, 24, 40, 41] y los articulos referidos alli).

Por su parte, la formula de la Regularizacién Iterada de Tikhonov en el sentido de Shock es una
U
*
iteracion estacionaria lineal para el incremento de la precision de las soluciones aproximadas X
(8), mediante la formula directa (9) de la Regularizacién de Tikhonov; es decir,

(A XK= afp- add), k=012,
0
Xl = =(AA+11) 1AD;

donde | 1 R, | >0. La convergencia local de esta iteracién ha sido demostrada para
sistemas de ecuaciones (6) compatibles [21]. La continuidad de las soluciones aproximadas por
la formula de la Regularizacion Iterada de Tikhonov en el sentido de Shock respecto a los datos
no ha sido aun demostrada. Tampoco han sido demostrados aun ni el orden ni el limite de
convergencia de esta iteracion tampoco (ver, por ejemplo, [15, 21, 24, 40] y los articulos
referidos alli).

1.4. lteraciones estacionarias lineales de desglose para la solucion de
problemas de Minimos Cuadrados lineales en dimensiones finitas sin

restricciones.

Segun su definicion [5, 10, 18, 48], las iteraciones estacionarias lineales de desglose para la
solucion de sistemas cuadrados de ecuaciones algebraicas lineales (6) son las iteraciones

estacionarias lineales, cuya formula general es
X[k+1] =Q 1(Q - A)x[k] +Q b, k=012

donde m=ny Qf Rn, N es no singular.



Iteraciones de Desglose parala Aproximacion Robusta de Soluciones Minimo -Cuadréticas Linealesen 20
Dimensiones Finitas. Felipe Marti L opez.

No es dificil constatar que las férmulas de la Regularizaciéon Iterada de Tikhonov tanto en el

sentido de Oganesian y Starostenko, como en el de Shock, coinciden, constituyendo el mismo

caso especial, Q= A'A+ 11,11 R,| >0; de iteraciones estacinarias lineales de desglose

<t =) (A A+ 1) W (A A+ 1) 2ab, k=012,

para la solucion del sistema de ecuaciones normales (2), A Ax= A'b, asociado al Problema

General (1); iteraciones de desglose que resultan, a su vez, un caso especial f (x) = ||Ax- b||§

de las versiones estacionarias de la férmula iterativa

X[k"'l] = arg [Tin }’f(x)+| kHX_ X[k]‘
xI R™M

2(j
2%’
I TR, I TR, 0<I £l <+¥,
k=012,---;

del llamado “Método de Punto Proximal” [8, 25, 38, 45] -conocido método de minimizacion de
Programacion Matematica Convexa [16]-, cuya teoria general parece estar ya en vias de aportar
los resultados requeridos de convergencia -entre otros asintéticos-, al menos, para ese caso

especial [8, 25].

Casi simultaneamente, algo semejante estd ocurriendo con la teoria de las iteraciones

estacionarias lineales [10, 22, 48].

En [10] son sumarizados los resultados mas recientes y completos, relativos a las iteraciones
estacionarias lineales tanto de Aproximaciones Sucesivas como de desglose para la solucion de

sistemas de ecuaciones lineales singulares y no estructurados.

Ante la investigacion abocada de nuevas propiedades de convergencia, aproximantes, robustez
y otras asintéticas de las formulas de la Regularizacion Iterada de Tikhonov tanto en el sentido
de Oganesian y Starostenko, como en el de Shock; los resultados reportados en [10] acerca de
las iteraciones de desglose para sistemas semi-definidos positivos (tales como los sistemas de
equaciones normales (2)) son muy importantes. Asi, son particularmente notables los resultados

concernientes a la demostracién de condiciones suficientes para:
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la convergencia dobal de tales iteraciones a alguna solucién del Problema General (para

detalles, ver el teorema 8, los incisos a), c) y h) del teorema 9 y el corolario 10 de Dax [10]).

la convergencia local de cada una de tales iteraciones a la solucién existente y Unica de un
cierto problema de Minimos Cuadrados lineales del tipo “goal-attainment” definido positivo a
dos niveles, asociado al Problema General (para detalles, ver el inciso h) del teorema 9 y el
corolario 10 de Dax [10]).

Por otra parte, los resultados re portados en [22], apuntan hacia la factibilidad de pasos ulteriores

de investigacion en esta direccion.

Todos esos resultados serian novedosos no solamente para la aproximacién robusta de
soluciones del Problema General (1), sino también para la teoria misma de las iteraciones

estacionarias lineales para la solucioén de ese problema.
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2. ITERACIONES DE DESGLOSE APROXIMANTE PARA LA
APROXIMACION DE SOLUCIONES DEL PROBLEMA GENERAL DE
MINIMOS CUADRADOS LINEALES EN DIMENSIONES FINITAS SIN
RESTRICCIONES *°.

2.1. Sumario del capitulo.

En este capitulo investigamos las propiedades de convergencia local y global, aproximantes y
otras asintéticas de interés de una nueva clase especial de iteraciones estacionarias lineales de
desglose para la solucion de los sistemas normales de ecuaciones (2) asociados al Problema
General (1).

2.2. Las iteraciones de desglose aproximante como clase especial de

iteraciones de desglose globalmente convergentes.

De acuerdo a la definicion de iteraciones de desglose dada en [10], iteraciones de desglose para
la solucién de sistemas normales de ecuaciones (2) son las iteraciones estacionarias lineales [5,

18, 48] caracterizadas por la formula general
<t =g - aad +Q 1A, k =01,2,-; (14,

donde QT R" " es la matriz de desglose del sistema normal de ecuaciones (2); y cuya matriz

de iteraciones H [5, 10, 48] esta definida por la férmula general

H=Q Q- A'A)

La legitimidad del uso de iteraciones de desglose para la solucion del Problema General (1) esta

garantizada por el hecho que la matriz real de todo sistema normal de ecuaciones (2) es

19 os resultados, presentados en este capitulo, aparecen publicados en [34].
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cuadrada, simétrica y semidefinida positiva [18]; por tanto, cumple los requisitos para la

formulacion rigurosa de las correspondientes iteraciones de desglose [10].

No es dificil constatar el hecho que (14) coincide con la férmula de las iteraciones estacionarias
lineales, conocidas como “lteraciones de Aproximaciones Sucesivas” (11) para la obtencion de

soluciones de sistemas normales de ecuaciones (2),

et = K g t{aadd - ab) k=012, 5).

Tampoco es dificil percatarnos que, aun mas all4d de (15), (14) es equivalente a la férmula
general de una variante estacionaria y precondicionada del método iterativo de minimizacion no

lineal conocido como “Descenso Acelerado” [16, 22]
k+1] _ k] 1 ~-156 25
o] = k] L NgAx- J k=012,
2@ NgAx-Hag i a
para la solucién del Problema General (1).

sea VI R" n] una matriz definida positiva [18] arbitraria dada, de manera tal que la matriz

_V+AA

0=

(16)

es real, cuadrada y no-singular, cualesquiera sean Al RM N ybT R™: ml N, m<+¥y

ni N , N<+¥ . Por tanto, Q cumple los requisitos para ser matriz de desglose de sistemas

normales de ecuaciones (2). En tal caso especial, la matriz de desglose Q recibe la

denominacion de “Matriz de Desglose Aproximante” [34].

Definicion 1 (“Matriz de desglose aproximante”).

sea V1 R" " una matriz definida positiva arbitraria dada. Definimos como matriz de desglose

aproximante toda matriz de desglose QT R" " de sistemas normales de ecuaciones
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AAx= Ab,

tal que
V+AA
Q=——

cualesquiera sean Al RM N ybl R ml N, m<+¢ynl N, n<+¢¥ A.

Consideremos @ora el caso especial de iteracion estacionaria lineal de desglose (14) para la
solucién del Problema General (1), cuya matriz de desglose es una matriz de desglose

aproximante (16); es decir, la iteracién estacionaria lineal
A =+ A A v - A AN + 2oV + AN LAD, k=012, (1),
cuya matriz de iteracion H es

H=(V+AA V- AA) s

Tal iteracion estacionaria lineal de desglose recibe la denominacion de “Iteracion de Desglose

Aproximante” (Definicion 2) [34], mientras que su matriz de iteracion H recibe la de “Matriz de
Iteracion de Desglose Aproximante” [34].

Definicion 2 (“Iteracidn de desglose aproximante”).

Definimos como iteracién de desglose aproximante para la solucién de sistemas normales de

ecuaciones toda iteracién estacionaria lineal de desglose para ese propdsito, cuya matriz de

desglose sea una matriz de desglose aproximante A .

Definicion 3 (“Matriz de iteracion de desglose aproximante”).

Definimos como matriz de iteracion de desglose aproximante la matriz de iteracion de toda

iteracion de desglose aproximante para la solucién de sistemas normales de ecuaciones A .
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De los resultados reportados por Dax [10], podemos derivar para toda iteracion de desglose
aproximante (17), entre otras, las siguientes propiedades de convergencia y asintGticas

especiales (Teorema 1):

La sucesion de iterados de desglose aproximante converge globalmente a alguna solucién

del Problema General (1).

La sucesién de los walores de la norma euclideana al cuadrado de los residuos “, definida

sobre la sucesién de iterados de desglose aproximante, es estrictamente decreciente.

La sucesion de los vectores gradiente del cuadrado de la norma euclideana de los residuos,
definida sobre la sucesion de iterados de desglose aproximante, converge a cero

globalmente.

La sucesién de valores de la norma euclideana de los vectores gradiente del cuadrado de la
norma euclideana de los residuos, definida sobre la sucesion de iterados de desglose

aproximante, converge a cero globalmente.

La sucesion de iterados de desglose aproximante converge localmente a la solucién Unica
de cierto problema de Minimos Cuadrados lineales a dos niveles en dimensiones finitas sin

restricciones, del tipo “goal-attainment” definido positivo.

2.3. Propiedades aproximantes de las iteraciones de desglose aproximante.

La seudoiteratividad.

Por su parte, en el Teorema 2, demostramos adicionalmente que toda iteracién de desglose
aproximante (17) posee nuevas e interesantes propiedades especiales de tipo aproximante, mas

alla de las propiedades generales ya demostradas en el Teorema 1.

Las nuevas propiedades demostradas son:

Cada iterado de desglose aproximante puede ser obtenido seudoiterativamente; es decir,

mediante la férmula de célculo directo, equivalente numericamente a (17).

11 i . . . .
En Algebra Lineal [16], vector de los residuos es la diferencia entre el vector, producto de la
multiplicacién de matriz de un sistema de ecuaciones lineales por el vector de sus incognitas y el

vector de sus términos libres.
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Toda sucesion de iterados de desglose aproximante posee como limite de convergencia
global la solucién uUnica del problema de Minimos Cuadrados lineales del tipo “goal-

attainment” definido positivo a dos niveles [2, 3, 52, 53] asociado a su problema original.

Toda sucesion de iterados de desglose aproximante se acerca estrictamente a su limite

global.
El orden de convergencia de toda iteracién de desglose aproximante es lineal.

Toda sucesién de iterados de desglose aproximante se acerca a su limite global con una

velocidad exponencial.

2.4. Criterios de parada de las iteraciones de desglose aproximante.

Seleccion de la matriz de desglose aproximante y del iterado inicial.

Una vez llegada aqui la investigacion, de acuerdo a las propiedades de convergencia,
aproximantes y asintéticas, demostradas en los Teoremas 1y 2 y en el Corolario 1, resulta claro
que la sucesion {x[k] }k:OJ,Z i R" de toda iteracién de desglose aproximante representa un
arreglo infinito -y ordenado segun la cercania a su limite- de soluciones aproximadas del sistema

normal de ecuaciones (2) correspondiente, cualesquiera sean sus datos reales Ay D; es decir,

del Problema General (1) asociado.

U
* *
Asi, para la obtencion de algun aproximado X de una solucién X del Problema General (1)
* A *
basta solamente especificar un nimero finito de pasos de iteracion t | N |t < +¥, de tal

modo que

;’J‘ = x[t '] ((v + AR v - AQA)) * x(0) +§e| - ((v + AR v - AQA)) * %A*b »

* ( -
» X =arg min (x- x[o])v(x- x[O])I Arg min |Ax - b||§ (19).
xi Arg minn||Ax- b||§ xi R"
X R
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En la praxis numérica.tal especificacion suele ser realizada algoritmicamente sobre la base de la

*
definicion previa de uno o mas requisitos que deben ser cumplidos por los iterados en el k =t
conveniente o deseado; es decir, de uno o mas criterios de parada, de tipo a priori 0 a posteriori,

para las iteraciones [5, 18, 48].

No es dificil comprender que las propiedades demostradas en los Teoremas 1y 2 y en el
Corolario 1 aportan ya mas que suficientes fundamentos apropiados, desde el punto de vista
numérico, para la articulacion y utilizacion de una amplia gama de tales criterios tradicionales de
parada [5, 18, 48] para las iteraciones de desglose aproximante. No obstante, en el punto
correspondiente del proximo capitulo, un criterio heuristico de parada a priori es introducido por

su novedoso tratamiento de la estabilidad numérica de las iteraciones.

Ahora aqui notemos que, gracias a la amplitud de los requisitos a cumplir @r la matriz de
desglose aproximante y por el iterado inicial, segun sus respectivas definiciones, multiples
criterios para su seleccion pueden ser planteados al solucionar problemas concretos, basados en
consideraciones sobre los atributos deseados metodolégicos de la férmula iterativa (17) y/o

asintéticos, topoldgicos, geométricos, etc. de la sucesion de aproximados, generada por ella.

En efecto, observemos que para toda iteracion de desglose aproximante (17),

= v+ A Ay L - A A 42 + AA)TAD, k=012,

T R

segun el punto 2 del Teorema 2, la interpretacion geométrica del limite finito de convergencia

global de la sucesion generada {X[k]}k:012 1T RN
o7 RN,
* ( -
im xK = x = arg min (x- x[o])v(x- x[o])l Arg min | Ax- b||§
k® +¥ x Arg min | Ax- b||§ A R"
¥ R"

* ) L
es lade que X es aquella de las soluciones del Problema General (1), mas cercana al punto

del iterado inicial x[o], de acuerdo a la distancia eliptica
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d(x, y)=\/(X- y)‘R/(x- Y)=”‘/\7(X' y1|2,

cualesquiera sean Al RM N ybl R™:ml N, m<+¥ynl N,n<+¥.

Se trata, pues, de hecho, de aproximaciones de una entre infinitas soluciones distintas, en

principio, del Problema General (1), via el replanteamiento de ese problema como su equivalente

binivel, siempre con solucién Gnica para cada A y D.

No es dificil constatar que la férmula (17) puede ser transformada en una muy semejante a una
version estacionaria y precondicionada de la del conocido “Método de Newton” [16] para la

solucién del Problema General (1),

] = bl e a ) g - |o||§gxzX k=012, (20)

[]

pero que, a diferencia de la férmula de este Ultimo, (17) constituye una iteracion estacionaria

*
globalmente convergente a una solucion X -en cierto modo ya predeterminada- del problema a

resolver, cualesquiera sean sus datos reales Ay b.

Ademas, resulta bien sugerente —de acuerdo con nuestros propoésitos - que la formula (17) puede
ser reescrita facilmente bajo un enfoque algebraico semejante al de “minimizacion de funcional
paramétrico” de la Regularizacion de Tikhonov para problemas con datos ruidosos [13, 15, 20,

21, 24, 39-41, 49] y resultar una féormula similar

MLl =arg min : AX - b||§+(x- x[k]?/_—AA':.x- < =012, (21).
A R"T e 2 @

Sin embargo, no es dificil percatarnos de la mayor fortaleza algebraica de la formula (21) en

relacion con sus similes Tikhonovianos (12) y (13), toda vez que la matriz real y simétrica

V- AA
——— del segundo término de la expresion (21) puede no ser definida positiva ni, incluso,

semidefinida positiva.
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2.5. Casos especiales notables de iteraciones de desglose aproximante.

La legitimidad de esa semejanza es evidenciada con las demostraciones de los Teoremas 3y 4

para el caso de las versiones estandar (12) y no-estandar (13) (con V =2l + AAy
V=2ID'D+AA respectivamente, donde | T R, | >0, DT RY " g1 N: tal que

NuII(A)(; NulI(D) :{O}) de la férmula de la Regularizacion Iterada de Tikhonov tanto en el

sentido de Oganesian-Starostenko [41], como en el de Shock [21, 24]; la cual, a su vez, coincide
con la formula iterativa de versiones estacionarias del Método de Punto Proximal [8, 25, 38, 45]

para la solucién del Problema General (1).

Otro ejemplo notable es el caso especial de las iteraciones de desglose aproximante para

soluciones minimocuadraticas lineal es de norma euclideana minima (Definicion 4) (con V =11,

donde | T R, | >0y X[O] =0); cuya convergencia a soluciones del Problema General (1) es

demostrada en el Teorema 5.

Definicion 4 (“lteracién de desglose aproximante para soluciones minimo-

cuadraticas lineales con norma euclideana minima”).

Sea | | R, | >0, un escalar arbitrario dado. Definimos como iteracion de desglose
aproximante para soluciones minimo-cuadraticas con norma euclideana minima toda iteracion

estacionaria lineal

=+ aay - A 201+ AA)yIAD, k=012,
X[O] =0,

para la solucion de sistemas normales de ecuaciones,
A'Ax = Ab,

cualesquierasean AT RM™ "y bl R™: ml N, m<+¥ynl N,n<+¥ A.

Notemos que, de acuerdo al caracter estacionario lineal de las iteraciones de desglose

aproximante, el parametro | no varia con el paso de iteracién “K” y, por tanto, podemos
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legitimamente asumir K =0 para facilitar la determinacion numérica de | . Asi, por ejemplo,
tanto en el caso de las versiones estudiadas de la formula de la Regularizacién lterada de

Tikhonov, como en el de la férmula de la iteracién de desglose para soluciones minimo-

cuadréticas lineales con norma euclideana minima, el parametro | puede ser hallado, por
ejemplo, mediante cualquiera —en principio- de los métodos y procedimientos, que aparecen en
la literatura calificada pertinente (por ejemplo [15, 17, 18, 21, 23, 24, 39, 40, 56]). Al respecto,
debemos puntualizar que, tanto en el caso de la férmula tanto de la version estandar de la
Regularizacion Iterada de Tikhonov, como de la iteracién estacionaria lineal de desglose

aproximante para soluciones minimo-cuadraticas con norma euclideana minima, el valor

concreto que toma | influye solamente en la geometria de la trayectoria de la sucesion

{X[k]}k:012 I R" de iterados de desglose aproximante.

Debemos afadir que, aparte de los casos especiales notables estudiados aqui, las férmulas de
otras iteraciones de uso amplio y de gran actualidad pueden ser derivadas también como casos

especiales de iteraciones de desglose aproximante [34].

2.6. Teoremario del capitulo.

Teorema 1 (Propiedades de convergencia y asintoticas notables de las
iteraciones de desglose aproximante).

siVi R™ " es una matriz definida positiva arbitraria dada, entonces toda iteracién de desglose

aproximante

= v+ A Ay L - A A 42 + AA)TAD, k=012,
para la solucion del sistema normal de ecuaciones
AAx = Ab,

cualesquiera sean Al RM N ybT R™.ml N, m<+¥ynil N, n<+¥, cumple que
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-7 R gx T Arg mn ||Ax tﬂ |kl®|m¥ K =
+

5. Kl x*,HAx[kJ'l] - b“z <HAx[k] - bHZ.
2 2

3. " x0T R, lim A'(Ax[k] _ b):
k® +¥

a-" x0T RYfim
k® +¥

A (Ax[k] ; bl‘z =0

5. x(l7 Range(Z(\/ + A A)'lA'A), Jm xKl = arg ||(«/_ )x" X .

+¥ xI Arg min ||Ax b|2
A R

o

0 Oy ,

_Hx[k] ] X*Hz £|R) 1%%@ + 32)'152 o?+ (R Hx[kﬂl i X[k]Hz’ K=012,;

31

00
donde Lg —R Si Rrank( AY rank(A), es la factorizacion de la SVD de la matriz

AWt

Demostracion.

Segun las definiciones 1y 2, toda iteracion de desglose aproximante

= v+ A Ay L - A A 2oy + AAY TAD, k=012,
para la solucién de un sistema normal de ecuaciones

AAx=ADb,
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es una iteracién de desglose, cuya matriz de desglose Q es la matriz de desglose aproximante
V+AA
2

Q=

No es dificil constatar que la matriz Q + Q'- A'A es definida positiva. En efecto,
Q+Q-AA=V

donde, por hipétesis, V es definida positiva.

Luego, toda vez que

: 2
Arg rlnlgnnAx q|2 Lf,

tiene lugar cualesquiera sean Al Rm' ny bl R™M, entonces, segln los Teoremas 7, 8 de
Dax [10] y los incisos a), c), €) y h) de su Teorema 9 [10], los seis puntos que aparecen en el

enunciado del presente teorema son satisfechos A .

Lema 1 (Refactorizacién de toda matriz de iteracion de desglose aproximante).

sea Al R™"™ ml N, m<+¥y nT N, n<+¥.si VI R" " es una matriz definida

positiva arbitraria dada, entonces la matriz

H=(V+AA V- AA),

cumple que

1. Existen una matriz T1 R™ " no singular y una matiz J1 R" N diagonal,

&, 0 - 08
S . . oo
J :g: ,2 ) -, tales que H =77,

€0 0 - ins
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2. [jil <L i=12-rank(A) ¥ |jrank(a)+i| =1 1 =120 rank(A).

Demostracion.

Sea

" rank(A)

-1 ~
la factorizacion de la SVD de la matriz A(«/\7) , donde Sl Rrank(A) . Luego,

1

i = () BN B E & - Bl o) Y )-

e o g

g 0 In- rank(A) g

Asi, si tomamos

8
'—\

"o

o
o

DO O O O
O Y O .
S5 o
[ R Ca |
©-0-0f
1
N
_
+
(0))
N
~—
[EEY
0)]
N
o
[ e}

resulta que

H=T"1T A
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y, por ende, que
lil| <1, i =12 rank(A) y |jrank(A)+i|:1, i=12,---,n- rank(A) A».

Lema 2 (Existencia y wnicidad de las soluciones de los problemas de Minimos

Cuadrados lineales del tipo “GoalAttainment” definido positivo a dos niveles).

Sean Al Rm'n, bl Rmy X1 Rn; mi N, m<+¥ y ni N, n<+¥ . Consideremos el

problema de Minimos Cuadrados lineales a dos niveles

min (x- X)V(x- X),
xi Arg min || Ax- b|§
A RN

donde V1 R" M. silamatriz V es una matriz definida positiva arbitraria dada, entonces

i U
1.- Arg min (x- X)V(x- 7()=%arg min (x- X)V(x- 7();,
X Arg min | Ax- b3 [ A Arg min|Ax- b i
xRN i X RN b
] 0 4
2carg  min(x- R)V(x- %)= (RW) B W+
X Arg rpinnle- b||§ 0 In-rank(A) g

X R

-1
+ A+b ,donde R es la matriz-factor derecho de la SVD de A(J\7) .

Demostracion.

Por definicion del Problema General de Minimos Cuadrados lineales en dimensiones finitas sin
restricciones [5, 6, 16, 18, 48],

Arg min |Ax- b =1 R"| A Ax = AD).
A R"
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Luego,

Arg min (x- X)V(x- X)=Arg min (x- X)Vv(x- X).
M Arg min | Ax- b3 xi {xT R”|A'Ax:A'b}
A RN

Observemos que en la parte derecha de la anterior igualdad aparece un caso especial de
problema ya investigado en la Programacion Matematica Convexa, conocido como Problema de

Programacion Cuadratica del tipo “goal-attainment” con restricciones lineales [16]

i b Rrr1nli/rA]' Ax:A'b}(X- %)V (x- %):

en cuyo caso, sila matriz V' es definida positiva (condicion necesaria y suficiente de existencia y
unicidad de un punto de minimo [16]), entonces no solamente

Arg min (x- X)V(x- ) f,
) {xT R”|A‘Ax=A'b}

sino que, también,

Arg min (x- X)V(x- >~<)=]|:arg min (x- X)V(x- % P.
) {xi R”|A'Ax:A'b} f o« {xi R”|A'Ax:A'b} '

Obviamente, por las mismas razones recién aducidas,

arg min (x- X)V(x- X)=arg min

o ) 2(x- X)V(x- X).
X {xl R”|A'Ax:A'b} X Arg min | Ax- b|;
N R

Por tanto,

i

arg min (x- X)V(x- 7();, Aq.
x Arg min | Ax- b||§ T
x RD b

Arg min (x- X)V(x- X)
X Arg minn|Ax- b||§
X R

—_) i —— —

35
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Aqui, después de imprescindibles transformaciones basadas en las factorizaciones de Cholesky

-1
de V [18, 48] y de la SVD de A(J\7) , ho es dificil obtener, con ayuda de los multiplicadores

de Lagrange [16], que

- 139 0 ¢ —\-
gO In- rank(A) E(R N)X AT

x- RV (x- %) = (RW)

arg min (
xi {xl R"|A Ax= A'b}

-1
donde R es la matriz, factor derecho de la SVD de A(«/\7)

Pero, como ya habiamos visto,

arg min (x- X)V(x- X)=arg min (x- x)v(x- X).
X0 {xT R" A Ax= A'b} X Arg min | Ax- b|3
X RN
Por tanto,
arg min (x- X)V(x- X)=
X Arg min ||Ax- b||§
A RN
= (R'J\T)'la@ ° g(R'J\T)i+ A'b A,.

éo I'n- rank(A)

Teorema 2 (Propiedades aproximantes de las iteraciones de desglose

aproximante).

siV1 R™ " es una matriz definida positiva arbitraria dada, entonces toda iteracion de desglose

aproximante

= v+ A Ay L - A A 4o + AA)NTAD, k=012,
para la solucion de sistemas normales de ecuaciones

A Ax = Ab,
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cualesquiera sean AT R™ "y bT R™ mi N, m<+¥ y nl N, n<+¥, posee las

siguientes propiedades aproximantes:

L-"t1T Nt <+¥,

] = ((v + AR LV - AcrA)) x[°] +§ i ((v + AR LV - A(]A)) §A+b.

2 fim X< =y = arg min (x- x[°] )V(x- x[o]).
k® +¥ xI Arg minn||Ax- b||§
X R

3.- x[k] 1 x*, H(«/VXX['(H] - x*li <H(«/\7Xx[k] - X )E k=012

- + 82)- 1823‘2“(«/V)(X[k] - X )E k=012,--; donde
2

H )( [k+1]

<L ff
& - |+s2 13231

e

2

5.- Hx[kﬂ] x| £
2

£ H (R' «N) ! zﬂu[(RW)X[O] ]]_'rank(A) -S l[l—(b]].'rank(A)H2 ,

1
| - 2(| +52) s?
2

k=012 I-2(I+82) s?

06 A .
<1, donde Lg —R' si rrank(A) rank(A) o\
2

-1
factorizacion de la SVD de la matriz A(«/\7) .

Demostracion.
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& 00 -1
Sea L “R' la factorizacion de la SVD de la matriz A(«/\7) , donde

g 05
Si Rrank(A)' rank(A)_ Luego, la férmula de las iteraciones de desglose aproximante
<t = v+ A Ay L - A A 42y + AA)TAD, k=012,
puede ser reescrita asi:
_ 2112 0
Jotl (e 8- A st 0 Y g,
g 0 I'n- rank(A) g

+(R'«/\7)_1g:é(l +SZ)-1S O%LCD, k=012, .
0 Og

Observemos que, debido al caracter estacionario lineal de toda iteracidon de desglose

aproximante, al retroiterar desde K hasta cero, obtenemos

) LK+l 0
] (R' «/\7) 1% - 2(| +SZ) 1823 0 %(R‘ J\7)x[0] N
8 0 In- rank(A);
e k _ LK+1-t i )
+ (R-N)'1§2§1§ A +s?) 1523 h+s2)'s Oiw k=012
£ 0 0p

es decir, obtenemos X[k ]1 como la (k +1)- ésima suma parcial de una cierta progresion

geomeétrica mdltiple,

) LK+1 0
o +s?) 1523 I TR

0 I'n- rank(A) g

K<t = (R«/V) !

DO OO
D0
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o2e 1 k+lg ) 9
+(R'J\7)'lg§"§f 2+ 522 fl 40, k=012
3 0 05

Portanto, " t T N |t < +¥ , tiene lugar que

Xt = ((v + AR) (v - Am))‘ X[l +§? - ((v +AR) (v - A(JA)) 9A*b A,.

7]
Como ya habiamos visto antes,
5 20,k+1
k+1] _ (o A7) 18 2(|+s)s. 0 . 0
bl i - : T
8 0 In- rank(A) g
K+l ¢ 0
1 0 0
(;g 2 20 -1 AT
+(RJ\7)1 ' g? 2('+S) Sé S %o, k=012
7] +
g 0 05

a& 00 -1
donde LgO O—R es la factorizacion de la SVD de la matriz A(«/V) ,
(%]

Si Rrank(A)’ rank(A)_ Luego, segln el punto 2 del Lema 1,

k+1 6

[im x[k+1] = lim (R VV) 1% (I + Sz)'lszg 0 j(R‘«/V)x[O] +

(7]

k® +¥ k® +¥ g 0 L ran(A)
e } K+ 9
+ lim (R'N)'lgé' ] ga? 2 +s?) 182?5 S 0D 4=
k® +¥ g 0 2 Og
, 188 0 LTy 1Es s 09
(R N) éo In- rank(A QRN)X[O] * (R N) é OELQJ
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) -1 90
Teniendo en cuenta que A" = (RN) 1? OjLG; al hacer las sustituciones pertinentes,
0 Ogh
obtenemos
] 0 N
im el = (R ) 120 AR KO+ At
K® +¥ §0 I'n- rank(A) g

y, por tanto, segun el Lema 2, obtenemos finalmente

im  x[k+4 =arg min (x- x[o])v(x- x[o])
k® +¥ xi Arg min || Ax- b|§
A R"

cualesquiera sean Al Rm’n, bl Rmy X[O]T R" As.

Segun el punto 1 del Teorema 1, la sucesion {X[k]}k:012-~-] R" de toda iteracion de

- ; T pmn T pm
desglose aproximante es globalmente convergente, cualesquiera sean Al R y bl R™:

es decir,

T R T A min [ax- g2 tim (M =
xi RN k® +¥

Por eso, x* es un punto fijo [5, 48] de toda iteracion de desglose aproximante y, por ende,

cumple que
x =V +AR) 1V - An)X" +2( + An) A,

donde la matriz (V + A@\)'l(\/ - A(IA), que aparece en el miembro derecho de la igualdad

anterior, es la matriz de iteracion de desglose aproximante. Asi, tiene lugar la igualdad

kel = (v am) Y- pe)K LX) k=012,
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& 00 -1
Sea L —R' la factorizacibn de la SVD de la matriz A(N) , donde

go Og

Si Rrank(A)' rank(A)_ Como consecuencia del punto 1 del Lema 1, la igualdad anterior puede

ser reescrita como

_2(|+52)'182 0 :(R. X[k] )

0 In rank

e

1
('DA'OV(Z?B

k=012,--;
cualesquiera sean Al R™ N bl Rmy X[O]T R".
Por ende,

g o s
3 fi+s?'s? o —(NX[k]

e 0 In rank >

H( Nxx[kﬂ] ] XE

k:O,lZ,"‘;

*
Pero, de acuerdo al punto 2 del Lema 1, " Kl 1 ,

D A . ' .
: ds'st o 1R - H(Rm(x[kl-xrj

In rank

Por tanto,
* * 2 * 2 .
K1y ,Hﬁ(xlkﬂl- X } <Hﬁ(x[kl- X }\ k=012 As
2 2
& 00 1
Sea Lgo ogR' la factorizacion de la SVD de la matriz A(«/\7) , donde
a

Si Rrank(A) rank(A)_ Como habiamos visto ya en la demostracion del punto anterior,
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(R.N)(X[k+]1 ] X*):(;*f - 2(| +32)'132 0 :(R. X K] )

0 In rank
k=012,

D~O

42

cualesquiera sean AT R™ " bl RMy X[O]T R". Pero, por la propiedad distributiva del

producto de un vector con la suma de matrices,

(e e X*):?gﬁ- A+’ o il ¢ )s
Og

0

+a@ 0
§0 In- rank(A) g

SRW ) - <)
Ademas, como consecuencia del punto 2 de este teorema,

l(R"/V)(X[kﬂ] - X )Jrank(A)+Ln =l(R"/\7)(X[k] - X )Jrank(A)+ln =0, k=012

Luego,
RJ—X [k+1] _ )zg 2(I +052)'152 ggtR,NXX[k]_ X*),
2
k=012,
De donde,
412
H(RW k] JE £ g 2(' +082)182 ngH(R«/V M- XE
y, por tanto,

H«/V(x["ﬂ] X‘ HI 2(|+82) s2 H«/_ ( [kl . 1‘2
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k=012 -;

-1 .
| - 2(| +82) s?| <1 Ay

2

donde, segun el punto 2 del Lema 1,

& 09 -1
Sea Lgo OiR' la factorizacion de la SVD de la matriz A(N) , donde
(%}

Si Rrank(A) rank(A)_ Como ya habiamos visto en la demostracion del punto anterior,

(R‘JVXx[k+1] - x*)= g? - 2(' + SZ)-lSZ O%R'«/V)(x[k] - X )
& 0 Oy
k=012 .

De donde, después de retroiterar hasta k =0, resulta

LK+l

& N)(X[kﬂ] ] X*):§ - 2(| + 32)152§ OE(R- N)(x[o] ] X*)
& 0 O
k=012
y, por ende,
_ k+1
el = (R 4\7)-1% - 2(| + 82) 1823 O%(R. JV)(X[O] ) X*}
& 0 Op
k=012---.

Aqui, de acuerdo al punto 2 del presente teorema, al punto 2 del Lema 2 y al hecho de que

1 "

-1 0

At = (RW) gs OjLQ después de hacer las necesarias transformaciones, obtenemos
0 Og

S (o] '1$rank(A) 0':' [0]+ -198571 09
X - X (RW) £ OgRW)X (RW) §0 OEL(b
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y, COMO consecuencia,

*

X[k+1] - X =

LK+1 0
= (RN) l% B 2(' + 82) 1823 (I(RW)X[O]]Irank(A) - S l[l-(b]l'rank(A))E
& 0 o

Por tanto,

Hx[k+1] x| £

2

l - Z(I +32)'152 Z+1“[(RW)X[O]]1;rank(A) - S l[l—(b]l:rank(A)Hz?

o[,

-1
donde, segln el punto 1 del Lema 1, tiene lugar que ||| - 2(| + 82) 52 <1, cualesquiera

2

sean AT R™ " bl RMy X[O]T R" As.
Corolario 1 (Decrecimiento estricto de la distancia entre iterados vecinos).

siVi R™ " es una matriz definida positiva arbitraria dada, entonces toda iteracién de desglose

aproximante

= v+ A Ay L - A A 42 + AA)TAD, k=012,
para la solucion del sistema normal de ecuaciones
AAx = Ab,

cualesquiera sean Al RM N ybl R™.ml N, m<+¥ynl N, n<+¥, cumple

que
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X[kllX[k-ll,H(N)(X[kﬂ]_XMM “ (W)[lK - ! ﬂ}‘z,kzl,z,g,..._

Demostracion.
& 00 -1
Sea Lgo O—R la factorizacion de la SVD de la matriz A(«/\7) , donde
(%]

S]) Rrank(A) rank(A)' Como ya habiamos visto, la férmula de las iteraciones de desglose

aproximante
= v+ A Ay L - A A 42 + AANTAD, k=012,

puede ser reescrita asi:

k] :(r-z'«/V)'lga[f - 2(' +Sz)_132 0 ‘(R' N+

- 0 I'n- rank
+[RWW) 1892(' * 32)_15 Ochb, k=012,

0 0y

No es dificil comprender que al restar de esta identidad la correspondiente al paso anterior, y

premultiplicar la identidad resultante por (R«/V) obtenemos

[l )T -2+ 's? o jR- e

0 I'n- rank(A)
k =123 ---.

D~

De donde,

“(RN)(x[k+ﬂ i x[k]]E - g? z(l +32)'152 0 %R NXX[k] ke

e 0 In- rank(A) g 2
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Pero, de acuerdo al punto 2 del Lema 1, tiene lugar que

2

F-odes]'s? 0 Yo ). e <[l - b1
g 0 In-rank(A); 5 ?
Por tanto,

n o lk] 1 X[k'l]' “(Nxx[k+1] - X[k]}‘z < H(«/V)(X[k] - X[k-]]l‘z’ k=123, . A

Teorema 3 (Limite de convergencia global de la sucesion de la Regularizacion
Iterada estandar de Tikhonov).

Ssil T R, | >0, es un escalar arbitrario dado, entonces la sucesion {x[k]}k=012 1 RN

generada por la versién estandar de la férmula de la Regularizacion Iterada de Tikhonov en el

sentido de Oganesian-Starostenko,

x[k+1] =arg mn l AX - b||2 +| HX X[k]H , k=012

X R™M

cumple que

lim x[k]:arg H mxx X[O]l‘

k® +¥ Xl Arg m|n |Ax b||2

cualesquiera sean Al RM N ybT R™:mi N, m<+¢ ynl N,n<+¥.
Demostracion.

No es dificil constatar que si | ] R, | >0, es un escalar arbitrario dado, entonces toda matriz

V =21 | + ACA es definida positiva, cualquiera sea Al R™ - mil N, m<+¥ y nl N,

N < +¥ . En efecto,



Iteraciones de Desglose para la Aproximacion Robusta de Soluciones Minimo -Cuadréticas Linealesen 47
Dimensiones Finitas. Felipe Marti L opez.

(Dx)(21 1 + A®)Dx 3 21 D45 >0, " DxT R", Dx* 0.

Tampoco es dificil percatarnos que, con esas mismas premisas y segun las Definiciones 1y 2, la

matriz

+ 1
2+ an=Y AR

constituye la matriz de desglose aproximante de la versién estandar de la féormula de la
Regularizacion Iterada de Tikhonov en el sentido de Oganesian-Starostenko, como iteracion

estacionaria lineal de desglose aproximante,

< =1 (21 + ) I+ (21 + AR 2A®, k=012, -,

Por tanto, de acuerdo al punto 2 del Teorema 2,

T+ mea)e <)

lim x[k] =arg min

k® +¥ xi Arg min || Ax- b||2‘
x RM

2

cualesquiera sean Al RM N ybT R, ml N, m<+¢ ynl N,n<+¥ A.

Teorema 4 (Limite de convergencia global de la sucesion de la Regularizacion

Iterada no-estandar de Tikhonov).

si | TR, | >0, es un escalar arbitrario, entonces la sucesion {X[k]}k2012--~i R",

generada por la version no-estandar de la formula de la Regularizacion Iterada de Tikhonov en el

sentido de Oganesian-Starostenko,

i

i 2
<+ arg min i Ax - b||§+| HD(X- x[k]lzf\’;, k=012,;

xI R

cumple que
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2
lim x[k] =arg min “(«IZI D'D+ A(IAXX- x[o]}‘ :
k® +¥ Xl Arg min ||Ax- b|§ 2
A R"
cualesquiera sean Al RM N y D1 R N , tales que

Null(D) ¢ Null(A) = {0}

ybl R™ ml N, <+ yni N, n<+¥.
Demostracion.

No es dificil constatar que si | ] R, | >0, es un escalar arbitrario dado, entonces toda matriz

V =2 D'D + A(A es definida positiva, cualesquiera sean Al RM N y DI R "'ml N,

m<+¥ ynl N, n<+¥;tales que

Null (D) ¢ Null(A) ={0}.

En efecto, si Null(D)C Null(A)={0}, entonces sean LaT RN y Lpl R" M,
SAT Rrank(A)' rank(A) y SDT Rrank(A)' rank(A), S,%\+S|% = ank(A) ¥ Ri Rn’ N ho-

singular, los factores de la Descomposicidon en Valores Singulares Generalizados (GSVD) de las

06 06
matrices Ay D [18, 24], A= LAgaéA gR'ly D= LA§§D gR L por tanto,
0 Og 0 Ig

(0x)%2 D'D + AR)Dx = (2 +1ﬂR' 1Dx”z >0, "Dxi R", Cx* 0.

Tampoco es dificil percatarnos que, con esas mismas premisas y segun las Definiciones 1y 2, la

matriz

DD+ AR=LTAA
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resulta la matriz de desglose aproximante de la version no-estandar de la formula de la
Regularizacién Iterada de Tikhonov en el sentido & Oganesian-Starostenko, como iteracién

estacionaria lineal de desglose aproximante,

skt 2 (?D'D + AA) 1o pxlkl + (?D'D + A®) 1Ab, k=012,

Por tanto, de acuerdo al punto 2 del Teorema 2,

lim x[k] =arg min
k® +¥ xI Arg min ||Ax- b|
A R"

|vzoo AR LI

cualesquierasean AT RM™ Ny DT R N tales que

Null (D) ¢ Null(A) ={o}
ybT R, ml N, m<+ ynl N, n<+¢ A,

Teorema 5 (Las soluciones minimo-cuadréaticas lineales con norma euclideana

minima como limites de convergencia global de iteraciones de desglose

aproximante).

sil T R, | >0, es un escalar arbitrario dado, entonces la sucesion {x[k]}k:012 1 R"de

toda iteracion de desglose aproximante para soluciones minimo-cuadraticas lineales con norma

euclideana minima
= (11 AA) 11 - A £ 241+ AA)SIAD, k=012,
desde

X[O] =0,
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converge a la Unica solucién con norma euclideana minima del problema

: 2
min ||Ax- bl
T Rn” "2

cualesquierasean AT R™ Ny b R™: mi N, m<+¥ynil N, n<+¥.
Demostracion.

No es dificil constatar que si | | R, | >0, es un escalar arbitrario dado, entonces cualquier

matriz V =| | es definida positiva. En efecto, si | T R, | >0, entonces

(D)% 1)Dx =1 x5 >0. " DxT R", Cx* 0.

Con esas mismas premisas, tampoco es dificil percatarnos que, segun las Definiciones 1, 2 y 4,

la matriz

_VHAA_ A+ AA
2 2

resulta la matriz de desglose aproximante de la iteracion de desglose aproximante para

soluciones minimos-cuadraticas lineales con norma euclideana minima,
<t = (e aa)y 20 A A 4211+ AA TAD, k=012,

Por tanto, si x[o] =0, entonces, de acuerdo al punto 2 del Teorema 2,

jim x4 = arg min I ||x||§
k® +¥ X Arg min | Ax- b||§
x R"
cualesquiera sean | 1 R, | >0, Al RM N y bl R™ mi N, m<+¢ y nl N,

n<+¥ A.
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Figura 1. Representacion geométrica en dos dimensiones de la solucién de todo problema de

Minimos Cuadrados lineales del tipo “goal -attainment” sin restricciones a dos niveles.

| (o *"'—';ﬁr—j

(+B1 - B yeI -0

Figura 2. Esquema en dos dimensiones de la trayectoria de toda iteracién de desglose

aproximante.
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[
2

T
"

T

I i 0]
.;E\\xf e
Tl T y

(xr:kh_xrﬁc}in]][w + A4 (xrskh* _ il ]]

o ~

52

Figura 3. Esquema en dos dimensiones de las trayectorias de una sucesién de la Regularizacion

Iterada estandar de Tikhonov y de una de la iteracion de desglose aproximante para soluciones

minimo-cuadraticas con norma euclideana minima.
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3. SEUDOITERACIONES DE DESGLOSE APROXIMANTE EN LA
APROXIMACION ROBUSTA DE SOLUCIONES DEL PROBLEMA GENERAL
DE MINIMOS CUADRADOS LINEALES EN DIMENSIONES FINITAS SIN
RESTRICCIONES*,

3.1. Sumario del capitulo.

En este capitulo, sobre la kase de los resultados del capitulo anterior, son introducidas las
seudoiteraciones de desglose aproximante como aplicaciones continuas [47] entre ciertas

estructuras espaciales; cuya propiedad de continuidad respecto a los valores singulares de la

matriz A(«/\7) ! es demostrada y sirve asi de fundamento para la definicién de una nueva clase
de férmulas de célculo directo para la aproximacion robusta de soluciones del Problema General
del mismo nombre. Adicionalmente, es argumentada una proposicion heuristica orientada a un
compromiso entre precisién y estabilidad numéricas de los aproximados calculados por las

féormulas de la nueva clase.

3.2. Las seudoiteraciones de desglose aproximante como aplicaciones

paramétricas continuas de R™ """ RMen R".

Los resultados del tipo Regularizacién de Tikhonov obtenidos (Teoremas 3, 4 y 5), llevan nuestra
atencion sobre aquellas propiedades de los iterados de desglose aproximante, que estan

vinculadas con la robustez numérica; es decir, con la continuidad [47] de su dependencia de los
. ) -1
valores singulares de la matriz A«/\7 [56].

Por ello, procedemos a la investigacién de las propiedades de la formula (19) de la

seudoiteratividad en cada paso finito dado (punto 1 del Teorema 2) como una aplicacién

paramétrica j v xt (Ab),

12| os resultados, presentados en este capitulo, aparecen publicados en [35].
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, V,Xt
vz (AB):RT T R™S RN,

i vzt (Ab)= ((v + A®) v - A(IA)) >~<+§ - ((v + A®) v - A(IA)) §A+b 22),

donde VI R™ ", X1 R" y t1 Z+, t <+¥, son respectivamente una matriz definida

positiva, un vector, y un escalar arbitrarios dados; aplicacién que denominamos “Seudoiteracién

de Desglose Aproximante”, tal que si {x[k]}k:0 12, I R" es la sucesion de una iteracion de

desglose aproximante (17), entonces " t 1 z* [t <+¥,
t .
xt] =i v 9 ¢ (Ab) @3).
Definicion 5 (“Seudoiteracion de desglose aproximante”).

Sean Al RMN y b1 Rm,donde mi N, m<+¥ y nT N, n<+¥ . Definimos como

seudoiteracion de desglose aproximante toda aplicacion paramétrica

, V, Xt
ivzi(Ab):R™" R™ 5 R

tal que

i vt (A,b):( +AA)HV - A'A)) X+l - ((V + AV - A'A)) §A+b*

D0

donde VI R™ ", X1 R" y t1 Z+, t <+¥, son respectivamente una matriz definida

positiva, un vector, y un escalar arbitrarios dados A .

Definicion 6 (“Seudoiterado de desglose aproximante”).
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Sean Al RMN y b1 Rm,donde mi N, m<+¥ y n1 N, n<+¥ . Definimos como

seudoiterado de desglose aproximante cada elemento del conjunto imagen de toda

seudoiteracion de desglose aproximante j \; ¢ (A, b), donde VI R" "XT R"yt1 z*%,
t <+¥, son respectivamente una matriz definida positiva, un vector, y un escalar arbitrarios

dados A .

Definicion 7 (“NUmero de seudoiterados de desglose aproximante”).

sean AT R™ "y bl R™ donde ml N, m<+¥ y nl N, n<+¥ . Definimos como
nimero de seudoiterados de desglose aproximante al parametro escalar, t Tzt , T <+¥ , de

toda seudoiteracién de desglose aproximante J v/ x t (A, b), donde VI R" "y XT R", son

respectivamente una matriz definida positiva y un vector arbitrarios dados A.

Definicion 8 (“Aproximado de referencia’?).

sean Al R™ "y bl R™ donde mi N, m<+¥ y nT N, n<+¥. Definimos como
aproximado de referencia al parametro vectorial X1 R" de toda seudoiteracion de desglose

aproximante J v xt (A, b), donde V1 Rnl Ny tT Z", t <+¥, son respectivamente una

matriz definida positiva y un escalar arbitrarios dados A.

3.3. Las seudoiteraciones de desglose aproximante y la seudoiteratividad
de las iteraciones de desglose aproximante.

Obviamente, debido precisamente a ese vinculo esencial (23) con las iteraciones de desglose

aproximante, las seudoiteraciones de desglose aproximante poseen la propiedad de ser

13 A diferencia del “aproximado inicial” definido en la Regularizacion de Tikhonov [15, 21, 24, 49],
aqui el aproximado de referencia no tiene que ser un aproximado de la solucion seudoinversa (o
sea, de una solucién minimocuadrética lineal de minima norma), sino un punto del espacio de
aproximados de las soluciones —-minima norma o no- del problema original, que sirva de
referencia a una de ellas.
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estrictamente descendentes (punto 1 del Teorema 6) y estrictamente aproximantes (punto 2 del

Teorema 6). Luego, si

O<<t <+¥,

entonces
v (A0)- of << - o
y
ks < - ¢

= e .z * e
donde asumimos que el aproximado de referencia X difiere de la solucion X y es algin
aproximado que tratamos de mejorar.

Sean VI R" " X1 R" ytl ZT, t <+¥; respectivamente una matriz definida positiva, un
vector y un escalar arbitrarios dados. De acuerdo a la definiciéon de seudoiteraciones de desglose
aproximante (Definicion 5) y al Teorema 7, | V, Xt €S una aplicacién paramétrica de

RM N RMen RN: que depende continuamente [47] de los valores singulares de la matriz

A(J\7 ) l;

"(AB)T R™M RMy il N, 1£i £ rank(A)-
( , ) & 00

(Rt o o_Lb;_

lim
[diag(S)] +1rank (a) ® +O

Li L'b:;

(R'«/V) (R«/_xtg;aﬁ]lI OS ;
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_ 00 "
donde A(N) 1 = L§ ogRQI es .la factorizacién de la SVD de la matriz A(\/\7) 1. Por tanto,

(7]

segun la Teoria de Aproximaciones y la de Perturbaciones [5, 6, 15, 18, 48, 49, 56], | V,Xt €s

una aplicacién paramétrica continua [47] respecto a los datos Ay b del Problema General (1)

) ('Z" 5)T R™ M R™, (A ng‘(A Bf vzt (Ab) =y ¢ (AD)

Méas detalladamente: para todos A y b, cualquiera sea 0<e << +¥ , existen al menos

0<dp <<+¥ y 0<dp <<+¥ ,tales que
[A- Al £dalb- ], edy )b (jv.ze (AD)-i v (A,BMZ £e)

Luego, | v xt €s una aproximacion numericamente robusta; es decir, cualesquiera sean los

datos A y b del Problema General (1), perturbaciones acotadas (“pequefias”) en ellos
repercutirdn solamente como cambios acotados (“pequefios”) en la imagen [6, 15, 18, 48, 49,
56]:

No es dificil constatar que, gracias a la propiedad de continuidad demostrada, la matriz

(RW) ', (SIRW)

Q 1O
o
-0

Fy (s):%e" - 2(' +52)_152
& 0 0

Q.'.

cumple algebraicamente en

e (%]
8 0 I'n- rank(A) g

_ .t o)
v (Ab)= (R'«/\T)'lg% oy +s2) ts2? 0 ng/V)ﬂ
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o2e ! 3 o) 9
+(R'N)'1g§' - gf i +2) 1323 ;ﬂsl e
g 0 05

un papel de filtraje numérico "t 1 Z7 |t <+¥ (Corolario 2);

ivze (AD)=(RW)H1 - Fr @RV +[RW)TF SRV )AMD (20

anélogo, por ejemplo, a la tarea de las matrices de filtro [19, 21, 24, 40] de las versiones

estandar (9) y noestandar (10) de la Regularizacién directa de Tikhonov. En efecto,

"iT N[LEi £ rank(A),

@-|F(St-1 0 0
~Jim - Fe(s)=¢ Fu )]1:i-1 N
[diag(S)ark ()@ O g 0 I i+1g
y
S)Ui-1 Oteps-1hi-1 b
~Jim Fi (s)S'1=8{Ft( )1:i-1 98% i1 OT,
[dlag(s)]i:rank (A) ®0 g O O i O OB
"tz |t <+¥.

Desafortunadamente, las propiedades de todo iterado de desglose aproximante (17) X[k],

k =01,2,---; demostradas en el Teorema 7 y en el Corolario 2, no tienen lugar en la solucién

X* del Problema General (1), el limite de su sucesion {x[k]}k:0 12 i R" (Teorema 8). En

efecto, no es dificil constatar que

im lim F,(S)st.

i ' Fe (5)s7te
3 i::rr];nk(A)® 0 t ( ) [diag(s)fi:rank(A)® Ot ® +¥

t ® +¥ [diag(S)



Iteraciones de Desglose para la Aproximacion Robusta de Soluciones Minimo -Cuadréticas Linealesen 59
Dimensiones Finitas. Felipe Marti L opez.

~ *
No obstante, si X es una solucion aproximada del Problema General (1) y t es un nimero de

iterados de desglose aproximante arbitrario dado; ambos asumidos o calculados previamente de
U

~ ~ *
algin mado (es decir, X » X*,pero Xt x yt " Z%, 0ft Ty ), entonces X ,

fi
X =y gt (Ab)

es, segun (23), una solucién aproximada numericamente robusta, calculada mediante la formula

(19), cualesquiera sean los datos Ay b de ese problema.

Es decir, las seudoireaciones de desglose aproximante son toda una clase de férmulas de

célculo directo para la aproximacion robusta de soluciones del Problema General (1) [35].

3.4. Casos especiales notables de seudoiteraciones de desglose

aproximante.

Asi, como ejemplos de casos especiales notables de seudoiteraciones de desglose aproximante

*
para t =1 podemos mencionar las versiones estandar (9),

U
* . 2 ~I12
< =g mn e o 41 [x- 33

=1 (AA+11) IR+ (AA+11) TAD,
y no-estandar (10),

U
< =arg min Jax- HZ + ol %)=
xI R

=1 (AA+I1D'D) ID'DX +(A'A+1D'D) L AD;
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de la férmula de la Regularizacion directa de Tikhonov, donde | T R, | >0; X1 R"y

DI RY ", g1 N;talque Null(A)C Null(D)={0} (Corolarios 3y 4).

3.5. Proposicion heuristica para la determinacion del numero de

seudoiterados de desglose aproximante.

A continuacién, presentamos una proposicién heuristica para la determinacién del nimero de

*
seudoiterados de desglose aproximante como el nimero de pasos t estimado a priori en que
la iteracion de desglose aproximante asociada alcanza un compromiso de precision versus

estabilidad numéricas de los iterados como aproximados de su solucion limite.

A pesar de los resultados de los teoremas demostrados, debemos sefialar que, en circunstancias

especiales —determinadas por la seleccion de X[O] y, especialmente, de V -, los iterados de
desglose aproximante, calculados ya sea mediante (17) o (19), podrian comenzar a presentar un

mal comportamiento ante errores de redondeo-truncamiento [5, 16, 18, 48].

La figura 4 muestra esquematicamente cémo una sucesion {x[k]}k:O 12... I R" de iterados

*
de desglose aproximante podria comenzar a describir, dentro de una vecindad de su limite X ,a

*
partir de un cierto t , una trayectoria de tipo “oscilatorio” o de “zig-zag”, semejante a las que
suelen describir muy conocidas iteraciones -por ejemplo, “Descenso por Coordenadas”,
“Descenso Acelerado”, etc. [16, 18]-, como manifestacion grafica de mal comportamiento

numeérico [16].
En efecto, observemos que si VI R™ " es una matriz definida positiva arbitraria dada,

entonces, segun la propiedad de seudoiteratividad de las iteraciones de desglose aproximante

(punto 1 del Teorema 2), "t 1 Z* |t <+¥,

=iy o, (ab)= [ + Aoy 2 - A X - (v + Ay v - aan) %D,
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. T pmMn 7 pm [0]7 »n o * y
cualesquiera sean Al R , bl Ry x4 R™. Luego, al ser el limite X de la sucesion

{X[k]}k:0 12,... I R"un punto fijo de toda iteracion de desglose aproximante (17), tomando en

cuenta el punto 1 del Lema 1, tenemos que

15 =) 1% ] z(l +s.2)'1529I 0 ?(R «/\7Xx[°] o )

a
8 0 I'n- rank(A) g

] 06 _
donde A(«/V) ! = Lgaf gR es la factorizacion de la SVD de A(«/\7) 1
(%]

O 3
Al considerar detenidamente las dos igualdades anteriores sobre la base del resultado del punto

2 del Lema 1, de los resultados de decrecimiento estricto del Teorema 2 y del Teorema 9, no

gueda ninguna duda de que, en general, si k ((V + ACIA)' 1(V - A(IA))l 1, entonces, el aumento

del nimero de iterados de desglose aproximante t conlleva a que

t] .. .
Todas las componentes de X[ ] tienden monotonamente a su valor correspondiente en el

*
limite X a velocidades, en principio, muy distintas.

”«/V(X[I] - X1| decrece estrictamente; o sea, la precision de X[t] mejora monotonamente
2

*
como aproximado de X .

La condicionalidad de la matriz potencia ((V + A(IA)' l(V - A(]A)) empeora monotonamente

*
durante el acercamiento de X[t ] al limite x .

Luego, la simultaneidad de estos tres procesos significaria la no-conmensurabilidad de las

magnitudes de error relativo por componente [6, 16, 18] de cada iterado dentro de una cierta

* * *
vecindad de X , a partir de un cierto t , O£t < +¥ (Teorema 9); por ende, en las
circunstancias reales del célculo en precision finita (con truncamiento-redondeo), esa

simultaneidad podria conllevar a un mal comportamiento numérico, causado -segun Fletcher
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[16]- por la pérdida de las correlaciones numéricas verdaderas entre las componentes de cada

iterado.

Asi, el Teorema 9 aporta una explicacion verosimil del posible mal-comportamiento numérico de

los iterados de desglose aproximante Xh ] al tender a su limite, basada en las circunstancias de

la transicion de esos iterados desde su continuidad para todo t <+¥ (Teorema 7) hacia su

-1
discontinuidad en t =+¥ (Teorema 8) respecto a los valores singulares de A(J\7) .

Luego, para la determinacion de numeros de seudoiterados de desglose aproximante t*
pueden ser legitimamente derivados criterios de parada a priori, basados en la idea de la
imposicidn preventiva de un tope superior para el numero de condicién de la matriz potencia de
iteracion de desglose aproximante, aprovechando la relacién directa del mejoramiento de la

precisién de los aproximados y del empeoramiento de la condicionalidad de esa matriz con el

aumentode t .

- 1 . A
Asumamos que K ?\(\/\7) Q1 lyque X1 R" esya un aproximado de la solucién buscada
(4]

del Problema General (1), obtenido previamente de algun modo, de forma tal que X[O] =X.Asi,

pues,

??(N)’l?!l 190 k(@ +An) v A 1)

-1
y, al transformar la férmula (17) con ayuda de la SVD de A(«/\7) , resulta que

| )
o] = (RA7) %- 2+ 82)1823 0 E(R'«/V)x[ol ;
8 0 In- rank(A);
aee 1 .4 ) ) 9
+(R'N)'1g§' : g“? o +s2) szg BS ! Oi'-(b'

0 P
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Luego, sobre la base del Teorema 9, es legitimo tomar como numero de seudoiterados de

desglose aproximante algin nimero t"T N ,talque "t £1 Tty ,

*

—

£§E(§ - 2(I +32)'15292 »é,

?Eé‘? P +32)'132t:"t;"t

%

S

. . Z . 14
donde € es valor normativo de tolerancia numérica . Por tanto,

(a;e -1 N
t" =intg log(e ) 25
gm%ig? - 2(| +82) s? ;.%f:a

3.6. Comentario complementario final.

Para comprender mas claramente la formula (25) como criterio a priori simple de parada de las

*
iteraciones de desglose aproximante —es decir, para determinar t -, analicemos mas

detenidamente alguno de los peores casos; por ejemplo, cuando

1w
K& -2 +52) 2% Losg
e g €

donde € es el valor de tolerancia numérica. Denotemos, para simplificar la notacién,

s
K=k - 2t +52) 1528
e 2

No es dificil comprender que si

Y por ejemplo, en las versiones actuales de MatLab, la funcién estdndar “eps” devuelve la
distancia desde 1 hasta el numero flotante mas cercano y mayor, como el valor normativo de la
precision relativa en punto flotante. Ese valor es usado como la tolerancia numérica asumida en
funciones como la del calculo de la matriz seudoinversa de Moore-Penrose o del rango de una
matriz, entre otras.
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O

t*(k):imf}%—gE)

S log(k)

Q

entonces

mientras que

Pero, de acuerdo a (23),

xlt *J =j vt (A,b) =

X

e N—/

Por tanto,

*

t =

f((v +AA) V- A'A))>?+(I -,((v+ AA) v - A'A)))A+b, t' =1

U

64

*
lo que, segln el Teorema 9, constituye una propiedad deseable para un aproximado X en tal

situacion extrema

Por otra parte, notemos que para el célculo de t* segun (25) no hay necesidad alguna de

evaluacién heuristica de la condicionalidad de cada problema original.

Ademads, observemos que, con toda su generalidad, las férmulas (17), (22) y (25) nos permiten

principalmente evaluar con certeza la pertinencia y el alcance de los algoritmos construibles
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sobre la base de los resultados obtenidos hasta aqui y que el nivel de su complejidad algoritmica

debe variar significativamente con las opciones especificas de formulacion de la matriz V . En
efecto, las féormulas de los ejemplos notables de los Teoremas 3 y 4 del capitulo anterior y de los
Corolarios 3 y 4 de este capitulo; las féormulas de la Definicion 4, asi como las formulas de otros
métodos de uso amplio y de gran actualidad derivables también como casos especiales de
iteraciones y seudoiteraciones de desglose aproximante [34, 35], nos permiten constatar la

diversidad de niveles de complejidad de los algoritmos construibles.

Debemos subrayar el hecho que para la determinacion de t* segun (25) en los casos de

problemas con datos ruidosos, suponemos la matriz V formulada explicitamente de alguna
manera apropiada para considerar numericamente la influencia de ese ruido; es decir, una
formulacién tal como son las formulaciones paramétricas de la Regularizacién de Tikhonov en
sus diversas versiones y variantes [13, 15, 20, 21, 24, 39-41, 49].

3.7. Teoremario del capitulo.

Teorema 6 (Propiedades aproximantes de las seudoiteraciones de desglose

aproximante).

Sean Al Rm,nybi R™ mi N, m<+¥ yni N, n<+¥.Seaademas

X = arg min (x- X)V(x- X).
xI Arg min || Ax- b||§
xRN

siV1 R™ " es una matriz definida positiva arbitraria dada, entonces "t 1 Z5 t <+¥, y
—_ — * .
"X1 R", X1 X, toda seudoiteracion de desglose aproximante ] VXt (A, b),

, V. %t
ivxze(AD):R™" RT 5 R",

i vt (AD)= ((V +AR) v - A(IA)) >?+§? - ((v+ AR) LV - A(A)) §A+b;
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cumple que
|5 v 5x (w)- b <% - bl
y
67K v e (a0 | <o) )
Demostracion.

La validez del enunciado es inferida inmediatamente del punto 2 del Teorema 1 y del punto 3 del

Teorema 2 sobre la base de la Definicién 5 y del punto 1 del Teorema 2 A

Teorema 7 (Toda seudoiteracion de desglose aproximante es una aplicacion

. . -1
continua de los valores singulares de A(J\7) ).

sean ATR™M y bl R™ mi N, m<+¢ y nl N, n<+¢¥. sea X1 R". si

VI R™ " matriz definida positiva, y t 1 Z*% t <+¥, entonces toda seudoiteracion de

desglose aproximante

i vz (Ab)= ((v +A®) v - A%)) X +§? - ((v + A v - qu\)) gA+b,

-1
es una aplicacién continua [47] de los valores singulares de la matriz A(«/V) , cualesquiera

sean AyD.

Demostracion.
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a 006.
Sean LT RMM y RI RN , matrices unitariass, yé | Rm N matriz diagonal, tal que

Si Rrank(A)’ rank(A); factores todos de Ila SVD de Ila matriz A(N)l

- 00
AR =12 %re
go Og
De ala Definicion 5, "t T Z ¥ [t <+¥,

j vzt (Ab)= ((V +AQ) v - AGA))t X +§f - ((v + A0 (v - AqA)) OA*b =

1]
- 1 o)
. T
8 0 In- rank(A);
199| 3% 2l +s2| 32§ gs-l 0%
+[RW) 'S . L®
&& oy I®
g 0 Oy

Pero notemos que si t < +¥, entonces " il N[LEi £ rank(A),

g
fm &r - 2(| +32) '520 -
[diag(S) irank o) ® 08 g

£y 0
@ oesiln o0
= g HLi-1
¢ Hi::-l N
g 0 l1+rank(A)- i
y
o) 1 A0
im G- & o +s?) 522 %51

[diag(s)]i:rank(A)® 08 € 2 ﬂ
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aBp 4 .40 U 0
ggl-éﬁ’-z(usz) 2t o
g © Po Wil -
& 0 0
Portanto, " il N[LEi £ rank(A),
lim i vt (AD)=

[di ag(S)]i:rank(A) ®0

1

1 0
:(R'N)_lgé‘?-z(usz) 8231;!:1 ° j(Rk/Vk+

§ Li-1
0 |n+l—if3
e 1 .40 u 0
e -&- 2(| +52) s22 =57 1g N
+(R"\/\7) g% e ﬂé H]_ll_i _L(b,
-
g 0 0

cualesquiera sean Al Rm’n ybl RMA.

68

Corolario 2 (Acerca del filtraje numérico en las seudoiteraciones de desglose

aproximante).

Sean Al Rm'n’ mi N, <+ ynl N, n<+¢.si VI R" " es una matriz definida

positivay t T Z™ |t < +¥, entonces la matriz F (S)T R

& " : 0
ef gt el o

0 Oy

Q O

donde Si Rrank(A) rank(A) es la matriz diagonal de los valores singulares de la matriz

A(N) 1, cumple que " iT NLEi £ rank(A),
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2
- lim - F¢(S)=¢ Li-1
[diag(S) ran()® © g

S)Li-1  Odepe-1h:i- 0
2 lim F (S)S'lz?:t ( )]1:i-1 %{BS i1 0:
é

} [di ag(s)]i:rank (A)®0

Demostracion.

- . -1
Sea Sl Rrank(A) rank(A), la matriz de los valores singulares de la matriz A(N) :

Consideremos la matriz F (S)T RN n,

e 0
2 20 e
Ft(g):gl-g‘?-z(us) s?% oF
& 0 0%
Por tanto, " i1 N[LEi £ rank(A),
a@-[F(St-1 o0 ¢
lim |- Fy(S)=¢ i )]l'i-l T A
[diag(s)]i:rank(A)® 0 g 0 | n- i+lé
y
S)ti-1 Odeps-1fi-1 O
_ fim Ft(S)S'lzg{Ft( )]1:i-1 %{S i1 OT As.
[dlag(S) i:rank(A)® 0 g O O% O 0‘_3

Corolario 3 (La formula de la Regularizacion directa estandar de Tikhonov como

caso especial de la de las seudoiteraciones de desglose aproximante).
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Sil | R, | >0, es un escalar arbitrario dado, entonces la formula de la variante estandar de

la Regularizacion directa de Tikhonov,

U
* . 2 ~12
X = argXimSHMAx- b5 +1x- x||2},

es un caso especial de la formula de las seudoiteraciones de desglose aproximante,

~C)

J vt (A,b)=( +AA) V- A'A))‘ %+ - ((V +AA V- A'A)) §A+b;

@D

cuyos parametros son

V=211 +AA

t =1,
cualesquiera sean Al RM N ybl R™.ml N, m<+¥ynl N, n<+¥.

Demostracion.

La validez de este corolario es inferida inmediatamente del punto 1 del Teorema 2 y de la

Definicion 5, a partir de los valores dadosde V yt A.

Corolario 4 (La férmula de la Regularizacion directa no-estandar de Tikhonov
como caso especial de la de las seudoiteraciones de desglose aproximante).

Sil | R, | >0, es un escalar arbitrario dado, entonces la férmula de la variante no-estandar

de la Regularizacién directa de Tikhonov,
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U
X =arg [n'nnmAx- b||§ +1 |D(x- >?)||§},
xI R

es un caso especial de la formula de las seudoiteraciones de desglose aproximante,

~C)

Jvxi (Ab):( +AA) v - A'A))‘ X+l - ((V+A'A)'1(v- A-A))‘ §A+b;

@D

cuyos parametros son

V=21D'D+AA

t =1,

cualesquierasean AT R™ "y DT R™ ", tales que

Null (D) ¢ Null(A) = {0}

ybl R™,ml N, m<+¥ynl N, n<+¥.

Demostracion.

71

La validez de este corolario es inferida inmediatamente del punto 1 del Teorema 2 y de la

Definicion 5, a partir de los valores dadosde V y t A.

Teorema 8 (Toda solucidon minimo-cuadratica lineal en dimensiones finitas a dos

, , . . -1
niveles depende discontinuamente de los valores singulares de A(J\7) )
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Sean VI R" n, matriz definida positiva arbitraria dada, Al RMN y b1 Rm; donde

a 006.
ml Nym<+¥ynl N yn<+¥.Sea ademas, la matriz diagonal g | R™ N tal

- 1 -1
que Sl Rrank(A) rank(A); el factor central de la SVD de la matriz A(«/\7) )

Si

x (diag(S)) = arg min (x- X)V(x- %),
A0 Arg min [ o

entonces

iag(s )]"rjnk HJVX (diag( )ﬂ =+¥  1£i £rank(A),

cualesquierasean AT R™ ", bl RMy T R™.

Demostracion.

1
-1 9

Teniendo en cuenta que A = (R«/\7) ?’ O:L¢, sobre la base del Lema 2 podemos
0 Og

afirmar que

X" (diag(s )):(RCR/\T) g(RG/_)x+(R«/\7) 12%01 09 g,

éo I'n- rank( Oﬂ

cualesquiera sean Al R™" bl Rmy X1 R Luego,

0

go I'n- rank( )

X+
éo 0@

< i -

2
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y, portanto, " i1 N [1£i £ rank(A),

li di
PRI L s,
"2 09
3 lim b¢_§ —L(b3
[d|ag( )]| rank (A 0 !5
rank 2
s lim [qu] =+¥ A.
[d'ag(s)]i:rank(A)® 0 = S

Teorema 9 (Crecimiento monétono y no acotado de la razén aritmética maxima
entre magnitudes de error relativo por componente de un iterado de desglose

aproximante).

sean VI R" " una matriz definida positiva arbitraria dada y la iteracién de desglose

aproximante

= v+ A Ay L - A A 42 + AA)TAD, k=012,
para la solucion de sistemas normales de ecuaciones
A Ax = Ab,
cualesquierasean AT R™ "y bl R™; mi N, m<+¥ynl N, n<+¥.

Sea, ademas,

whl = {it N|(@£i £ p)U(rank(A)- g+1£i £ rank(A)))U

ol ) o,

k=012,---;

donde
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X =arg min (x- X)V(x- X):
X Arg minn|Ax- b||§
AR

A ’ -1 ~
RI R" n, la matriz-factor unitario derecho de la SVD de A(«/\7) ; pl Z* . el nimero de

. -1 : ) o
valores singulares de A(«/V) mayores estrictamente que 1y, finalmente, qf Z*t, el desus

valores singulares menores estrictamente que 1.

Si A y 'V son tales que k%\(«/—) 01 1, entonces

st AR
]| R

(
RW

- ( «/VX [ R‘JVXX[k+1] - X
(

,k=012---;

—
*
—

R

R x ) v T < ]

(R‘«/VXx[k] - X )i
i (R'J\T Xx[o] - x*)
2.- lim f =+¥ .
k® +¥ . (R'.\NXX[I(] - X*)
min ;
Tk R - ]
Demostracion.

06 -1
Sea Lg —R¢ la factorizacion de la SVD de la matriz A(«/\7) )

Denotemos:
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Con S>1 la submatriz diagonal superior izquierda de S, formada por los p valores

-1
singulares de A(«/\7) mayores estrictamente que 1.

Con S<1 la submatriz diagonal inferior derecha de S, formada por los ( valores

. -1 _
singulares de AWV menores estrictamente que 1.

Obviamente, p3 0, q2 0, 1£ p+q£ rank(A). Asi, pues,

51 0 0
S=¢ 0  lrank(A)-p-q O +
g 0 0 S<lTﬁ

Seguln el punto 1 del Teorema 2,

k) =+ ao) 1y - Ao & - (v + a) v - Ae)f At =
e

2
Lk+1 o)
AR B T I A WY
8 0 In rank(A);
+(R'J\7)'l§;§' g*f 2(| +52) szgkﬂgsl oa_(b
2 -
g 0 05
Por ende,
PR,
(R. W)x[k+l] :;%i - 2(| +32) tg29 ’ o%(R. «/\7)x[0] +
0 | 5
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Ahora, reescribamos detalladamente la igualdad anterior:

[ heh =8 of sz 2 ¢ v pl] +

LK+13
+§ - gT‘ - 2(| + 331) 1S>21§ ES;%[LQJ]J; p
(]

e

(S T [

[t

rank(A)- g+Lrank(A) =

) k+1 [ ]
:g? - 2(' + S<1) S<1_ (R ‘/—) rank(A)- g+Lrank(A) *
® k+1('j

+

@O
1
N

(I +S<21) S<1; :Séll[L(b]rank(A)—q+1:rank(A)-
(4]

G
&

7

rank(A)+Ln ~ l(R ‘/V)X[O] Jr ank(A)+L:n-

76

Por simple inspeccion de las cuatro igualdades anteriores, podemos concluir que la magnitud

individual de las componentes desde la (p+1)- ésima hasta la (rank(A) - q)- ésimay desde

a (rank(A) +1) - ésima hastala N- ésima del vector iterativo (RW)x[k] no varia con el paso

de iteracion K es decir, K no influye en la magnitud de error relativo por componente de ellas.

Sin embargo, no podemos afirmar lo mismo en el caso de las demas componentes; es decir, de

aquellas, cuyo subindice i es 1Ei £ p o rank(A)- g+lEi £ rank(A).

*
Asi, segun el punto 2 del Teorema 2, X es un punto fijo de la iteracion de desglose

aproximante. De donde, como consecuencia del punto 1 del Lema 1,
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K

il ¢)F- 2SS o Cegpo )

& 0 In- rank(A) g

k=012-;

cualesquiera sean Al R™ " pi RM y X[O]T R". Luego,

[(R'*/V Xx[k] - X )]1 p= ? p- 2(' * 531)_ 15312( [(R'*/V XX[O] -x )]1 P’

l(R"/\TXX[k] - X* )Jrank (A) g+Lrank (A) =

o- A+ s R - ¢

k=012,---.

>0

rank(A)- g+Lrank(A)’

Aqui, otra vez, si I(R'N)(X[O] - X* )Jl:p =0, entonces l(R'«/V)(x[k] - x* )ll p o varia con K.
Por otro lado, Si l(R«/VXX[O] - X* )Irank (A) q+l'rank(A) =0, entonces

l(R'«/\7 )(x[k] - X )Jrank (A)- g+Lrank(A) tampoco varia con K.

Luego, el calculo de la magnitud individual de los errores relativos por componente del K - ésimo

[l )

| . .
: [OJ - tiene sentido solamente para aquellas componentes, cuyo
RW XY - x i

subindice | pertenece a V\/[k].

iterado

Observemos que, segln habiamos ya visto,




Iteraciones de Desglose para la Aproximacion Robusta de Soluciones Minimo -Cuadréticas Linealesen 78
Dimensiones Finitas. Felipe Marti L opez.

1A
De donde, sobre la base del punto 4 del Teorema 2, si kg‘aA(«/V) 91 1, entonces podemos
2

afirmar que la magnitudes individuales del error relativo por componente decrecen estricta y

exponencialmente con K a muy distintas velocidades y, por tanto,

Rk )_i Jrdpded <)
1wl [ Wb w5
(
(R

S A 1N 2 e R

RV - x| il [(R'J\7 | O )J.

—h

=+¥ A2
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X

Figura 4. Esquema en dos dimensiones de la trayectoria “oscilante” o en “zig-zag” de conocidas

iteraciones estacionarias lineales.
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4. VALIDACION EXPERIMENTAL DE LAS SEUDOITERACIONES DE
DESGLOSE APROXIMANTE?®®,

4.1. Sumario del capitulo.

A continuacién, la eficacia de las seudoiteraciones de desglose aproximante es validada
experimentalmente en la solucion de un problema clasico de procesamiento digital de sefiales,
donde la solucién seudoinversa del Problema General resulta demasiado sensitiva a las
perturbaciones de los datos. La validacion es realizada en dos etapas. La primera etapa consiste
en el desarrollo del “Método Aproximante de las Componentes” (MADC), como variante robusta
del conocido Método de las Componentes (MDC) [9, 11, 32] y la evaluacibn comparativa
simultdnea de ambos métodos mediante simulaciones digitales con ruido. La segunda etapa
consiste en la utilizacion de una version multilineal de MADC en la descomposicion tiempo-
frecuencia topografica de electroencefalogramas (EEG) multicanales humanos de la vida real
[12].

4.2. El Método Aproximante de las Componentes (MADC).

4.2.1. Discusion.

El Método de las Componentes (MDC)16 [9, 11, 32] es aun hoy dia uno de los métodos de
descomposicion mas usados en la representacion adaptativa de sefiales, a pesar de supuestas
insuficiencias, tales como la de no preservar la dispersidad o de no ser un método de alta
resolucion [9]. El quid de tan persistente “popularidad” reside indudablemente en la sencillez y

claridad de la idea geométrica que sustenta d método; atributos que lo hacen no meramente

' Los resultados presentados en este capitulo, relacionados con la descomposicién tiempo -
frecuencia topogréafica del EEG; han sido publicados en [27], mientras que los relacionados con
el Método Aproximante de las Componentes (“Aproximating Method of Frames”), apareceran
Psublicados en [37] proximamente.

En inglés “Method of Frames”, método de representacién adaptativa de sefales debido a la
Profesora belga-estadounidense Dr. Ingrid Daubechies de la Universidad de Princeton, New
Jersey, USA,; reportado en su articulo “Time-frequency localization operators:a geometric phase
space approach”, aparecido en la revista IEEE Transactions on Information Theory, volumen 34
de 1988, pp. 605-612.
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elegible, sino incluso atractivo -por su facil implementabilidad y la facil interpretabilidad de sus
resultados - para la obtencion rapida de buenas soluciones aproximadas de los coeficientes de
descomposicion de la sefial, que otros métodos mejor calificados -tales como el Método de la

Busqueda de Bases o el de la Deteccién de Colisiones [9] necesitan como aproximados iniciales.

. . Lo i ph
Matematicamente, el MDC consiste en lo siguiente [32]: denotemos con S, SI R el

espacio de todas las sefiales reales discretizadas posibles de interés; F, F1 R™ P, una
matriz dada (llamada comunmente “diccionario”), cuyas columnas son “curvas onduladas”

predefinidas, seleccionadas y discretizadas (llamadas comunmente “componentes”, “atomos” o

“palabras” del diccionario); y y ,y 1 S, una sefial cualquiera de S, dada. El propésito del

* A
método es hallar el juego de coeficientes de representacion a | R P (lamado comunmente “de

energia minima”), tal que

Fa =y

es decir, es obtener la solucién (si ésta existe) del problema de Minimos Cuadrados lineales del

tipo “goal-attainment” con restricciones [16]

min }Ilallz-

aT{aT RP|Fa=y

En [11], fue demostrado que si F cumple el requisito de ser sobrecompleto,

p3 rank(F)=rank(F |y )=n,"y | S (26),
*
entonces la solucion a existe y es Unica [9] y satisface que

* . 2
a =arg min =
al {aT Rp|Fa:y}||a||2

=F'y =F'(FF) Yy @

De donde, cualquiera sea la sefial de interés y , los mejores coeficientes de energia minima

para su representacion en ‘N” palabras basicas exactamente, n << p, de un diccionario F
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deben poder ser siempre obtenidos meramente al seleccionar el F apropiado para ello

(“Wavelets”, Fourier, Gabor, “Bumps”, etc. (ver en [9, 11, 32] y otros, referenciados alli).

Desafortunadamente, a pesar de esa heuristica valida, con demasiada frecuencia MDC produce
soluciones aproximadas espureas o carentes de sentido respecto al problema de representacion
adaptativa de la sefial y original, debido a que -como regla- el diccionario F no es una matriz
bien-condicionada y y es numericamente ruidosa; circunstancias tan inevitables como

perjudiciales, particularmente, si el problema es de gran escala [13, 19, 21, 40, 56].

La desventaja esencial del enfoque de MDC al problema de descomposicion de sefiales es su

falta de robustez numérica, evidenciada por el uso en la formula (27) de un elemento tan

sensitivo al ruido, como es la seudoinversa F * [6, 18, 48, 56].

Para colmo, los mismos inconvenientes esencialmente podrian ser observados si (27) fuese
instrumentado a ultranza a través tanto de una TSVD o una SVD amortiguada (ver [18, 21, 24,
40, 54] y otros, referenciados alli), como de alguno de los procedimientos iterativos de descenso

del tipo gradiente reportados en la bibliografia (ver [6, 18] y otros).

Afortunadamente, sobre la base de los resultados expuestos en los Capitulos 2 y 3, MDC puede

ser robustecido numericamente, al replantearlo de la manera siguiente: hallar una solucion

U
* A
aproximada numericamente robusta a | RP del juego de coeficientes de representacion

*

a 1 RPde mejor ajuste y energia minima; es decir, un aproximado numericamente robusto
U
* A p ., * A p

a | RVdelasolucion a | RV del problema

min ||a||§ (28).
al Arg min [Fa-y |3
ai R™

Esta forma robustecida de MDC recibe el nombre de “Método Aproximante de las Componentes
(MADC)".

Aqui observamos, de una parte, que el problema (28) es un caso especial del problema de

Minimos Cuadrados lineales del tipo “goal -attainment” a dos niveles (Lema 2),
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min (x- X)V(x- X):
I Arg min | Ax- b|§
A RN

*
en cuyo caso, la solucién a , segun el punto 1 del Lema 2, existe y es Unica, cualquiera sean el

diccionario F T R" P y la sefial Y ; vy, de la otra parte, que, de acuerdo con la teoria de la

Programacion Cuadratica convexa [16], si F cumple la condicion (26) de ser sobrecompleto,

entonces

a’ =arg min ||a||§ =arg . min

2

oo ) : o2

al Arg min |Fa-y |5 al {al Rp|Fa=y}
al RP

No es dificil constatar ademéas que en MADC, a diferencia de MDC, si F cumple la condicién

mas fuerte de ser sobrecompleto
p3 nd rank(F)=rank(F ly )31, "y 1 S (20);

entonces, de acuerdo otra vez con [16], la sefial y es descompuesta exactamente en el nimero
rank(F ) de palabras bésicas del diccionario F ; es decir, y podria resultar descom puesta en

un nimero de palabras basicas de F menor, incluso, que el nimero predefinidko N en que

resultaria descompuesta por MDC, sin dejar por ello de existir ni de ser Unica la descomposicion

*

a ’

a =arg min 2||a||§ =F7y .
al Arg min |[Fa-y |3
al RP

De donde, podemos afirmar que MADC es una cierta generalizacion de MDC. También, de

acuerdo con la teoria de la Programacion Cuadratica convexa [16],

a =ayg min e 2 - arg ) min I ||a||§ (30),

R . 2712 . 2
al Arg min |[Fa-y |3 al Arg min |Fa-y |5
al RP al RP

"I1T R, >0.
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No es dificil reconocer en el miembro derecho extremo de la igualdad (30) la expresién general
de las soluciones minimo-cuadraticas lineales del tipo “goal-attainment” a dos niveles que son el
limite de las iteraciones de desglose aproximante con norma euclideana minima (Definicion 4 y

Teorema 5)

alr = (o1 +rEyiEE A w2 1 4R F) IRy L k=012,

a[o] =0,
de tal manera que
lim a Xl = arg min I||a||§ "ITR, | >0.
k® +¥ al Arg min [Fa-y ||§
al RP

Por ende, segun el punto 1 del Teorema 2, la Definicibn 5 y el Teorema 7, resulta legitimo
U
* *

plantearnos la obtencién de un aproximado a de a ; es decir,

U
*

a »a = arg min
al Arg min |Fa-y ||§
al RP

*
I

2
aly

*
Aqui proponemos calcular el parametro | >0, por ejemplo, mediante el procedimiento

“orientado -a-datos” de la conocida Validacion-Cruzada Generalizada [17, 56],

2

1 aa
g?' 2(' ! +SZ) Szg'-ly ]1:rank(A)
| =arg min > 2 (31),

TR, >0 gfracegf- 2(| | +82)_1829-g
e a0

Rrank(F ) rank(F) es el factor central

adecuado al problema (26), donde la matriz diagonal St

de la factorizacién de la SVD de la matriz diccionario F .
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*
Después, calculamos t , el nimero de seudoiterados de desglose aproximante (Definicion 7),
siguiendo la proposicion heuristica concerniente, descrita al final del Capitulo 3, para alcanzar un
U
*
compromiso de precision versus estabilidad numéricas de a ,

-0

¢ k)
t* =intg og T<+¥ (@)
éog?a? "1 +52) T2

200

donde e es el valor de tolerancia numérica.

Asi, si denotamos, ademas, LT RM M y RI R™ N los factores izquierdo y derecho

respectivamente de la factorizacion de la SVD de F, la formula de la Seudoiteracion de
Desglose Aproximante para soluciones minimo-cuadraticas lineales con Norma Euclideana

Minima (SDANEM) para MADC resulta finalmente:

& § 2, ¢

| - ( |+32) s22 st oo
aMADC RGg g I Ly (33)

o :

0 05

4.2.2. Un esquema basico del algoritmo de MADC..

Un esquema basico del algoritmo de MADC es

Inicializacioén.

=

2. Validacion de que el numero de filas del diccionario es mayor o igual que uno y menor o

igual que el nimero de sus columnas.

3. Caélculo de la SVD del diccionario.

4. Validacion de que matriz de valores singulares del diccionario no resulta la nula.
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5. Validacién de que la matriz de valores singulares del diccionario no resulta una proporcional

a la matriz identidad.

6. Calculo del pardmetro lambda, segun la expresion (31).

7. Célculo del numero de seudoiterados de desglose aproximante, segun la expresion (32).

8. Aproximacién de los coeficientes de la descomposicion de la sefial, segln la expresion (33),

teniendo muy en cuenta que

*

e 32 t_%
1- ¢1- 2*—2_ t* Lo * 2.1
| +S P 5 o- - 4 O .
: 8 - S il 2T i=12 rank(F).
S "+ =0 & +s{ g

9. Fin.

4.2.3. Comparacion de robustez MADC vs MDC.

Para la constatacién de las propiedades de MADC, un experimento humérico comparativo MADC
vs. MDC fue llevado a efecto en computadora para la verificacion practica de las ventajas de
MADC sobre MDC a partir de la evaluacion simultdnea de la robustez de ambos algoritmos,
mediante los programas y funciones MatLab de ApproxKit [36], cuyos resultados aparecen
sumarizados en la tabla “Sumario comparativo MDC vs. MADC de los resultados

experimentales”.

El experimento fue concebido como la descomposicion por ambos métodos, en los mismos
diccionarios de rango completo, de la bien conocida sefial sinusoidal unidimensional simulada
con ruido aditivo (figura 5). El ruido adicionado a la sefial fue blanco, con la matriz identidad

multiplicada por un tercio de la amplitud de la sefial sin ruido como matriz de covarianza.

Obviamente, para poder legitimar la descomposicién MDC de la sefial sin ruido como verdadera,
descartamos el empleo de mallas demasiado densas .De ese modo, evitamos la distorsion
numérica en el calculo de la solucién legitimada, causada por la prevalencia de los errores

acumulados de truncamiento-redondeo en la solucion de problemas a gran escala [6, 16, 18, 48].
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Para la evaluacion cuantitativa de los resultados del experimento fueron asumidas como

indicadores de robustez numérica de ambos métodos de aproximacion en circunstancias de

u
. * * . . .tz
ruido la norma | del sesgo media- @ exactal| - €OMo indicador de precision, y la norma de
2

gU
A *

Frobenius de la matriz de covarianza [Cov& de los aproximados, como indicador de
e
€ UFr

sensitividad.

Con el fin de realizar los célculos de estos indicadores para ambos algoritmos simultaneamente
en problemas de escala creciente y con empeoramiento gradual de la condicionalidad, la misma
sefial fue discretizada en 15 mallas con densidad de discretizacion distintas, de tal modo que el
namero de puntos de discretizacién de cada malla vari6é en el rango de mdltiplos de 5 entre 15y
85.

Asi, 15 diccionarios distintos de “bumps” unidimensionales como palabras fueron construidos -
los diccionarios mas simples, quizas, que pueden ser construidos-; uno por cada malla, donde el
ancho de los “bumps” (el nimero de puntos de discretizacidn bajo la parte no constante de la
curva) varié en el rango de los nimeros impares entre 3 y el mayor nidmero impar, menor o igual
que la densidad de cada malla; de modo tal que las diferentes columnas de cada diccionario
correspondiesen a todas las distintas curvas posibles de “bumps” de ancho menor o igual que la

densidad de la malla correspondiente, que podrian ser discretizadas sobre la misma malla (figura
6). Consecuentemente, el diccionario mas pequefio tuvo un tamafio de 15" 105, mientras que el

mas grande, 85" 3570 .

Los resultados del experimento realizado muestran claramente (figuras 8, 9 y 10) que MADC
debe aventajar a MDC en robustez también porque MADC no debe perder sus propiedades con
la aparicion de redundancia en los diccionarios o, imeramente, con el empeoramiento de la
condicionalidad de ellos ; lo que si suele ocurrir con MDC al aumentar la densidad de
discretizacion de las mallas (figura 6), al trabajar con megadiccionarios o al incluir

heuristicamente palabras en los diccionarios [9, 11, 32]..
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Tabla “Sumario comparativo MDC vs. MADC de resultados experimentales”.

Dimensiones
del
diccionario.

15 X 105
20 X 180
25 X 300
30 X 420
35 X 595
40 X 760
45 X 990
50 X 1200
55 X 1485
60 X 1740
65 X 2080
70 X 2380
75 X 2775
80 X 3120
85 X 3570

NUmero de condicién del

diccionario.

12.977231006691
18.329892122179
27.859135866464
34.9602522549305
46.060920148632
54.3725258223775
67.0835518233567
76.4537731885000
90.5957416807174
100.9107305933013
116.3459130687830
127.5278057262000
144.1548810644664
156.1411095140949
173.8805867663558

Precisién de MDC.
(Norma L2 del sesgo).

0.1339215677742558
0.1496135141494978
0.1839851578466195
0.2213455530909698
0.2610930803608649
0.2238638140504264
0.2483400927781107
0.2352119682830404
0.2666492542947290
0.2754873052988047
0.3080628237943248
0.3244844283334311
0.3570575948629262
0.3305248702837548
0.3710325566265710

Sensitividad de MDC.

(Norma de Frobenius de

la covarianza de
solucion).
0.3044844730842139
0.4182708286421030
0.3917339447208505
0.4047496081046574
0.4481165040172738
0.5087918349546743
0.5807423247447383
0.6419624217719111
0.6990038888812240
0.6965827997137442
0.8134009347108974
0.7899724896833681
0.8557728628483092
0.8687305345986509
0.9090907543259439

Precision de MADC.
(Norma L2 del sesgo).

0.2089716059314939
0.1094893692384803
0.1459850731921675
0.1347088333315648
0.1136048738547638
0.1355090382489969
0.1156664216809370
0.1203676192748240
0.1037066050781014
0.09741417326876217
0.08974555358611357
0.08416967028379410
0.08726547952200471
0.07599315717981625
0.07632789914146433

Sensitividad de MADC.
(Norma de Frobenius de
la covarianza de la
solucion).
0.1159171284133569
0.1319948029164822
0.04997282608705471
0.03244876007063013
0.02130133377289967
0.01221662417861762
0.008940059204070299
0.006225787899645956
0.006540395724745142
0.003625148406564985
0.003358659839124901
0.002921103292812246
0.002341514720112740
0.001660241726516961
0.001481871653915634

En esta tabla aparecen los resultados del experimento comparativo MADC vs. MDC para la verificacion de las ventajas de MADC sobre MDC a
partir de la evaluacién simultanea de la robustez de ambos algoritmos. El experimento fue concebido como la descomposicion por ambos
métodos, en los mismos diccionarios, de la bien conocida sefal sinusoidal unidimensional simulada con ruido blanco aditivo. Para la evaluacién
cuantitativa de los resultados del experimento fueron asumidas como indicadores de robustez numérica de ambos métodos en circunstancias de

ruido la norma |2 del sesgo, como indicador de precision, y la norma de Frobenius de la matriz de covarianza de los aproximados, como

indicador de sensitividad. Con el fin de realizar bs calculos de estos indicadores para ambos algoritmos simultaneamente en problemas de
escala creciente y con empeoramiento gradual de la condicionalidad, la misma sefial fue discretizada en 15 mallas con densidad de discretizacion
distintas. Asi, 15 diccionarios distintos de “bumps” unidimensionales como palabras fueron construidos.
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Figura 5. Ploteos de la bien conocida sefial sinusoidal unidimensional discretizada en una malla de 15

puntos, sin ruido (sub-figura superior) y con ruido (sub-figura inferior).

T wop 4
Es

s ——————— ]

of ]
e

s —

gf — ]

i e

Figura 6. En esta figura, las sub-figuras izquierda y derecha muestran respectivamente las 30 primeras y

las 30 Ultimas filas de la matriz transpuesta del diccionario F de tamafio mas pequefio (15x105).
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Figura 7. Esta figura muestra el ploteo del nimero de condicién de las 15 matrices-diccionario F del
experimento (columna 2 de la tabla) e ilustra asi el empeoramiento de la condicionalidad de los

diccionarios con el aumento de su tamafio.
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Figura 8 Esta figura ilustra las soluciones aproximadas MDC y MADC de la descomposicion de la misma
sefial sinusoidal unidimensional discretizada con ruido en una malla de 15 puntos de la figura 5. La figura
muestra los ploteos del aproximado MDC verdadero (sub-figura superior) y de los aproximados MDC

(sub-figura central) y MADC (sub-figura inferior), calculados en ruido.
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Figura 9. Para la comparacién de robustez MDC vs MADC, la norma |2 del sesgo de los aproximados

fue asumida como indicador de precision de los algoritmos en ruido. Esta figura muestra los gréficos
superpuestos del logaritmo de ese indicador vs densidad de discretizacién de malla de la solucion MDC
(columna 3 de la tabla, trazo discontinuo) y de la solucién MADC (columna 5 de la tabla, trazo continuo)
lo que evidencia que MADC debe aportar aproximados mas precisos que MDC en problemas de escala

media y grande.

Figura 10. Para la comparacion de robustez MDC vs. MADC, la norma de Frobenius de la matriz de
covarianza de los aproximados fue asumida como indicador de sensitividad en ruido. Esta figura muestra
los graficos superpuestos del logaritmo de ese indicador vs densidad de discretizacién de malla de las
soluciones MDC (columna 4 de la tabla, trazo discontinuo) y MADC (columna 6 de la tabla, trazo
continuo) lo que evidencia que MADC debe aportar aproximados menos sensitivos al ruido que MDC en
problemas de escala media y grande.
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4.3. Descomposicién tiempo -frecuencia topografica de electroencefalogramas

(EEG) multicanales espontaneos.

4.3.1. Discusion.

Para completar la validacion préactica de los resultados de la investigacion, una variante multilineal del
método rehabilitado fue aplicada a la descomposicion tiempo-frecuencia topografica de la sefal bio-
eléctrica de los electroencefalogramas (EEG) multicanales, que suelen ser procesados en estudios no

invasivos reales de la actividad electro-magnética del cerebro [12], tal como veremos a continuacion.

Es conocido que la transformacién de los datos del EEG al dominio de la frecuencia (mediante la
Transformada Rapida de Fourier) ha sido ampliamente usada historicamente para describir los estados
funcionales normales y anormales del cerebro como funcion de la potencia espectral en diferentes
bandas de frecuencia [50]. Aunque ésto ha producido toda una gama de hallazgos clinicamente muy
importantes, al transformar el EEG al dominio de la frecuencia, la alta resolucién temporal inherente al
EEG se pierde y la validez general de la aplicacion del analisis espectral clasico resulta seriamente

limitada por la artificialidad de la obligada suposicién de estacionaridad del EEG [12].

Es conocido también que, en general, debido a la naturaleza espectral y no estacionaria del EEG [12], la
descomposicion tiempo-frecuencia del EEG multicanal espontaneo supone, en primer lugar, la
identificacion en el EEG de ciertos “marcadores internos” de tiempo de eventos en forma de los
denominados “microestados” [28, 29, 43, 55] y, en segundo lugar, la solucién de problemas con datos no
exactos, planteados previamente via discretizacién, que resultan, como regla, muy malcondicionados y
de escala media o grande, cuyas soluciones deben satisfacer, ademas, el requisito de ser tan

espacialmente suaves como sea posible [15, 21, 26, 42, 44, 49, 51, 56].

La descomposicion tiempo-frecuencia topografica de EEG espontadneos [27] es un novedoso método de
andlisis computadorizado del EEG que combina las ventajas de los métodos existentes del andlisis
espacial del EEG [12, 50], de la descomposicién tiempo-frecuencia de las series de tiempo de la sefial
eléctrica de un canal Unico mediante “wavelets” [1, 4, 46] y de la identificacion de microestados en el

EEG mediante Reconocimiento de Patrones [43].
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El nuevo método aporta una nueva forma topogréafica de representacion robusta tiempo -frecuencia del
EEG humano multicanal espontaneo (figura 13), fisiol6gica y estadisticamente plausible: el EEG crudo es
representado en cada electrodo por los coeficientes de la combinacion lineal de toda una gama
(diccionario) de series de tiempo (palabras) que corresponden a gréficos discretizados de funciones de
Gabor

-

Eg

I1-O;

.2

dg.wt.q (t) =€

Q

cos(w.t- t)+q)

para distintos valores discretos de los parametros escalares reales @ , W, t y ( dentro de un rango
predefinido (figura 12); asi como de otras series de tiempo, semejantes graficamente al EEG, pero

conocidas fisioldgica y analiticamente por el usuario y definidas previamente por él.

El procedimiento del Método de la Descomposicion Tiempo-Frecuencia Topogréfica (MDTFT) de EEG

espontaneos [27] consiste en la secuencia de las dos etapas siguientes:

1. La distribucién espacial suavizada en las combinaciones lineales de palabras del diccionario que
mejor ajustan al EEG multicanal espontaneo; que es obtenida mediante una cierta variante
multilineal del Método Aproximante de las Componentes (MADC) [37], cuya implementacion es

descrita detalladamente mas adelante en esta tesis.

2. La distribucién final de palabras del diccionario para un ndmero minimo de topografias (ya que el
numero de microestados es pequefio [27, 55]); que es obtenida mediante la variante del método de
Reconocimiento de Patrones, denominado “Método de Acumulacion de la Media K-ésima”, detallada
en [27]y [43].

4.3.2. Distribucion espacial suavizada en combinaciones lineales de componentes de

mejor ajuste al EEG multicanal via MADC.

El problema de la distribucién espacial suavizada en las combinaciones lineales de palabras del
diccionario que mejor ajustan al EEG multicanal espontédneo es hallar en cada electrodo los coeficientes

de las combinaciones lineales de las palabras del diccionario para una aproximacién minimo-cuadratica
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lineal del EEG, que aporte simultaneamente la suavidad espacial maxima y la norma euclideana minima

de los coeficientes.

Mas matematicamente:

Sean ml N , el nimero de electrodos sobre el cuero cabelludo (figura 11), tT N , €l nimero de

instantes de tiempo discretizado dentro de un intervalo acotado inferior y superiormente y nl N , el

namero de palabras (curvas elementales) predefinidas en el diccionario.

sean X1 R! m’ la matriz del EEG discretizado: D1 Rt n, la matriz del diccionario “Gabor” con

otras palabras predefinidas; st R™M m, la matriz de suavidad espacial de los valores de voltaje en

los electrodos sobre el cuero cabelludo, implementada a través de la discretizacion del operador 2-D

. . 2 n"m . - s
laplaciano real y, finalmente, Cl R , una matriz de los coeficientes de la descomposicion

desconocida.

Entonces, el problema queda planteado asi: hallar la matriz C* TR n’ M tal que
* . 2 2
Czag  mn {of +Jest )=
Cl Arg min [|DC- X2
d Rn m
. 2
=arg min . (T [y
Cl Arg min_|DC- X||z
cirM M

No es dificil ver que la matriz de suavidad S( opera solamente “fila por fila” sobre la matriz de

coeficientes C. Por otra parte, tampoco es dificil comprender que, mediante los cambios de variable
P=( S),K=CP,Y=xP;

el problema multilineal en norma de Frobenius anterior puede ser reformulado facilmente a través de la

concatenacion sucesiva de los dos siguientes



Iteraciones de Desglose parala Aproximacion Robusta de Soluciones Minimo -Cuadréticas Lineales en 95
Dimensiones Finitas. Felipe Marti L opez.

* . 2
K =ag min 2||K||F,
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CTRMT M F

cada uno de los cuales puede ser convertido inmediatamente, a su vez, al problema equivalente en la
norma euclideana (norma ¢ ) mediante la vectorizacion “columna a columna” de todas las matrices y
asi quedar reformulado como un ya conocido problema de Minimos Cuadrados lineales del tipo “goal-

attainment” sin restricciones a dos niveles; cuya solucion numérica puede ser aproximada robustamente
mediante el MADC.

El nuevo método de descomposicién tiempo-frecuencia topogréfica del EEG espontaneo posee
propiedades sin precedentes entre los métodos hasta hoy existentes, que devienen importantes ventajas
de uso practico; tales como las siguientes: robustez numérica, no presupone estacionaridad alguna de
los datos de EEG, asi como tampoco ninguna ortogonalidad ni estacionaridad de las curvas definidas por

el usuario [27].
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Figura 11. Esta figura muestra en una maqueta la adhesién de 128 electrodos para registro de sefiales
bio-eléctricas sobre el hipotético cuero cabelludo de un individuo sujeto a un estudio no-invasivo de la

actividad electro-magnética del cerebro humano.

0 0.4 08 1.2 1.6 ms 2.0

Figura 12. Esta figura ilustra la composicion tiempo -frecuencia de una sefial eléctrica de un canal Unico
en el ejemplo de una sefal artificial. Las curvas de tres series de tiempo distintas de tipo Gabor (sub-
figura “a”) son combinadas linealmente y producen una curva muy semejante a la de una sefial
verdadera de EEG (sub-figura “b") con su gréafico frecuencia vs. tiempo de Wigner (sub-figura “c”). La
escala de colores indica los valores de las amplitudes locales obtenidas en cada punto del plano tiempo-
frecuencia: rojo es positivo y azul es negativo; un tono mas oscuro indica mayor intensidad. Figura

tomada de [27].
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Figura 13. Esta figura muestra el resultado del registro y la descomposiciéon tiempo-frecuencia
topogréafica de una sefial de EEG verdadero de 19 canales de un estudio de la actividad eléctrica
cerebral espontédnea durante 2 milisegundos de descanso en vigilia con ojos cerrados. En ella aparece el
registro de las sefiales de 19 electrodos vs. 256 instantes de tiempo (sub-figura vertical extrema

izquerda), sometidas a descomposicién en un diccionario “Gabor” de 10028 palabras con un nanero de

condicion kK »1.1935° 1015; de la cual resultaron cuatro distribuciones topograficas principales con sus
respectivos graficos de Wigner (4 sub-figuras horizontales centrales) y sus correspondientes topografias
(4 sub-figuras octogonales del extremo derecho). La descomposicion explicod el 85.7% de la varianza
total del EEG. Figura tomada de [27].
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CONCLUSIONES.

Como consecuencia del trabajo realizado de investigacion, los objetivos de tesis planteados fueron

alcanzados satisfactoriamente.

1) Definimos la clase de las Iteraciones de Desglose Aproximante (Definicion 2) como una nueva clase
especial de iteraciones estacionarias lineales de desglose globalmente convergentes para la solucién del
Problema General de Minimos Cuadrados lineales en dimensiones finitas sin restricciones. Demostramos
que esas iteraciones forman también una nueva clase especial de iteraciones estacionarias lineales de
Aproximaciones Sucesivas y que, entre sus propiedades de convergencia, aproximantes y otras

asintoticas de interés, estan las siguientes (Teoremas 1, 2y 7):

La sucesién de valores de la norma euclideana al cuadrado de los residuos, definida sobre la

sucesion de iterados de desglose aproximante, es estrictamente decreciente.

Toda sucesion de iterados de desglose aproximante posee como limite de convergencia global la
solucion Unica del problema de Minimos Cuadrados lineales del tipo “goal-attainment” definido

positivo a dos niveles, asociado a su problema original.

Toda sucesion de iterados de desglose aproximante se acerca en forma mondétona decreciente a su

limite global.

Cada iterado de desglose aproximante puede ser obtenido seudoiterativamente; es decir, mediante

una férmula de calculo directo a partir de los datos y parametros.

Todo iterado de desglose aproximante de paso finito depende continuamente de la matriz del

problema y el vector de términos libres del Problema General.

I1) Defininimos la clase de las Seudoiteraciones de Desglose Aproximante (Definicion 5) como una nueva
clase de férmulas de calculo directo para la aproximacién numérica robusta de soluciones del Problema
General, cuya férmula general y propiedades aproximantes y de robustez son derivadas con inmediatez
de las de la nueva clase de iteraciones de desglose aproximante previamente introducida (Teorema 6 y

Corolario 2).
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Ill) Fue validada exitosamente, mediante simulacion digital con ruido, la eficacia de las férmulas de
aproximacion robusta de soluciones del Problema General con las ventajas evidenciadas
comparativamente por los seudoiterados de desglose aproximante sobre las soluciones seudoinversas
del problema de la descomposicidon de sefiales discretizadas, donde esa solucion resulta demasiado

sensitiva a las perturbaciones de los datos.

IV) Fue demostrada la eficacia de las seudoiteraciones de desglose aproximante mediante su aplicacion
experimental a la soluciéon del problem a de la descomposicion tiempo-frecuencia topografica de la sefial

de electroencefalogramas (EEG) multicanales humanos de la vida real.

V) Todos los resultados mencionados posibilitan una aproximacién suficientemente precisa y robusta de
las soluciones del Problema General sin necesidad alguna de evaluacion heuristica de la condicionalidad

de cada problema original.
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RECOMENDACIONES.

1.- Investigar diversos criterios del compromiso precision vs. estabilidad numéricas de los aproximados

*
para el auto-ajuste del pardmetro t , nimero de seudoiterados de desglose aproximante.

2.- Investigar la aproximacion robusta de la solucion de problemas de Minimos -Cuadrados lineales a dos

niveles en dimensiones finitas con restricciones lineales de igualdad y/o con restricciones de tipo cota.

3.- Investigar la aproximacion robusta de la solucion de problemas de Minimos-Cuadrados no-lineales a

dos niveles en dimensiones finitas sin restricciones.

4.- Investigar algoritmos de iteraciones de desglose aproximante, basados en variantes menos costosas

de la Descomposicién en Valores Singulares.

5.- Investigar la aplicacion de la sensitividad auto-ajustada a la aproximacién de la solucién numérica de

los problemas inversos de las distintas clases de tomografia del cerebro.

6.- Investigar la inclusién de otros términos cuadrados lineales perfectos en la funcion objetivo superior
del problema de la distribucion espacial suavizada en combinaciones lineales de palabras del diccionario
de mejor ajuste en la descomposicion tiempo-frecuencia topogréfica de electroencefalogramas

multicanales espontaneos.

7.- Investigar la aplicacién de los resultados obtenidos al disefio de reguladores adaptativos de auto

ajuste robustos multivariables de procesos.
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ANEXO 1. CONVENIO DE SIMBOLOS Y NOTACION.

Simbolo “A ",

Denotamos con A cada fin de definicion o de demostracion; agregando un subindice numérico
apropiado en los casos de enunciados con incisos.

~

Simbolo “N".

Seauna funcion f : R"® R. Denotamos con N el operador diferencial del gradiente de una
funcién, Nf (x)

Notacién * ||)(||2 y“ ||X||2

Denotamos con ||)<||2 la norma euclideana de X, si x1 Rn, donde ni N y N<+¥ . Si

X1 RM n' mi N y Ir < +¥ , denotamos con ||X||2 la norma subordinada euclideana de
X.

Notacioén “ "X"F

sea XTI R™™ donde mI Ny m<+¥y nl N y n<+¥. Denotamos con "X"F la

norma de Frobenius de X .

Notacién “ [X]LJI

sean XT R™"™ miN, m<+ y nIl N, n<+¢; il N, jT N, 1£i££n;
kT N, IT N, 1£K£ | £m. Denotamos con [X]Lll la submatriz o subvector de la matriz o

vector X consistente en todos sus elementos desde la |- ésima columna hastala j- ésimay

desde la K- ésima fila hastala | - ésima.

Notacién “ K (X) .

sea XT R™™ donde ml Ny m<+¢¥ y nT Ny n<+¥. Denotamos con k(X) el
numero de condicion de X .

Simbolo “ "y “1,".

Denotamos con | o |, la matriz unidad -matriz cuadrada y diagonal de unos- cuyas
dimensiones son respectivamente definidas por contextoo N~ N.
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Notacion “ X <Y”y*“ X E£Y".

Sean X1 R"" y YT R"™ ™ matrices diagonales. Denotamos con X <Y o X £Y las
relaciones Xij; <VYij 0 Xij £ Vjj respectivamente entre los i - ésimos elementos diagonales de
ambas matrices.

Notacion “ X (",

sea XT R™ ™ penotamos con X( la matriz transpuesta de X, X RMM

Notacién “ X .

sea X1 RM™". Denotamos con X' la matriz seudoinversa Moore-Penrose de X,
. a ,

XTTRMM

Notacion “ XN,

Rm’m

Sea XI . Denotamos con X", donde N es un escalar entero no-negativo, la matriz

n
—

producto XX---X.
Notacion “ +/ X ”.

Denotamos con +/ X la matriz real cuadrada y triangular, factor de la Descomposicién de
Cholesky de la matriz X , cuyas dimensiones son definidas contextualmente.

Notacién * {Xi}i:O,l,Z,--- i R

Denotamos con {Xi}i:012~-~ I R" la sucesion Xg, X1, X0, %, -; de elementos XiT R",

i1 2" ordenados segun i=01,2---.
Notacién * Diag(x)".

sea X1 R™ " Denotamos con Diag (X) a la matriz real, cuadrada y diagonal, cuya
diagonal principal coincide con la de la matriz X .

Notacién * diag(x)" .

sea X1 R™ " benotamos con diag (X) al vector real, que coincide con la diagonal principal
de la matriz X.

Notacion “ int (X) )
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Denotamos con int (x) la parte entera del nUmero real X.

Simbolos “ Argmin " y “ argmin ”.

Sea una funcion f :R™® R. Denotamos con Arg min  f(x) el conjunto de todos los
xI X1 R"

puntos de minimo global de f en X | R": es decir,

Arg min f(x):{xT X | f(x)£ f(y)"yT Xi R”}.

. *
Adicionalmente, sean f y X tales que Arg mn f(X)Z{X } Asi, denotamos con
X XI RN
ag mn f(X) el Gnico punto de minimo globalde f en X1 R": es decir,
X Xi R"
. *
ag mn f(x)= X .
X Xi R"
Simbolo “min .

Sean una funcion f :R"® R y un conjunto X1 R", tales que Arg mn f(x)1 f.
X Xi R"
Denotamoscon min  f (X) el problema de optimizacion que consiste en hallar un punto de
x Xi R"
minimo global de f en X[ R"; es decir, el problema de hallar, al menos, un

x1 Arg mn f(x).
XTI R"
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ANEXO 2. PAQUETE DE PROGRAMAS “APPROXKIT”.

ApproxKit versién 2.0, para MatLab 5.3.0.10183 (R11) de MathWorks Inc.

ApproxKit es un juego de programas y funciones MatLab para la aproximacién numericamente
robusta de soluciones minimo-cuadraticas multi-lineales discretas.

ApproxKit es particularmente util en la solucion de aquellos problemas minimocuadraticos multi-
lineales discretos de escala media o media-grande, mal-condicionados; tales como, por ejemplo,
los problemas de aproximacion, inversos discretizados o de regresion multi-lineal, tan frecuentes
en la realizacion de tareas de calculo y procesamiento de datos experimentales.

Los algoritmos de estos programas y funciones fueron concebidos para aplicar los resultados
mas recientes de las teorias de los problemas de minimos cuadrados a dos niveles y de
regularizacion.

ApproxKit es un juego de programas y funciones MatLab para la aproximacién numericamente
robusta de soluciones minimo-cuadraticas lineales en dimensiones finitas. ApproxKit es
particularmente util en la solucion de problemas minimo-cuadraticos lineales en dimensiones
finitas de escala media o media-grande, numericamente malcondicionados; como regla, tales
como, los problemas de aproximacién, inversos o de regresion multi-lineales discretos, tan
frecuentes en la realizacion de complejas tareas de calculo y procesamiento de informacion
cientificotécnicos.

Los algoritmos de estos programas y funciones fueron concebidos para aplicar los resultados
mas recientes de las teorias de los problemas de minimos cuadrados a dos niveles y de
regularizacién (ver referencias) e instrumentados en una forma abierta no solamente para su uso
inmediato, sino, mas bien, para que el usuario MatLab construya sus propios programas y
funciones adecuados al propdésito antes mencionado.

Puestos previamente a punto bajo MatLab 5.3.0.10183 (R11), los algoritmos de los programas y
funciones fueron probados exitosamente tanto mediante las multiples y diversas funciones de
“test” basadas en las “matrices elementales especiales” que ofrece MatLab, como mediante las
de problemas inversos, que aparecen en “Regutools” [24], el paquete desarrollado en MatLab
por el Dr. Per Christian Hansen del Centro Danés de Computacion para la Investigacion
Cientifica y la Educacion (UNI*C); asi como aquéllos que son agrupados como “toolbox” con tal
propésito y ofrecidos, como regla, junto a MatLab.

El paquete ApproxKit consiste de los 11 cédigos-fuente MatLab orientados a propdsito de las
funciones ApproxKit y un programa demostrativo (el fichero ApproxKitdemo.m), todos ellos
editados como ficheros "*.m" separados 0, secuencialmente, como un Unico fichero "*.txt" (el
fichero ApproxKit.txt); y un fichero "readme" de tipo "*.txt".

Los siguientes ficheros "*.m" son obligatorios: ApproxKitdemo, Argmingcve, Argmingcvt, Asi,
Aspi, BoxandWall, Compgsvd, Compsvd, Itr, Menasi, Menaspi y Pitr.

Aparte de los antes mencionados ficheros "*.m" propios de ApproxKit, los dos siguientes ficheros
"*.m" del paquete REGUTOOLS ("Regularization tools", version 2.0, para MatLab 4.0, registrado
por Per Christian Hansen y UNI*C y libremente disponibles en el sitio WEB de MathWorks) son
también obligatorias: Csdecomp y Gsvd.



