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Prologo

Esta Introduccién a la Mecénica resume las experiencias del autor en la imparticion de
conferencias, clases préacticas y laboratorios durante varios afios en diversas facultades de
ciencias naturales en la Universidad de La Habana. Se trata en todo momento de hacer énfasis en
la relacion de los contenidos del curso con los resultados experimentales que condujeron a las
leyes y principios correspondientes, adicionando algin que otro resultado novedoso en relacion a
la validez de los conceptos tradicionales en mecanica. No es objetivo del curso presentar una
discusion exhaustiva de los conceptos excepto, quizas, en la definicion de energia, muchas veces
controvertida en la literatura cientifica. Por el contrario, dada la usual escasez de tiempo
disponible para impartir las disciplinas de fisica bdsica, sobre en todo en especialidades no
relacionadas directamente a la fisica, se ha tratado de extraer lo esencial de las leyes, dejando de
lado muchos aspectos interesantes y que pudieran ser de importancia para alguna disciplina en
particular, pero que no son indispensables para que el estudiante pueda alcanzar una vision

adecuada de la asignatura como un todo.

El curso presta especial atencion a los procesos de medicion ya que es la fisica la encargada de
estudiar las mediciones y su incertidumbre en cualquier especialidad de las ciencias naturales.
Como la Mecénica es sin duda la base indispensable para otros cursos de fisica basica como la
Termodinamica, el Electromagnetismo y la Optica, se trata de aprovechar en todo lo posible los
conocimientos que brindan estas disciplinas afines, tanto desde el punto de vista macroscopico
como microscépico, afiadiendo ejemplos ilustrativos y relacionando el contenido del curso con

ejemplos concretos, siempre que ha sido posible.

Se ha tratado de adoptar un orden légico que facilite la comprension del estudiante sin abandonar
la rigurosidad académica minima. Se hace uso libremente de los conocimientos previos de

calculo de nivel elemental y derivadas parciales, pero sin abusar de ellos cuando no es necesario.

En esta nueva version se han hecho algunas correcciones, se han mejorado varias figuras y se han
introducido ejemplos de aplicacion practica, mostrando algunos de los instrumentos que se usan

en la actualidad.

El autor, julio de 2023
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Capitulo I

Magnitudes fisicas
1. Introduccion
Materia, sustancia y campo

Materia es todo lo que nos rodea y llega
hasta nosotros reflejado por nuestros senti-
dos. El aire, el agua, cualquier objeto soli-
do, las ondas sonoras y la luz son materia.

Las ondas sonoras, causadas por el movi-
miento periddico de los fluidos, crean la
sensacion de sonido en el cerebro; la luz
nos proporciona la vision mediante un
complejo  mecanismo  fisico-quimico-
biologico. Mientras que la luz es material,
la vision es también una sensacion que exis-

te solo en nuestro cerebro.

Hay dos tipos fundamentales de materia:
sustancia y campo. La sustancia tiene masa
en reposo y se puede pesar en una balanza.
El campo no tiene masa en reposo; no se
puede pesar. Se reconoce la existencia de
tres tipos diferentes de campo: eléctrico,
magnético y electromagnético. Ese ultimo
describe radiaciones tales como la luz visi-
ble, las ondas de radio y la térmica, que es
detectada por la piel. Nuestros sentidos no
son capaces de revelar todos los tipos de
radiacién como, por ejemplo, las ondas de
radio o los rayos X, pero tenemos instru-
mentos capaces de hacerlo.

,Qué estudia la mecanica?

Un cuerpo es una porcion limitada de sus-
tancia que se puede mover de forma inde-
pendiente respecto a otros cuerpos. La me-
canica estudia y describe, con la mayor
rigurosidad posible, los posibles movimien-
tos de traslacion, rotacion y vibracion de los

cuerpos (y todo lo que a ello se relacione).
De todas las infinitas posibilidades, en éste
curso se estudian s6lo las mas simples.

JPor qué es importante el estudio de la
mecanica?

Al menos por dos razones:

e [ntroduce conceptos basicos que son
indispensables para el estudio de otras dis-
ciplinas, y analiza las leyes que relacionan
estos conceptos entre si (energia, intensidad
de la corriente, cantidad de movimiento y
otros.).

e Estudia el uso correcto de los instru-
mentos de medicion (errores objetivos y
subjetivos, incertidumbres, veracidad de los
resultados y similares) y forma la base del
denominado método cientifico de investiga-
cion, que comprende la observacion, hipo-
tesis, experimentacion y teoria. Cuando la
teoria es lo suficiente general, puede con-
ducir a una /ey. La parte experimental lleva
asociada en la inmensa mayoria de los ca-
sos el uso de algun instrumento de medi-
cion.

Una tercera razén podria ser que la fisica
esta presente en absolutamente todos los
fenomenos de la naturaleza. Por ejemplo,
estd comprobado que al excitarse los proce-
sos del pensamiento, aumenta la actividad
eléctrica y magnética en la corteza cerebral.

Leyes fisicas

Una ley es un nexo estable y reiterado entre
magnitudes fisicas: (si tal fendmeno tiene
lugar, este otro también lo tendrd). Las le-
yes son el resultado de la evidencia experi-
mental. Representan la sintesis de muchos
resultados obtenidos a lo largo de la histo-
ria.



En su gran mayoria, las leyes fisicas pueden
expresarse utilizando la simbologia mate-
matica, que refleja tanto el caracter cualita-
tivo de la ley como su carécter cuantitativo.
Por ejemplo, consideremos la 2da ley de
Newton, referida a una particula: “La fuerza
resultante aplicada a un cuerpo es igual a la
variacion temporal de su cantidad de mo-
vimiento”. La expresion analitica de esta
ley resulta mucho mas simple:
= dp
Fr = a4t

La cantidad de movimiento p se define co-
mo el producto de la masa (m) por la velo-
cidad (v) de la particula; (p=mv). Esta
expresion, ademas de la informacion cuali-
tativa (cuando se lee de manera correcta),
también tiene
Representa una formula matematica, donde
se cumplen los valores numéricos. También
posee
masa de la particula no varia con el trans-
curso del tiempo, entonces:

&b dv _
—=m-—=ma,
dt  dt

y se llega a la conocida expresion

informacién cuantitativa.

informacion adicional: cuando la

1

Fr =ma .

De aqui que para entender la Fisica sea in-
dispensable dominar el lenguaje matemati-
co, el concepto de derivada e integral, el
despeje de formulas, etc. Ademads, no basta
con memorizar una formula; es necesario
conocer el significado exacto de cada una
de ellas, y cuando es aplicable y cuando no
(limites de validez o aplicacion).

Las leyes fisicas son el resultado de la ex-
periencia y de la experimentacion, como se

mencioné antes. Asi, la ley de Newton para
la gravitacion universal

F=gMm
r
fue postulada por Newton en 1687 a partir
de la generalizacion de las observaciones
del movimiento de los planetas acumuladas
durante siglos. La comprobd por via expe-
rimental Henry Cavendish en 1789, utili-
zando una balanza de torsion (figura 1.1).

En general, toda ley fisica es el resultado de
la experiencia, de la aplicacion del método
cientifico a lo largo de muchos afios.

[ty
e Ty,
S —
5 = M e

Figura 1.1. Maqueta de la balanza original de Ca-
vendish. Note su tamafio, con el punto de observa-
cién a la derecha, la fuente de luz abajo a la izquier-
da y el sistema de ajuste de las masas M mas arriba.
La torsion de la fibra (1) hace rotar el espejo (2) y el



reflejo de la fuente (4) se mide en la regla (5).

Sin embargo, por razones de tiempo, no es
posible ni siquiera resumir los aspectos
historicos, ni tampoco describir los experi-
mentos que dieron origen a las leyes tal
como se les conoce hoy. De manera que en
los cursos modernos de fisica se presenta el
producto terminado: las leyes tal como se
conocen en la actualidad, y se hace muy
poca o ninguna referencia a cémo fueron
deducidas las mismas.

El objetivo de la mecénica es, por tanto,
describir las leyes que rigen los movimien-
tos de traslacion, rotacion y vibracion de los
cuerpos. En este curso particular se analizan
solo los movimientos mas simples.

2. Sistema Internacional de Unidades
Magnitudes fisicas

Magnitud es todo lo que se puede medir.
Medir significa comparar utilizando algun
instrumento. Una magnitud siempre puede
expresarse como una fraccion o multiplo de
otra de la misma clase. Ej., longitud, tiem-
po, velocidad, energia. No son magnitudes
el amor, el odio, la belleza, la envidia o los
celos. Cuando se efectiia una medicion, el
valor de la magnitud medida se compara
con el de otra magnitud que se designa arbi-
trariamente, denominada magnitud patron.

Asi, la expresion
L=3.12+£0.01 m

significa que al medir L compardndola con
el patrén (metro) se encontrd que era 3.12
veces mayor, y que el proceso estuvo afec-
tado de una imprecision o incertidumbre de
I cm (0.01 m). Este valor se denomina in-
certidumbre de la medicion, y se designa

aqui por oL: (8L = 0.01 m). El valor real de
la medicion puede ser cualquiera compren-
dido entre 3.11 y 3.13 m (figura 1.2).

La incertidumbre de una medicion da una
medida de cuan “buena” es la medicion.

Por ejemplo,
L=3.125£0.001 m

indica una medicion mucho mas precisa
que la anterior (se utilizaron mejores
instrumentos, se tuvo mayor cuidado, etc.).
Si al medir una longitud cualquiera A se
obtiene una incertidumbre dA, entonces:

L=At0A.

A

»
»

4
T I I

3.1 3.12 3.13

Figura 1.2. Incertidumbre de la medicion.

La incertidumbre relativa se define como
oA . .
e=—r mientras que la porcentual es igual

al producto de la relativa por 100:

g, =¢x 100.

Ejemplo: Se mide un intervalo de tiempo
con un crondémetro que aprecia las dos
décimas de
apreciacion del reloj como incertidumbre de
la medicion, ;cudl fue la incertidumbre

segundo. Si se toma la
porcentual?
At=224+02s
£=02/224=89x10"
€, =0.89~=0.9 % .

Magnitudes fundamentales y derivadas



Las magnitudes derivadas son aquellas que
se pueden definir a partir de otras ya cono-
cidas, Por ej.

[a] = [vI/[t] ; [v] = [LI/t] .

Pero... ;como se define la longitud? ;Como
se define el tiempo? ;La masa?

Las magnitudes que no pueden definirse a
partir de otras magnitudes mediante ecua-
ciones se llaman magnitudes fundamenta-
les. Se definen sobre la base del llamado
criterio operacional, que considera una
magnitud totalmente definida cuando se
especifican los pasos necesarios para medir
su valor.

Asi, la longitud de un cuerpo a lo largo de
una direccion determinada es aquella pro-
piedad del mismo que se mide colocando
una regla dividida en partes iguales a lo
largo de esa direccion, haciendo coincidir el
cero de la regla con el extremo del cuerpo y
anotando el numero de divisiones que com-
prende la regla hasta el otro extremo, etc.
La longitud de la regla utilizada es la mag-
nitud patron, y la regla como tal es el pa-
tron. Para evitar que haya tantos patrones
como reglas hay, es necesario tomar una de
ellas como patréon fundamental, y referir
todas las demas longitudes a este patron.

Durante mucho tiempo se utilizé el metro
patron, que se encuentra desde 1799 en la
Oficina Internacional de Pesas y Medidas
en Sevres, cerca de Paris, como patrén in-
ternacional de longitud. Se consideraba al
metro como la longitud comprendida entre
dos marcas hechas en los extremos de una
barra de platino-iridio que se encontraba en
dicho laboratorio.

En 1960 se redefinio el metro como
1.650.763,73 longitudes de onda de la luz
anaranjada-rojiza emitida por el isotopo
cripton 86, y volvio a redefinirse en 1983
como la longitud recorrida por la luz en el
vacio en un intervalo de tiempo de
1/299.792.458 de segundo (definicion ac-
tual).

Desde hace mas de 200 anos han existido
una serie de convenios internacionales para
definir las restantes magnitudes patrones,
que s6lo mencionaremos. También en 1799
se introdujeron los patrones de masa (kilo-
gramo patrén, aun vigente) y de tiempo.
Hasta 1955, el patrdon cientifico del tiempo,
el segundo, se basaba en el periodo de rota-
cion terrestre, y se definia como 1/86.400
del dia solar medio. Cuando se comprobod
que la velocidad de rotacion de la Tierra,
ademas de ser irregular, estaba decreciendo
de manera gradual, se hizo necesario rede-
finir el segundo.

En 1955, la Unidén Astronomica Internacio-
nal definio el segundo como
1/31.556.925,9747 del afio solar en curso el
31 de diciembre de 1899. El Comité Inter-
nacional de Pesas y Medidas adoptd esa
definicion el afo siguiente. Con la intro-
duccién de los relojes atdbmicos —en parti-
cular, con la construccion de un reloj ato-
mico de haz de cesio de alta precision, en
1955— se hizo posible una medida mas
precisa del tiempo. El reloj atdbmico men-
cionado utiliza la frecuencia de una linea
espectral producida por el atomo de cesio
133.

En 1967 la medida del segundo en el
Sistema Internacional de unidades se de-
finio como la duracion de 9.192.631.770



periodos de la radiacion correspondien-
te a la transicion entre dos niveles hiper-
finos del estado fundamental del atomo
de cesio 133.

Sistema Internacional de Unidades

Se ha encontrado en la practica que solo se
necesitan 7 magnitudes fundamentales para
definir todas las demés magnitudes, de
cualquier disciplina. En el Sistema Interna-
cional (SI) de unidades, vigente legalmente
en nuestro pais y en la mayoria de los pai-
ses, las magnitudes fundamentales aparecen
en la tabla siguiente (aunque muchas veces
otras viejas magnitudes se conserven en la
practica).

Algunas viejas unidades se han redefinido
sobre la base de las unidades del SI. Asi,

por ejemplo:

1 libra-masa = 0.4535934277 kg
1 yarda=0.9144 m

1 litro = 0.001 m’

Precision y exactitud

Los conceptos de precision y exactitud mu-
chas veces se confunden en la literatura.
Entenderemos que una medicion es precisa
cuando la misma es reproducible dentro de
un conjunto de valores pequefos.

Las mediciones precisas se asocian a los
instrumentos de alta sensibilidad, capaces
de hacer determinaciones con un nimero
relativamente grande de cifras significativas
después del punto decimal.

La exactitud viene dada por la veracidad de
la medicion cuando se compara con los
valores del correspondiente patron (figura
1.3). Una medicidon puede ser muy precisa,

pero si el instrumento no estaba calibrado
correctamente con relacion al patron, la

medicion sera poco exacta.

Figura 1.3. Un reloj atomico moderno como el que
esta sobre la mesa no varia mas de 1 s en 200 000
afios. (Tomado de
https://www.meteorologiaenred.com/reloj-
atomico.html)

Tabla 1.1

Sistema Internacional de Unidades

Magnitud Patron Simbolo
Longitud metro m
Masa kilogramo kg
Tiempo segundo s
Temperatura kelvin K
Intensidad de co-

ampere A

rriente

bujia, cande-

la bocd

Intensidad de la luz

Cantidad de sustan-
. mol
cia

mol

Por ejemplo, si no se verifica que una ba-
lanza marca cero cuando el plato esta vacio,
cualquier pesada posterior tendra como




error la diferencia que marcaba el instru-
mento con relacion al cero.

Multiplos y submultiplos de las magnitu-
des fundamentales

En la tabla 1.2 aparecen los multiplos mas
comunes de las magnitudes fundamentales,
también utilizados para indicar multiplos de
otras magnitudes.

En vez de mega gramo se utiliza la tonela-
da: 1 t= 10" kg = 10° g. El litro es igual al

dm’.

Para transformar un valor de una unidad a
otra, basta solo con sustituir el significado
del prefijo. Por ej., para transformar 3 dm
en metros:

3dm=3x(10'm)=0.3m
Para transformar 500 g en toneladas:

500 g =5x 10> g=5x (10°/10%) g=5/
10* ton =5 x 10™ ton.

Tabla 1.2
Muiltiplos y submuiltiplos de las
magnitudes fundamentales

Nombre Simbolo Significado
Mega M 10°
Kilo k 10°
Hecto h 10°
Deca da 10

metro, gramo, segundo, litro

Deci d 10™
Centi c 107
Mili m 10°
Micro u 10°
Nano n 10°
Pico p 10"

Ejemplos y ejercicios

1. La densidad de un solido se puede obte-
ner a partir del experimento midiendo su
masa (m) y su volumen (V), a partir de la
relacion p = m/V. Si el volumen se midio
con una incertidumbre relativa de 107 y la
masa del cuerpo era de 200 g, ;cual debe-
ria ser la apreciacion de la balanza a utili-
zar para que la incertidumbre relativa ob-
tenida al medir la masa no sea mayor que
el del volumen?

Resolucion:

La apreciacion de la balanza se toma como
incertidumbre de la medicion (dm): &y =
dm/m

dm=g,m<10~.200=02g

2. Un galon contiene casi 38 decilitros y
una pinta es 1/8 de galon. ;A cuantos litros
equivale una pinta aproximadamente?

1 pinta = 1/8 galon = 1/8. 38 dl = 38/8. (10
1 =0.4751

3. Hallar el factor de conversion de a) km/h
am/s; b) glem’® a kg/m’.

a) R: 1 km/h =5/18 m/s

4. Demostrar que 1 g/cm’ equivale a 1 kg/l
y también a 1 ton/m’.

3. Magnitudes escalares y vectoriales

Las magnitudes escalares se describen por
una sola cifra o nimero (longitud, tiempo,
masa, temperatura, energia). Las magnitu-
des vectoriales necesitan de tres parametros



para ser descritas: intensidad o modulo,
direccion y sentido (velocidad, aceleracion,
fuerza, cantidad de movimiento). Las pro-
piedades matematicas de las magnitudes
escalares son las de los numeros reales, y
no necesitan mayor explicacion. Las vecto-
riales, por el contrario, tienen sus propias
reglas de suma, resta y multiplicacion que
difieren de las anteriores.

Y

Figura 1.4. Vector 5Su

Vector

Las magnitudes vectoriales se representan
por vectores, que poseen modulo, direccion
y sentido. Una recta en espacio determina
una direccion con dos posibles sentidos de
recorrido. Un vector en una direccién y
sentido dados se representa por una flecha o
saeta, cuya longitud representa la intensidad
o médulo del mismo.

El vector de la figura 1.4, simbolizado por
A, tiene una longitud de 5 unidades, lo que
se indica de la siguiente forma: |A|=5u.
(O atin mas simple: A = 5u). El vector A
sera cero solo si su modulo es cero (A = 0);

es decir, cuando coinciden el origen y el
extremo en el mismo punto.

Dos vectores son iguales cuando tienen
igual moédulo y sentido y son paralelos,
aunque no se superpongan (vectores libres).
Por ejemplo, en la figura 1.5 a la izquierda

los vectores A y B son iguales (A =B).

-~
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Figura 1.5. Vectores. Igualdad y producto por un
escalar.

El producto de un escalar A por un vector
cualquiera A (AA) es otro vector de igual
direccion y sentido que A, pero de modulo
AA. (Si A es negativo, el sentido del vector
producto se invierte). La figura 1.5 muestra

el vector A junto al vector 2 A.

El vector —A se denomina vector opuesto
de A:

Suma de vectores

La suma de vectores se define a partir de la
regla del poligono, que consiste en lo si-

guiente. Considere los vectores A, By C,
orientados de forma arbitraria en el espacio.
Para facilitar la comprension supondremos
que los tres se encuentran en el plano del

papel (figura 1.6).

. 8
-1 B B /C
A > /e
X

Figura 1.6. Suma de vectores

El vector suma S=A +B+C se obtiene de
la manera siguiente: se traslada el segundo
vector, paralelo a si mismo, hasta hacer
coincidir su origen con el extremo del pri-
mero. Después se traslada el tercero hasta



hacer coincidir su origen con el extremo del
segundo. El resultado se obtiene al unir el
origen del primero con el extremo del ulti-
mo.

Si hubiera mas de tres vectores, se siguen
agregando vectores después del tercero por
el mismo procedimiento. El vector suma se
obtiene uniendo el origen del primer vector
con el extremo del ultimo.

wy

Figura 1.7. Regla del paralelogramo para la suma de
dos vectores (ver texto).

Caso particular. Cuando s6lo hay dos vec-
tores, el procedimiento anterior conduce a
la conocida regla del paralelogramo, con-
sistente en llevar ambos vectores a un ori-
gen comun, trazar las paralelas y tomar el
vector suma en la diagonal. Por ejemplo, si

S=A+B, de los graficos en la figura 1.7
se ve de inmediato la total coincidencia de
ambos procedimientos.

Propiedades de la suma de vectores (sin
demostracion)

e El modulo de la suma es menor o igual
que la suma de los moddulos. Es decir,

‘A+E+G‘S‘A‘+‘B‘+‘C‘
e La suma de vectores es conmutativa (el
orden de los sumandos no altera el resulta-
do):
A+B=B+A
e Es asociativa (el resultado no depende
del orden de suma):

(A+B)+C=A+B+C)=A+B+C

e 4. Es distributiva respecto al escalar
MA+B)=2A+AB

Resta de vectores

La resta de dos vectores se define como la
suma del opuesto (figura 1.8). Por ejemplo,

para calcular R =A-B, se ejecuta la ope-
racion R = A+(-]§) , donde - B es el opues-

tode B.

B
4 / 5
B
K

Figura 1.8. Resta de vectores; R = A - B

La resta de vectores no es conmutativa;
A-B#B-A. Se ve facil que

A-B=(-1)(-A+B)=-(B-A).
Componentes de un vector

Considere un vector cualquiera en un plano,
y un sistema de coordenadas cuyo origen
coincide con el del vector, cuyo extremo se
encuentra en el punto P (figura 1.9); Ay y
A, son las proyecciones o componentes del
vector A a lo largo de los ejes coordenados.
Representan la longitud desde el origen
hasta el intercepto de la perpendicular baja-
da a partir del punto P a cada uno de los
ejes.

Ademas, A, y Ay son la abscisa y ordenada
del punto respecto al sistema de referencia
especificado. De la figura se ve de inmedia-
to que: cosO = A,/A; send = A,/A, donde A
representa el modulo |A|. Por tanto, es po-



sible escribir:

9

Figura 1.9. Proyecciones del vector sobre los ejes
coordenados.

A, = Acos0
Ay = Asen0 ,
Elevando al cuadrado y sumando:
Ai + Ai = A%(cos’0 +sen’0) .

Como lo que esta entre paréntesis es igual a
la unidad, al efectuar se llega a:

A= AL +AY.

Ese resultado nos muestra que si se conocen
las componentes de un vector, se conoce su
moddulo (y también su direccion en el espa-
cio, pues:)

Ay send '

A, cosO’
0 = arctan(A/Ay).
tan0 = A,/A,
Vectores unitarios

Considere los vectores 1 y ] de modulo

unidad i = j = 1 orientados a lo largo de los
ejes coordenados.

De la figura 1.10 se ve que es posible ex-

presar el vector A como una suma de vec-
tores en funcidn de los vectores unitarios:

A=A d+Aj.

P

g

Az

Figura 1.11. Componentes en 3 dimensiones.

Se puede extender esta notacion a tres di-
mensiones, refiriendo el vector a tres ejes
coordenados con los ejes perpendiculares
entre si. En este caso,

A=A 0+AJ+AK.

También, A=,/A+A]+A] (figura 1.11),

La direccion del vector se especifica a partir
de los cosenos que forma el vector con cada
uno de los ejes coordenados (cosenos direc-
tores).



Suma y resta en cartesianas

Considere la suma de dos vectores,

A=Ai+A,] vy B= BJ"'ByE, repre-
sentados en la figura 1.12. Llamando C al

vector suma de A y B, se ve de la grafica
que Cx = Ay + By y que Cy = A, + B,. Cada
una de las componentes del vector C es la
suma de las componentes correspondientes
de los vectores A y B.

Este resultado se generaliza de forma

inmediata a tres dimensiones. Si

consideramos las tres componentes de cada
vector,

A=A d+A JHAK
B=B,i+B,j+Bk
C=C,i+Cyj+Ck.

El vector suma de estos tres vectores,
S=A+B+C , se puede expresar como
S=S,1+ Syj +S,k donde

Sy=A,+ B +Cq
Sy=Ay+By+Cy
S,=A,+B,+C,.

w

€-> €———===—==>

>

Figura 1.12. Suma de vectores en funcion de las
componentes.

Para la resta el procedimiento es anélogo.
La componente sera negativa si esta en la
parte negativa de los ejes de coordenadas.

Producto escalar de dos vectores

Sean los vectores cualesquiera A y B que,
al ser trasladados paralelos a si mismos a un

origen comun, forman entre si un angulo 0
(figura 1.13).

\ 6

Figura 1.13. Interpretacion del producto escalar.

Se define el producto escalar de estos

vectores por la expresion A-B (se lee: A
punto B) y viene dado por

A -B= ABcos® .
Propiedades:

e Notar que el resultado es un escalar, no
un vector.

o AA=A2

e Esconmutativo: A-B=B-A

e Es distributivo respecto a la suma:
A-B+C)=A-B+A-C

. x(A-B)zxe-B:A-x}é

Una condicion necesaria y suficiente para
que dos vectores sean perpendiculares es

que su producto escalar sea cero: A-B=0

< Ay B son perpendiculares.

Producto vectorial de dos vectores

Sean los vectores cualesquiera A y B que,



al ser trasladados paralelos a si mismos a un
origen comun, forman entre si un angulo 0,
de manera similar a lo expresado en la
figura 1.13 para el producto escalar. Se
define el producto vectorial de estos dos
vectores por la expresion

C=AxB
(y se lee “A cruz B”), donde el vector C

tiene las siguientes propiedades:

3]

@y

9 —»
bp/

Figura 1.14. Producto vectorial

e Es perpendicular al plano formado por
los vectores A y B (figura 1.14),

e Su valor modular viene dado por la
expresion C = ABsen©.

e Su sentido viene dado por la regla de la
mano derecha, que consiste en lo siguiente:

Si se extienden los dedos de la mano
derecha a lo largo del primer vector, y se
cierra la mano hacia el segundo (por el
angulo mas pequefio) el pulgar indica el
sentido de C. Note que el producto de
vectores no es conmutativo:

AxB=-BxA
Propiedades:
o AxA=0

e Es distriubutivo respecto a la suma:

xC

>

Ax(B+C)=AxB+
. x(AxE)zxAxE

Cuando los vectores A y B se expresan en
posible
demostrar que su producto vectorial viene

coordenadas  cartesianas, €S

dado por la siguiente expresion:

—

AxB= (Asz - Asz)T B (AXBZ } AZBX)J
+(AxBy _AYBX)E

que corresponde al desarrollo por menores
de un determinante del tipo

i j k
Ay A, A,
B, B, B,

1.5 Tema Avanzado

Creacion del Sistema Internacional de
Unidades

Es posible considerar el inicio de lo que
hoy se conoce como Sistema Internacional
de Unidades (SI) a partir de la implantacion
en Francia del Sistema Meétrico Decimal
(SMD), a finales de los 1700. Poco después
de la implantacién del SMD se elaboraron
dos patrones de platino iridio; el metro y el
kilogramo, que fueron registrados de forma
oficial en ese pais a mediados de 1799 (fi-
guras 2.14 y 2.15). El kilogramo patrén atin
se mantiene. La definicion del metro se ha
modificado varias veces a lo largo de los
anos, con el fin de disminuir cada vez mas
la incertidumbre en las comparaciones con
los patrones secundarios de otros paises.

La 17* Conferencia General de la Oficina



Internacional de Pesos y Medidas (BIPM en
el idioma original, Bureau International des
Poids et Mesures) adopto el acuerdo de que,
a partir de 1983, el metro se definiera como
la distancia que recorre la luz en el vacio
durante un intervalo de 1/299 792 458 de
segundo.

Figura 1.15. Patrones secundarios del metro patrén
primario (distancia entre dos marcas en la superficie
de la barra).

Las obligaciones del BIPM incluyen la ac-
tualizacion de un sistema global de unida-
des para que exista unicidad en la presenta-
cion de los descubrimientos cientificos e
innovaciones, en la industria y en el comer-
cio internacional.

El Bur6 también se encarga de promover la
importancia de la metrologia para la cien-
cia, la industria y la sociedad y de velar por
la calidad de los patrones primarios contra
los que se comparan los patrones secunda-
rios del resto del mundo.

Con ese fin colabora con otras agencias
internacionales, coordina eventos cientifi-
cos, publica informes perioddicos, propor-
ciona servicios para la correcta calibracion
de instrumentos y patrones, realiza activi-
dades cientificas y técnicas en sus propios
laboratorios para beneficio de los estados

miembros y coordina el mejoramiento del
Sistema Internacional de Unidades organi-
zando conferencias generales.

Figura 1.16. Prototipo internacional del kilogramo.

El primero de enero de 2015 el BIPM con-
taba con 55 estados miembros y 41 asocia-
dos a las conferencias. Entre los miembros
permanentes 7 de ellos son latinoamerica-
nos: Argentina, Brasil, Chile, Colombia,
México, Uruguay y Venezuela.

Entre los asociados se encuentran otros 7:
Bolivia, Costa Rica, Cuba, Ecuador, Pana-
ma, Paraguay y Peru. Es usual que cada
pais cuente con su propia oficina de pesas y
medidas, aunque hay paises donde la de-
nominacion es diferente y se hace un énfa-
sis mayor en la metrologia que en los pa-
trones.

El Sistema Internacional de Unidades reco-
noce 7 magnitudes fundamentales, defini-
das a partir del criterio operacional, que



consiste en describir la forma en que se
mide cada magnitud (tabla 1.3). Cualquier
otra magnitud es una magnitud derivada,

TABLA 1.4
MAGNITUDES DERIVADAS DEL SISTEMA
INTERNACIONAL DE UNIDADES

obtenida a partir de férmulas o expresiones Relacion
matematicas que reflejan alguna propiedad . . Simbo- con
fisica Magnitud Unidad otras
. lo .
unida-
TABLA 1.3 : df’ls
MAGNITUDES FUNDAMENTALES DEL Frecuencia hertz Hz S
SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES Fuerza newton N kg'm/s
Presion pascal Pa N/m”
Simbolo Energa, _ ‘
Magnitud Unidad | dela trabajo joule J N'm
unidad Potencia watt W J/s
Longitud metro m Carga eléc-
Masa kilogramo kg trica coulomb ¢ A's
Tiempo segundo S Potencial, 1/C
Corriente eléctrica ampere fuerza volt A% W /1&
Temperatura X electromotriz
. kelvin K -
termodinamica Capacidad farad F C/vV
Cantidad de mol mol Resistencia ohm Q V/A
sustancia eléctrica
Intensidad luminosa | candela cd CCiznductan— siemens S ANV
En la tabla 1.4 aparecen las unidades deri- | Flujo N weber Wb Ve
vadas del Sistema Internacional traducidas | Magnetico
al castellano, junto a su correcta denomina- Induccl:;.on tesla Wh/m?
cion. Note que los nombres de las magnitu- | Magnetica
. - . Inductancia henry H Wb/A
des se escriben con minuscula, aunque si- P
guen la ortografia del correspondiente ape- EOI;J: umi- lumen Im cd.sr
llido que le dio origen en el idioma original, - - 5
) . Luminancia lux Ix Im/m
1.€., no se castellanizan. —
Actividad becque- B Us
Con excepcion del metro, el kilogramo, el | radiactiva rel d
segundo, el mol y la candela, los simbolos | Dosis de
se escriben con mayuscula. En adicion se | radiacion gray Gy kg
reconocen dos magnitudes y unidades su- | absorbida
plementarias, el d&ngulo plano (radian [rad]) Dos.1s | sievert Sy Jkg
y el angulo solido (esterradian [sr]). equiva’ente

Las normas que regulan las unidades de
medida y su terminologia alcanzan la cate-
goria de ley en muchos paises.

En Cuba estan definidas por el Decreto-ley
92 de fecha 30 de diciembre de 1982, que




también regula la equivalencia con las uni-
dades de otros sistemas de medida.
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1.4 Problemas resueltos

1. Suponiendo que para el agua destilada p
= 1.0 g/lem’ exactamente, exprese ésta den-
sidad en kg/L.

2. Hallar el factor de conversion de a) km/h
am/s; b) g/em® a ton/m’.

3. Hallar el mddulo de la suma de los vecto-
res de la figurasi 0 =60°, A=1yB=3.

Figura problema 3

4. Un auto recorre 50 km hacia el Este, des-
pués 30 km hacia el Norte y como final, 25
km en una direccién de 30° hacia el Este del
Norte. Determinar el desplazamiento total.

5. Considere los vectores a=4i-3j+k y
b=-i+j+k. Hallar: a) a+b; b) a-b; ¢)
el vector C tal que a-b+&=0.

6. Un vector a de 10 unidades y otro b de
6 unidades apuntan en direcciones que di-

fieren 60°. Calcular: a) producto escalar; b)
producto vectorial.

Problema propuesto

L
ettt %

Un turista sale de su campamento en los
tropicos en una direccion que forma un an-
gulo de 60° con la direccion SUR y recorre
5 km. Después gira en direccion NORTE, y
recorre 8 km. Luego gira hacia el
SURESTE, a 45° de la direcciéon SUR vy
recorre otros 3 km, hasta que decide hacer
un descanso. a) /A qué distancia se encuen-



tra en ese momento del campamento? b)
(En qué direccién debe moverse para regre-
sar al campamento por la via mas corta po-
sible? (cos60 = 0.5; sen60 = 0.866, sen45 =
cos45=0.7)

Soluciones
Problema 1.1
Para hallar el factor de conversion,

glem® = 10°g/10°cm’ = kg/10°(10"dm)* =
kg/dm® = kg/L

1 g/lem’ = 1kg/L

Problema 1.2
a) km/h = 10°m/3600s = 5/18 m/s
1 km/h = 5/18 m/s

b) g/em’ = 10°¢/10%m’ = ton/10°(10°m)’ =
ton/10°(10°m*) = ton/m’

1 g/cm3 = 1 ton/m’

Problema 1.3

Llevando los vectores a un origen comun en
un sistema de coordenadas adecuado; y
calculando las componentes de cada vector:

Ax=1xcos60 ="
Ay =1x sen60 = V3/2
By,=3xcos0=3
By=3xsen0=0

Llamando S al vector suma de A y B:
Sx=%+3=35

S, =V3/2+0=13/2

Por tanto, el vector suma tendra la forma:
S=3.51 +@]

Como se pide el modulo de la suma:

S=\3.52 +(3/22 =(13)!/2

S=3.6

Problema 1.4

Haciendo la  representacion

D=D,+D,+D,

grafica:

Calculando las componentes:
D, =50i
D, =30j

]33 =25sen301 + 2500530}

h 4

D,

Sumando las componentes para obtener el
vector D:

D, =50 +25(1/2) = 62.5
D, =30+ 25(3/2) = 51.65

D=62.51 +51.65]

D =(62.5)2+(51.65)>



D=281.1 km

La direccion del desplazamiento total forma
un angulo con la direccion Este que viene
dado por

tan¢ = Dy/Dy = 62.5/51.65 = 1.21
¢ = arctan (1.21) ~ 50.4°

Respuesta: El auto se desplazd 81.1 km,
formando una direccion de 50.4° con la
direccion Este.

Problema 1.5

a) a+b=(4-1)i+(3+1)j+(1+1)k
at+b=31-2j+2k

b) a-b=5i-4j

¢) Despejando, ¢=b-a=-(a-b)

c=-5i+4j

Problema 1.6

a) axb=abcosd =10x 6 x 0.5=30

b) |axb|=absend = 10 x 6 x V3/2=30\3 ~
52

La direccién de ¢=axb es perpendicular
al plano que forman @ y b. El sentido vie-
ne dado por la regla de la mano derecha.



CAPITULO 2

Cinematica de la particula
2.1  Conceptos basicos
Particula, punto material o masa puntual.
Vector de posicion.
Trayectoria y desplazamiento
2.2 Velocidad y rapidez
2.3 Aceleracion
Componentes normal y tangencial
2. 4 Caso en que a = 0: Movimiento rectilineo uniforme, MRU
2.5 Movimiento a lo largo de una recta con a # 0 constante, MRUV
Formula de la velocidad.
Formula del espacio.
Otras formulas de interés en el MRUV
2.6 Caida libre de los cuerpos
2.7 Movimiento de proyectiles
Movimiento en el eje X.
Movimiento en el eje Y.
Tiempo de vuelo.
Alcance horizontal.
Alcance méaximo.
Ecuacion de la trayectoria
2. 8 Movimiento relativo

2.9 Problemas resueltos



Capitulo 2

Cinematica de la particula
2.1 Conceptos basicos
Particula, punto material o masa puntual

Ademas del movimiento de traslacion, los
cuerpos pueden efectuar movimientos de
rotacion y de vibracion. Cuando se analiza
el movimiento de traslacion exclusivamen-
te, resulta conveniente introducir el concep-
to de particula, asumiendo que el cuerpo se
comporta como un punto, con toda su masa
concentrada en ¢l (figura 2.1). También es
comun referirse a la particula como punto
material o como masa puntual. Este Gltimo
es muy comun en textos de habla inglesa.

Figura 2.1. Concepto de particula. Ver texto.

Siempre que solo interese analizar el mo-
vimiento de traslacion, se puede asumir, en
una primera aproximacion, que el cuerpo en
cuestion se comporta como una masa pun-
tual. De esta forma se centra la atencion en
la traslacion, y se dejan de tomar en cuenta
las posibles rotaciones y vibraciones, que
siempre podran ser analizadas mas adelan-
te. La aproximacion sera mas cercana a la
realidad mientras mayores sean las distan-
cias involucradas en comparacion con las
dimensiones del objeto en cuestion.

Vector de posicion

El movimiento es relativo. Cuando se
menciona que un cuerpo se mueve, hay que
especificar con relacion a qué se estd mo-

viendo. Es usual tomar la Tierra como
sistema de referencia, pero la Tierra tam-
bién se mueve alrededor del Sol, y éste,
junto con todo el sistema solar, alrededor
del centro de la galaxia y con relacién a
otras galaxias, etc.

La posicion de una particula respecto a
cualquier sistema de referencia se especifi-
ca mediante el

F=xi+yj+zk (figura2.2).

vector de posicion

Figura 2.2. Vector de posiciéon t = Xi + y} +7k .

Conociendo (x,y,z) se conoce con exactitud
la posicion de la particula. En lo que sigue
solo se analizaran problemas en 1 y 2 di-
mensiones (recta y plano), por lo que la
representacion del vector de posicion serd
en el plano xy:

T=xi+ yj .
Trayectoria y desplazamiento

Cuando la particula varia su posicion con el
transcurso del tiempo, la curva imaginaria
que se obtiene al unir las posiciones sucesi-
vas que va ocupando la particula se deno-
mina trayectoria de la misma.

En este caso el vector de posicion serd



funcion del tiempo, lo que se designa por
F=7(t). Como T=xityj, también se
cumplird que
x=x(t); y = y(1).

Supongamos que en un instante t;, medido
con reloj, la particula se encuentra en la
posicion Py, con vector de posicion L. Y
que en un instante posterior se encuentra en
P,, asociado a T,. Se define el desplaza-

miento de la particula (figura 2.3) en el
intervalo de tiempo At = t; — t; como

Ar=1,—1. Se ve con facilidad que
L,=1+Ar.

Figura 2.3. Trayectoria de P, a P, (linea quebrada) y

desplazamiento (vector AT ).

2.2 Velocidad y rapidez

Si la particula ha realizado un desplaza-
miento AT en el intervalo de tiempo At, es
posible definir su velocidad media por la
expresion

{; = £

AL

Como At es un escalar siempre positivo, la
velocidad media siempre tiene la misma

direccion y sentido que el desplazamiento
AT (figura 2.4). La velocidad instantanea

(o simplemente, la velocidad) se define

como el limite para cuando At — 0:

v lmg
t—0 At ’

Figura 2.4. Velocidad media e instantanea.

Cuando At tiende a cero, el vector despla-
zamiento también tiende a cero, y cada vez
la cuerda se acerca mas a la tangente a la
curva (ver figura). Como la velocidad tiene
la misma direccion que AT, también su
direccion se acercard cada vez mas a la
tangente a la curva. En el limite, cuando At
= 0, la direcciéon de la velocidad coincide
con la tangente a la trayectoria. Es decir, la
velocidad instantanea de la particula siem-
pre es tangente a la trayectoria.

En coordenadas cartesianas en dos dimen-

siones 1 =xi+yj. Derivando con respecto

al tiempo se obtiene
V=vgitvyg,
donde vy y vy son las componentes de la

velocidad a lo largo de los ejes coordena-
dos: vy = dx/dt, vy, = dy/dt.



Rapidez

Considere un segmento cualquiera de tra-
yectoria recorrida entre los puntos P; y P, y
sea Al la longitud de ese intervalo. Si la
longitud se recorre en el intervalo At =t, —

t;, la rapidez de la particula se define por la
expresion

. AV
rapidez = lim —.
At—0 At

Figura 2.5. Rapidez

De la figura 2.5 se ve que A/ y Ar no son
iguales sino que, a lo mas, A/ =~ Ar. Sin
embargo, a medida que el intervalo At se
hace menor y el punto P, se acerca a Py, el
valor de Ar y el de A/ irdn siendo cada vez
mas similares. En el limite para At — 0 el
punto P; y el P, coinciden, y es posible
sustituir uno por el otro. En ese caso d/ =
dr (figura 2.6), y queda entonces

dr

Al _de_dr_|dE
dt

m—
-0 At dt dt

Por tanto, la rapidez de la particula no es
mas que el modulo de su velocidad (figura
2.7).

Resumiendo:

~,_d¢ dr
|V|= .
dt dt

Longitud recorrida a lo largo de la tra-

yectoria

Si se desea calcular la longitud A/, despe-
jando en la expresion anterior se obtiene
d/ =vdt; por tanto,

2
A= dl
1
1 t
[de=[vat,

Figura 2.6. Longitud o espacio recorrido a lo largo
de la trayectoria ( Al ).

Figura 2.7. El velocimetro indica la rapidez y el
odometro el AL recorrido (151517 total, 6536
parcial).

Unidades

En el SI de unidades las longitudes patrones
se miden en metros y el tiempo patréon en



segundos. De aqui que, en las unidades
basicas:

[v] = [L)/[t] = m/s.
2.3 Aceleracion media e instantanea en el
plano

Sean V, y V, las velocidades de una parti-

cula en los instantes t; y t,. Entonces,

AV=V,-V,.

ty V1

Figura 2.8. Aceleracion media a,.

La aceleracion media de la particula en ese
intervalo de tiempo se define por la expre-
sion
5 =87,
At

y se comprueba con facilidad que el vector
am, paralelo al vector Av, esta dirigido
siempre hacia la parte concava de la trayec-
toria (figura 2.8). La aceleracion (instanta-
nea) se define como el limite de la acelera-
cion media cuando el intervalo At tiende a
Cero:

Cuando la velocidad se expresa en funcion
de sus componentes,

V=viitv g,

aplicando la definicion anterior, se obtiene

a=aitaj,
ay = dvy/dt,
ay = dvy/dt.

Componentes normal y tangencial de la
aceleracion

Hasta el momento se ha utilizado para
establecer la posicion de la particula un
sistema de referencia ligado a tierra. Consi-
deremos ahora otro sistema de referencia:
uno ligado a la particula, de manera que se
mueve junto con ella con uno de los lados
tangente a la trayectoria (figura 2.9).

/ Vector unitario
I

., P7
/., T tangente (ta)
i/

- Movimiento
Vector unitario

normal

Figura 2.9. Componentes en un sistema de refe-
rencia movil.

Los ejes coordenados de este sistema de
referencia se toman de forma que uno de
ellos es tangente a la trayectoria en cada
instante, y el otro es perpendicular a esa
tangente. Se introducen, ademas, el vector

unitario tangente T (tau) y el vector unita-
rio normal N, este wltimo dirigido hacia la

parte concava de la curva. El vector T se
puede expresar en funcion de la velocidad
de la particula, que también es tangente a la



trayectoria, como

T:

<<

Expresando la aceleracion en funcion de T:

dr
dt -’

__dv_d, = _dva
=—=—WD=—T+
T a Tt
El primer término, dv/dt, es la variacion de
la rapidez a lo largo de la curva, y tiene la
direccion del vector tangente; es la acelera-

cion tangencial:

_dv
dt’

ag

Mas adelante se demuestra que el 2do
término se puede expresar como

oF _|af|
dt |dt
donde d—T=l,
dt| R

2
por lo que el 2do término es igual a VEN.

Llamando aceleracion tangencial al primer
término
_dv

dt”’

ag

y aceleracion normal al 2do:

V2

an:_

R b
al sustituir en la expresion de la aceleracion
se obtiene

—

a=aT+a/N.

. T v’
Demostracion vd— =Y N
dt R

Como T es un vector unitario, entonces el
producto escalar de ¢l consigo mismo es
igual a la unidad:

T-T=1.
La derivada del producto escalar sigue las
mismas reglas que las derivadas de las
funciones reales; y derivando respecto al
tiempo se obtiene

. dT

2T-—=0.
dt

De acuerdo a las propiedades analizadas del

producto escalar, significa que los vectores

Ty dT/dt son perpendiculares, por lo que
el vector dT/dt tiene la direccion del vector

unitario normal N, y por tanto es posible
escribir

Jt
dt

Jt
dt

Para dilucidar el significado de ‘dT/dt‘

|consideremos la definicion de derivada:

st
At

dT

a7 . AT
dt

At

1m
At—0
y AT/At se puede evaluar de la figura 2.10.

—
——
—_
—

- -

Figura 2.10. Evaluacion de AT/At

El tridngulo formado por los dos radios y el



segmento de cuerda de valor vpAt en la
figura es semejante al tridngulo formado

por T, T, y AT, por ser isosceles con

angulo comun entre los lados iguales. Que
el angulo es el mismo en ambos casos se ve
de inmediato, considerando que los vecto-
res unitarios son perpendiculares a los
correspondientes radios de la circunferen-
cia. Cuando dos angulos agudos tienen sus
correspondientes  perpendiculares
entre si, son iguales.

lados

Analizando entonces la proporcionalidad
entre lados homoélogos de tridngulos seme-
jantes, se cumplira que

AT _T_1
VvpAt R R’
AT _ Vi
At R

Considerando ahora un intervalo At ten-
diendo a cero, la velocidad media v, tende-
ra al valor de la velocidad instantanea en un
punto, y el cociente AT/At se convertird en
la derivada dT/dt; luego:

Figura 2.11. Aceleracion en el plano.
dT
dt

que es la expresion que deseabamos encon-

2

V —
=YX
\% R ,

trar.

La componente a, es siempre positiva,

mientras que a; puede ser positiva o negati-
va, seglin sea que la particula vaya aumen-
tando o reduciendo su velocidad a lo largo
de la trayectoria.

La figura 2.11 indica que el vector acelera-
cioén siempre estard dirigido hacia la parte
concava de la curva. Su direccion puede
obtenerse a partir de las componentes; tan0
= a,/a..

2.4 Caso en que a = 0: Movimiento recti-
lineo y uniforme (MRU).

A continuacion se estudian algunos casos
particulares de movimiento, comenzando
por el mas sencillo posible.

.. dv — .
Sia= T =0, entonces V = constante. Y si

la velocidad es constante (modulo, direc-
cion y sentido), el movimiento tiene que ser
a lo largo de una recta (figura 2.12).

V) e V)

—/"

Figura 2.12. MRU

En este caso resulta conveniente escoger el
eje x de forma que coincida con la direc-
cion del movimiento. El vector de posicion

de la particula tendra la forma t = x1 .
En la figura 2.13, |1, | = x;; | T, | = X2. Como

so6lo hay una direccion con dos posibles
sentidos, se puede adoptar el convenio de
que los vectores que estén dirigidos hacia la
derecha se representen con un signo (+),
mientras que los dirigidos a la izquierda se
representen con un signo (-). De esta forma
se puede obviar completamente la represen-



tacion vectorial, y trabajar sélo con los

escalares.
- >
_ . L
| ! 1
I I I
0 4 NP}

Figura 2.13. Ver texto.

Asi se obtiene, para la velocidad media vy,
= AX/At, donde Ax = X2 — X1, At = b —t.

La velocidad es positiva cuando el movi-
miento es hacia la derecha y negativa en
caso contrario. Como la velocidad es cons-
tante, la velocidad instantanea sera igual a
la velocidad media en todo instante, por
tanto:

v = Ax/At.

Esta es la formula de la velocidad en el
MRU.

Formula del espacio en el MRU

Tomando t; = 0 como el momento en que se
comienza a contar el tiempo y despejando
Ax en la expresion anterior, se llega a la
expresion para el espacio recorrido:

AX = vt.

Si se desea expresar como varia la abscisa
en funcion del tiempo, sustituyendo Ax en
la expresion anterior, se obtiene

X =X T Vi,
donde x, es la posicion de la particula para t
=0.

Si se grafica la velocidad en funcion del
tiempo, se obtiene una recta paralela el eje
de las t. En cambio, la ecuacion de la absci-
sa en funcion del tiempo es la ecuacion de

una recta con intercepto X, y pendiente v
(figura 2.14).

Figura 2.14. Abscisa en el MRU

Ejercicio: Analizar como queda el grafico
cuando X, es negativo y como cuando la
velocidad es negativa.

Unidades

En el SI de unidades las longitudes se mi-
den en metros (magnitud patrén) y el tiem-
po en segundos. Por tanto,

[v]=[LV[t] = m/s
[a] = [V]/[t] = n/s®.

2.5 Movimiento a lo largo de una recta
con aceleracion constante (MRUY)

Foéormula de la velocidad

Como el movimiento es en una recta, la
expresion de la aceleracion queda como a =
dv/dt. Considerando la derivada como un
cociente de infinitesimales antes de alcan-
zar el limite, es posible trabajar con los
diferenciales como si fueran nUmeros
reales. Por tanto, despejando en la ecuacion

anterior,
dv = adt.

La igualdad debe mantenerse cuando se
integra a ambos lados de la expresion,
considerando que para el instante inicial t,
la velocidad de la particula tenia el valor t,



y que la aceleracion es constante y se puede
sacar fuera de la integral,

Integrando ambas expresiones y haciendo t,
= 0 por conveniencia (instante en que se
comienza a contar el tiempo), se llega a la
formula de la velocidad en el movimiento
rectilineo uniformemente variado.

vV =v,t at. (1)

Note que t siempre es (+), pero v, v, y a
pueden ser positivos o negativos, y que aqui
se sigue el mismo convenio de signos que
en el caso del MRU. El vector que apunte a
la derecha (sea v o a) sera positivo, y
negativo en caso contrario. Si v y a estan
dirigidas en el mismo sentido el movimien-
to es acelerado; si estan en sentido contrario
el movimiento es retardado

Hay cuatro posibilidades que se resumen en
la tabla 2.1. Es oportuno enfatizar que los
vectores carecen de signo; poseen moddulo,
direccion y sentido. El convenio de la tabla
2.1 es valido sdlo si el movimiento es uni-
dimensional.

El grafico de v en funcién del tiempo pro-
porciona la ecuacién de una recta. En el
ejemplo de la figura 2.15 se ha representado
un movimiento retardado hacia la derecha.

Tabla 2.1
Posibles movimientos en el MRUV

<
1)

Acelerado a la derecha (v > 0, a >0)

%
Acelerado a la izquierda (v<0,a<0) <«
%

T T4

Retardado a la derecha (v >0, a < 0)

Retardado a la izquierda (v<0,a<0) « —

\7

v=y, +at

t

Figura 2.15. Velocidad en el MRUV

Formula del espacio en el MRUV

Para hallar la expresion del espacio recorri-
do, a partir de la definicion de velocidad v
= dx/dt es posible despejar dx considerando
un instante antes de llegar al limite:

dx = vdt.

Integrando a ambos lados del signo de
igualdad, y sustituyendo v =
obtiene:

Vo + at, se

X t t t

j dx = j(vo +at)dt = vojdt+ajtdt .
Xo to to to

La integracion definida de la expresion

anterior, considerando t, = 0 como se hizo
antes, conduce a:

AX = vt + %atz. (2)

Si se prefiere, es posible expresar la abscisa
explicitamente en funcion del tiempo:

X=X0+V0t+%at2.

Note que estas expresiones proporcionan en
realidad /a abscisa en un instante determi-
nado, que no es lo mismo que el espacio
total recorrido (que tampoco es igual a X-X,;
por ejemplo, si el movil sale y retrocede al
origen, el espacio total no es cero, pero Ax



=0).
Otras formulas de interés en el MRUV

Si se despeja el tiempo en la formula de la
velocidad (1), se sustituye en la formula de
Ax (2) y se simplifican términos, se llega a

V2 = v, + 2aAx, 3)

relacion que no depende del tiempo y puede
ser de utilidad en muchos casos. Si se susti-
tuye la formula del espacio (2.5.2) en la
expresion de la velocidad media vy, = Ax/At
y se simplifican términos, se llega a:

:V0+V

n =75 “)

v

Finalmente, como Ax también puede escri-
birse como Ax = vpt, sustituyendo la expre-
sion (4) se llega a

AXZ(V‘);V]L (5)

Note que las ecuaciones (1) a la (5) se
derivaron para el caso particular en que la

aceleracion es constante y a lo largo de una
recta. No se pueden aplicar en ninglin otro
caso.

2.6 Caida libre de los cuerpos

Cuando es posible despreciar la resistencia
del aire, todos los cuerpos caen vertical-
mente hacia la tierra con la misma acelera-
cion, de aproximadamente g = 9.8 m/s’.
Esto se puede comprobar con facilidad en
experimentos de catedra, donde una pluma
y una esfera pequefia de acero caen al uni-
sono en un tubo al que se le ha extraido
antes el aire.

Los ejes de la grafica en la figura 2.16
representan la distancia al punto inicial y el

tiempo transcurrido desde que se deja caer
un objeto cerca de la superficie terrestre.

0—-&.\\“

N
(=}

d (metros)
-
=]

@
o
\

\

80

t (segundos)

Figura 2.16. Avance de una masa puntual en caida
libre.

La gravedad acelera el objeto, que so6lo cae
unos 20 metros en los primeros dos segun-
dos, pero casi 60 metros en los dos segun-
dos siguientes. También se encuentra en la
practica que g disminuye a medida que
aumenta la altura sobre la tierra (se analiza-
rd mas adelante) y que, ademas, varia con la
latitud geografica: (tabla 2.2).

Tabla 2.2
Aceleracion de la gravedad g
en diversas latitudes

2

Lugar cm/s
Ecuador (0°) 978.0
La Habana (23° N) 978.2
Washington (47°N) 980.7
Alaska (64° N) 982.2
Polos norte y sur (90°) 983.2

Como el movimiento de caida libre es con
aceleracion constante y a lo largo de una
recta, se regird por las mismas expresiones
que rigen el MRUV. Lo tnico que varia es



el sistema de referencia, que ahora se en-
cuentra vertical (equivale a rotar 90° a la
izquierda el sistema de referencia que se
utiliza para el movimiento en el eje x. El
convenio de signos se mantiene, figura
2.17).

v+ +
d — v+ Tl la=-g
<« V- V-O

Figura 2.17. Sistema de referencia para caida libre.
Basta rotar el horizontal en sentido contrario al reloj.

Con este convenio de signos, las ecuaciones
de la caida libre toman la forma siguiente:

V=vV,—gt
Ay =Vt - 3 gt2
vV =v, - 2gAy.

Notar que, al igual que el movimiento
analizado en el eje x, la variable y represen-
ta la abscisa en un instante determinado, y
no el espacio recorrido por la masa puntual.
Por lo general el cero del sistema de refe-
rencia se toma de forma que coincida con la
superficie de la tierra, pero es posible colo-
carlo en cualquier otro lugar.

2.7 Movimiento de proyectiles

Un proyectil es cualquier objeto que se
mueve bajo la accion exclusiva de la grave-
dad y de la resistencia del aire, después que
se le aplica un impulso inicial. En lo sigue
no tomaremos en cuenta la resistencia del
aire (aproximacion valida cuando la distan-
cia a recorrer por el proyectil no es muy
grande).

Cuando se analiza la variacion de la posi-

cion (y = y(x)) se comprueba que cualquier
proyectil describe una trayectoria caracte-
ristica representada en un esquema en la
figura 2.18. Si so6lo actiia la gravedad, la
trayectoria es una parabola perfecta.

El movimiento del proyectil se caracteriza
por una serie de pardmetros:

v, : velocidad inicial

0,. angulo de lanzamiento o angulo inicial
(note que el angulo que forma la velocidad
con la horizontal varia a medida que el
proyectil avanza)

ym: altura maxima que alcanza el proyectil

xp: alcance horizontal (distancia recorrida a
lo largo del eje x)

ty: tiempo de vuelo (tiempo que el proyectil
esta en el aire)

Existen relaciones entre todas estas magni-
tudes; por ejemplo, el alcance horizontal es
funcion de la velocidad inicial y el angulo
de disparo. La posicion del proyectil queda-
rd determinada por completo en cada ins-
tante si se conoce su ley del movimiento, es
decir, si se conoce la dependencia 1 = 1(t).

Como estamos en un movimiento en dos
dimensiones, entonces

F=xityj,

donde x = x(t); y = y(t). Si se conoce el
vector de posicion en cada instante, enton-
ces se puede conocer también la velocidad
en cada instante, puesto que

. dr
V=—.
dt

Para calcular y(t) y x(t) analicemos la com-
ponente del movimiento en cada eje por



separado.
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Figura 2.18. Trayectoria de un proyectil

Movimiento en el eje X

La unica aceleracion actuando es la de la
gravedad, que no tiene componente en el
eje x. Por tanto, el movimiento en el eje x
es con velocidad constante, a lo largo de
una recta. Las expresiones a utilizar son las
mismas del MRU tomando la proyeccion o
componente de la velocidad inicial a lo
largo del eje x:

Vy = Vo080,
AX = v,c080,t.
Movimiento en el eje Y

La componente de la velocidad inicial en
eje y es:

Voy = Vosen0y,.
Y se ve facil que las expresiones seran las

mismas que las de caida Libre (movimiento
en el eje y con aceleracion de la gravedad).

Vy = Vesenb, — gt
Ay = vosenf,t - %gtz.
Tiempo de vuelo t,

Cuando no hay friccion se comprueba con
facilidad que el proyectil tarda el mismo
intervalo de tiempo en llegar hasta su altura

maxima que el que tarda en regresar des-
pués hasta el suelo. Por tanto, es posible
escribir

t, = 2t’,
donde t’ es el tiempo que tarda en llegar a
la altura méaxima. El tiempo t’ se puede
calcular considerando que, al alcanzar la
altura méaxima el proyectil invierte su reco-
rrido en el eje y, por lo que en ese instante

vy = 0. Haciendo vy = 0 en la expresion
correspondiente:

0 = vosenf, —gt’

= v,send, .

g
El tiempo de vuelo es el doble de este valor,

_ 2v,send,
—y

t

v

Alcance horizontal x;

Al sustituir el tiempo que el proyectil esta
en el aire (ty) en la expresion de Ax mas
arriba, obtendremos su maximo alcance.
Sustituyendo:

2v_senf
Ax=v cosf, ——2.



Considerando que 2senf,cos0, = sen(20,) y
que X, = 0, agrupando y simplificando se
obtiene:

_ v2sen20,,

X
h g

En la figura 2.19 se muestra el efecto de
incrementar la velocidad inicial del proyec-
til cuando 6, es constante.

/ N\
\s :

Figura 2.19. Efecto de aumentar la velocidad inicial
en el alcance horizontal x, para un valor dado de 6.,

Angulo de alcance maximo

Dada una velocidad inicial v,, el &ngulo
inicial que proporciona el maximo alcance
del proyectil se obtiene imponiendo la
condicion de extremo relativo en la expre-
sidon anterior, ya que en ese caso X solo
depende de 0,

dx;, _ vacos(20,)x2
do, g '

Igualando a cero esta expresion (condicion
de extremo relativo) se obtiene que la deri-
vada sera cero si cos(20,) = 0, o lo que es
igual, si 20, = /2. De aqui se obtiene

0o(méax) = 1/4 (45°),

que se comprueba corresponde a un maxi-
mo de la funcién x;, = xp(0,).

Ecuacion de la trayectoria

Eliminando el tiempo en las expresiones
para Ax y Ay, haciendo x, = y, = 0, es
posible demostrar que la ecuacion de la
trayectoria sigue la siguiente dependencia

parabdlica (ejercicio para el lector);

g P
= xtan -——=—x".
Y ° 2vicos’0,

(4]

2.8 Movimiento relativo

Cuando un objeto cae de un movil (auto-
movil, tren) la descripcion del movimiento
que proporciona un observador en el movil
por lo general difiere de la descripcion que
ofrece un observador en tierra. Un observa-
dor en una de las ventanas del moévil vera
que el objeto se aleja de si en linea recta
hacia la tierra, mientras que el observador
en tierra verd que sigue al moévil en su

movimiento, describiendo una parabola
(figura 2.20).

Observador

en el movil .

(caida libre) Observador

entierra
(proyectil)

Figura 2.20. Un mismo movimiento en diversos
sistemas de referencia.

Interesa encontrar la relacion que hay entre
el movimiento visto por ambos observado-
res. Con este fin, considere una masa pun-
tual en movimiento y dos sistemas de refe-
rencia, uno fijo a tierra (xy) y otro ligado a
un movil (x’y’) que se mueve con velocidad
constante respecto al sistema fijo.

Los vectores T y T' son los vectores de

posicion de la masa puntual P respecto a



cada sistema de referencia. El vector T, es

el vector de posicion del sistema movil
respecto al sistema fijo. Segtn las reglas de
la suma de vectores, T=1,+T (figura

2.21).

Sistema fijo LL

Figura 2.21. Movimiento relativo del punto P en
dos sistemas de referencia.

Como la masa puntual estd en movimiento,
y el sistema movil suponemos que se mue-
ve con velocidad constante, los tres vecto-
res estdn variando su posiciéon de forma
continua con el transcurso del tiempo.
Derivando en la expresion anterior con
respecto al tiempo, se obtiene:

—

V=i+v'.
donde:

v : velocidad de la masa puntual respecto al
sistema fijo.

v': velocidad de la masa puntual respecto
al sistema movil.

L velocidad del sistema movil respecto al

sistema fijo.

Se acostumbra representar la expresion
anterior despejando v':

|
<
1
=

Ejemplo: Un auto se mueve a 10 m/s. Co-
mienza a llover sin viento, cayendo las
gotas con velocidad constante de 5 m/s.
(Con qué Angulo chocan las gotas de lluvia
el parabrisas lateral?

Datos:
(Ver figura 2.22).
Auto (sistema movil): p= 10 m/s

Lluvia (masa puntual respecto a tierra): v =
5 m/s

Lluvia respecto al sistema movil (v’)?
tan O =p/v=10/5=2

0 = arctan(2)

—’ -
—> v
LL
V=V
0|V
=it
Figura 2.22

Respuesta: 0 ~ 63° con la vertical

2.9 Problemas resueltos

1. Un auto sube una loma a 40 km/h y la
baja a 80 km/h. ;Cudl fue su velocidad
media en el recorrido?

2. Dos trenes salen en el mismo instante de
las ciudades A y B, separadas 300 km, con
diferente rapidez media constante de 60 y



90 km/h, uno al encuentro del otro. a) ;A
qué distancia de la ciudad A se cruzan? b)
(Cuanto tiempo transcurre hasta ese mo-
mento?

3. En el momento que se enciende la luz
verde de un semaforo, un auto arranca con
aceleracion de 6 m/s*. En el mismo instante,
un camidn que iba con rapidez constante de
30 m/s alcanza y rebasa al automovil. a) ;A
qué distancia del semaforo alcanza el auto
al camion? b) ;Cudl era la velocidad del
auto en ese instante? c) Dibuje el grafico de
X vs. t para ambos vehiculos.

4. Una persona sube por una escalera auto-
matica inmovil en 90 s. Cuando la persona
estd inmovil sobre la escalera y ésta se
mueve, llega arriba en 60 s. ;Qué tiempo
tarda la persona en subir cuando ella y la
escalera estdn en movimiento?

Figura problema 6

5. Un tren que avanza a velocidad vo; co-
mienza a frenar con aceleracion a para no
chocar con otro que avanza delante en el
mismo sentido con velocidad vp; < v y
que se encuentra a una distancia d del pri-
mero. Demuestre que si d < (V01-V02)2/2a
habra choque, y no lo habra en caso de que
d> (V01-V02)2/2a.

6. La grafica representa el movimiento de
una masa puntual en una recta. a) Diga,
para cada intervalo, si la velocidad y la

aceleracion son (+), (-) o cero. b) Describa
el movimiento de la masa puntual.

7. Un globo asciende con rapidez de 12 m/s
y deja caer un bulto cuando se encuentra a
la altura de 80 m. ;Cudnto tarda el bulto en
llegar al suelo? (No se toma en cuenta la
resistencia del aire. Tome g = 10 m/s).

8. Desde un puente de 45 m de altura se
deja caer una piedra. Otra piedra se arroja
por la vertical hacia abajo, 1 segundo des-
pués. Si ambas piedras llegan al suelo al
mismo tiempo, ;cudl fue la velocidad ini-
cial de la segunda piedra?

9. Un cuerpo en caida libre a partir del
reposo recorre la mitad de su camino total
en el ultimo segundo de su caida. Calcular:
a) tiempo de vuelo y b) altura inicial.

10. Se dispara en la horizontal un proyectil
desde un cafion situado a 44 m por encima
de la horizontal con velocidad inicial de
240 m/s. Diga: a) tiempo de vuelo, b) al-
cance horizontal, ¢) componente vertical de
la velocidad al llegar al suelo.

11. Un auto que viajaba a 108 km/h co-
mienza a frenar al entrar en una seccion
circular de la carretera de radio de curvatura
20 m. Si su rapidez se reduce de manera
uniforme en 2 m/s cada segundo, ;cuadl sera
su aceleracion en el momento que alcance
72 km/h?

Problemas propuestos

1. Un auto que al inicio se movia con MRU
acelera a partir de un cierto instante a razon
de 1 m/s* durante 12 s. Si en esos 12s el
auto recorrio 180 m. a) ;Cual fue su velo-
cidad final? b) ;Cudl era la velocidad
inicial? c) /Cual fue su velocidad media en
los de 12 s?



2. A 32 m por delante de un auto que viaja
a 72 km/h se atraviesa una vaca que andaba
suelta en la via. El chofer aplica los frenos
pero, no obstante, 2 segundos después el
auto choca con la vaca. Calcular: a) veloci-
dad del auto al chocar y, b) aceleracion del
auto después de aplicar los frenos, supuesta
constante.

% 32m ,ﬂ_“i‘\. Sy
im

3. Considere una masa puntual moviéndose
de izquierda a derecha por la trayectoria
curvilinea de la figura, de forma tal que

cuando se encuentra en P su rapidez dismi-
nuye con el tiempo.

a) Escriba la expresion para la aceleracion
de la masa puntual en funcién de las com-
ponentes normal y tangencial; b) sefiale en
el grafico la representacion vectorial apro-
ximada de la aceleracion de la masa pun-
tual; c) Calcule el moédulo de esa acelera-
cion sabiendo que cuando la masa puntual
estd en P su rapidez es de 4 m/s y varia a
razén de 3 m/s cada segundo; el radio de
curvatura en ese punto es 4 m. d) ;Cual es
el valor del angulo existente entre la acele-
racion de la masa puntual y su velocidad?

4. ;Qué tipo de movimiento surge cuando:
1) la componente normal de la aceleracion
es cero y la componente tangencial es
constante y de sentido contrario a la veloci-
dad? Haga un esquema que ilustre su res-

puesta. ii) la aceleracion tangencial es cero
y la aceleracion normal es de modulo cons-
tante y estd siempre dirigida hacia el mismo
punto? Haga un esquema que ilustre su

respuesta.
Soluciones
Problema 2.1
Sube Baja
| ;
Axy Axz
AX = AXy + Axy = 2Axy
At= Atl + Atz )
Atl = AXl/Vl )
Aty = AXo/vy
Vo= AWAL= 2N 2
A A, 1T
v v, 40 80
=53.3 km/h
Problema 2.2

Escogiendo un sistema de referencia comun
para ambos moéviles

Xa = Vat
Xg =d — vt

t es el mismo, porque arrancan en el mismo
instante. Cuando se crucen:

XA = XB

VAt =d- VBt



60kmh _y «— 90km/h
0 A d=300km B
S, VSN oosc s D b
—————— = XA
————————————————————————————————— = XB

t=d/(v,+ vg) =300/150 = 2h
Xp = X = Vot = 60x2 = 120 km

Problema 2.3
Y
= -
| —
1 Xo
)
a)

Camion (MRU): xc =v t
Auto (MRUV): x, = % at® (v, = 0)

Camion

Auto

Xo
Como el tiempo es el mismo para los dos,
cuando el auto alcanza al camion en x,

Xp = Xc
Y5 at® = vit.

Despejando: t = 2v./a es el tiempo que tarda
en alcanzarlo. Sustituyendo en X, se obtiene
la distancia:

Xe = Xo = 2Ve/a=2x (30)/ 6 =300 m

b) v=at=2vc=2x 30 =60 m/s.

Problema 2.4

Vv'=v-1 (el movimiento es a lo largo de

una recta)

p: velocidad del sistema movil (escalera)
respecto a tierra

v: velocidad de la masa puntual (persona)
respecto a tierra

v’: velocidad de la masa puntual (persona)
respecto al sistema movil (escalera)

v’ = x/t; = x/60
u = x/t, =x/90

Despejando y considerando que los vecto-
res son colineales:

v=v + u=x(1/60 + 1/90)
1

1,1
60 90

t=x/v= =36s

Problema 2.5
X1 =Voitt+ % at’
Xo =d + vt
Habra choque si x; > x, en algin momento:
Vot + ¥ at*> d + vt

t* + (2/a)(vor — Voo)t —2d/a> 0



Esta ecuacion tendra solucion real solo si el
discriminante B> — 4AC es mayor o igual
que cero:

(4/a%) (Vo1 — Vo2)* — 8d/a >0

lo que conduce a: d < (voi-ve2)*/2a (condi-
cion de choque)

Si B® — 4AC < 0 se obtiene una raiz imagi-
naria y no hay solucion. No es posible que
X] > X y no hay choque. Al sustituir arriba
se obtiene

d > (Vor-vo2)*/2a (no hay choque).

Problema 2.6

Analizando la definiciéon de velocidad y
aceleraciébn para el movimiento en una
dimension;

v = dx/dt, a=dv/dt

\'% a
OA + 0
AB + -
BC 0 0
CD - +

b) La particula, a partir de un impulso
inicial a la derecha, se mueve con velocidad
constante, comienza a frenar en t,, hasta
que se detiene en el instante tg y ahi se
mantiene hasta el instante tc.

0

En tc recibe otro impulso, pero ahora en
sentido contrario, y a partir de ese momento
comienza a frenar hasta el instante tp, don-
de se detiene (dx/dt =0 en D).

Problema 2.7

_80m

Se conocen v,_ Yo, ¥, g Se quiere conocer t:
V= Yo+ Vot — V2 gt’.

Sustituyendo v, = 12 m/s, y, = 80 m, y = 0,
se obtiene una ecuacion de segundo grado:

52— 12t—80=0
1= 21000 5415

Las dos soluciones de esta ecuacion son:
t; =5.38s;t,=-2.98s.

La segunda no tiene significado como
solucion del problema (tiempo negativo),
por tanto:

Respuesta: tarda 5.4 s.



Ejercicio: resolver el problema cuando el
bulto se lanza hacia abajo con la misma
rapidez.

Problema 2.8

Como ambas piedras no se lanzan en el
mismo instante, existird una diferencia de
un segundo entre los tiempos contados para
ambos movimientos. Llamando t; = 0 al
instante en que se lanza la primera piedra,
cuando t; = 1 entonces t; = 0.

Yo=45m |
—
Vol

Vaz 0 i Vo1 =0

|

|

I

|

|

I

I

9 |

Como la diferencia en el tiempo se mantie-
ne, es posible escribir

t, =t —1.
Calculando lo que tardan en llegar al suelo:
piedra 1:
Y1=0, Yo1 =Yo2 = Yo =45, V61 =0
0=yo— " gtlz
t; = (2yo/g)"* =3s.

piedra 2:

tb=t1-1=2s

0= Yoo — Voot — ¥4 gto°

Vor = (yo/t2) — ¥ gta’ =
=(4512)- (%) x10x2=12.5m/s

Problema 2.9

a) Si recorre la mitad en el ultimo segundo,
la otra mitad la recorrié en t = t, —1, donde
ty es el tiempo total.

En ese intervalo recorre y = y,/2. Como es a
partir del reposo,

Vo/2 = Yo — Vo g(ty —1)
Yo = gty — 1)’

Yo —

YJ2 T

Tenemos hasta el momento una ecuacion y
dos incognitas (ty, y,). Hace falta otra ecua-
cion, que se obtiene a partir de que cuando t
=t,y=0:
0=y, % gt,°
Yo =1Y2 gtvz.

Igualando esta ecuacion con la anterior:

gty — 1)2 =" gtv2

t,—4t, +2=0

ty =

4%416-8 \/216'8:2i¢§,

Las dos raices son: t; = 3.41 s; t, = 0.59 s.
Esta ultima no tiene sentido, ya que el
tiempo de vuelo debe ser por fuerza mayor
de un minuto. Luego



ty=3.41s Vo =108 km/h = 108 x 5/18 = 30 m/s

b) yo = Y% gtv’ = % x 10 x (3.41)> = 58.14 v="72km/h =72 x 5/18 =20 m/s

m. . - _
a=aT+a N

a,= dv/dt = - 2 m/s’
a, = v?/R = 20%/20 = 20 m/s’

Problema 2.10
Datos: y, = 44 m, vox = 240 m/s, vy = 0, t?
a) 0=y,— Y gt’

a=-2T+20N.

ty, = %2@535

Yo

|
% |

l

E [

| i

| —

________ _jl\v En esta expresion estan incluidos el médulo
*n ! y la direccion del vector a.
b)XthoxtV=240X3=720m ‘a‘: ,224‘202:20.1111/82

c)vy=-gt=-10x3=-30m/s
tanO = ay/a, = 2/20=10.1

Respuesta: 0 = arctan(0.1) = 5.7°.
Problema 2.11
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CAPITULO 3

Dinamica de la Particula
3.1 Introduccién

La cinematica estudia las ecuaciones del
movimiento, pero no las causas que lo pro-
ducen. La dinamica se dedica al estudio de
£sas causas.

Ejemplos:

Caida libre: EI cuerpo acelera porque algo
lo atrae hacia abajo (la interaccion gravita-
toria) que depende de la distancia y de la
masa de los cuerpos que interaccionan (fi-
gura 3.1).

_). Atraccidon
g |

e
—

N
\
A\
\ -
A \ Vv
kY
Figura 3.1. Interacciones diversas

Movimiento en una trayectoria curva: Exis-
te una aceleracion normal a causa de la va-
riacion de la direccion de la velocidad. Para
gue exista esa aceleracion, tiene que haber
algun tipo de interaccion del mdvil con el
exterior, actuando a lo largo de la direccion
radial (friccion del pavimento en el caso de
un automovil, etc.).

El concepto de fuerza permite introducir
una medida de esa interaccion con valores
numeéericos.

3.2 Concepto de fuerza

El concepto de fuerza es un concepto intui-
tivo. Para empujar una mesa o cargar un
peso hay que hacer fuerza. Se relaciona de
forma intuitiva con el esfuerzo fisico que
hay que realizar para mover o cargar deter-
minado objeto. Por tanto, es posible definir
la fuerza a partir de este concepto intuitivo,
como una medida de la interaccion entre
diferentes cuerpos.

N

N

2M

Figura 3.2. Dinamémetro calibrado.

Sin embargo, para la fisica no es suficiente
este concepto intuitivo. Las magnitudes
fisicas tienen que poder compararse entre si
numéricamente y para describir una fuerza
sin ambiguedades es necesario dar su valor
numeérico. Significa que hay que comparar
las fuerzas contra alguna fuerza patrén, o
por via indirecta contra algun otro patron,
mediante formulas. Para medir fuerzas se
emplean los dinamdmetros, instrumento
que en lo esencial cuenta con resorte y una
escala graduada (figura 3.2).

En la figura 3.3 aparece un montaje expe-
rimental para la definicion de fuerza a partir
del criterio operacional, donde un cuerpo es
arrastrado hacia la derecha utilizando un



dinamometro no calibrado. Al aplicar una
interaccion en sus extremos, el resorte se
estira y es posible leer diferentes valores en
la escala. Los resultados que se obtienen al
llevar a cabo diferentes experimentos son
los siguientes:

Cuerpo
patron Dinamometro = constarls
—_—
| e
-Ax— Interaccion
No friccion

Figura 3.3. Criterio operacional para la definicién
de fuerza.

= Para un cuerpo determinado, diferentes
aceleraciones conducen a diferentes exten-
siones Ax del resorte, que son proporciona-
les. (Al duplicar la aceleracion se duplica
Ax, etc.)

= Si se cambia el cuerpo, cambian los va-
lores de la escala y las aceleraciones, pero
siguen siendo proporcionales. Ademas, los
experimentos son reproducibles (para un
cuerpo dado, a igual aceleracion, igual po-
sicion de la escala).

Por tanto, es posible escoger un cuerpo
cualquiera como patron y asignar valores a
las fuerzas ejercidas por el resorte en fun-
cién de las aceleraciones que se obtienen;

F oc Ax = ka,

donde k es una constante de proporcionali-
dad arbitraria (que mas adelante se vera
como se determina).

Se puede entonces calibrar diferentes dina-
mometros, y estudiar el efecto de diferentes
fuerzas aplicadas al mismo cuerpo. Se
comprueba entonces por el experimento que
las fuerzas se comportan como vectores

(figura 3.4):
Fr=R+F, +F;.

Figura 3.4. Efecto de diversas fuerzas sobre un
cuerpo.

Si las fuerzas estan equilibradas a=0 vy el
efecto de las fuerzas solo se traduce en la
deformacion de los resortes. Por tanto, es
posible redefinir el concepto de fuerza de la
forma siguiente:

Fuerza: medida de la interaccion entre
diferentes cuerpos, capaz de originar ace-
leraciones y/o deformaciones en los mis-
mos.

3.3 Inercia y masa inercial

La misma fuerza, actuando sobre cuerpos
diferentes, origina diferentes aceleraciones.
Si un cuerpo esta en reposo, necesita que se
le aplique una fuerza para iniciar su movi-
miento. Si esta en movimiento, necesita una
fuerza para detenerse.

La propiedad de los cuerpos que hace que
se resistan a cambiar su estado de movi-
miento se denomina inercia. La masa iner-
cial es la medida cuantitativa de la inercia.
Para asignar valores a la masa se usa un
criterio operacional similar al usado para
definir la fuerza.

La misma fuerza origina diferentes acelera-
ciones en diferentes cuerpos. En la figura



3.5, las aceleraciones originadas por la
misma fuerza F son diferentes.

Agente externo

Cuerpo 1
F
F—
Cuerpo 2
a,# a
F 2
e

Figura 3.5. Definicion de masa (ver texto).

Si se aplica otra fuerza F’ a estos dos cuer-
pos, se encuentran otras dos aceleraciones
diferentes a'; y a',. Sin embargo, se ha en-
contrado que cualquiera sea el valor de la
fuerza aplicada la siguiente relacion se
cumple:

..... = constante .

Este es un resultado muy importante. Quie-
re decir que la relacién a;/a, no depende de
la fuerza aplicada, ni tampoco de las acele-
raciones alcanzadas por los cuerpos, sino
que sélo depende de alguna caracteristica
particular de los cuerpos. Si se hace el ex-
perimento con otros cuerpos, la constante
toma otro valor, pero se cumple una rela-
cion similar.

Como el cociente de las aceleraciones esta
asociado exclusivamente a alguna propie-
dad de los cuerpos, es posible definir su
masa a partir de la relacion de sus acelera-
ciones.

Asi, se define la relacion de las masas
(my/my) de los cuerpos 1y 2 por la expre-
sién

8.1/8.2 = mglml.

Figura 3.6. Patron de masa de EE.UU., (kg. patron
de 1889).

Si se toma un cuerpo arbitrario como pa-
trén, al que se le asigna m = 1, entonces es
posible asociarle un nimero a la masa de
cualquier otro cuerpo, al comparar su ace-
leracion con la del cuerpo patron cuando se
somete a la accion de la misma fuerza.

En la practica la masa no se determina mi-
diendo aceleraciones, sino utilizando una
balanza (se vera mas adelante).

La masa patron del Sistema Internacional
de Unidades es el kilogramo patron, cilin-
dro de platino-iridio que se encuentra en la
ciudad de Sevres, en la Oficina Internacio-
nal de Pesos y Medidas, cerca de Paris.

3.4 Leyes de Newton

Las siguientes leyes fueron enunciadas en
1686 por Isaac Newton, con muy poca dife-
rencia a como se conocen hoy en dia.

1ra Ley (ley de la inercia).

Todo cuerpo conserva su estado de reposo 0
MRU mientras no actuen fuerzas externas
sobre él. En lenguaje simbdlico puede ex-
presarse de la siguiente manera:

= _ o 0
Fext = 0 — V =constante — {MRU



2da Ley (ley de la fuerza).

La resultante de las fuerzas que actian so-
bre un cuerpo es igual al producto de su
masa por su aceleracion.

Fr =ma.

(Més adelante se vera que tiene una expre-
sion mas general).

3ra Ley (ley de accion y reaccion).

Cuando dos cuerpos interaccionan, la fuer-
za F1, que ejerce el cuerpo 1 sobre el cuer-
po 2 es de igual magnitud y de sentido con-
trario a la que ejerce el cuerpo 2 sobre el 1.

Fio =-Fy-

Aunque los enunciados de las leyes no lo
dicen en forma explicita, en los mismos se
considera que:

e Lamasa m es constante

e Lo0s cuerpos se comportan como particu-
las 0 masas puntuales (no se consideran
posibles rotaciones o vibraciones; sélo la
traslacion).

En lo que sigue se analizan en detalle el
origen Yy significado de cada ley, y sus con-
secuencias.

Figura 3.7. Galileo Galilei.

Galileo Galilei (1564-1642), fisico y astronomo
italiano que descubri6 las leyes que rigen la
caida de los cuerpos y el movimiento de los
proyectiles. Sostenia que la Tierra giraba alre-
dedor del Sol, lo que contradecia la creencia de
que la Tierra era el centro del Universo. Se
nego a obedecer las érdenes de la Iglesia catoli-
ca para que dejara de exponer sus teorias, y fue
condenado a reclusion perpetua. En la historia
de la cultura, Galileo ha pasado a representar el
simbolo de la lucha contra la autoridad y por la
libertad en la investigacion.

3.5 Analisis de la 1ra ley

De manera similar a como ocurre con las
restantes leyes de la fisica, la 1ra ley de
Newton se obtiene a partir de una generali-
zacion de la experiencia. Por ejemplo, ya
alrededor del afio 1600 el italiano Galileo
Galilei razonaba de la siguiente forma: al
lanzar un cuerpo en la horizontal, llegara
mas lejos mientras mas pulidas estén las
superficies en contacto. De ahi se infiere
que si no hubiera interaccion entre las su-
perficies, el cuerpo no se detendria nunca.

La primera ley expresa que si no hay fuer-
zas externas, la velocidad sera constante o
nula, pero no especifica respecto a cudl
sistema de referencia la velocidad es cero o
constante.

Se sabe que el movimiento es relativo.
Cuando algo se mueve, siempre lo hace en
referencia a otro objeto. Por tanto, es im-



prescindible especificar respecto a cudl sis-
tema de referencia son validas estas leyes.
Newton no pudo resolver este problema, y
lo dejé sin esclarecer. El pensaba que las
leyes eran vélidas en un sistema de referen-
cia "absoluto", ligado al espacio, pero que
no pudo especificar porque, sencillamente,
no existe tan sistema absoluto.

Todo se mueve. La tierra gira sobre si mis-
ma y alrededor del sol, el sol se mueve jun-
to con todo el sistema solar con la rotacion
de la galaxia, las galaxias se mueven unas
con relacion a otras. Por tanto; ;en qué sis-
temas de referencia son validas las leyes de
Newton?

Estas leyes son validas en los sistemas de
referencia inerciales, cuyas caracteristicas
se analizan a continuacion.

Sistemas de referencia inerciales

Un sistema de referencia inercial es un
sistema que no esta acelerado. La defini-
cién parece muy sencilla; sin embargo, no
es facil encontrar tales sistemas. Para com-
prender mejor el problema consideremos
algunos ejemplos.

Ejemplo 1

Vagon acelerado.

Figura 3.8. Ejemplo 1, sistema no inercial. No se
cumple la 2da ley de Newton.

Cuando un vagon de ferrocarril frena, ace-
lera 0 dobla, una pelota en el suelo del va-
gon se mueve sin que actlen fuerzas exter-

nas sobre ella. Luego, la 2da ley de Newton
no se cumple en un sistema de referencia
ligado al vagon.

Si a’ representa la aceleracion respecto al
sistema de referencia movil, entonces

d # 0 aunque Fr =0 (figura 3.8).
Ejemplo 2

Sistema ligado a tierra. Un sistema ligado a
la Tierra tampoco es inercial, porque los
puntos sobre la superficie terrestre se en-
cuentran en rotacion sobre el eje terrestre,
con una aceleracién normal a, = v*/Rr. Esta
rotacion modifica el movimiento de las
masas de aire y agua (corrientes marinas,
desviacion de los ciclones, escarpas en las
margenes de los rios) sin que existan fuer-
zas newtonianas actuando.

Ademas, también hay que considerar la
rotacion de la Tierra alrededor del Sol. Sin
embargo, la aceleracion debida a la rotacion
de la Tierra es pequefia (y menor adn la
originada por la rotacion alrededor del Sol)
y sus efectos son notables s6lo cuando el
suceso analizado involucra decenas o cien-
tos de kildmetros.

Por tanto, cuando las distancias recorridas
son pequefias, un sistema ligado a la Tierra
se puede considerar inercial con excelente
aproximacion.

Cuando las distancias no son pequefias
(calculos astrondmicos, vuelos espaciales)
se toma un sistema de referencia con centro
en el sol y los ejes coordenados dirigidos a
las Ilamadas estrellas “fijas"”, que se encuen-
tran tan lejos que su posicidn aparente no
varia en cientos de afos.

En realidad el sol se mueve, rotando junto




al sistema solar alrededor del centro de la
galaxia, pero el movimiento es despreciable
por completo en la inmensa mayoria de los
casos. Se ha calculado que, para esta rota-
cion, a, = 3 x 10 m/s?,

A%

\_.

Figura 3.9. Ejemplo 2. Sistema no inercial.

Fuerza de Coriolis

La fuerza de Coriolis es una fuerza ficticia,
no real, que parece actuar sobre un cuerpo
cuando el observador se encuentra junto al
cuerpo en un sistema de referencia no iner-
cial en rotacion.

Asi, un objeto que se mueve sobre la Tierra
a velocidad constante con una componente
de direccién Norte-Sur, se acelera sin que
se detecte fuerza alguna, como puede com-
probar un observador en la Tierra. En el
hemisferio norte se desvia en el sentido de
las agujas del reloj, y en el hemisferio sur
en el sentido opuesto.

La fuerza ficticia que se introduce para ex-
plicar esta aceleracion debe su nombre al
fisico francés Gustave-Gaspard de Coriolis,
que fue el primero en analizar matematica-
mente este suceso.

La fuerza de Coriolis tiene una importancia
considerable por su influencia sobre los
vientos, las corrientes oceénicas o las tra-

yectorias de vuelo de los misiles de largo
alcance. La aceleracion correspondiente a
esta fuerza se llama aceleracion de Corio-
lis. Més detalles sobre esta fuerza se anali-
zan en el capitulo de rotacion.

Caracter de postulado de la 1ra Ley

La primera ley es en realidad un postulado.
No es posible comprobarla mediante el ex-
perimento; para hacerlo haria falta:

1. Un sistema inercial (no existe),

2. Aislar el cuerpo por completo (Fr =0), lo
cual no es posible a causa de la atraccién
gravitatoria siempre presente.

En la préctica, la veracidad de la primera
ley se comprueba a partir de los resultados
que de ella se derivan en combinacion con
las restantes leyes de Newton.

3.6 Analisis de la 2da ley

La ecuacion Fr = ma es una ecuacion vec-
torial. Significa que en realidad hay 3 ecua-
ciones independientes, una en cada eje
coordenado:

Frx = May,
FRy = may,
FRZ = maz.

En estas expresiones Frx = >.Fx y similar
para los otros ejes. Notar que en principio la
primera ley podria considerarse incluida
dentro de la 2da pero, como se dijo antes,
no se puede comprobar mediante el expe-
rimento.

Unidades
En el Sl de unidades

[m] = kg;



[a] = m/s?;

[F] = newton (N)

1N =1 kg-m/s°.
Generalizacion de la 2da ley

La 2da ley no fue enunciada por Newton
como la hemos presentado hasta ahora, sino
de una forma mas general, que incluye la
posible variacion de la masa del sistema.

Definiendo la cantidad de movimiento de

una masa puntual como P =MV en su for-

ma mas general la 2da ley de Newton queda
como

= _dp
R =,
R dt

que se reduce a la forma presentada antes

solo cuando m es constante. (Queda como
ejercicio al lector verificar esta afirmacion).

Principio clasico de la relatividad

El principio clésico de la relatividad expre-
sa lo siguiente.

Todos los sistemas de referencia que se
mueven con velocidad constante unos res-
pecto a otros son equivalentes en Mecani-
ca.

Significa que las leyes de la Mecanica se
cumplen de igual forma en cualquiera de
estos sistemas. Es decir, si un sistema es
inercial, todos lo que se mueven con velo-
cidad constante respecto a €l también lo
son.

Al estudiar el movimiento relativo se vio
que, para una masa puntual vista desde 2
sistemas que se mueven uno con respecto al
otro, se cumple la relacion:

<
1
$l
=t

donde:

v': velocidad de la masa puntual respecto al
sistema movil

v: velocidad respecto al sistema fijo

w: velocidad del sistema mavil respecto al
fijo.

Si la velocidad del sistema movil es cons-
tante, derivando s respecto al tiempo a am-
bos lados de la expresion anterior se obtie-
ne:

a=a.

Multiplicando ambos lados por la masa de
la particula:

ma'=ma ;
y de acuerdo a la segunda ley de Newton:
Fo =By’

Los observadores en ambos sistemas medi-
ran siempre las mismas aceleraciones y las
mismas fuerzas actuando sobre la masa
puntual. En esto consiste el principio de
relatividad clésico y la equivalencia de am-
bos sistemas.

De aqui también se concluye que no es po-
sible para un observador colocado en cual-
quiera de los dos sistemas llegar a conocer,
mediante experimentos mecénicos, cual
sistema estd en reposo y cual se mueve con
velocidad constante (MRU).

3.7 Analisis de la 3ra ley

Considere el choque de una pelota contra
una pared (figura 3.10). Notar que:

e Las fuerzas siempre actlan en parejas
(no existen las fuerzas aisladas).



e Las dos fuerzas siempre actlan sobre
cuerpos diferentes (una pareja de accion y
reaccion no puede actuar nunca sobre el
mismo cuerpo)

Cuerpo 1
(pelota)
iy
< >
Fy
Cuerpo 2
(pared)

Figura 3.10. Interaccion de una pelota con la pared

e Segun la 3ra ley:

Fio =- Fa.
Y acttan a lo largo de una recta (hay ex-
cepciones cuando las particulas se mueven
a velocidades cercanas a la luz).

Ejemplo 1. Bloque que se arrastra acelera-
do hacia la derecha (figura 3.11).

e Seginla3raley: F,=-F,, F =-F
e F y F, noson pareja de accion y reac-

cion (estan aplicadas sobre el mismo cuer-
po). Tampoco seran iguales en general.

2 | a
I —
|
E’«i._m-‘am’ :
il e sl gy eae ey 122N Pe
= — m
Ly FZ

Figura 3.11. Ejemplo 1. Parejas de accion y reac-
cion

e Si M es la masa del bloque, por la 2da
ley:

e Sim es la masa de la soga, por la 2da
ley:

FR+F'=ma,
y como el movimiento es en una dimension,

_R-F
m

a

lo que indica que las fuerzas F1 y F;” no
pueden ser iguales si a # 0.

Ejemplo 2. Cuerpo en reposo encima de
una mesa.

N

N' il Fy

Fl

42

Figura 3.12. Ejemplo 2.

La fuerza Fq es la fuerza de atraccion gravi-
tatoria (figura 3.12).

e N y N’ son pareja de accidon y reaccion
(perpendiculares a la superficie de contacto)

e Ny Fy4 no son pareja de accion y reac-
cion (actuan sobre el mismo cuerpo). La
pareja de Fq es la fuerza que el bloque ejer-
ce sobre la tierra (Fy’).

e Sim es lamasa del blogue, entonces, por
la segunda ley:



N-Fg=ma=0— N-=F,.

3.8 Diagrama de fuerzas

También conocido como Diagrama de
Cuerpo Libre, el diagrama de fuerzas es un
método de analisis que se utiliza para apli-
car la 2da ley de Newton a cualquier cuer-
po. Se basa en el hecho de que la 2da ley de
Newton se refiere a las fuerzas que acttan
sobre un cuerpo, y no a las que el cuerpo
ejerce sobre otros cuerpos.

El método consiste en seguir los siguientes
pasos:

1. Identificar todas las fuerzas actuando
sobre el cuerpo a analizar.

2. Escoger un sistema de coordenadas ade-
cuado y separar o “aislar” el cuerpo, dibu-
jando sélo las fuerzas que actuan sobre él
(cuerpo “libre”).

3. Aplicar la 2da ley de Newton en cada eje
coordenado, considerando el cuerpo como
una masa puntual.

A continuacion se muestran dos ejemplos
de cémo aplicar el método, valido tanto en
los casos estaticos como dindmicos.

Ejemplo 1. En la figura 3.13 aparece el
esquema de dos pelotas descansando en el
fondo de un recipiente cilindrico. Interesa
construir el diagrama de fuerzas de la pelota
inferior (A). Como nos estamos refiriendo
en exclusivo a la translacion, es necesario
considerar la pelota como una masa puntual
y representar todas las fuerzas actuando en
un punto (en este caso en el centro de la
pelota).

1. Identificacion de las fuerzas
Fg: atraccion gravitatoria

Ni: ejercida por el fondo del recipiente
(perpendicular al fondo)

N,. ejercida por la pared izquierda del reci-
piente (perpendicular a la pared)

N3: ejercida por la pelota B (perpendicular
al plano de contacto entre las dos pelotas)

Figura 3.13. Ejemplo 1. Diagrama de fuerzas.

2. Eleccion del sistema de referencia.

Lo més adecuado es escoger un sistema
donde la direccién de la mayor parte de las
fuerzas coincida con alguno de los ejes
coordenados. A la derecha se muestra el
diagrama de cuerpo libre del cuerpo A, se-
parado de los otros cuerpos con que inter-
acciona.

Si se deseara analizar el cuerpo B, habria
que hacer otro diagrama de cuerpo libre
para él.

3. Aplicacion de la 2da ley de Newton

Como no hay movimiento a lo largo de
ninguno de los ejes, ax = ay = 0.

Eje x: N2 — N3cos6 =may, =0
Eje y: Ny — Fg— Nssenb = may, =0
Despejando en las ecuaciones se obtiene

N> = N3cos6



N1 = Fg + N3seno;

sistema de dos ecuaciones y 5 parametros a
determinar (N1, N2, N3, Fg 'y 0). Si se cono-
cieran al menos 3 cualesquiera de los para-
metros, los dos restantes se podrian deter-
minar a partir del sistema de ecuaciones. Si
se conocen solo dos 0 menos, el sistema no
tiene solucion.

Ejemplo 2. Bloque que desliza por un
plano inclinado sin friccion.

N

¥
/.
~N
~N
N
N Esenf
/ P
N
/ v ~
P;cosef\\ 7 .
/ F. X
/ g

Figura 3.15. Diagrama de fuerzas, ejemplo 2.

1. Identificacion de las fuerzas.

Las fuerzas que actdan sobre el bloque son
la atraccion gravitatoria Fg, siempre presen-
te, y la perpendicular N a las superficies en
contacto (normal).

2. Eleccion del sistema de referencia.

En los casos donde hay movimiento (o po-
sibilidad de que lo haya), siempre resulta
aconsejable escoger uno de los ejes coorde-
nados a lo largo de la direccion del movi-
miento (figuras 3.14 y 3.15). Por tanto, el
eje x se ha tomado a lo largo de la superfi-
cie del plano inclinado. Ademas, los angu-
los O y 0’ son iguales, por ser angulos agu-
dos cuyos lados son perpendiculares dos a
dos, por construccién (eje y perpendicular
al plano y Fqy perpendicular a la base del
plano).

3. Aplicacion de la 2da ley.

Hay movimiento en el eje x y por tanto ay #
0. En el eje y no hay movimiento, por lo
que ay = 0.

Eje x Fgsend = may

Ejey N - Fgcos6 = may = 0.
Despejando se obtiene un sistema de dos
ecuaciones, que tendrd o no solucion en
dependencia del nimero de parametros co-
nocidos:

Fgsenod = may

Fqc0s0 = N.

3.9 Fuerza gravitatoria

Las fuerzas o interacciones fundamentales
en la naturaleza que se conocen hasta ahora
son cuatro: gravitatoria, electromagnética,
nuclear fuerte y nuclear débil. Cualquier
otra fuerza (por ej., las de friccién) se redu-
cen en realidad a uno de estas cuatro. Las
fuerzas de friccidn tienen su origen en la
interaccion electromagnética de los atomos
que forman la superficie de contacto.

La gravitatoria es la fuerza de atraccion
que una porcion de sustancia ejerce sobre



otra proporcional a su masa, y afecta a to-
dos los cuerpos. Es una fuerza debil, pero
de alcance infinito.

La fuerza electromagnética afecta a los
cuerpos eléctricamente cargados y es la
fuerza involucrada en las transformaciones
fisicas y quimicas de atomos y moléculas.
Es mucho maés intensa que la fuerza gravita-
toria y su alcance también es infinito.

La fuerza o interaccion nuclear fuerte es la
que mantiene unidos los componentes de
los nlcleos atdbmicos y actda entre dos nu-
cleones cualesquiera, sean protones 0 neu-
trones. Su alcance es del orden de las di-
mensiones nucleares (10> m), pero es aln
mas intensa que la fuerza electromagnética.

La fuerza o interaccion nuclear débil es la
responsable de la desintegracion beta de los
neutrones en el ndcleo atémico; los neutri-
nos son solo sensibles a este tipo de inter-
accion. Su intensidad es menor que la de la
fuerza electromagnética y su alcance es aln
menor que el de la interaccion nuclear fuer-
te (108 m).

Las caracteristicas fundamentales de la
fuerza de atraccion gravitatoria fueron esta-
blecidas en 1687 por Isaac Newton, junto
con sus famosas leyes. Fue Newton quien
determind que la misma fuerza que hace los
cuerpos caigan sobre la tierra es la que
mantiene a los planetas unidos y girando
alrededor del sol. Antes de Newton no se
tenia idea de por qué los planetas rotan al-
rededor del sol sin chocar unos con otros ni
salir al espacio exterior.

No obstante lo anterior, el astronomo
Johannes Kepler (1571-1630) habia logrado
establecer, solo partir de las observaciones
astronémicas, las leyes que llevan su nom-

bre sobre el movimiento de los planetas,.

Tema avanzado. Leyes de Kepler

1. Los planetas siguen o6rbitas elipticas, con
el Sol en uno de sus focos. Los focos son
aquellos puntos a partir de los cuales se
puede generar la elipse, trazando la curva
tal que d; + d; es una constante (f, y f, en la
figura 3.16).

2. La linea imaginaria que va desde el pla-
neta hasta el sol barre areas iguales en
tiempos iguales.

~~~~~~~

Figura 3.16. Leyes de Kepler.

3. El periodo de revolucion (T) y la distan-
cia al sol (R) de cada planeta cumplen la
relacién T = kR®, donde k es una constante.

Al establecer la ley de gravitacion univer-
sal, Newton fue capaz de explicar de mane-
ra satisfactoria los resultados obtenidos por
Kepler a partir de la observacion de los
planetas que, aunque se conocian, no tenian
una explicacion satisfactoria.

3.10 Ley de gravitacion universal

La ley de gravitacion universal se enuncia



de la forma siguiente:

La fuerza de atraccion gravitatoria entre
dos particulas es proporcional al producto
de sus masas e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia que las separa,
y esta dirigida a lo largo de la recta que
une las particulas.

En notacién simbdlica:

F=g/Mmm
r2

La figura 3.17 muestra una representacion
de este resultado.

B P,
——r———— <o —-
m g F, m,

Figura 3.17. Ley de gravitacion universal.

Las fuerzas Fi1, y F21 en 3.17 son pareja de
accion y reaccion, y G es una constante que
depende del sistema de unidades utilizado
para medir fuerzas y distancias, y debe ser
determinada mediante el experimento. La
primera determinacion precisa de G fue
hecha en 1798 por Henry Cavendish, utili-
zando una balanza de torsion. El valor de G
aceptado hoy es: G = 6.67 x 10™** Nm%/kg®.

A partir de la ley de gravitaciéon universal,
utilizando las matematicas adecuadas, es
posible derivar las leyes de Kepler, lo que
avala la validez de la ley de gravitacion
universal.

Aplicacion a cuerpos finitos

La ley de gravitacion universal se refiere a
dos particulas. ¢Qué sucede cuando no po-
demos considerar los cuerpos que interac-
tlan como masas puntuales? Pues hay que

considerar el cuerpo en cuestion como un
sistema de particulas.

Figura 3.18. Ley de gravitacion universal en un
cuerpo finito.

En la figura 3.18 se ha considerado el cuer-
po subdividido en porciones muy pequefias,
y se ha aplicado la ley de gravitacién a cada
porcion. Mientras menores sean las porcio-
nes consideradas, mejor serd la aproxima-
cion a la realidad que se obtiene.

En la practica, estos calculos resultan com-
plejos desde el punto de vista matematico.

Caso particular; esfera con densidad uni-
forme

Cuando los cuerpos que interaccionan son
esferas homogéneas (densidad p = m/V =
constante en todos los puntos) utilizando las
matematicas adecuadas es posible demos-
trar de forma rigurosa que, a los efectos
gravitacionales,

una esfera de densidad uniforme se com-
porta como si toda la masa estuviera con-
centrada en su centro.

Entonces, la esfera puede ser tratada como
una masa puntual (figura 3.19).

M
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Figura 3.19. Atraccion entre esferas de densidad
uniforme. Se comportan como si toda la masa estu-
viera en su centro.

Este resultado se aplica con excelente apro-
ximacion al estudio del movimiento de los
planetas y satélites, aunque los planetas ni
son homogéneos ni esferas perfectas.

Masa de la Tierra

Considere un cuerpo de masa m muy cerca
de la superficie de la tierra, de dimensién lo
suficiente pequefa para ser considerado una
masa puntual.

gl m
I
/—%RT\
Fg !

Figura 3.20. Cuerpo de masa m cerca de la superfi-
cie terrestre. Ry, radio de la Tierra.

Considerando a la Tierra como una esfera
homogénea, es posible aplicar la ley de
gravitacion universal considerando que la
masa de la tierra M+ esta concentrada en su
centro. Llamando R+ al radio de la tierra y
tomando r ~ Rt se obtiene
F = G%.

T
También sabemos que si el cuerpo se deja
caer, se debe cumplir la 2da ley de Newton:
Fy = mg. Como ambas expresiones para Fy
tienen que ser iguales, simplificando térmi-
nos se obtiene:
My

=GT
9=z

El radio de la tierra Ry se puede obtener a
partir de consideraciones geométricas. Co-
mo las constantes G y g son de valor cono-
cido, a partir de esta expresion es posible

entonces hacer un estimado de la masa de la
Tierra: Mt ~ 5983 x 10%* kg.

Tema avanzado. Primera estimacién del radio
de la Tierra,

Eratdstenes de Cirene (276-194 a.C.) fue un
matematico, astrébnomo, geografo, filésofo y
poeta griego que midié la circunferencia de
nuestro planeta con una precisién asombrosa
para su época.

Figura 3.21. Célculo de la circunferencia (L) y radio
terrestres por Eratostenes de Cirene.

Lo hizo conociendo la diferencia de latitud
entre las ciudades de Siena o Siyene (actual
Asuén) y Alejandria, en Egipto y que al medio-
dia en Asuan, en el solsticio de verano, los ra-
yos del sol inciden perpendiculares sobre la
tierra y, por tanto, no proyectan sombra. (Asuan
esta situada muy cerca del tropico de Céancer).
Erat6stenes se percatd de que en Alejandria, en
la misma fecha y hora, las sombras tenian un
angulo de unos 7° con respecto a la vertical. Al
conocer la distancia aproximada entre Asuan y
Alejandria, pudo hallar a través de célculos
trigonométricos la circunferencia de la Tierra 'y
su radio (figura 3.21).




Variacion de g con la altura

En el epigrafe anterior, considere que el
cuerpo se encuentra a una altura h, no des-
preciable, sobre la superficie de la tierra. En
este caso, al aplicar la ley de gravitacion
universal, habra que considerar r = Rt + h.
La expresion analitica para la aceleracion
de la gravedad queda, en este caso,

My

=G———,
VTR

y se ve de inmediato que g disminuye en la
medida que la altura h sobre la superficie de
la tierra se hace mayor (tabla 3.1).

TABLA 3.1
VARIACION DE G CON LA ALTURA
ALTURA (km) m/s’
1 9.8
30 9.7
100 9.6

Concepto de peso

El peso no es una fuerza de la naturaleza,
sino un concepto; diversos textos lo definen
de forma diferente.

]

[
F=mg v| peso

F=mg

1 Peso

Figura 3.22. Concepto de peso.

En este texto se considera como peso la
fuerza ejercida por el cuerpo contra el apo-
y0 0 sostén.

En la figura 3.22, si la superficie no esta
acelerada en la vertical, P y Fy coinciden.
Pero esto no siempre tiene que ser asi, co-
mo se muestra en el ejemplo 1.

Ejemplo 1. Diga como varia el peso de una
persona de masa m que desciende en un
elevador cuando éste comienza a frenar
con aceleracion constante (a).

Resolucion.

La figura 3.23 representa un pasajero dentro
del elevador, considerado como particula.
Las fuerzas N y N’ son pareja de accion y
reaccion, y N’ es el peso del cuerpo. En
valor modular:

N =
N
m
v

Fy
Figura 3.23. Fuerzas verticales en un elevador. El
peso es la fuerza que actua sobre el piso.

Fa

~N’=P. (1)

N'=P

La velocidad dirigida hacia abajo indica
que el elevador desciende, mientras que la
aceleracién en sentido contrario indica que
el movimiento es retardado. Una vez esta-
blecido el sentido de cada vector, como el
movimiento es en una dimension, es posible
hacer los calculos considerando sélo los



modulos de las fuerzas. En este caso ay N
seran (+), y Fg (-).

El diagrama de cuerpo libre se refiere tan
solo a las fuerzas actuando sobre el pasaje-
ro. Por lo tanto,

N - Fy=ma

N =mg + ma
y sustituyendo seguln (1), se obtiene
P =mg + ma.

Mientras el elevador esté frenando, el peso
de la persona aumentara en ma, donde a es
la aceleracién de frenado. Si el pasajero se
sube en una balanza, ese sera el peso detec-
tado. Note que si el acelerador sube o baja
con velocidad constante (a = 0), entonces P
= mg, igual que si el sistema estuviera en
reposo.

Ejercicio: demostrar que si el elevador
sube y comienza a frenar, el peso disminu-
ye.

Sistema optico

Display

Lampara
Fulcro

Escala

Pesas

intemas Contrapeso

Brazo

Amortiguador

| .

Figura 3.24. Balanza analitica de inicios del siglo
XX.

Las balanzas de laboratorio comparan ma-
sas equilibrando pesos. La balanza de la
figura 3.24 tiene brazos idénticos, de forma
que se encuentra en equilibrio cuando no
hay ninguna masa adicional colocada en los
platillos.

Platillo

Servomotor

Flexor

Ny Ae bbb o

Fulcro
Acoplador
de carga

Lectura

digital

Detector
de ceto

Control de  Paralelogramo
cero y tara  limitador de carga

Figura 3.25. Balanzas analiticas comerciales. El fulcro es la cuchilla donde descansa el platillo y los
contrapesos. El sistema de la derecha es electromagnético.

Al afadir cuerpos sobre los platillos, las
fuerzas ejercidas por esos cuerpos sobre los

platillos seran los pesos P y P,. Si los dos
pesos son iguales, mig = myg, y my = my.



Este tipo de balanza analitica se encuentra
ya obsoleta para las aplicaciones corrientes
de laboratorio.

Las balanzas monoplato, mecanicas o elec-
tronicas, comparan los pesos contra uno o
mas patrones que se incluyen dentro de la
balanza. En ambos casos la lectura de la
masa es digital (figura 3.25).

Campo gravitatorio

Cuando Newton establecio la ley de gravi-
tacion universal se consideraba posible la
accion a distancia entre diferentes cuerpos,
sin que existiera algun agente mediador.
Hoy dia se acepta la existencia del campo
gravitatorio como una modificacion del
espacio que rodea a los cuerpos — cuya
esencia aun no esta esclarecida por comple-
to — y se considera que la interaccion tiene
lugar entre los campos asociados a cada
cuerpo.

En la actualidad se considera que la materia
se puede manifestar en forma de sustancia o
de campo: la primera tiene masa en reposo
(cualquier sustancia que se pueda pesar en
una balanza), mientras que el segundo no
tiene masa en reposo (campos gravitatorio y
electromagnético).

3.11 Fuerzas elésticas

Las fuerzas elasticas son fuerzas de origen
electromagnético. Considere, por ejemplo,
una ldmina metalica. En los metales los
nacleos atémicos con carga positiva se en-
cuentran localizados en posiciones determi-
nadas, mientras que los electrones de las
capas mas externas, con carga negativa, se
encuentran deslocalizados en el seno del
metal. Al intentar doblar el metal mediante
un agente externo, la interaccion de las car-

gas (+) y (-) da origen a fuerzas que se opo-
nen a la deformacién. Al retirar el agente
externo, si la deformacion no fue excesiva,
el cuerpo regresard a su estado inicial no
deformado.

’
’’
’
’
’
P S
el

Figura 3.26. Fuerza elastica

En la figura 3.26 una regla metélica (o de
plastico) esta sujeta al borde de una mesa y
se deforma bajo la accion de una fuerza
externa F’. (La deformacion esta exagerada
en la figura).

F’: fuerza externa

F: fuerza elastica restauradora actuando
sobre el agente externo, que no aparece en
la figura.

F y F’ son pareja de accion y reaccion (ac-
tuan sobre cuerpos diferentes, etc.

Si se hace un gréfico experimental de F vs.
x se obtiene algo similar a lo que aparece en
la figura 3.27. La region correspondiente a
valores de x tales que x < x_ es la de de-
formacion elastica: una vez retirado el
agente externo, el cuerpo recupera por
completo su situacion inicial. Cuando x >
XL nos encontramos en la region de defor-
macion plastica. Si el cuerpo es deformado
mas alld de este valor (limite de elastici-
dad), no recupera su situacion inicial, sino
que aparece una deformacion permanente o
residual.

Los aceros son muy elasticos (gran X.),
mientras que la masilla o plastilina es
inelastica por completo (o pléastica, x, = 0).



Cuando x < x_ la deformacion sigue una
relacion lineal con la fuerza de restauracion
en la figura 3.27. Esta particularidad permi-
te escribir la siguiente expresion:

F=-kx,

que se conoce como la Ley de Hooke. El
signo negativo se introduce para indicar que
la fuerza F y la deformacion x tienen senti-
dos opuestos.

F
Deformacion
elastica
< - /
)
v/
Fd
/ A —
// ' Deformacién
' plastica
2 |
‘—T XL : \ X
Deformacién Limite de
residual elasticidad

Figura 3.27. Resultados experimentales.

Un muelle o resorte no es mas que un
alambre de acero construido de una alea-
cién adecuada (figura 3.28).

|
Mue‘stra

Limite de esfuerzo

Limite
elastico

Fractura

_ F/AS.
AL/L,

Estrechamiento

Uniforme

Estrechamiento

Se enrolla de una forma tal que permite su
estiramiento por torsibn a una distancia
apreciable sin que se alcance el limite de
elasticidad. Los resortes también cumplen
la ley de Hooke, y en este caso la constante
k se conoce como la constante del resorte.
La constante k es un parametro con dimen-
siones. En el SI de unidades se expresa en
N/m.

Figura 3.28. F, = -kx

Tema avanzado: Resistencia de materiales. La
elasticidad de diversos materiales como aceros,
plésticos o fibras textiles se expresa por lo ge-
neral a partir del médulo de elasticidad o Modu-
lo de Young, definido por la expresion

E=2,

| Fractura

No
uniforme

Plastica |

Deformacion




Figura 3.28a. Determinacion de la curva del Mé6dulo de Young, esfuerzo vs. deformacion relativa.

Aqui o = FIS, es el esfuerzo ejercido sobre
la muestra respecto al area inicial Sy y € =
AL/L, la deformacidn relativa respecto a la
longitud inicial. La figura 3.28a muestra un
resultado experimental para un acero al
carbono. A la derecha, una foto que muestra
la ubicacion del sensor de medicion en un
equipo de ensayo comercial. Los equipos
contemporaneos realizan la medicion en
forma automatica e informatizada y propor-
cionan los resultados en un monitor.

Ejemplo

Calcule cuanto se estira el resorte de la
figura 3.28 al colgarle un objeto de masa
m; la masa del resorte es despreciable, y su
constante elastica es k.

Las Unicas fuerzas actuando son la atrac-
cién gravitatoria y la fuerza elastica. El
diagrama de cuerpo libre quedara segin la
figura 3.29. Aplicando la 2da ley:

Fe—Fy=ma=0,

ya que al alcanzarse el equilibrio el cuerpo
queda en reposo. Por tanto:

mg =k x
x="9,
k

El signo (-) de la ley de Hooke se utiliza
para indicar que F. es opuesta a la deforma-
cion x (y tambien a Fg, representado en el
DCL). Una vez utilizada esa informacion,
se sigue trabajando con el modulo de la
fuerza Fe. Utilizar el signo (-) en las expre-
siones analiticas equivaldria a introducir en
la resolucién del problema la misma infor-
macion dos veces.

Ejercicio

Analizar qué sucede si el soporte del resorte
comienza a ascender con aceleracion cons-
tante (por ejemplo, si el resorte estuviera
colgado del techo de un elevador que co-
mienza a subir).

3.12 Fuerzas de friccién

Las fuerzas de friccion son de origen elec-
tromagnético; tienen que ver con la interac-
cion de los nucleos atomicos y electrones
de las capas més externas que se encuentran
en la superficie de los cuerpos. La friccion
en los solidos se denomina rozamiento
mientras que en los liquidos y gases (flui-
dos) la friccion es por viscosidad. En esta
seccion solo se analizan las de rozamiento:
la viscosidad sera analizada en capitulos
posteriores.

Resultados experimentales

Cuando interaccionan dos superficies cua-
lesquiera, aparecen fuerzas de interaccion



que tienen las siguientes propiedades:

N

Fuerza 1
externa F

.

I m

f o Fuerza de

rozamiento

Figura 3.30. Friccion estatica

e Su direccién es la misma que la del
movimiento relativo entre las superficies (0
del posible movimiento, si las superficies
estan en reposo)

e Su sentido siempre es opuesto al del
movimiento (o del posible movimiento si
hay reposo)

e Su valor modular depende de si las su-
perficies estan en reposo relativo (v = 0) o
de si estdn en movimiento (v # 0).

Friccion estatica

Las superficies estan en reposo relativo
(v=0) y, por tanto, a = 0 (figura 3.30).

De aqui que
F-f=ma=0

F=f.

La fuerza de friccidn es, en cada instante,
igual a la fuerza aplicada F. Si se incremen-
ta el valor de F, también se incrementara el
valor de f. Sin embargo, llegard un momen-
to en que la fuerza de friccion no sea sufi-
ciente para impedir el movimiento. En ese
instante la fuerza de friccion estatica tomara
su maximo valor fna, Y Se encuentra en el
experimento que:

fnax = teN.

N es el valor modular de la componente de

las fuerzas normales a las superficies en
contacto, y e el coeficiente de friccion es-
tatico.

Si f > fhax €l cuerpo comienza a moverse, y
el analisis anterior deja de ser valido. Se
acostumbra resumir las propiedades ante-
riores en una sola expresion;

f < LeN.

f A
He

fmélx

Hd

veO F

Figura 3.31. Friccién estatica y dindmica.

Se hace énfasis en que f = peN sélo en el
caso maximo posible. En los restantes casos
se cumplira que f = F, donde F es la fuerza
aplicada. Valores tipicos de L. se muestran
en la tabla 3.2.

Friccion dinamica

Si se hace un grafico del coeficiente de
friccion en funcién de la velocidad relativa
de las superficies, se obtiene algo similar a
lo que aparece en la figura 3.31. En cuanto
comienza el deslizamiento, el valor del coe-
ficiente de friccion disminuye en forma
brusca hasta alcanzar un valor mas o menos
constante (el del coeficiente de friccion

dinamico pg). En ese caso la fuerza de fric-
cion cumple la relacion constante

f= p,dN.
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Figura 3.32. La normal y la fuerza de friccion son componentes de una Unica fuerza Fiperaccion €Ntre las su-

perficies.

TABLA 3.2
COEFICIENTE DE ROZAMIENTO DE

ALGUNAS SUSTANCIAS

M.

Ma

Articulaciones humanas 0,02 0,003
Acero // Hielo 0,028 0,09
Acero // Teflon 0,04 0,04
Teflon // Teflon 0,04 0,04
Hielo // Hielo 0,1 0,03
Esqui (encerado) // Nieve 0,1 0,05
Acero // Acero 0,15 0,09
Vidrio // Madera 0,3 0,25
Caucho // Cemento (hu- 0.3 0.25
medo)
Madera // Cuero 0,5 0,4
Caucho // Madera 0,7 0,6
Acero // Laton 0,5 0,4
Madera // Madera 0,7 0,4
Madera // Piedra 0,7 0,3
Vidrio // Vidrio 0,9 0,4
Caucho // Cemento (seco) 1 0,8
1 0,3

Cobre // Hierro (fundido)

La fuerza de interaccion entre las superfi-
cies es una sola: no hay dos fuerzas, sino
dos componentes (figura 3.32, izq.), lo que
no debe inducir a confusion. Lo que sucede
es que la componente horizontal depende

del valor de la componente vertical y por
esta razon se acostumbra tratar las compo-
nentes por separado.

El valor de pg depende de la naturaleza de
las superficies en contacto (tipo de sustan-
cia, rugosidad de las superficies) pero es
independiente del area de esas superficies.

Una posible explicacion de esto ultimo es
que, desde el punto de vista microscopico,
las superficies no son planas en realidad,
sino que presentan muchas rugosidades
(figura 3.32, der). De aqui que el area mi-
croscopica de contacto y el rozamiento
aumenten con la presion (con el valor de
N), pero sean no dependan de un aumento
de la superficie de contacto si la presion
no varia.

La figura 3.33a muestra un ejemplo de c6-
mo funciona la fuerza de friccidon estatica
sobre un objeto que se encuentra sobre un
vehiculo en movimiento sin ataduras adi-
cionales. Note que el sentido de la fuerza de
friccion se invierte si el camidn, en vez de
aumentar su velocidad, la reduce durante el
frenado. Si la caja comienza a resbalar, la
fuerza de friccion no puede aumentar; de
hecho, su valor se reduce.
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(@)
Figura 3.33a. Ejemplo: camion acelerado. De acuerdo a la 2da ley de Newton, la caja de masa m que esta

(b)

en la cama trasera en a) necesita recibir una fuerza f = ma para poder acelerar junto al camién, de lo contra-
rio deslizara hacia atras. Esa fuerza la proporciona la friccion estatica f = p.mg, en el sentido que se muestra
en b). Si el camion frena bruscamente o choca aparece una gran aceleracién en sentido contrario al de la
figura y se necesita una gran fuerza de friccion, también de sentido contrario, para que la caja no deslice. Si
la friccidn estatica no cumple ese cometido (si mg no es lo bastante grande o si . es pequefio —por ejemplo,
si la superficie esta himeda y resbalosa—) la caja se deslizara hacia adelante. Una vez que comience a desli-

zar la friccién se hara ain menor, pues Jg < He.

Ejemplo

Calcular el angulo 6ysx que puede tener el
plano inclinado en la figura 3.33 para que
el bloque no deslice.

Resolucion

En el diagrama de cuerpo libre se han re-
presentado las fuerzas actuando sobre el
cuerpo y se ha considerado la abscisa posi-
tiva en el posible sentido del movimiento.
Los angulos 6 y 6’ son iguales por ser agu-
dos con sus lados perpendiculares dos a
dos. La fuerza de friccion es contraria al
movimiento y actla en su misma direccién.
N

Q -

25 o7

) CAN
VY ‘ye

Figura 3.33. Ver texto.

Aplicando la 2da ley de Newton en cada
uno de los ejes, como el bloque esta en re-
pOSo:

2Fx=may — Fgsend - f=ma, =0
2.Fy =may — F4cos0 - N = may = 0,
de donde se obtiene un sistema de dos

ecuaciones:
Fgsend = f
Fqc0s0 = N.
Dividiendo miembro a miembro ambas

ecuaciones:

tanezi,

Como se pide el &ngulo maximo O, ese
angulo se alcanzara cuando f tenga su ma-
ximo valor posible, es decir, cuando f = f
= peN. Sustituyendo arriba y simplificando
se obtiene tan(Bmax) = e, por lo que:

Omax = arctan(pe).



La expresion tan(Omsx) proporciona una
forma de medir p. para dos materiales es-
pecificos a partir del experimento, al medir
el angulo maximo que puede alcanzar un
plano inclinado construido con uno de los
materiales para que determinado cuerpo
construido con el otro no deslice.

Ejercicio propuesto

¢Qué fuerza minima seria necesario aplicar
para que el blogue comience a subir por el
plano?

3.13 Fuerzas centripeta y centrifuga

La fuerza centripeta NO es una fuerza real
como las anteriores, asociada a alguna de
las fuerzas fundamentales de la naturaleza.
No es mas que el nombre que se le asigna a
la resultante de las fuerzas que actdan en la
direccién radial en un movimiento curvili-
neo.

La fuerza centripeta nunca se puede afiadir
en un diagrama de fuerzas, pues no repre-
senta interaccion fisica alguna.

En notacién simbodlica:

E=YE.

radial

T

Como esta fuerza es la que se asocia a la
aceleracion centripeta, que origina la va-
riacion de la direccion de la velocidad en un
movimiento curvilineo, también es posible
escribir, de manera general:

S FE=m—N

| R
radial R

Ejemplo 1

Considere un bloque que gira sin friccion
sobre una superficie sin friccion después
que se le aplicd un impulso inicial. La ten-
sion del hilo (interaccion fisica) es, a la vez,
la fuerza centripeta que obliga al cuerpo a
realizar un movimiento circular (figura
3.34).

De acuerdo con las expresiones anteriores
To = MV?/R.

Aqui R es la longitud de la cuerda (radio de
la circunferencia descrita por el cuerpo). La
tension ejercida por la cuerda es quien pro-
porciona la fuerza centripeta necesaria para
que el bloque cambie su direccion. Si se
elimina esa fuerza, el blogue seguira mo-
viéndose en una linea recta.

T —— s ——

Figura 3.34. La tension es la fuerza centripeta,
nombrada asi en este caso particular.

Ejemplo 2
Angulo de peralte

La velocidad maxima con que un auto pue-
de recorrer una curva plana en la carretera
sin reshalar y salirse de la misma se puede
estimar de la siguiente forma. Si R es el
radio de curvatura en el punto considerado
de la carretera (ver figura ejemplo 2):

2Fy=N-Fy=may,=0

N =mg
SFyx = f= ma, = mvV%/R.

Tomando f = s = peN se obtiene la ma-



xima velocidad posible que puede tener el
auto sin que resbale a lo largo de la direc-
cion radial:

HemMg = MV?/R

Vmax = (MegR)m-

Ncosf =P

Figura ejemplo 2.

El valor de . para la goma y el pavimento
seco es muy alto, pero se reduce mucho
cuando el pavimento estd himedo, a causa
de la mezcla del agua con los residuos gra-
sos en la carretera. En ese caso Vmax Se hace
muy pequefia, y el vehiculo puede patinar y
despistarse con facilidad en las curvas.

Con el fin de evitar esta situacion, es usual
que las curvas en las carreteras y vias fé-
rreas estén peraltadas. El peralte es la ma-
yor elevacion que se le da a la parte exterior

de una curva en relacion con la interior.
Con esto se logra que sea la fuerza normal
quien proporcione la componente centripeta
necesaria para girar, aunque la friccion en-
tre las ruedas y el pavimento se haga muy
pequeia.

Calculando el valor del &ngulo de peralte 6
para una curva de 50 m de radio de curvatu-
ra y una velocidad promedio de 60 km/h
(16.7 m/s):

>Fx = Nsen6 = mv?/R — Nsen6 = mv?/R
2Fy =Ncosb - mg=0 — Ncos® = mg
Dividiendo ambas ecuaciones,
tan® = v?/Rg = 16.7%/50x10 = 0.59
0 = arctan(0.59) = 30.5°

Fuerza centrifuga

A los efectos de este curso, se considerara
fuerza centrifuga la pareja de accion y reac-
cion de la centripeta. En el ejemplo de la
figura 3.34 la fuerza centrifuga seria la
ejercida por el bloque sobre la cuerda. En la
figura 3.35, la fuerza centrifuga la ejerce la
pelota sobre la cuerda y es transmitida por
ella hasta la mano. La pareja de accion y
reaccion de esta Ultima es la ejercida por la
mano sobre la cuerda, que también esta
dirigida hacia el centro.

En ocasiones algunos textos adoptan el
punto de vista de que la cuerda no tiene
masa, por lo que las fuerzas que actien so-
bre ella ni siquiera se consideran. La pre-
sentan solo como un medio de transmision
inextensible desde un cuerpo hasta el otro.



La fuerza centrifuga
actua sobre la cuerda

Fuerza de reaccién
2,
my

Fuerza centripeta
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Figura 3.35. Fuerzas centripeta y centrifuga (en la figura, fuerza de reaccién)

La fuerza centrifuga de inercia es una fuer-
za ficticia que se afade en los sistemas de
referencia no inerciales para explicar los
efectos de la aceleracion desde el punto de
vista de un observador que se mueve con el
sistema. Solo la mencionamos y no se con-
sidera en esta seccion. (Ver tema avanzado
2 en el capitulo 6).

3.14 Ley del movimiento y ecuacion del
movimiento de una particula

La 2da ley de Newton para una particula
cuando su masa no varia toma la forma:

Fr =ma.

La aceleracion es la derivada de la veloci-
dad y ésta, a su vez, la derivada del vector
de posicion. De ahi que la aceleracion se
puede escribir como la segunda derivada
del vector de posicion:
L _dv_d(dr)_d%
a —|==.
dt ) dt?

Sustituyendo la aceleracién en la 2da ley y
agrupando términos, se llega a:

Esta ecuacion diferencial de 2do orden se

conoce como ecuacion del movimiento. En
principio, si se conocen las fuerzas F; ac-
tuando sobre la masa puntual y dos constan-
tes arbitrarias en un determinado instante
(posicion y velocidad iniciales), esta ecua-
cién permite conocer la posicion de la par-
ticula en cualquier instante posterior lo que
se conoce como el Problema Fundamental
de la Mecénica.

La ecuacion equivale en realidad a tres
ecuaciones diferenciales, correspondientes
a cada uno de los ejes coordenados. Se pue-
den obtener sustituyendo en la ecuacion
anterior el vector de posicion por X, y 0 z,
segun sea el caso, y las fuerzas por sus co-
rrespondientes componentes.

La solucion es la ley del movimiento de la
particula T =T(t). Si se conoce la ley del
movimiento de la particula, también se co-
nocen su velocidad y aceleraciéon en cual-
quier instante, por simple derivacion;

v = dF/dt, d = dv/dt.

Si todas las F son constantes, muchas ve-

ces se obtienen soluciones simples; pero si
las fuerzas varian con el tiempo o la posi-
cién, la solucién aparece sélo en determi-
nados casos. Es decir, la mayor parte de las



veces se desconoce la dependencia F = F(t)
o F=F().

Existen otros métodos y conceptos en Me-
canica que permiten obtener informacién de
los sistemas sin necesidad de conocer de
forma explicita la ley del movimiento de las
particulas. Tal es el caso del método ener-
gético y los conceptos de trabajo y energia,
que se analizan en el proximo capitulo.

3.15 Problemas resueltos

1. En la figura, calcular la fuerza de inter-
accion entre ambos blogues. Desprecie la
friccion entre las superficies en contacto
(my=2kg, m, =1Kkg, F=3N).

1 2

Figura problema 1

2. Se lanza un bloque hacia arriba por un

plano inclinado sin friccion, con rapidez
inicial v,. a) ¢Cuanto asciende por el plano?
b) ¢Qué tiempo tarda en hacerlo? (6 = 30°,
Vo =2 m/s, g =10 m/s?).

3. Un globo de investigacion de masa M
desciende verticalmente con aceleracion a.
¢Cuanto lastre debe arrojarse para que el
globo suba con aceleracion a? (Considere
que el empuje ascendente no cambia duran-
te el proceso).

4. En la figura, ¢cual debe ser el peso mé-
ximo del bloque A para que el B no desli-
ce? (Ps = 710 N, ps = 0.25).

5. Un bloque de masa m gira en un plano
vertical atado al extremo de una cuerda de
longitud 1 m. Encontrar la velocidad mini-
ma posible para que la cuerda no se afloje
al llegar al punto mas alto.

6. Un aeroplano vuela en un circulo
horizontal a 480 km/h. Si las alas estan
inclinadas a 45° respecto de la vertical,
¢cudl es el radio del circulo en que vuela el
aeroplano?

Figuras problemas 4,5y 6.

Figura problema 7

7. En la figura, 6 = 15°, m = 150 kg, pe =

0.50, uk = 0.35. a) Calcule el valor minimo
de F para que el blogue comience a
moverse. b) ¢Cudal sera la aceleracion del
bloque?

Problemas propuestos

1. Un estibador aplica una fuerza horizontal



de 400 N sobre una caja de 100 kg que se
encuentra en reposo sobre una superficie
también horizontal, pero no logra moverla.
a) ¢Cual era el valor de la fuerza de roza-
miento entre las superficies mientras que el
estibador estuvo aplicando la referida fuer-
za?

jj_%

Figura problema 1

b) ¢(Qué fuerza minima deberia aplicar el
estibador para que la caja comience a mo-
verse? c¢) ¢Cudl es la minima fuerza que
debe aplicar para que la caja no se detenga
una vez que ha iniciado su movimiento? (s
=0.5; i =0.2)

2. En la figura, el blogue 1 descansa sobre
el bloque 2, que a su vez se encuentra sobre
el piso de un elevador que sube con veloci-
dad constante. Se desea analizar la fuerza
de interaccién Fiy; entre los blogues cuando
el elevador comienza a frenar con acelera-
cion constante

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Figura problema 2

(a). a) Dibuje el (los) diagrama(s) de cuer-
po libre necesarios para analizar el proble-
ma y plantee las ecuaciones correspondien-
tes. b) ¢(Qué datos minimos es necesario
conocer para calcular Fiy? ¢) ¢Hay parejas
de accidn y reaccion entre las fuerzas que
Ud. ha dibujado? ¢ Cuales son esas parejas?

3. Un bloque de masa 0.4 kg se lanza hacia
arriba por un plano inclinado de 30° sin
friccion, con rapidez inicial v, = 2 m/s. a)
¢Que distancia recorre a lo largo del plano?
b) ¢Qué tiempo tarda en hacerlo? (sen 30 =
1, c0s30 = V3/2; tan 30 = 1/N3)

4. Una caja de masa 50 kg, que en un inicio
se deslizaba con lentitud hacia abajo por un
plano inclinado formando un angulo de 30°
con la horizontal, es detenida por un obrero
ejerciendo la minima fuerza posible en la
direccion paralela al plano (ver figura).

Movimiento

=

30°

Figura problema 4

a) ¢Cual fue ese valor minimo de F? b)
¢Qué fuerza minima deberia aplicar el obre-
ro, en la misma direccion y sentido, para
lograr que la caja comience de nuevo a mo-
verse, pero ahora hacia arriba? (ux = 0.2; ps
=0.4)

5. Un motorista de 75 kg, en una moto de
80 kg, recorre una carretera ondulada de
seccion circular de radio R =10 m.

Figura problema 5

Al alcanzar la parte superior de la ondula-
cion en A, la moto se despega del suelo y



salta de forma involuntaria. Si vuelve a
tocar el suelo en B, 4 m por debajo de A, y
en ese instante su rapidez es de 72 km/h; a)
¢cual era la rapidez, en km/h, en A? b)
¢Cual sera la velocidad maxima, en km/h,
con la que el motor puede pasar por A sin
que se despegue del suelo? No tome en
consideracién la friccion del aire.

6. Un cuerpo de masa m = 0.2 kg, atado al
extremo de una cuerda de longitud 1.6 m,
gira libre en un plano vertical tras recibir un
impulso inicial.
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Figura problema 6

a) Si la velocidad en el extremo superior P
es de 5 m/s, ¢cudl sera la tension de la cuer-
da cuando el blogue llegue al extremo infe-
rior Q? b) Encontrar la rapidez minima po-
sible que debe tener el bloque al llegar a P
para que la cuerda se mantenga estirada.

7. La estrella de un parque de diversiones,
de 50 m de didmetro, da una vuelta comple-
ta cada 20 s con velocidad constante.

S50m

Figura problema 7

a) ¢Cudl es el peso de una persona de 80 kg
cuando su asiento alcanza la altura maxi-
ma?

b) ¢Y cuando pasa por la parte més baja?

Soluciones

Problema 3.1

Cuerpo 1.

Ejey: N1 —Fg =may =0 — Ny =Fg
Eje x: F—Fp1 = mjax

Cuerpo 2.

Ejey: N2 —Fgp =may =0 — Ny =Fg

Eje x: F12 = moay

A N1 A N
Fo1« » F 'S Fi2
v v ng
Fgl
Cuerpo 1 Cuerpo 2

Figura solucién 3.1

La aceleracion ay es la misma para los dos
cuerpos y Fy; = F1, por la 3ra ley de New-
ton. Sumando las ecuaciones anteriores
para eliminar Fp; y Fyp:

F = (m;+ my)ax

P
* mg+m,
m,F 1x3
— 2 — —
I:12_m2ax_ml+m2_2+l_1N




Problema 3.2
a) Datos: v, 6, vi =0, X?, t?
V2 = V2 + 2aAX

AX = - V2l 2a,

[
F \

Figura solucion 3.2
donde a se puede obtener a partir del dia-
grama de fuerzas:
Ejey: N - Fycos6 = may =0
Eje x: mgsen6 = may
ay = gsend = 10/2 = 5 m/s?

(retardatriz; al sustituir debe hacerse con
signo negativo si v, es positivo)

_ -2

AX = o (5)

=0.4m.

b) 0 =v, + at
t=-vo/la=-2/(-5)=0.4s

Problema 3.3
Considerando el globo como masa puntual;
Bajando:
Fy y a tienen el mismo sentido:
E — Mg = - Ma.
Subiendo:

Fq y a tienen sentido contrario:

E-(M-m)g=(M-m)a

Multiplicando la 1ra ecuaciéon por (-1) y
sumando ambas ecuaciones,

Fo
Figura solucion 3.3a

Mg - (M -m)g=Ma+ (M-m)a

mg = 2Ma — ma

m(g + a) = 2Ma
m = 2Ma
g+a
Problema 3.4
Ng
fs Ts
Fg
Figura solucion 3.4a
Cuerpo B:

El peso sera méaximo cuando fg lo sea (usN)
Eje x
Tg—fg=max=0
Ts = wsNg. (1)
Ejey
Ng —Fgg =may =0

NB = mgB.



Un instante antes de que la cuerda se afloje,

Cuerpo A:
Ejey T=0.
Ta—Fga=may =0 En ese momento,
—\,2
TA - mAg. (2) 1/2 g - /R1/2
Nudo v=(Rg)"=(1x10)""=3.2m/s.
Por la 3ra ley de Newton se llega a la con- o~ _
clusién de que Tg’ =Tg, y que Ta’ = Ta. e N
/ \
| Il l // 1m \\
| Te / \
TB, | T Fg a { ll
s X /
\ /
’I‘ > |
A Figura solucion 3.5
Figura solucion 3.4b
Ejey Problema 3. 6.
Tesen45 —Ta=0 (480 km/h = 480 x 10%/3600 = 133.3 ms).
Ta=Tcsen4ds
Eje x:
Tec0845 -Tg=0
Tg =T, cos4b
y por tanto,
TA = TB.
Igualando (1) y (2) con Pa = mag y similar
para Pg,
Pa = HePB
PAo=0.25x710=177.5N.
Figura solucion 3.6
Problema 3. 5.
En un avién, la fuerza de sustentacion N es

T+Fy=ma perpendicular al plano que forman las alas.

2 S
T+mg = mv Eje x: ,
R N sen® = ma, = mv“/R



Nsen® = mv4/R 1)
Ejey:

N cosO - mg =may =0

Ncoso = mg (2

Diviendo las ecuaciones (1) y (2) para
eliminar N, se obtiene:

tand = v4/Rg,

R = v¥/gtan6 = (133.3)%(10 x 1) = 1813.2 m
~ 1.8 km

Problema 3.7

a) Como para la fuerza de friccion, f < fiax,
el bloque comenzara a moverse cuando

FcosO > fmax = peN.

A

VF

|
|
|
Figura solucion 3.7

El valor minimo posible de F se obtiene
tomando el signo igual en la expresion

anterior
FcosO = usN D

Para hallar N, planteando la sumatoria de
fuerzas en el eje y:

N + Fsenb - Fg=may =0
N =mg - Fsen6 2
Sustituyendo (2) en (1):
FcosO = pe(mg - Fsenb)

- HemMg -
cos0 + psend

= (0.5x150x10)/(0.96+0.5x0.26)
=688 N

b) Después que comienza a moverse, susti-
tuir pe por pg. La ecuacion (2) no cambia.

Eje x

FcosO - ugN = may
Ejey

Fsend + N = mg.
Eliminando N se obtiene:

F(cosO + gsend) - ugmg = may
ay = %(COSO +ugsend) -y g

= (688/150)(0.96 + 0.35x0.26) — 0.35x10
=0.994 m/s°,
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CAPITULO 4
Trabajo y Energia
4.1 Trabajo de una fuerza

Movimiento rectilineo y fuerza constante

Considere el bloque de la figura 4.1, que se
mueve en la horizontal sobre una superficie,
bajo la accion de la fuerza F, sin tomar en
cuenta por el momento otras posibles fuer-
zas presentes. Se considera el bloque como
una masa puntual, despreciando sus dimen-
siones.

() s s s
=y
v

Figura 4.1. Trabajo de una fuerza.

Llamando d al desplazamiento del cuerpo
en un determinado intervalo de tiempo, se
define el trabajo W realizado por la fuerza F
mientras el bloque avanza desde la posicion
inicial T, hasta la posicion final, por el pro-
ducto escalar
W=F-d.
También, de acuerdo a la definicion de pro-

ducto escalar, W = Fdcos6. Note que e/ tra-
bajo es un escalar, no un vector.

Trabajo de varias fuerzas sobre un cuer-
po
La definicion de trabajo se refiere a la fuer-

za, no al cuerpo. Habra tantos trabajos como
fuerzas actuen sobre el cuerpo, y el trabajo

realizado por cada fuerza es independiente
del realizado por las fuerzas restantes. Ana-
licemos que sucede cuando actuan varias

fuerzas sobre el cuerpo. Llamando d al
segmento AB en la figura 4.2,

W, =F,.d.

Sumando ambos trabajos y agrupando
términos, se obtiene:

Figura 4.2. Trabajo de varias fuerzas

Pero F,+F, es la fuerza resultante Fy ac-

tuando sobre la masa puntual, y FR -d el

trabajo de la fuerza resultante (Wg). Por
tanto, sustituyendo en la expresion anterior,
se obtiene

Wi+ Wy = Wy,

De existir mas fuerzas (F3, F4, etc.) el razo-
namiento seria idéntico al anterior, y se ob-
tendria un resultado similar, donde la suma
incluiria también los restantes trabajos. Se
puede resumir este resultado en forma com-
pacta de la siguiente forma:

WR = ZWi.

Segun esta expresion, la fuerza resultante
que actia sobre una particula es igual a la



suma de los trabajos realizados por cada una
de las fuerzas.

Si hay n fuerzas, entonces:

Wr=W; + W, + W3 +... W,.

Figura 4.3. Trabajo motor (+), resistente (-) y nulo.

Trabajo positivo, negativo y nulo

Note que el trabajo W = FdcosO puede ser
positivo o negativo en dependencia del va-
lor del 4ngulo que forman los vectores F y
d.

Trabajo motor positivo. Cuando 0 < m/2 el
coseno es positivo y, por tanto, W también
lo serd. La proyeccion de F sobre d tiene el
mismo sentido que éste (figura 4.3).

Trabajo resistente negativo. Si 0 > m/2 el
coseno es negativo, y entonces W < 0. La
proyeccion de F sobre d tiene sentido con-
trario a éste ultimo.

Trabajo nulo. Cuando 6 = 1/2 el coseno es
cero. La fuerza F no tiene componentes en
la direccion del desplazamiento y W = 0.
Ejemplos de este ultimo caso son el trabajo
nulo de la fuerza gravitatoria sobre un cuer-
po que se desliza horizontal por una super-
ficie y el de la tension de la cuerda en la
figura 4.4.

Unidades

En el Sistema Internacional de unidades la
unidad de fuerza es el newton (N), y la de
distancia el metro (m).

[W] = [F][d] = Nm = J (joule).

El joule es el trabajo realizado por una fuer-
zade 1 N al recorrer I m: 1 J=1 Nm.

-

Figura 4.4. Trabajo nulo. En estos ejemplos, aunque
hay movimiento, ni la fuerza gravitatoria F, ni la
tension de la cuerda T trabajan.

Trabajo de una fuerza variable. Movi-
miento en trayectoria curva

Considere una masa puntual que se mueve
en el espacio bajo la accion de una fuerza F,
cuya intensidad y direccion pueden variar
con el transcurso del tiempo (figura 4.5).

Se desea calcular el trabajo realizado por la
fuerza F cuando la masa puntual se mueve
desde la posicion inicial (1), correspondien-
te al punto (xi,y1,2;) hasta la posicion final
(2), correspondiente a (xX»,¥2,22). Si AT es
pequeio, se puede considerar que, mientras
la masa puntual avanza ese corto desplaza-
miento, que la fuerza F se mantiene cons-
tante. Es posible escribir entonces

SW =F-AT.

La aproximacion sera mejor mientras meno-
res sean los ATy W considerados. Se ha
utilizado el simbolo 8W en vez del mas co-



mun dW para indicar que el trabajo realiza-
do es muy pequefio, pero que no es el dife-
rencial de alguna funcién conocida.

(C8]

Figura 4.5. Trabajo de una fuerza variable.

El trabajo total realizado por la fuerza F
mientras la masa puntual se mueve de 1 a 2
se podria entonces calcular en forma apro-
ximada, dividiendo mentalmente la trayec-
toria en muchas porciones pequefias y su-
mando después todos estos trabajos elemen-
tales;

WY 6W=>F-AF.

Mientras mayor sea la cantidad de divisio-
nes de la trayectoria y menor sea el tamafio
de los intervalos Ar considerados, mejor
sera la aproximacion al verdadero trabajo
realizado por la fuerza F. En el limite,
cuando AT — 0, el valor calculado en la
sumatoria sera el correspondiente al trabajo
realizado. Al hacerse infinita la particion de
la trayectoria la sumatoria se convierte en
una integral, el incremento AT se convierte
en un diferencial dr, y la expresion anterior
queda como

2
ng)zzj‘f:‘df.
1

Este tipo de integral de un producto escalar
a lo largo de una curva se conoce como in-

tegral de linea. Se comprueba con facilidad
que el trabajo Wy, realizado desde el punto
1 hasta el punto 2 dependera de la trayecto-
ria que se escoja para ir de un punto a otro,
aunque las fuerzas tengan el mismo origen
(ejemplo: fuerzas de rozamiento).

Es ésta la razon por la cual se ha escogido el
simbolo dW (y no el diferencial dW) para
designar un trabajo muy pequefio. La inte-
gral de un diferencial es independiente de la
trayectoria de integracion, lo que no ocurre
en este caso. Designando los puntos inicial
y final por P; y P,, la afirmaciéon anterior
equivale a escribir que

Wi, # G(P]) — G(Pz) 5
significa que no es posible encontrar una
funcion G que sea el integrando de I F.df

v dependa solo de la posicion inicial y la
final, como ocurre en la integracion ordina-
ria.

Movimiento en una dimension y fuerza
variable

Y

Desplazamiento

Figura 4.6. Fuerza variable en una dimension.

Considere el caso en que la fuerza es de
modulo variable, pero se mantiene paralela
al desplazamiento (movimiento en una di-
mension, figura 4.6). En este caso F = F(x),

dr|=dx., y



X X
W= IF dr = IFcos(O)dx
X X
X2
W= [ F(x)dx

En este caso particular es posible hacer una
representacion grafica del trabajo. Al grafi-
car F(x) vs. x se ve de inmediato que F(x)dx
representa un area elemental, y que el traba-
jo realizado en el intervalo (x;,x2) es igual a
la suma de todas esas areas, igual al area
bajo la curva de integracion (figura 4.7a).

F(x)

F(x,)dx (Area del rectangulo)

\

FR) |-~ JEmnnen, .

X X
X, dx 2

Figura 4.7a. Representacion grafica del trabajo.

W(t,)

Wity

Figura 4.7b. Definicion de potencia

4.2 Potencia

Considere el trabajo realizado hasta el ins-
tante t; por una fuerza F aplicada a una ma-
sa puntual mientras recorre una trayectoria
cualquiera (figura 4.7b). Sea éste trabajo
W(t;). Designando por W(t,) el trabajo rea-
lizado hasta el instante t, > t, la potencia
media desarrollada por la fuerza en el inter-
valo (t;,t2) queda definida por la expresion

_ AW

mAt
donde AW = W(ty) — W(t)) y At=1t, — t;.

Note que en este caso se esta considerando
al trabajo como funcion del tiempo y no de
la posicion, como en el ejemplo anterior.

Para obtener la potencia instantanea, to-
mando el limite del cociente cuando At —
0, al final se obtiene
p=dW.
dt
La potencia es una medida de cuan rapido
se hace trabajo, lo que muchas veces resulta

mas util que conocer el trabajo total realiza-
do.

Unidades

[P]= w = J/s = watt (W);

[t]
1w=11J/s.

Existe otra expresion para la potencia ins-
tantanea que en ocasiones puede ser de uti-
lidad. Se obtiene sustituyendo la potencia
media en funcion de la fuerza aplicada y el
desplazamiento, y llevando después al limi-
te (figura 4.8).

W(t)

-

dr I, ‘

-

Figura 4.8. Potencia instantanea, fuerza aplicada a la
masa puntual P.

Si At y Ar son pequefios, la fuerza aplicada



F se puede considerar constante en el in-
tervalo (t1,t2), y

W(t,)-W(t,) =F-AF.

Al sustituir en la expresion de la potencia
media se obtiene:

=

I

P =F.

b

=2

que tras tomar limite para At—0 conduce a:
P=F-v.

4.3 Teorema del trabajo y la energia

Considere un cuerpo de masa m que se
mueve bajo la accion de varias fuerzas a lo
largo del eje x. Sea Fy la resultante de todas
esas fuerzas que, en general, no son cons-
tantes (figura 4.9).

> -
Vl VZ
—- —_—
-
F,
m R
—-
T
X X,

Figura 4.9. Teorema del trabajo y la energia

Como el movimiento es en una dimension,
el trabajo realizado por la fuerza resultante
mientras el cuerpo se mueve desde P; hasta
P, se calcula por la relacion

2
Wy = [Fr (x)dx.
1

Sustituyendo en la expresion anterior la 2da
ley de Newton Fr = ma, y considerando que
la masa del cuerpo no varia durante el des-
plazamiento, se obtiene

Wy = mf adx .
1

dv/dt y dx =
simplificar términos, conduce a:

La sustitucion a = vdt, tras

Wi = mj‘ vdv
1

L o2 12
7 MV; -5mvy

L2 12
Wr =5mv; -Smvj,
donde v; y v, son las velocidades cuando el
cuerpo se encuentra en los puntos P; y P, y
m es la masa de la particula.

Mientras que el trabajo Wr depende de pa-
rametros externos a la masa puntual, la ex-
presion 3 mv” se refiere solo a propiedades
de la masa puntual (su masa y su veloci-
dad). De ahi que resulte conveniente definir
la energia cinética de la masa puntual por la
expresion

1.2
E.=73mv".
La energia cinética es siempre positiva, por

serlo m y el cuadrado de la velocidad, y que
tiene las mismas unidades que el trabajo.

El resultado anterior puede expresarse en-
tonces como:
Wr = AE,

y se conoce como teorema del trabajo y la
energia:

El trabajo realizado por la resultante de las
fuerzas que actuan sobre una masa puntual
es igual a la variacion de su energia cinéti-
ca.

Aunque se dedujo para un movimiento en
una dimension con el fin de simplificar los
calculos matematicos, este resultado es
general por completo. Es valido para cual-




quier tipo de movimiento en dos o tres di-
mensiones.

Analizando el significado de este teorema,
vemos que siempre que haya un trabajo
resultante actuando sobre una masa puntual,
¢ésta debe variar su energia cinética. Y tam-
bién que cualquier variacion de la energia
cinética de una masa puntual necesariamen-
te debe tener asociado algin trabajo ex-
terno. Es decir:

No es posible que una masa puntual varie
su energia cinética sin que exista alguna
resultante externa realizando un trabajo
sobre ella.

que no podia considerarse como el diferen-
cial dW de alguna funcién analitica. Tam-
bién se expresd que, en general, por simila-
res razones, Wi, # G(P,) — G(P)) y el tra-
bajo no podia expresarse como la diferencia
de alguna funcion primitiva evaluada en las
posiciones inicial y final.

Sin embargo, existen fuerzas que hacen que
la integral del trabajo sea independiente de
la trayectoria. Para estas fuerzas W, = W, =
W3 (figura 4.10). Estas fuerzas se denomi-
nan fuerzas conservativas.

4.4 Fuerzas conservativas. Energia po-
tencial

Al definir el trabajo, se analiz6 la particula-
ridad de que el mismo depende de la tra-
yectoria. Diferentes trayectorias entre dos
puntos proporcionaran diferentes trabajos,
aunque el origen de las fuerzas sea el mis-
mo.

Fuerza conservativa

W, = Wy = W,

Figura 4.10. El trabajo de una fuerza conservativa
no depende de la trayectoria.

Este es el caso tipico de las fuerzas de fric-
cion. Por esta razon se utilizd el simbolo
OW para representar un trabajo pequefio, ya

Fuerza conservativa: Aquella cuyo trabajo
entre dos puntos cualesquiera no depende
de la trayectoria recorrida.

Por tanto,

el trabajo realizado por una fuerza conser-
vativa en cualquier trayectoria cerrada es
nulo.

Esta propiedad de las fuerzas conservativas
se comprueba muy fécil a partir de la men-
cionada figura. Si la fuerza es conservativa,
entonces

Wisa(1) = WiL2(2)

y de la definicion de trabajo sigue que
2 .
W, = [F-di =-[F-df =-W,_,,
1 2

Wiso(1) + Wyt (2) = 0.

Ademas, como el resultado de la integral
no depende de la trayectoria, ahora si serd
posible expresar el trabajo como la varia-
cion de una cierta funcion primitiva evalua-
da en las posiciones inicial y final,

Wl_)z = G(Pz) — G(Pl)




Esta funcidon primitiva se relaciona con la
energia potencial, como se vera a continua-
cion.

Energia potencial

Considere una masa puntual que se mueve
de P; a P, en la figura 4.11, sobre la cual
actua la fuerza conservativa F. Introduz-
camos la fuerza aplicada F,p, trabajando en
contra de la fuerza F., de manera que en
cada instante

Si F. es conservativa, F,, también lo sera.
Por tanto, existe la posibilidad de calcular
el trabajo de la fuerza aplicada segln:

W,

2
iy = | Ep-df=G(2)-G(1) (4.1
1
Se define entonces la funcion primitiva G en
esta ecuacion como la energia potencial
asociada a la fuerza conservativa en cues-
tion: por definicion, G=E,,

Sustituyendo E, en (4.1) e invirtiendo la
ecuacion:

Faplica da

conservativa

P e

Figura 4.11. Esquema para definir la energia poten-
cial.

2
Ep(2)-Ep(1)=jFap-df. 4.2)
1

La expresion anterior permite calcular la
variacion de energia potencial para cada
caso particular si se conoce la fuerza con-

servativa (figura 4.11).

La ecuacion 4.2.define la diferencia de
energia potencial entre dos puntos cuales-
quiera P; y P, pero no permite obtener la
expresion de la funcion energia potencial en
un punto particular. No obstante, en algunos
casos especificos es posible identificar la
correspondiente funcidén energia potencial al
conocer el valor de la energia en un punto
particular (por ejemplo, en el infinito).

Como Wy,(152) = - W(1>2), sustituyen-
do en (4.1) se obtiene,

- We(1-52) = Ey(2) - E(1)
W, =—AE,,

Este término se interpreta como que el tra-
bajo de la fuerza conservativa es igual a la
variacion negativa de la energia potencial.
El resultado es valido para cualquier energia
potencial. Y viceversa, cualquier variacion
de energia potencial siempre tendra aso-
ciado el trabajo de su correspondiente fuer-
za conservativa.

La conveniencia de esta definicion, donde
se ha introducido un signo negativo, queda-
ra esclarecida mas adelante.

4.5 Relacion inversa entre fuerza y ener-
gia potencial

En la seccion anterior se vio como obtener
la energia potencial por integracion si se
conoce la expresion de la fuerza conservati-
va. La relacion inversa también existe; si se
conoce la funcion energia potencial es posi-
ble calcular la correspondiente fuerza con-
servativa.

Considere la definicion de la energia poten-
cial,



En esta expresion el integrando no es mas
que el diferencial de la energia potencial, es
decir:

dE, = F,,.df

En el caso particular de movimiento en una
dimension, F,, = - F¢ y dr = dx. Sustituyen-
do arriba y despejando F,

dE,

S

La derivada d/dx a lo largo de una direccion
determinada se denomina gradiente. La
expresion anterior se lee entonces como que
la fuerza conservativa es igual a menos el
gradiente de la energia potencial.

Es posible generalizar el resultado a tres
dimensiones y se obtiene la expresion si-
guiente para el gradiente, donde el simbolo
0 indica derivada parcial:

i :_{aEp - OE,- OE, 12}.

1+ ]t

0x oy 0z
Utilizando el operador nabla, conocido de
capitulos anteriores,

v=if 430452,
ox "0y oz
la expresion se escribe en forma compacta
como

F, =-VE,.

4.6 Energia potencial elastica

Las fuerzas elasticas que cumplen la ley de
Hooke, F = - kx, son conservativas. Para
calcular la expresion de la correspondiente
energia potencial es necesario aplicar la

definicion analizada en la seccion anterior.
Consideremos para ello el ejemplo concreto
de un cuerpo acoplado a un resorte, que se
estira desde la posicion inicial x; hasta la
final x;, bajo la accion de una fuerza externa
Fqp (figura 4.12).

Figura 4.12. Sistema cuerpo-resorte bajo la accion
de una fuerza externa F,,.

Para calcular la funcién energia potencial,
apliquemos la expresion (4.2):

2 2
AE, = J;Fap -dr = Jl.Fapcos(O)dX
2 X)
AE, =k|[xdx =k~
1 X,
Ep(2) - Ep (1) = 1k - o]

De aqui se ve de inmediato que el grafico de
la funcidn energia potencial eléstica tiene la
figura 4.13,
correspondiente expresion analitica E,. = 2
kx?.

forma de la con la

Figura 4.13. Energia potencial elastica



e Una vez calculada la energia potencial,
cuando se desee obtener el trabajo realizado
por una fuerza elastica no es necesario
resolver de nuevo la integral. Basta utilizar
la expresion W, = - AE,,

e La expresion obtenida para la energia
potencia es valida no solo para el ejemplo
considerado,
sistema donde actué una fuerza elastica que
cumpla la ley de Hooke.

sino para cualquier otro

e La energia potencial elastica siempre es
positiva: Ep,. > 0, tanto si el resorte se
comprime como si se estira.

e Cuando se analiza el grafico de Ey(x) vs.
x se obtiene que la curva tiene la forma de
una parabola del tipo y = ax”, donde a es
una constante.

Para x = 0, E,. = 0; corresponde a la
posicion de equilibrio del resorte en el
ejemplo considerado.

4.7 Energia potencial gravitatoria

La fuerza de atraccion gravitatoria es tam-
bién una fuerza conservativa.

Para deducir la expresion de la energia po-
tencial en este caso particular, consideremos
una particula de masa m que interacciona
con una esfera homogénea de masa M (figu-
ra 4.14).

Para simplificar los calculos se asume un
movimiento en linea recta desde la posicion
inicial (1) hasta la final (2).

Aplicando la definicion de energia potencial

2 2
AE, = [F,, -dF = [F,, c0s0%,dr
1 1

- _ ~Mm
Fap_Fg_G 2

11"
AEp = GMm —}
T

h

GM GM
Ep(2)-Ep(1)=- r2m+ rlm.
3 FE m Fyp
______ —-T-——-—.-———‘—.—p....,..;.w

Figura 4.14. Energia potencial gravitatoria

Se demuestra con facilidad que el resultado
sera valido cualquiera que sea la trayectoria
seguida desde 1 a 2. En la figura 4.14, aba-
jo, note que F, no trabaja en los tramos per-
pendiculares a r; y el producto escalar no
contribuye a la integral. Cualquier trayecto-
ria se puede descomponer mentalmente en
tramos paralelos y perpendiculares, lo que
equivale a considerar solo los desplaza-
mientos paralelos al vector de posicion.

Comparando miembro a miembro la expre-



sion anterior en (1) y (2), se comprueba que
la energia potencial gravitatoria toma la
forma

E :_GMm‘

e } (4.3)

Esta es la energia potencial gravitatoria de
la particula de masa m que se mueve en el
campo de fuerzas asociado al cuerpo de
masa M. (Y también la del cuerpo de masa
M en el campo de fuerzas de la particula de
masa m). En realidad, la energia potencial
gravitatoria es una propiedad asociada a
ambos cuerpos y no a uno solo de ellos.

Epg

Figura 4.15. Energia potencial gravitatoria

El grafico de esta funcion aparece en la fi-
gura 4.15. Como r es siempre positiva, al
igual que las masas, la energia potencial
gravitatoria tendra valor negativo. Note que
E,¢ es cero solo cuando r — o (cuando am-
bos cuerpos se encuentran alejados infini-
tamente uno del otro). Para r—>0, E,; — - .

Cuerpo sobre la superficie de la Tierra a
una altura h << Ry

Figura 4.16. Aproximacion para pequefias alturas.

Se trata de encontrar una expresion para la
energia potencial gravitatoria de una parti-
cula de masa m que se encuentra cerca de la
superficie de la Tierra, a una altura h mucho
menor que el radio de la Tierra Rr. Segun
(4.3) la energia potencial tendra la forma
Epg _ GMm ’
Ry +h

donde Mr es la masa de la Tierra, suponién-
dola concentrada en su centro bajo la apro-
ximacion de la esfera homogénea, como se
vio en un capitulo anterior (figura 4.16).

Agrupemos el denominador de esta expre-
sion de la forma siguiente:

ot
n .
T
A partir de un desarrollo en serie de Taylor,

es posible demostrar que

1
1+x

=l-x+x2-x>+...

y haciendo x = h/Rr,



2 3
~ Ly fh R
Rt| Ry Ry Rt
Como h « Rty la fraccion que se obtiene es
muy pequefia, es posible considerar solo el
primer término dentro de la llave y despre-

ciar los términos cuadratico, cubico y de
orden superior.

Sustituyendo en la energia potencial,

:_GMTm:_GMTm{l_L}

P& Ry+h Ry Ry
_ GMtm N GMmh .
Ry RZ

En un capitulo anterior se obtuvo que

_GMT
-t

T

g

Sustituyendo en las expresiones de mas
arriba se llega a:
Eye = - mgRr + mgh.

Por regla general solo interesan las varia-
ciones AE,, y no el valor absoluto E,, de la
energia potencial en un punto. Como al cal-
cular las variaciones de energia el término
constante mgRt siempre se anula, es posible
redefinir la energia potencial gravitatoria de
forma tal que sea cero en la superficie de la
tierra (Epg = 0 cuando h = 0). Asi, la funcién
energia potencial puede simplificarse a la
expresion siguiente:
Epe = mgh.

Esta expresion solo es valida para cuerpos
que se encuentran cercanos a la superficie
de la Tierra y sera mas exacta mientras
menor sea la altura h del cuerpo sobre la
superficie.

4.8. Energia mecanica

La figura 4.17 representa una particula de
masa m que se mueve de la posicion 1 ala 2
bajo la accion de diferentes fuerzas, tanto
conservativas como no conservativas. Puede
haber una o mas fuerzas de cada tipo ac-
tuando sobre la masa puntual. Incluso, pue-
de ser que alguna de ellas no realice trabajo.

Fuerzas no conservativas son todas aquellas
que no estan asociadas a una energia poten-
cial (friccion y fuerzas externas de origen
desconocido).

f[]C

m

P
1 \Fc

Figura 4.17. Fuerzas no conservativas (fi.).

-2

Segln el teorema del trabajo y la energia
Wr = AE,,

y como el trabajo resultante es la suma de
los trabajos individuales,

W, + Wy, = AE..
Sustituyendo W, =-AE, y agrupando, se

obtiene
Wie = AE; + AE,

Wi =Eeo —Ee + Ep2 - Epl
Whie = Ecxt Ep2 - (Ecl+ ECZ)

Si se define la energia mecanica E como la
suma de las energias cinética y potenciales
de la masa puntual, E = E. + E,, es posible
escribir la ecuacion anterior como

Wie = Ex — Ey
Wie(1—-2) = AE.



Esta es la ecuacion fundamental para el
analisis y la resolucion de problemas por el
método energético.

La energia potencial E, representa la suma
de energia potencial elastica + gravitatoria +
cualquier otro tipo de energia potencial que
pudiera haber presente (por ej., electrostati-
ca):

E= Ec + Epe + Epg + otros tipOS de Epotencial

4.9 Sistemas conservativos y no conserva-
tivos.

Sistemas conservativos

Considere una masa puntual sobre la cual
solo trabajan fuerzas conservativas. (Puede
haber fuerzas no conservativas actuando
sobre la masa puntual, pero sin realizar tra-
bajo). En ese caso W, = 0, por tanto

AE = E2 — E1 =0
E, = E; = constante
E¢ + E, = constante.

Es decir, la energia mecéanica de la masa
puntual se mantiene constante (la energia
mecanica ‘se conserva’).

En un sistema conservativo puede haber
intercambios de energia cinética en poten-
cial y viceversa, pero esas variaciones ocu-
rren de manera tal que la suma de todas las
energias asociadas a la masa puntual se
mantiene constante al transcurrir el tiempo.

Sistemas no conservativos

En los sistemas no conservativos la energia
mecanica no se mantiene constante, ya que

Wi =AE #0
E2¢E1.

Y es posible tanto que aparezca energia
mecanica como que desaparezca.

La accion de las fuerzas de friccion conduce
a la pérdida o disipacion de energia mecani-
ca, que aparece en forma de energia térmica
en las superficies en contacto. La energia
térmica esta asociada al aumento de la ener-
gia de traslacion, rotacidon y vibracion de
atomos y moléculas a nivel microscopico, lo
que se traduce en el incremento de la tem-
peratura de las superficies.

No se debe confundir la energia térmica con
el calor. El concepto de calor indica el tran-
sito de energia de un sistema a otro en for-
ma microscopica y desordenada.

4.10 Acerca de la definicion de energia y
su significado

La fisica trabaja exclusivamente con magni-
tudes. Es por eso que, aunque en los libros
de texto es usual encontrar diferentes defi-
niciones para “fuerza”, cualquier ambigiie-
dad desaparece cuando se especifica como
se mide esta magnitud (utilizando un dina-
mometro, etc). De igual forma es posible
obtener una definicion precisa para la ener-
gia sobre la base de la relacion inversa entre
fuerza y energia analizada antes.

Combinando las definiciones vistas mas

arriba para la energia cinética y la potencial,
2

como p =mv y E='>mv",

Fy :% donde p =,/2mE_ ;
F, =-VE,.

En el primer caso la fuerza estd asociada a
la variacion temporal de la energia; en el
segundo, a la espacial. La segunda expre-
sion indica que no so6lo las fuerzas variables



en el tiempo son una medida de la energia
de un sistema, también lo son las estaticas.
Expresando en palabras estos resultados
analiticos tendremos:

Energia. Capacidad o habilidad de un
cuerpo o sistema para ejercer fuerzas
sobre otros cuerpos o sistemas o entre

sus propios subsistemas.

Note que tratar de encontrar una definicién
de energia ajena al concepto de fuerza — lo
que es posible encontrar en algunos lugares
— es algo asi como tratar de definir la acele-
raciéon sin mencionar la velocidad: un fla-
grante error, que so6lo tiende a oscurecer o
tergiversar su significado. Aun mas, la
energia NO es una de las magnitudes fun-
damentales del Sistema Internacional de
Unidades; hay que definirla sobre la base de
magnitudes conocidas del Sistema Interna-
cional.

TABLA 4.1

TIPOS O CLASES DE ENERGIAS FISICAS

Expresion  Magnitud a

Energia

analitica medir
Masa, veloci-
Cinética 5 mv’
dad
Potencial gra- .
. . g GMm/r  Masa, longitud
vitatoria
Potencial elas- .
. ! 1 kx? Elongacion
tica
Potencial elec- Carga eléctri-
o kqiqu/r .
trostatica ca, longitud
Campo eléc- Permitividad,
trico por uni- intensidad
P v ¢E? .
dad de volu- campo eléctri-
men co

Campo mag-
nético por
unidad de
volumen

Energia en

Permeabilidad,
intensidad
campo magneé-
tico

Masa, veloci-

dad de la luz

reposo E,

Fotén Frecuencia

Conservacion de la energia. La experiencia
muestra que siempre que aparece o desapa-
rece energia mecénica en un sistema, es
posible encontrar, en algin otro sistema,
otra magnitud con dimensiones de energia
(J) que disminuye o aumenta de forma tal
que compensa en forma exacta la variacion
detectada (energia térmica, quimica, elec-
tromagnética, nuclear, etc.).

El resultado anterior se conoce como prin-
cipio de conservacion de la energia y por
lo general se enuncia expresando que ‘la
energia no se crea ni se destruye, solo se
transforma.

Este principio NO es un criterio filoséfico
como a veces algunos consideran, sino el
resultado de la acumulacion de evidencia
experimental durante varios siglos. Tampo-
co es un criterio cualitativo, sino, como to-
das las leyes, es también cuantitativo.

Los hechos que marcaron pauta en el prin-
cipio de conservacion de la energia fueron
los siguientes;

o Imposibilidad de crear un movil perpe-
tuo de primera especie, i.e., un dispositivo
que fuera capaz de entregar energia mecani-
ca sin consumir otro tipo de energia; (Aca-
demia Francesa de Ciencias, 1775).

e Determinacion del equivalente mecdnico



del calor: 1 caloria = 4.1868 joule; (James
Prescott Joule, 1840).

e Principio de conservacion de la energia

o Ira Ley de la Termodinamica; (Julius von
Mayer, 1842).

Otro aspecto a considerar es que cualquier
energia debe poseer valores numéricos. No
hay instrumentos para medir ‘energia’ por
via directa como los hay para medir el
tiempo; sin embargo, sus valores numéricos
se pueden obtener de manera indirecta o por
comparacion con otras energias (tabla 4.1).

En adicion, el término energia se emplea
con otros dos significados diferentes, lo que
muchas veces induce a confusion.

Uno de ellos es el que se emplea para indi-
car de donde provienen o se almacenan de-
terminadas energias reales. Estos términos
no tienen asociados valores numéricos y por
tanto no son energias fisicas reales; son s6lo
nombres alternativos (tabla 4.2).

TABLA4.2
NOMBRES USADOS PARA INDICAR COMO O

DONDE SE ALMACENAN LA ENERGIAS
FISICAS

Energia real mesurable

|01 (Su bR I Cinética del viento.

Radiacion electromagné-

Energia solar .
tica, fotones.

Energias de enlace, defec-
to de masa, mc?, etc.

Energia nu-
clear

Energia quimi-

Energias de enlace.
ca

Energia térmi-

Cinética, de vibraciéon y
ca rotaciéon microscopicas y

El segundo significado es el uso popular del
término en lenguaje figurado para indicar
cierto estado fisico o volitivo de las perso-
nas. Ejemplo: ‘Me qued¢ sin energias’ para
indicar cansancio, agotamiento o falta de
voluntad. Esa “energia” es algo inexistente
que no se puede medir, porque no ha sido
definido con precision ni asociado a otras
energias, ni puede cumplir el principio uni-
versal de conservacion de la energia. Es una
acepcion muy usada en las propuestas pseu-
docientificas, pues permite el uso de un
lenguaje que aparenta ser cientifico, sin
serlo.

Ejemplo
v
— » x?
/_5 ____________ 7
1 2

Figura 4.18. Ver texto.

Considere un bloque que se lanza con velo-
cidad inicial v, sobre una superficie hori-
zontal (figura 4.18). El coeficiente de fric-
cion dinamico entre las superficies es L.
(Qué distancia x avanza el bloque antes de
detenerse?

Resolucion
Datos: v, Lk
Diagrama de fuerzas:

La unica fuerza que trabaja es la fuerza de
friccion (figura 4.19).
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Figura 4.19. Ver texto

Las fuerzas N y F, no hay que tomarlas en
cuenta por ser perpendiculares a la direc-
cion del movimiento. Escribiendo la ecua-
cion fundamental para el analisis por el mé-
todo energético,
Wi = AE
W, =f-d="fxcos(180)=-fx =E, — E;.

1

Pero E, es cero, porque el bloque se detiene
en (2) y no hay que considerar variacion de
energia potencial de algun tipo: E; = Ecx +
Ep = 0. Ademas E,; = 0, y el valor de f
puede escribirse como = pgN.

Sustituyendo en la expresion anterior:
-udNX:-l/zmvlz.

Se puede lograr una mayor simplificacion si
notamos que, en el diagrama de fuerzas,

N =F,=mg.
Simplificando y despejando, con v; = v,, se
obtiene
x=Yo_
2mg

Note que al inicio, E = E, = /2 mv,’, y que
al final E = 0. Ha desaparecido energia me-
canica, que aparece en forma de energia
térmica en las superficies en contacto.

Desde el punto de vista microscopico, lo

que ocurre es que la energia ordenada de
las moléculas o atomos en bloque (todas
los atomos se movian al unisono, en una
misma direccion) se ha desordenado en
forma de movimientos aleatorios de vibra-
cion de atomos y moléculas en las superfi-
cies en contacto. El transito del orden al
desorden tiene que ver con el incremento
de entropia, magnitud similar a la energia
potencial en que no depende de la trayec-
toria, sino so6lo del estado final y el inicial.
La entropia se estudia en los cursos de
Termodinamica.

4.10 Diagrama generalizado de energia
potencial en sistemas conservativos

En ocasiones es posible obtener informa-
cioén de un sistema a partir del analisis gra-
fico de su energia potencial y de la relacion
que existe con la energia mecanica. El gra-
fico de la figura 4.20 representa la energia
potencial de una masa puntual en un campo
de fuerzas conservativo en una dimension.
Se ha dibujado una dependencia ficticia con
el fin de analizar los diferentes casos posi-
bles a presentarse. E,, Ei, Es... representan
diferentes energias mecéanicas que pudiera
tener la masa puntual.

Como el sistema es conservativo, cada
energia mecanica se mantiene constante
para todo x y estd representada por una
recta paralela al eje. En cada uno de estos
casos se cumplira la relacion E = E. + E,,.
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Figura 4.20. Diagrama de energia potencial de una
masa puntual que se mueve en el eje x.

a) E=E,

La energia mecanica coincide con el
minimo de la funcion E,(x): E = Ep(x,) (ver
figura). Luego: E. = E, — Ey(x,) = 0. No
puede haber energia cinética, y la velocidad
de la masa puntual es nula. La masa puntual
se encuentra en X, y no tiene energia
suficiente para modificar su posicion.

b)E=E1

En este caso existe un conjunto de valores
Ey(x) accesibles: todos los comprendidos en
el intervalo (x;,x;’) tales que E,(x) < E;. En
ese intervalo,

Ec=E; - Eyx)>0.

2

Los puntos X; y X;’ son puntos de retorno.
En esos puntos la energia potencial se hace
igual a la energia mecénica, y por tanto E; =
0 y v=0. Si al inicio se movia a la derecha,
la masa puntual se detiene en x;’ y regresa.
No confundir el movimiento de la masa
puntual en el ee x con la curva
bidimensional que representa la energia

potencial.

El punto x, es un punto de equilibrio
estable, asociado al valor minimo de la

energia potencial. Esta afirmacion se puede
siguiente
la fuerza se deriva de la

demostrar a partir de la
consideracion:
energia potencial a partir de la expresion

conocida
F.=-dE,/dx.

Segun la condicion de extremo relativo,
se evalia en X,
tendremos dE,/dx = F. = 0 (condicién de
minimo).
conservativa no actiia sobre la masa puntual

cuando la derivada

Significa que la fuerza

cuando ésta se encuentra en X,.

Si la masa puntual se separa un poco a la
derecha de x, (dx > 0) entonces dE, > 0 (ver
grafico Ej(x)), y la ecuacion anterior nos
dice que la fuerza estara orientada a la
izquierda (F, < 0). Si la separacion es hacia
la izquierda (dx < 0 y dE, > 0), la fuerza
estara dirigida a la derecha (F. > 0). En
ambos casos la fuerza es tal que tiende a
restaurar la posicion de equilibrio de la
masa puntual, y esta es precisamente la
definicion de punto de equilibrio estable.

C)E=E2

Cuando la energia mecanica toma el valor
E,, hay 4 puntos de retorno en el grafico (x;,
X1’, X2, X2°). El punto x,” es un punto de
equilibrio metaestable. Si la masa puntual
logra “saltar” la barrera de potencial
representada por I (gracias a la accion de
algin impulso adicional externo) quedara
oscilando alrededor de la nueva posicion de

equilibrio.

El punto correspondiente a I es un punto de
equilibrio inestable, asociado a un maximo
de la funcion Ey(x), donde F. = 0. Es
inestable porque para pequeia
separacion dx de la posicion de equilibrio,

una



la fuerza calculada a partir de (4.10.1) es tal
que tiende a alejar ain mas la masa puntual
de esa posicion.

d)E=E3

Cuando la energia mecénica es igual a E;
solo hay un punto de
movimiento hacia la derecha es ilimitado,

retorno. El

ya que E; > E, siempre, y no hay
posibilidad de que la energia cinética y la
velocidad de la masa puntual se hagan cero.
Si al inicio la masa puntual se movia hacia
la izquierda, se detendré al alcanzar el punto
de retorno, y después se movera de forma
indefinida hacia la derecha.

C)E=E4

No hay puntos de retorno, ni a la derecha ni
a la izquierda. En la region del grafico que
se encuentra a la izquierda de cero el
equilibrio es indiferente, pues F = - dE,/dx
= 0 para todo x. No hay fuerzas que tiendan
a alejar o restaurar la posicion de la masa
puntual cuando se separa un poco de su
posicion inicial.

4.11 Limites de validez de la mecanica de
Newton

a) Distancias muy grandes

Las leyes de Newton no son vdlidas a dis-
tancias del orden galactico.

Las investigaciones astrondmicas mas re-
cientes han encontrado serias discrepancias
con las leyes de Newton; en especifico, el
incremento de velocidad de alejamiento de
las galaxias con el aumento de la distancia,
lo que por el momento no tiene explicacion.
Tampoco la tiene la observacion de las pro-
piedades andmalas de rotacion de muchas
galaxias, ya que la velocidad de rotacion en

sus bordes es mucho mayor que la prevista
por la teoria (figura 4.21).

Los modelos cosmoldgicos mas reconoci-
dos introducen el concepto de ‘energia os-
cura’ y ‘materia oscura’ para tratar de dar
una explicacidon a ese comportamiento (‘os-
cura’ no porque tenga color, sino porque no
se tiene idea de cudl es su origen). Los es-
timados mas recientes consideran que alre-
dedor del 70% del contenido de masa-
energia del universo corresponde a la ener-
gia oscura.

[ | B

Velocidad

|

Distancia al centro de la galaxia

Figura 4.21. Velocidad de rotacion de la galaxia. A:
Curva teodrica newtoniana. B: curva experimental.

Para que las ecuaciones teoricas, similares a
la de los planetas alrededor del Sol, se pue-
dan ajustar a los datos observados, las gala-
xias espirales necesitarian una masa mucho
mayor que la existente. Al no haber hoy
evidencias observables de esa masa invisi-
ble se le denomind materia oscura. Los
calculos muestran que deberia tener entre
un 50% y un 90% de la masa total de la
galaxia.

b) Distancias muy pequeiias

Las leyes de Newton no son vdlidas en el
micromundo.

La mecanica de Newton no es valida
cuando las distancias son del orden atomi-
co o menores. Para ver esto ultimo en de-



talle, consideremos lo siguiente. Es posi-
ble, por ejemplo, utilizar la mecéanica de
Newton para describir las oscilaciones de
una molécula de CO,.

Esta molécula es lineal, y en quimica se
representa de la siguiente forma:

0=C=0.

Un modelo utilizado para describir las osci-
laciones microscopicas de la molécula con-
siste en sustituir mentalmente los enlaces
covalentes por resortes de constante k, y los
atomos por pequefas esferas solidas (figura
4.22). Esta suposicion proporciona resulta-
dos teodricos que en muchos casos coinciden
con la evidencia experimental.

Figura 4.22. Modelo clésico de la molécula de CO,.
No es valido para analizar el enlace quimico.

Sin embargo, cuando se desea analizar lo
que ocurre dentro del enlace, los resultados
que proporciona la mecénica de Newton no
coinciden con la realidad. Igual sucede
cuando se desea analizar el movimiento de
los electrones en el atomo, la formacion de
todo tipo de enlaces quimicos en las molé-
culas y muchos otros fenomenos relaciona-
dos con el micromundo. En general, cuando
las distancias consideradas son del orden
atomico, la mecanica de Newton deja de ser
una herramienta adecuada para describir y
analizar los fendmenos.

Fue necesario inventar (o descubrir) otra
mecanica para analizar el micromundo: la
Mecanica Cuantica. Esta disciplina se basa

en la mecénica de Newton, pero sus leyes y
postulados basicos difieren de manera radi-
cal de los postulados por Newton.

¢) Altas velocidades. Teoria especial de la
relatividad.

Cuando la velocidad de la masa puntual se
acerca al orden de la velocidad de la luz (c =
300 000 km/s) aparecen los llamados “efec-
tos relativistas”, y la mecénica de Newton
ya no es adecuada para describir de forma
correcta el movimiento de las particulas.
Para describir el movimiento hay que utili-
zar la teoria especial de la relatividad, ela-
borada por Einstein en 1905 y afos poste-
riores.

Las leyes de Newton no son vdlidas a velo-
cidades cercanas a la luz.

e Las dimensiones de los objetos y el
tiempo de duracion de los eventos pasan a
depender del sistema de referencia conside-
rado.

e Aunque una masa puntual esté en reposo
(v = 0) tiene asociada una energia E, = mc?,
donde m es la masa newtoniana de la parti-
cula.

d) Gravitacion universal. Teoria general
de la relatividad

La ley de gravitacion universal de Newton
no explica por completo, de forma satisfac-
toria, todos los fendémenos gravitatorios que
se presentan en el universo. Por ejemplo, se
sabia que el perihelio de Mercurio (el punto
de su oOrbita que se encuentra mas proximo
al Sol) gira en torno al Sol una vez cada tres
millones de afios, y ese movimiento no po-
dia explicarse con las teorias clasicas.
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Figura 4.23. Ciclotréon comercial para aplicaciones
médicas. A medida que la velocidad de las particulas
se acerca a la de la luz, son necesarias correcciones
relativistas para que funcione.

Figura 4.24. Interacciéon de la luz con los objetos
masivos (lente gravitacional).

En cambio, la Teoria General de la Relati-
vidad predice todos los aspectos del movi-
miento. Las mediciones efectuadas con ra-
dar han confirmado la coincidencia con la
teoria, con una precision de un 0.5%. La
teoria general también predice que un rayo
de luz se curvara en las proximidades de un
objeto masivo como el Sol, lo que también
ha sido comprobado en forma repetida. Es-
trellas que deberian quedar ocultas por el
sol son visibles durante los eclipses solares
(figura 4.24). Hay muchos otros efectos
astrondmicos de este tipo.

Albert Einstein (1879-1955). Se considera como
uno de los cientificos mas importantes de todos
los tiempos. Tres articulos suyos publicados en
1905 fueron trascendentales para el desarrollo
de la fisica e influyeron en el pensamiento de
toda la comunidad cientifica. Los articulos tra-
taban de la naturaleza de la luz, describian el
movimiento molecular e introducian la teoria de
la relatividad restringida o especial. Einstein es
famoso por replantearse suposiciones cientificas
conocidas de antafio y sacar de ellas conclusio-
nes sencillas a las que nadie habia llegado antes.

Einstein fue un fisico alemén de origen judio,
mdﬂpués suizo, austriaco y

lense. Se lo considera el cientifico mas

Figura 4.25. Albert Einstein

4.11. Tema avanzado. La relatividad del
tiempo y el espacio

1. Antecedentes

De entre los muchos resultados que pudie-
ran considerarse como antecedentes de la
Teoria de la Relatividad, hay dos que se
destacan, ambos asociados a la Teoria Di-
namica del Campo Electromagnético, pu-
blicada en 1865 por el inglés James Clerk
Maxwell, que resumia los conocimientos
existentes hasta el momento acerca de las
propiedades eléctricas y magnéticas de las
sustancias al introducir los conceptos de
campo y corriente de desplazamiento, agru-
pando los campos eléctricos y magnéticos



en un solo concepto: el campo electromag-
nético. Asimismo, logro identificar la luz
como una onda electromagnética y unificar
la Optica con el electromagnetismo.

Sin embargo, dejaba pendiente un asunto
importante: si bien las ecuaciones de Max-
well eran capaces de resumir con éxito la
evidencia experimental acumulada hasta el
momento, no cumplian la transformacion
de Galileo, transformacion que debe cum-
plir cualquier ley fisica para que sus expre-
siones matematicas sean validas en todos
los sistemas inerciales , tal como se analizd
en la seccion 3.6. En un sistema x’y’z’ que
se mueve con velocidad constante en rela-
cion a otro sistema inercial xyz seguin la
figura 4.26, las relaciones entre las coorde-
nadas de un punto cualquiera deben ser tales

que:
x’ =x—ut
y =y
7=z
t’=t.

Otro aspecto controvertido del problema era
la creencia general entre fisicos y filésofos
que las ondas electromagnéticas se transmi-
tian a través de un sistema de referencia
privilegiado (hipotesis del éter, figura 4.27).
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Figura 4.26. Transformacion de Galileo.

‘Etelr luminifero
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Figura 4.27. Eter luminoso. La Tierra se movia a
través del éter, medio de transmision de la luz.

Era ésta una sustancia ligera en extremo,
que se creia ocupaba todo el espacio como
un fluido, idea que venia evolucionando
desde la antigua Grecia con diversas varian-
tes. En las antiguas creencias griegas el éter
era algo brillante que respiraban los dioses,
no el pesado aire que respiran los mortales;
en el siglo XIX las ideas habian evolucio-
nado, y se pensaba que el éter deberia tener
una densidad infima y un gran coeficiente
de elasticidad. Hoy se sabe que tal sustancia
no existe, pero su existencia real se valord
con seriedad hasta finales de ese siglo.

El experimento de Michelson y Morley

En 1887 el polaco nacionalizado estadouni-
dense Albert Abraham Michelson y su co-
lega Edward Morley construyeron lo que
hoy se conoce como interferometro de Mi-
chelson Morley, con la finalidad de medir la
velocidad en el éter. El instrumento se com-
pone de un espejo semiplateado que divide
un haz de luz monocromatica en dos rayos
perpendiculares de igual longitud (figura
4.28). Los dos rayos recorren igual distancia
si el instrumento estd en reposo — no asi se
mueve respecto al éter — hasta formar un



patron de interferencia que dependeria de la
diferencia de las distancias recorridas por
los rayos. El interferometro es capaz de de-
tectar con gran precision esa diferencia a
partir del corrimiento de las franjas de inter-
ferencia.

En la figura 4.28(1) se muestra la trayecto-
ria de los rayos que salen de la fuente s
cuando el sistema estd en reposo. En (2), lo
que ocurriria si la Tierra se mueve a la dere-
cha respecto al éter en reposo.

Una parte del rayo sa va hasta (b), se refleja
y regresa al espejo (que ha avanzado una
distancia aa;) segun ba;, donde de nuevo se
divide; una fraccion sigue recta hasta el
ocular y la otra va al espejo c, se refleja y
regresa segun ca;, donde de nuevo se refleja
hacia ('), a la par que ba,. Si el interfero-
metro se rota 90° la diferencia del camino
recorrido por los rayos divididos es el doble
en un caso que en el otro, lo que deberia
alterar el patron de interferencia; sin embar-
go, a pesar de multiples intentos, nunca se
logré apreciar algiin cambio mas alla de la
incertidumbre experimental.

Fuente
monocromatica

Viento
del eter
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Figura 4.28. Interferometro de Michelson. Abajo, la
distancia entre el espejo semiplateado (@) y los espe-
jos (b) y (¢) es la misma. La base era un bloque de
piedra montado en mercurio para evitar vibraciones.
(La figura inferior se tomo6 del original, “On the
Relative Motion of the Earth and the Luminiferous
Ether”, The American J. of Science, 203, Noviembre
1887,

https://history.aip.org/exhibits/gap/PDF/michelson.p

df)

Considerando la velocidad de la tierra en su
orbita alrededor del Sol, cuando el interfe-
rometro se orienta en una direccion deter-
minada, digamos, paralela al viento del éter,
se obtendria un determinado patron de inter-
ferencia en el ocular, que por si solo no
puede ofrecer informacion acerca de la ve-
locidad. Pero si el instrumento se gira 90
grados y se repite la medicion, los rayos
cambiarian de orientacidon respecto al éter,



asi como el tiempo de recorrido de cada
uno.

Los calculos muestran que deberia aparecer
un corrimiento de 0.4 franjas en el ocular, lo
que nunca se pudo observar. En el articulo
original los autores concluyeron que “de lo
precedente, parece razonable suponer que,
de existir algin movimiento relativo entre la
Tierra y el éter luminifero, debe ser peque-
o, muy pequenio”.

La Transformacion de Lorentz

En el ano 1900, desarrollando lo que hoy se
conoce como ‘ingenieria inversa’, el holan-
dés Hendrik Antoon Lorentz introdujo en el
afo 1900 una transformacion de ejes que
permitia se cumplieran las ecuaciones de
Maxwell; se conoce en la actualidad como
transformacion de Lorentz y tiene la forma:

, -ut
T T2
l_u/
c2
y=y
7z =z
ux
t_i
2

El parametro se conoce co-

3 1

Y= u2

1="/2
C

mo factor de Lorentz, donde ¢ es la veloci-

dad de la luz en el vacio.

Esta transformacion se reduce a la de Gali-
leo si la velocidad de luz es infinita, pero
tenia un problema, al aplicarla a otros obje-
tos aparece que los cuerpos se contraen en
la direccion del movimiento y que el tiempo

no es el mismo en todos los sistemas de
referencia, lo que no era compatible con los
conocimientos existentes hasta el momento.

La Teoria de la Relatividad

En 1905 Albert Einstein publicéd un articulo
en la revista Annalen der Physik (Berna) 17:
pp. 891-921, (accesible en http://www.pro-
physik.de:80/Phy/pdfs/ger 890 921.pdf)
donde present6 las bases de la teoria espe-
cial de la relatividad, sobre la base de los
siguientes postulados:

Primer postulado. Principio especial de
relatividad: Las leyes de la fisica son las
mismas en todos los sistemas de referencia
inerciales. En otras palabras, no existe un
sistema inercial de referencia privilegiado
que se pueda considerar como absoluto.

Segundo postulado. Invariancia de c: La
velocidad de la luz en el vacio es una cons-
tante universal (c) que no depende del mo-
vimiento relativo de la fuente de luz.

Tomados en conjunto, los postulados impli-
can que cualquier ley fisica debe ser inva-
riante respecto a una transformacion de Lo-
rentz; trae consecuencias tales como que el
tiempo transcurrido entre dos eventos de-
pende del sistema de referencia donde se
mida, y que los objetos se contraen en la
direccion del movimiento.

Relatividad del tiempo

La figura 4.29 muestra un ejemplo ilustrati-
vo de coémo se afectan los intervalos de
tiempo medidos por observadores en siste-
mas de referencia que se mueven con velo-
cidad relativa u si la velocidad de la luz es
la misma en ambos sistemas de referencia,
tal como postula la teoria de la relatividad.



Un observador en el tren (A) observa que el
rayo se mueve en linea recta. Al medir con
su reloj el tiempo 1 que el rayo tarda en ir al
espejo y regresar obtiene un valor T = 2L/c,
donde c es la velocidad de la luz. El obser-
vador en tierra (B) ve una trayectoria dife-
rente, representada a la derecha de B. Su
reloj marca un tiempo

Figura 4.29. Movimiento de un rayo de luz reflejado
en un espejo, colocado a una distancia L en el techo
de un tren que se mueve a velocidad constante v en
direccion perpendicular, visto por un observador en
el tren y otro en tierra.

Despejando t en esta ecuacion, y comparan-
do con T = 2L/c se obtiene un valor mayor
que 1 (el denominador es menor que 1):

T
u2
1-"/2
C
Significa que la misma velocidad de la luz
en todos los sistemas trae por consecuencia

la existencia de un tiempo propio en cada
sistema; los observadores asociados a sis-

t=

temas de referencia que se mueven uno res-
pecto al otro mediran intervalos de tiempo
diferentes para los mismos eventos.

Mediante un razonamiento similar no es
dificil comprobar que los objetos se con-

traen en la direccion del movimiento (con-
traccion de Lorentz), de manera que

L=L, 1-1%2 , (a)

donde L, es la longitud para un observador
que se mueve junto con el objeto y L la lon-
gitud que ve el observador ‘en reposo’, en el
sistema de referencia respecto al cual se
mide la velocidad v.

Suma relativista de velocidades

Considere la figura 4.30, que representa un
vagon que se mueve con hacia la derecha
con velocidad u respecto a un observador en
reposo.

Emisor

Fuente
de

destellos

Figura 4.30. Movimiento de una masa puntual res-
pecto a dos sistemas de referencia que se mueven
con velocidad relativa u, uno respecto al otro.

Un emisor de particulas emite una masa
puntual con velocidad v, en un instante de-
terminado, que excita a la fuente de deste-
llos a una distancia L,, la cual emite un rayo
de luz con velocidad ¢ hacia el detector, que
se encuentra a la misma distancia L,. Un
observador en el sistema en movimiento
medira un intervalo de tiempo total At, para
los dos eventos, dado por

Aty = Lo/v, + Lo/c.

Sea At; el tiempo que mide un observador
en tierra para que la particula llegue hasta la
fuente F. De acuerdo a la ec. (a) la longitud
L, se debe contraer a una longitud L. Sin



embargo F se va alejando de la particula,
que recorre un espacio adicional uAt; en ese
mismo intervalo. Para la velocidad c es lo
contrario, una vez emitido el rayo de luz, el
detector se va acercando y el espacio a reco-
rrer se reduce. Si se toma At, como el tiem-
po que tarda en llegar el destello al detector,
entonces:

VAtl =L+ uAt1
CAtz =L- LlAtz .

Despejando At; y At, para formar el interva-
lo total At = At; + At, y sustituyendo L se-
gun (a), con

At
At=_—__ 9

2
1=/
C

de acuerdo a la expresion del tiempo propio
obtenida mas arriba, se llega a:
Vo +U
yo Yot
vau
1+-2-

2
c

donde v es la velocidad respecto al observa-
dor fijo y v, la representada en la fig. 4.30.
Esta ecuacion se puede generalizar a situa-
ciones donde la velocidad tiene componen-
tes en otras direcciones

Momento lineal de una particula. Masa y
energia.

Las demostraciones siguientes son algo ela-
boradas y no se presentan. La cantidad de
movimiento de una masa puntual relativista
tiene la forma

mientras que la masa de la particula es:

me
2 b
1-Vv /2
C
donde m, es la masa en reposo de la particu-

la. Al final, la energia de una particula en
movimiento con una velocidad v toma la

m=

forma
2
E = mc”,

donde m viene dada por la expresion ante-
rior. Si la velocidad de la masa puntual es
cero, entonces se llega a

2 .
E, = myc” (energia en reposo),

que es la energia asociada a la particula por
el solo hecho de su existencia, sin analogo
en la mecanica clasica. La demostracion de
estas expresiones se puede consultar, por
ejemplo, en Halliday, Resnick y Crane, Fi-
sica, Vol I. Tomo 11, 4ta. Ed. pp. 537-538.

Existen multiples evidencias experimentales
que avalan todo lo anterior. En los moder-
nos aceleradores de particulas, las particulas
aceleradas hasta llegar a velocidades muy
cercanas a la velocidad de la luz aumentan
su tiempo de vida de acuerdo a lo que pre-
dice la teoria especial de la relatividad con
gran precision. Otros experimentos han
permitido comprobar la existencia de un
tiempo propio mediante relojes atomicos de
gran exactitud.

Un ejemplo que ilustra mejor la necesidad
de tomar en cuenta los efectos relativistas es
el siguiente.

El sistema GPS (Global Positional System)
consta de 24 satélites repartidos en seis Or-
bitas diferentes a una altitud de 20 mil 200
km, que para uso civil transmiten y reciben
informaciéon a la frecuencia de 1575.42



MHz. Cada satélite emite un codigo propio
de 50 bits a esa frecuencia, enviando infor-
macion sobre la hora y su posicion cada 30
segundos. El receptor GPS en tierra esta
programado para distinguir la sefial particu-
lar de cada uno de ellos, determinar su posi-
cion y el retraso de la sefial recibida. Con
esta informacion, tomada de tres satélites
diferentes, el receptor puede determinar su
localizacion con gran exactitud.

Ahora bien, para trabajar de forma correcta,
los relojes atomicos de los satélites deben
estar sincronizados con los de tierra. Y hay
dos efectos relativistas a tomar en cuenta
para mantener la sincronizacion: la dilata-
cion del tiempo y el cambio de frecuencia
gravitacional. Son efectos muy pequefios,
pero las velocidades de los satélites son lo
bastante grandes para que sea forzoso to-
marlos en cuenta.

Si v es la velocidad del satélite (= 4 km/s) la
teoria especial de la relatividad predice que
la frecuencia de los relojes atomicos se hace
més lenta en un factor de v*/2¢” = 10, que
equivale a un retraso de siete us (microse-
gundos) diarios.

Por otra parte la teoria general de la relati-
vidad (relacionada con la atraccion gravita-
toria, no estudiada en este libro) predice que
un reloj cercano a un objeto masivo se re-
trasa respecto a un objeto mas alejado. Co-
mo los receptores GPS estan mucho mas
cercanos a la tierra que los satélites, los
calculos muestran que el receptor se ralenti-
za, alrededor de 45.9 us diarios. Los efectos
combinados dan por resultado una diferen-
cia entre ambos relojes de unos 38 us por
dia lo que, de no ser tomado en cuenta, da-
ria lugar a un error de posicion de unos diez

kilometros, imposibilitando el uso del sis-
tema tal como se conoce hoy, cuya impreci-
sidn es solo de unos pocos metros.

Tema avanzado

Demostracion de que, a los efectos gravi-
tatorios, una esfera homogénea de radio
R se comporta como si su masa estuviera
concentrada en el centro.

1. Contribucion de un anillo de espesor
Rd¢.

Para demostrarlo es necesario hacer un ana-
lisis por partes. En primer lugar, considere
la interaccion entre una masa puntual m con
un anillo de espesor Rd¢ sobre un cascaron
esférico delgado de masa M, centrado en la
linea que va del centro de la esfera hasta el
punto P (figura 4.31).

dA = (2nRsend)(Rd¢$)
dM/M = dA/A

Rdd
¥
iy
69 . -
M

Figura 4.31. Calculo de la E,, de una masa puntual
m y un anillo en la superficie de un cascaron esférico
de radio R. En la figura, M es la masa del cascaron y
dM la de uno de sus anillos de espesor infinitesimal.



Es posible considerar el anillo formado por
pequeinos elementos de masa dm;, de mane-
ra que la contribucion infinitesimal de cada
uno a la energia potencial de interaccion
con la masa puntual m tiene la forma

m-dm,

dE (i)=-G
s
Como la energia potencial de un cuerpo en
un sistema de particulas es aditiva y s es la
misma para todos los puntos del anillo,

g —-Sm $ dm,
S anillo
mdM
dE, =-G="— (Ec.1)

donde se ha designado la masa del anillo
como dM.

2. Calculo de la masa M del cascaron.

Si R es el radio del cascaron esférico, el
radio del anillo serd Rsend, su perimetro
2nRsen¢ y su ancho Rd¢ (ver figura). La
superficie dA del anillo es su longitud (pe-
rimetro 2nRsend) por su ancho Rd¢; es de-
cir:

dA = 2nR%sendd¢ .

Si la esfera es homogénea, el 4rea y su masa
son proporcionales, o sea:

dA/A = dM/M,

donde M es la masa total del cascardn esfé-
rico. Como el area de la superficie de la
esfera es 47'CR2,

dM  2nR’senddd
M 4nR?

= 1sen¢dd

Despejando dM y sustituyendo en la Ec.1 se
obtiene:

dE,, = -G Mmsengdd
2s

3. Energia potencial gravitatoria del casca-
ron.

Para hallar la energia potencial de interac-
cion de la masa puntual m con fodo el cas-
caron hay que integrar a ambos lados de la
ecuacion:

=—GMij, (Ec.2)
> 28

pg

cascaron

para lo cual resulta necesario expresar s en
funcion de ¢. De la figura A2, aplicando
Pitagoras

$t = (r-RCOS(I))2 + (Rsen(l))2
=r”- 2rRcos¢ + R
Luego:
2sds =2rRsendd¢

sds
sendpdp = —
¢dd R
P
e K
s r - Reos¢
r
Rsend =
¢
R Rcosd
> LL
O

Figura 4.32. Relacion entre s, R, ry ¢.



Se ve de inmediato que la integral se simpli-
fica si se toma s como variable, con los li-
mites de integracion entre r-R y r+R (ver
figura Al). Sustituyendo en la Ec.2 y sim-
plificando, queda

M r+R
= _GMm J. ds.
cascaron 2rR ‘r

T

pg

= —Gg/i—:[(ﬁ R)—(r—R)]

P8 |cascaron

El término de la derecha es igual a 2R, y
finalmente se llega a:

:_GMm.

P& |cascaron T

Es decir, la energia potencial de interaccion
entre el cascarén y la masa puntual m es
exactamente la misma que la de dos cargas
puntuales de masas M y m situadas a una
distancia r.

4. Energia potencial gravitatoria de la esfe-
ra.

Como el resultado anterior es valido para
cualquier cascardn, también lo es para cual-
quier conjunto de cascarones concéntricos,
e igualmente para su suma, que proporciona
la masa total M de la esfera. Es decir,

Mm
E, = —GT.

Este resultado no depende de si la esfera es
hueca o maciza.
Es resultado es igualmente valido para la

fuerza resultante, ya que F=-VEy la
fuerza total es la suma vectorial.
Note que las fuerzas de interaccion entre la

esfera y la masa puntual forman una pareja
de accion y reaccion en todos sus puntos. La

fuerza que el cuerpo de masa m ejerce sobre
la esfera de masa M es la misma que si éste
fuera puntual a una distancia r. Si se susti-
tuye el cuerpo m por una esfera homogénea
con centro en su posicion, la fuerza que
actia sobre la otra esfera M es idéntica a la
anterior. Por tanto, las dos esferas entre si
actiian como cargas puntuales, que es lo que
se queria demostrar.

4.12 Problemas resueltos

1. Un bloque de masa 3.5 kg. se arrastra
mediante una cuerda una distancia de 4 m a
velocidad constante. Si la tension de la
cuerda es de 7.7 N y forma 15° con la hori-
zontal, calcule: a) trabajo total sobre el blo-
que; b) trabajo hecho por la tension; c) tra-
bajo de la friccion; d) coeficiente de fric-
cion.

Figura problema 1

2. Un jugador de béisbol lanza la pelota
hacia el plato a 20 m/s. El receptor atrapa la
bola a la misma altura que fue lanzada, a
una velocidad de 13 m/s. Si la masa de una
pelota de béisbol es de 260 g. ;Qué trabajo
se hizo para vencer la resistencia del aire?

Figura problema 2

3. Una mujer que pesa 570 N sube por una
escalera hasta una altura de 3 m, y tarda 4 s
en hacerlo. {Qué potencia minima promedio
debe desarrollar?

4. Una locomotora de 1.5 Mw acelera de



manera uniforme un tren desde una rapidez
de 10 m/s hasta otra de 25 m/s en 6 minutos.
Despreciando las pérdidas por friccion, a)
calcular la masa del tren; b) determinar la
rapidez del tren en funcion del tiempo en
ese intervalo; c) determinar la fuerza en
funcion del tiempo.

5. Un auto de 2 toneladas sube una loma a
velocidad constante. La loma se eleva 4 m
por cada 100 de recorrido. Halle la potencia
media que debe desarrollar el motor para
recorrer 1 km en 2 minutos. (p = 0.08).

6. En la figura, el carro de la montafia rusa
parte de A con rapidez va. Desprecie la
friccion. Diga: a) Velocidad en los puntos B
y C. b) Aceleracion constante que se debe
aplicar en D para que se detenga en E, a una
distancia L sobre la horizontal.

Figura problema 6

7. Una masa puntual resbala por un carril a
partir del reposo en (1) segiin muestra la
figura, donde L = 2m. Sélo hay friccion en
la parte plana, donde px = 0.2. Sih =1 m,
diga donde se detiene la particula.

Figura problema 7

8. Cuando un objeto sujeto a un resorte ver-
tical se lleva con lentitud a su posicion de
equilibrio, se encuentra que el resorte se
estira una distancia d. ;Cual sera la distan-
cia maxima cuando el cuerpo se deja caer
en vez de llevarlo con lentitud a su posicion

de equilibrio?

9. Un resorte de k = 20 N/m colocado hori-
zontal, unido a una pared, se comprime 0.4
m al recibir el impacto de un bloque de ma-
sa 1 kg, ;cudl era la velocidad del bloque
inmediatamente antes de tocar el resorte? El
coeficiente de friccion dinamico entre las

superficies es 0.25.
}')

Figura problema 10

10. Un cuerpo de masa m resbala por un rail
sin friccion en forma de rizo de radio R se-
gun la figura, donde h = 5R. Si parte del
reposo en P, calcule la fuerza resultante
actuando sobre ¢l en Q.

Problemas propuestos

1. El bloque de masa 1 kg pasa por el punto
P, a una altura h = 0.2 m por encima del
resorte de constante 1000 N/m con una
cierta velocidad v,.

v
e
10cm <> e

o
AMAMAAA

Problema propuesto 1

Se detiene después de comprimir el resorte
10 cm. La friccion entre las superficies es
despreciable. a) ;Cuadl era la velocidad v,
del bloque en el punto P? b) Calcule el tra-
bajo realizado por cada una de las fuerzas
conservativas que actiian durante el proce-



SO.

2. Un vagon de ferrocarril vacio de 10 ton,
que rueda por inercia a 1 m/s a lo largo de
una via horizontal, choca con otro vagén
cargado de 30 ton, al inicio en reposo con
los frenos sueltos. Si los vagones quedan
acoplados después de chocar; a) Halle la
velocidad después del choque. b) ;Que par-
te de la energia inicial se disipd en otras
formas de energia? c) ;Con qué velocidad
deberia rodar al inicio el vagén cargado
para que ambos vagones queden en reposo
después del choque? ;Como seria la trans-
formacion de energia en este caso? Expli-
que.

Soluciones
Problema 4.1
a) Wr = AE; = 0 (v = constante)

b) Wt = Tdcos0 = 7.7x4xcos15=29.7J

A
\
1
1
1

Solucion problema 1.
C)WR=WT+Wf=0
We=-Wr=-29.7]
d) We= f-d=fdcos180° = - fd = - u4Nd
Wf = - },lde.

Para calcular el valor de N:

ejey:
N+ Tsenl5-F,=0
N=mg- Tsenl5
N=3.5x10-7.7x0.26 =15 N

_ Wr _ 297 _
M= Nd ™~ Tsxa 04

Problema 4.2
La altura no varia:

El trabajo realizado por la gravedad es nulo
(la parte negativa cuando sube se cancela
con la negativa cuando baja). El unico otro
trabajo que queda actuando sobre la pelota
es el de la friccion del aire (friccion por
viscosidad). Por tanto,

Wi=Wgr =AE.=Ex —E¢
=Y m (vo* — vi%)
=14 x 0.26 (13* — 20%)
=-301J.

Pero si el aire ejerce una fuerza de friccion
sobre la pelota ésta, a su vez, ejerce fuerzas
sobre el aire para ir apartindolo de su tra-
yectoria (de igual magnitud y sentido con-
trario a la friccion, segun la 3ra ley de New-
ton). Por tanto, para vencer la resistencia del
aire hay que hacer un trabajo sobre el aire
de: + 30 J.

Problema 4.3

_AW

Pm W .

Mediante la fuerza muscular de sus piernas,
la mujer logra que la fuerza normal sea algo



mayor que la atraccion gravitatoria, de ma-
nera que N > F,. Si N > F, entonces

N - F, = ma.

Figura solucion 4.3

La potencia minima se obtendra cuando N
es minima (cuando ella sube con velocidad
constante y N = F, en todo momento). En
ese caso, Wy = - Wgg.

AW = Wy = - Wgg =- (- AEyp)

AW = AE,; = mgAh
_ mgAh _ 570x3 _
P = = =427.
m At 4 75W
Problema 4.4.
Datos:
15MW=15x10°W
a)
AW
P =—.
™At

La unica fuerza actuando en el intervalo At
la ejerce las ruedas del tren sobre los railes
y hace avanzar la locomotora. Luego, por el
teorema del Wy laE,

AW = Wt = Wg = AE,
PoAt =% m(vo* — vi?)

_ 2PAt _ 2x1.5x106x360

v3-v? 252 -102

=2.06 x 10°kg = 2060 ton
b)
v =v(t) > v=v, + at, donde v, = 10 m/s.
Para determinar a:
a=(vV-vy)/t=(25-10)/360
=0.042 m/s’

Por tanto:

v(t) = 10 + 0.042t (m/s)

C)
Fr = ma = constante.
Fr =2.06 x 10° x 0.042
=8.65x10*N
Problema 4.5

senb = 4/100 =0.04 > 6=2.3°

Figura solucién 4.5

Como F y v son paralelos, entonces P = Fv.
v =Ax/At=1000/120 = 8.33 m/s

Para calcular F, a partir del diagrama de
fuerzas:

eje x:

F —FgsenO - f=ma, =0



F = Fgsen0 + f
ejey:
N - Fgcos0 = may =0
N = F,co0s0

como f = pgN = pgFecos6, y también F, =
mg, sustituyendo en la primera ecuacion se
obtiene:

F = mg(senO + p4cosH).

Cuando los angulos son muy pequefios,
cosB = 1 y se puede escribir

F = 2x10°x10(0.04 + 0.08x1) = 2400 N

P=2400x 8.33=19992 W = 20 kW

1 horse power (HP) es igual a 760 W. Expresa-
do en HP quedaria: P = 20x10%/760 = 26 HP

Problema 4.6

El sistema es conservativo.

a)

EA:EB_>ECA+EpA:ECB+EpB

pero la altura es la misma en A y B (ver
figura solucion 4.6);

mgh = mghp
Y l’l’lVA2 =1 l’IlVB2

VA = V.
En el punto C:
15 mva® + mgh = % mvg” + mgh/2
va® + gh= vy’
vp = (va” + gh)'"”.

b)

V= V02 + 2aAx,
como la velocidad final es cero
0=vp’ +2al
2

A%
:_7D
) D

y la velocidad en D se puede obtener a par-
tir de los datos iniciales:
EAr=Ep
v mVA2 + mgh =" mVD2
VA2 +2gh= VD2.
Sustituyendo en la expresion anterior,

_ v +2gh
2L -

Figura solucion 4.6

Problema 4.7
Wnc =AE= Ez — El.

(Donde poner la posicion final? (Justamen-
te, eso es lo que pide el problema). Signifi-
ca que hay que suponer las dos posibilida-



des y ver cual se ajusta a la realidad.

Figura solucién 4.7

a) Se detiene en la parte plana

b) Se detiene después de pasar la parte pla-
na y subir hasta una altura y

a) Asumiendo se detiene en la parte plana a
una distancia x:

- fx =0 - mgh
-ugmgx = - mgh
x=£=1/0.2=5m

Hqg

Este resultado carece de sentido o signifi-
cado, pues la mayor longitud posible a re-
correr en la parte plana es de s6lo 2 m. Por
tanto, no puede detenerse en la parte plana.
Pasando a la otra posibilidad:

b)
- ugmgL = mgy — mgh
maL=h-y
y=h-pL=1-02x2=0.6m

Esta solucion si estd acorde a las posibili-
dades del problema: sube por la pendiente
contraria hasta una altura de 0.6 m (la ma-
xima altura posible era de 1 m).

Problema 4.8.

1. Al estirar el resorte con lentitud, en el
equilibrio:

F.=F,

kd = mg (1)

2. Cuando el cuerpo se deja caer, como el
sistema es conservativo:

E] = E2
mgy; + % ky,> = mgy, + % ky,”.

Figura solucion 4.8

Es conveniente tomar el mismo cero de
referencia para la energia potencial gravita-
toria y para la elastica (ver figura). En este
caso, y; = 0, y» = - x. La ecuacion anterior
queda:
=-mgx + 4 kx*
2mg = kx
y sustituyendo mg segun la ecuacion (1)

x = 2d.

Problema 4.9.
Wo.=AE=E, - E;.

Como posicion inicial se escoge cuando el
bloque toca al resorte (v,). La posicion final
es cuando se detiene (v = 0).

—fx=1/zkxz—1/zmvo2
Enel eje y: N=F, =mg
f=paN = pymg



Figura solucion 4.9

- ugmg = Y2 kx? — Vo mv,”
Vg = %xz +2u, gx

Vo= (20/1)x0.16 +2x 0.25x 10x 0.4
V02:5.2;

Vo =2.35m/s

Problema 4.10

SR

Figura solucion 4.10

tan0 = Fo/N
F; =mg
N = ma, = mv?/R (1)

La velocidad se obtiene a partir de conside-
raciones energéticas. Sistema conservativo:

Ep = Eq.
Eep + Epp = Ecq + Epg
0 + mg5R = % mv* + mgR
4gR = v*/2
v2 = 8gR
Sustituyendo en (1):
N =m8gR/R = 8mg

Fy =/64(mg)? +(mg)? = mg/65 =8.06 mg
tan® = mg/8mg = 1/8 = 0.125
0="7.12°.



CAPITULO 5

Sistemas de particulas
5.1 Centro de masa.
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5.3 2da ley de Newton en un sistema de particulas.
5.4 Teorema de conservacion del momento lineal.
5.5 Teorema del trabajo y la energia en los sistemas de particulas.
5.6 Fuerzas impulsivas.
Impulso de una fuerza.
2da ley de Newton en funcion del impulso.
5.7 Choques.
Choque eléstico en una dimension.
Choque perfectamente inelastico en dos dimensiones.
Las leyes de conservacion en el micromundo.

5.8 Problemas resueltos.



CAPITULO 5

Sistemas de particulas

En este capitulo se generalizan los resulta-
dos de los capitulos anteriores a sistemas
que estan compuestos por mas de una parti-
cula o masa puntual.

Cualquier gas, liquido o s6lido macroscopi-
co, en realidad formado por 4tomos y molé-
culas, se puede considerar un sistema de
particulas microscopicas. En principio, es
posible estudiar tales sistemas analizando el
movimiento de cada masa puntual por sepa-
rado y sus interacciones. Sin embargo, este
analisis resultaria complejo en exceso, a
causa del gran numero de particulas asocia-
das a cualquier sistema macroscopico, aun
en el caso de sistemas muy simples.

Por fortuna, existen propiedades generales,
validas para cualquier sistema de particulas,
que simplifican mucho el estudio y com-
prension de las propiedades de los cuerpos
macroscopicos.

5.1 Centro de Masa
Centro de masa de dos particulas

En la figura 5.1, las particulas de masa m; y
m, se encuentran a una distancia x; y X, del
origen de un sistema de referencia arbitra-
rio.

Figura 5.1. Centro de masa de 2 particulas.

El centro de masa de las dos particulas se
define como el “promedio pesado” de las
posiciones de las particulas;

_ MyXq +MyX,
m; +m,

Xem (5.1)
Es posible demostrar que cuando se toma
otro origen de coordenadas, la posicion del
centro de masa asi definido no cambia con

relacion a la posicion de las particulas.

@ --—-%--—--O--

CM

Figura 5.2. Ver texto.

Expresado de otra forma:

La posicion del centro de masa no depen-
de del sistema de referencia considerado.

Note que la posicion del centro de masa por
lo general no coincide con la posicion de
ninguna de las dos particulas. Por ejemplo,
si m; = my, de la expresion anterior se ve de
inmediato que el CM se encuentra en el
punto medio de ambas particulas (figura
5.2). Haciendo m; = m, en la definicion
anterior,

X +X
1 2
Xem = ) .

Solo en el caso de que la masa de una de las
particulas sea mucho mayor que la otra, el
CM coincidird practicamente con la posi-
cion de la masa puntual. Asi, considerando
m; >> my en la definicion, dividiendo por
m; y aplicando limites (my/m; = 0):

m,
X+ %X,
m
m. — X
1+ 2

my

XCIT]

Centro de masa de N particulas sobre
una recta



La expresion para N particulas de masas
mj, mp, ms... my, ordenadas a lo largo de
una recta en las posiciones Xj, Xz, X3,... XN,
se obtiene generalizando la definicion (5.1):

m, +m, +mg+...+my

9

XCI’T’I
que también puede expresarse como

1N
Xem :—Zmixi;

N
M= Zmi es la masa total del sistema.

i=1
Centro de masa de N particulas en tres
dimensiones

Cuando las particulas estan ubicadas en
cualquier posicion del espacio, la defini-
cion del centro de masa del sistema de par-
ticulas queda como:

o1y
rcm:M_Z:miri

r= XiT+yi]+ZiR es el vector de posicion
de la masa puntual 1 (figura 5.3), y el vector
de posicion del CM tiene la forma

fem = Xem 1 + Yem ) +ZemK .

Figura 5.3. Centro de masa de un sistema de parti-
culas.

Sustituyendo los vectores correspondientes
en (5.1) y agrupando términos, se llega a
tres ecuaciones independientes, una por
cada eje coordenado:

Ly
X =5'm:x.,
cm Mi=1 1M
1 N
ycm = Mzm|y| s
i=
1 N
Zem :M_ZmlzI

De manera similar a como ocurre en una
dimension, también es posible demostrar
que en el caso tridimensional la posicion
del CM no depende del origen ni del siste-
ma de referencia considerado, sino solo de
la posicion relativa de las particulas.

Centro de masa de un cuerpo continuo

Cualquier cuerpo continuo siempre se pue-
de subdividir en la mente en cubiculos o
celdas tan pequefias como se desee, y con-
siderar cada una de esas celdillas como una
masa puntual de masa Am;.

Figura 5.4. Centro de masa de un cuerpo continuo.

En la figura 5.4, M = > Am; es la masa total
del cuerpo. Para calcular la posicion del
CM habria que aplicar (5.1), sumando para
todas las porciones de masa Amy;;



Aqui?i representa el vector de posicion de

cada celdilla. Note que este vector no repre-
senta un solo punto, sino un conjunto de
puntos dentro de la celda. De aqui que la
aproximacion se acercara mas a la realidad
en la medida que las celdas sean cada vez
menores. En el limite, cuando Am; — 0, el
numero de celdas en que se ha dividido el
cuerpo tiende a infinito, Am; se convierte en
un diferencial dm y la sumatoria pasa a ser
una integral:

fn =

. %ij.

\Y%

Esta integral vectorial equivale a tres inte-
grales en cada uno de los ejes x, v, z;

Xem :%jxdm,
ym=$me,
Zem :%jzdm.

Las integrales se resuelven con facilidad
para cuerpos regulares que posean una alta
simetria. A continuacion se muestran algu-
nos resultados donde ni siquiera hace falta
llevar a cabo la integracion para calcular la
posicion del CM.

Centro de masa de sélidos regulares ho-
mogéneos

Barra de longitud L

Si se considera a la barra dividida en pe-
queios segmentos de igual masa, simétri-
cOS con respecto a su centro, el centro de

masa de cada pareja de segmentos situados
a la misma distancia del centro estaria en el
punto medio de la barra, tal como se dedu-
jo al analizar la posicion del CM de dos
particulas de igual masa.

Figura 5.5. Centro de masa de una barra homogénea

De aqui que el CM de la barra completa
tendra por necesidad que estar en su punto
medio (figura 5.5).

Placa rectangular homogénea

Es posible imaginarse a la placa rectangular
como formada por un conjunto de barras
homogéneas. El CM tendra que estar sobre
la recta que une sus centros. Si se considera
ahora que las barras estan en direccion per-
pendicular a la anterior, se llega con facili-
dad a la conclusion de que el CM debe estar
en la interseccion de las rectas que, en cada
caso, dividen la placa a la mitad (figura
5.6).

Figura 5.6. Centro de masa de sélidos regulares.

Placa triangular homogénea



Mediante el mismo razonamiento que el
caso anterior es posible comprobar que el
CM se encontrara en la interseccion de las
medianas (las rectas que van desde un vér-
tice hasta el punto medio del lado opuesto).
En este caso las barras se toman en sucesi-
vo paralelas a cada lado del triangulo.

Empleando razonamientos similares se
comprueba que el centro de masa de una
esfera esta en su centro geométrico, y que el
de un cubo se encuentra en la interseccion
de las perpendiculares a cada cara y que
pasan por el centro (figura 5.7). En este
ultimo caso se puede pensar que el cubo
estd formado por un conjunto de placas
rectangulares apiladas, iguales a la descrita
en b). De manera similar se obtiene la posi-

cion del CM para un cilindro o un anillo

homogéneos.
|
_ --E+ .

Figura 5.7. Centro de masa de cuerpos homogé-
neos; cilindro, anillo, ortoedro, esfera.

—_ - —
]
|
|

Ejemplo

Hallar la posicion del CM del sistema de
particulas de la figura 5.8, donde las parti-
culas se encuentran en las posiciones (1,1),
(4,5) y (5,2), y tienen masas de 5,2y 1 g,
respectivamente.

S [mmmes—— g
Lo
3 I— L2
1 (---Q% P
1 4 5

x(cm)

Figura 5.8. Problema ejemplo

M=Ym;=5+2+1=8g¢g
Xem = %Zmixi = (1/8)(5x1 + 4x2 + 5x1)
=9/4 cm
Yem = ﬁZmiyi = (1/8)(1x5 + 2x1 + 5x2)

=17/8 cm
Xem = 9/4=2.25cm

VYem = 17/8 =2.125 cm

5.2 Cantidad de movimiento de un siste-
ma de particulas

Considere un sistema de particulas que no
estdn en reposo, cuyas posiciones varian
con el transcurso del tiempo. Ese sistema de
particulas puede ser continuo o discreto, es
decir, puede ser un sélido, un liquido o un
gas. En el solido todas las particulas se
mueven al unisono, en una misma direccion
(figura 5.9), o guardan cierta relacion fija
como, por €j., en las rotaciones. En el gas o
el liquido cada particula se mueve indepen-
diente de las demas.

7

| °~
| <0
Figura 5.9. Sistema de particulas en un gas (izq.) y

en un solido (der).

En lo que sigue se considera que los so6lidos
no se deforman (aproximacion del solido
rigido), aunque en la realidad todos los so-
lidos sufren deformaciones mas o menos
significativas cuando interaccionan entre si.

La cantidad de movimiento o momento li-



neal de una masa puntual se designa por
p=mv, donde m es la masa y el vector v
representa la velocidad de la particula. Se
define entonces la cantidad de movimiento
del sistema de particulas como la suma de
las cantidades de movimiento de todas las
particulas del sistema, y se designara por el

vector |5 .

Si en el sistema hay N particulas:

P=p +pP, +P3+...+ Py s

0, en notacion compacta:
N

P=>"p.

i=1

(5.2)

Se puede relacionar esta definicién con la
definicion de CM del epigrafe anterior.
Despejando en (5.2) es posible escribir

N

Mfcm = zmIFI :
i=1

Si las particulas estdn en movimiento, los
vectores que determinan la posicion de las
particulas y del CM seran funciones del
tiempo del tipo £ =T () y Tcy - Por tanto,
si suponemos que la masa de las particulas
no varia con el tiempo, derivando a ambos
lados de la ecuacion anterior, recordando
que V=dr/dt y que la derivada de la suma
es igual a la suma de las derivadas, se ob-
tiene:

NGON L
MV¢y = Zm,vi =>p; =P

i=1 i=1

P =MV, (5.3)

De ahi que la cantidad de movimiento de
cualquier sistema de particulas, continuo o
discreto, también se puede calcular como la
masa total del sistema multiplicada por la

velocidad de su centro de masa.

5.3 2da ley de Newton en un sistema de
particulas

Puede suceder que la velocidad de las parti-
culas también varie con el tiempo. En este
caso tendremos, para cada particula

a = dl;to
dt

La cantidad de movimiento del SP
LN
= Zpl ,
=1

también variara con el tiempo. Derivando
con respecto al tiempo en esta expresion y
aplicando la 2da ley de Newton generaliza-

da Fz =dp/dt a cada una de las particulas;

N ﬁ N
Zd_ ZFRi‘
i=11

i=1

o
f—>|-u1

En la expresion Fg; representa la resultante

de todas las fuerzas actuando sobre la parti-
cula 1. Pero como la sumatoria indica sumar
sobre todas las particulas, es posible susti-
tuir esa sumatoria por esta otra:

N — —
2 Fa :;st
=

donde la suma en k se refiere a la suma de
todas las fuerzas actuando sobre todas las
particulas. Sustituyendo en la expresion
anterior, se obtiene:

=%

=2F

K
Consideremos ahora lo siguiente.

e Las fuerzas actuando sobre cada masa
puntual pueden ser internas (ejercidas por
el resto de las particulas) y externas (ejer-



cidas por agentes fuera del sistema consi-
derado).

e Las fuerzas internas deben cumplir la
3ra ley de Newton: por cada fuerza actuan-
do sobre una particula, existira otra de igual
magnitud y sentido contrario actuando sobre
otra particula del sistema (figura 5.10).

Figura 5.10. Fuerzas internas en un sistema de par-
ticulas

e De aqui que al sumar vectorialmente en
la expresion anterior, todas las fuerzas in-
ternas se anularan unas con otras, permane-
ciendo en la sumatoria solo las FUERZAS
externas.

Invirtiendo la expresion anterior y elimi-
nando las fuerzas internas, se obtiene:

- _dP
F =—
;4 K™ dt
. P
F, =9 5.4

Esta es la 2da ley de Newton generalizada
a un sistema de particulas.

Se enfatiza que las particulas que compo-
nen al sistema las escoge el observador se-
gin su conveniencia, en dependencia de
cudles son los aspectos que le interesa ana-
lizar. Y que, de acuerdo a la eleccion del
observador, una determinada fuerza particu-

lar puede hacer tanto el papel de fuerza in-
terna como de fuerza externa.

Si la masa total del sistema no varia, la
ecuacion 5.3 nos dice que

P=MVy,.

Sustituyendo en la expresion anterior y de-
rivando, con dV,,/ dt =@y, se obtiene:

Fr = Mégy,.

ext
Note que existe una analogia con la 2da ley

de Newton para una masa puntual:

ﬁR:Macm = ﬁR:mé.
ext

Ejemplo

La figura muestra un tren de equipajes con
un tractor que arrastra dos carros idénticos
desde el avion hasta la terminal. La masa
del tractor es m¢, mientras que la del carro
A es mpy la del B mg. En el momento del
arranque, la fuerza inicial que el tractor
ejerce sobre los carros es F; y la friccion en
sus ruedas y el pavimento tiene un valor f
en cada carro, por lo que el tren de equipa-
jes comienza a moverse aceleradamente.

4]

Na

tractor

a) ¢Cudl es la fuerza de interaccion Fag que
actua sobre los carros A y B en ese instan-
te? b) ¢Qué fuerza F, ejerce el motor sobre
el tractor? Desprecie la friccion de las rue-



das del tractor.

a) En el momento del arranque, v, = 0. Co-
mo no hay movimiento en eje y, en cada
caso Fq = N. Las fuerzas externas actuando
sobre los carros en el eje x son las que ejer-
cen el tractor y las ruedas, por lo que los
dos carros se pueden considerar un sistema

de particulas, de manera que F,,,, = Ma.

Por tanto: F— 2f = (m, + mp)a, y

F, —of
m,+m,

Esta es la aceleracion con que se mueve
todo el tren. Para que el 2do carro se mueva
con esa aceleracion, debe cumplir la 2da ley
de Newton para una particula; F,; =m,d;

F-2f
Fp=m, [t—
m, +m,
b) Por la 3ra ley de Newton, si F; es la fuer-
za sobre los carros, éstos ejercen una fuerza

igual y contraria — F; sobre el tractor. El
diagrama de fuerzas para el tractor sera:

Zi

tractor

Fm— Ft=ma,
Fm=F + mt( Rt j
m, +m,
La ecuacion
Fr = Mégn,

ext

es una relacion muy importante en mecani-
ca, que nos dice lo siguiente:

e Para analizar el movimiento de trasla-
cion del CM de cualquier cuerpo rigido solo
es necesario analizar las fuerzas externas,
sin tomar en cuenta las internas.

e El efecto sobre el CM es independiente
del punto de aplicacion de las fuerzas en el
cuerpo. El resultado neto es como si todas
las fuerzas estuvieran aplicadas sobre el
CM, que se comporta como si concentrara
toda la masa del cuerpo.

Al analizar la traslacion siempre es posible
considerar un cuerpo rigido como particula,
con tal que se identifique la aceleracion del
cuerpo con la de su CM vy la fuerza resul-
tante con la resultante de las fuerzas exter-
nas (figura 5.11).

De hecho, eso es lo que hemos venido ha-
ciendo desde el inicio del curso al conside-
rar bloques y otros cuerpos individuales
como particulas, sin preocuparnos del pun-
to de aplicacion de las fuerzas, consideran-
dolas aplicadas en algun punto interior del
cuerpo y analizando solo la traslacion del
cuerpo. El resultado anterior justifica esta
forma de actuar.

Por ejemplo, la fuerza de atraccion gravita-
toria (fuerza externa) actua sobre todos y
cada uno de los atomos que componen un
solido. Sin embargo, para analizar el movi-
miento del cuerpo bajo la accion de la gra-
vedad podemos considerar una sola fuerza
actuando sobre el centro de masa, que serad
la suma vectorial de todas las anteriores,
como se muestra en la figura 5.11 (izq.).

En el bloque que se desliza por el plano a
la derecha, para analizar la traslacion no se




toma en cuenta la tendencia a rotar a causa
del distinto punto de apoyo de las fuerzas.

fd— d

F, Los modelos

La realidad

Figura 5.11. Realidad y modelos fisicos acorde al
concepto de centro de masa.

5.7 Teorema de conservacion del momen-
to lineal

El teorema se puede enunciar de la forma
siguiente:

Si la resultante de las fuerzas externas
actuando sobre un sistema de particulas
(SP) es nula, la cantidad de movimiento
del SP se mantiene constante.

En lenguaje simbolico podemos escribir el
teorema como:

F;, =0 = P =constante.

ext
La demostracion es inmediata a partir de la
2da ley de Newton generalizada para el SP
en la ecuacion 5.4:

E o dP
Rext — E .
Si la fuerza resultante externa en esta ex-
presion es cero, entonces la derivada tam-

bién lo es y, por tanto
§:m+ﬁ2+m+uﬁﬁN:cmmmma

Este teorema resulta de gran importancia, al
menos por dos razones.

e Las magnitudes fisicas que en determi-
nadas condiciones se mantienen constantes,
permiten predecir el resultado final de un
proceso a partir de su estado inicial, sin
necesidad de conocer lo que ocurri6 en los
pasos intermedios. El ejemplo mas ilustra-
tivo es el de los sistemas conservativos y el
principio de conservacion de la energia.

e Otro aspecto no menos importante es
que, a pesar de que las leyes de Newton no
son validas en el micromundo, muchos de
los principios de conservacion derivados a
partir de ellas si lo son, lo que permite ob-
tener informacion muy valiosa de multiples
procesos microscopicos, que de otra forma
no podrian ser analizados.

Ejemplo 1

Analizar el movimiento de los fragmentos
de un proyectil que explota en el aire.

Antes de explotar:

F, = Ma,

ext

m °

|

R =F 5 M=m
ext

por tanto,F, =ma, =mgy se obtiene la

relacion caracteristica del movimiento de
un proyectil, sometido solo a la accion de la
fuerza gravitatoria (figura 5.12).

¥ o
" 4

|

L
¥ __. .
Figura 5.12. Proyectil que explota en el aire.

Después de explotar:



Como las fuerzas causadas por la explosion
son fuerzas internas, la ecuacidn anterior no
varia. A los efectos del movimiento del
CM, la fuerza que actiia sigue siendo solo la
fuerza de gravedad. Por tanto, e/ CM del SP
seguira moviendose de la misma forma que
lo iba haciendo antes, siguiendo la trayec-
toria parabdlica de la figura 5.12. Los frag-
mentos se dispersan de manera tal que su
CM se encontrard en cada instante sobre la
parabola. (Si aparecen otras fuerzas exter-
nas como la friccién del aire, o si algun
fragmento choca con el suelo, entonces el
CM ya no seguira la trayectoria parabdlica).

Ejemplo 2

N

Figura 5.13. Botella en reposo.

Una botella que estaba en reposo sobre una
superficie explota, rompiéndose en tres pe-
dazos (figura 5.13). Dos de ellos, de igual
masa, salen en direcciones perpendiculares,
paralelas a la superficie, con igual veloci-
dad de 30 m/s. Si el 3er pedazo tiene una
masa triple de la de los otros, ;jcudl fue su
velocidad después de la explosion?

Datos

m; = my

Vi =V = 30 m/s

ms = 3m1

6 = 45° (dato oculto, figura 5.14)

Resolucion

Vi £ 77777 P 2
b7 il
/ |
7 I
/
// |
6, |
7’ |
V, 9 N
37
// V'
7 2

Figura 5.14. Interpretacion del enunciado (vista en
planta).
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Figura 5.15. Fuerzas externas al inicio.

Como las tunicas fuerzas que actuan N y
Fg, estan en equilibrio (figura 5.15),
I:Rext

fica que la cantidad de movimiento debe

=0 y, por tanto, P = constante. Signi-

ser la misma antes (|50) que después (P ) de

la explosion:

Pero la botella estaba en reposo al inicio:
P, =MV, =0.
Como la botella explota en tres pedazos,
entonces:
P +P, +pP3 =0
m v, + MoV, + Mgy =0
Pero m; = m; = m, y m3 = 3m por datos.

Sustituyendo:

m(Vy +V, +3V3) =0



Vg = -3 (Vy +V,)

Vg = (L1/3)VE +v5 = (v, /3)2
v3=10V2 m/s.

Note que si los pedazos 1 y 2 salieron en
direcciones paralelas a la superficie de la
mesa, el pedazo 3 también salié en una di-
reccion paralela a la mesa, porque los tres
vectores tienen que estar en un mismo
plano, pues no hay componentes en los
otros ejes.

Ademas del valor modular, como la veloci-
dad es un vector, también es necesario es-
pecificar la direccion calculando alguno de
los angulos. En este caso, tan@ = vy/v; =1y
0 = 45° lo que significa que el 3er pedazo
sali6 formando un angulo de 90 + 45 = 135°
con las direcciones seguidas por los otros
dos pedazos (justo en sentido contrario por
la diagonal en la figura 5.14).

Ejemplo 3

Una persona se encuentra parada sobre el
extremo de un bote que flota sobre aguas
tranquilas. En estas condiciones la friccion
por viscosidad con el agua es despreciable.
Analizar como se desplaza el bote cuando
la persona camina hasta el otro extremo.

Datos: m, my
Resolucion:

El sistema esta en reposo al inicio;

F,.=0 y P=Mv, =0.

ext
Por el teorema de conservacion del mo-
mento angular, como no hay fuerzas exter-
nas, la cantidad de movimiento del sistema

se conserva. Si V¢ al inicio, asi se manten-
dra en todo momento;
. _dr

Ve dctm =0 = r,, = constante.

° CM
t | Muelle
’ : Lo}
5 ! G
& xe / B
B v
i ST
L ————_t—_— ]_‘b
0 |
l
La persona I
se acerca ,' @
T
S~ 7 |
T PR, L | P VS
I S T —— 1'1
— I, : '
0 “!_ El bote
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Figura 5.16. Si no hay F externa, la posicion del
CM no puede variar.

En la figura 5.16, la proyeccion de los cen-
tros de masa de la persona y del bote sobre
el eje x se representan con puntos gruesos,
mientras que el centro de masa del sistema
(persona + bote) se representa por una
cruz.

El sistema de referencia esta unido a tierra,
y al inicio el bote (b) y la persona (h) estan
en reposo respecto al sistema de referencia.
Pero si la posicion del centro de masa no
varia, entonces

‘rcm‘ = W(mhrh + mbrb) = constante

De aqui que si r, aumenta, r, debe dismi-



nuir. Para que esto ocurra, el bote debe
avanzar en sentido contrario a la persona.
De acuerdo a las propiedades del CM, el
resultado no depende del sistema de refe-
rencia considerado.

Para lograr alcanzar el muelle, ;serd mejor
correr, caminar rapido o caminar lento? ;En
cual caso quedarda mas cerca del muelle?
Sugerencia: analice las propiedades de la
friccion por viscosidad.

Ejemplo 4

Retroceso de un fusil al efectuar un disparo
horizontal.

Sobre el fusil actuan la fuerza de gravedad
F, y la que ejerce el tirador a lo largo de la
vertical (F) en contra de la gravedad, para

mantener el fusil en posicion (figura 5.17).

Mira telescopica

Culata

Talon

Cantonera

Caifién Punto de mira

Al disparar, las
ranuras hacen
girar la bala.

La rotacion
aumenta estabihdad,
alcance y precision

RN 077N M Ry e N

Ranura Espacio entre ranuras

Figura 5.17. La cantidad de movimiento del sistema fusil+bala se conserva durante el disparo.

Cuando el fusil se encuentre equilibrado,
F=-F.
Durante la explosion del cartucho las fuer-

zas que actuan son internas; de aqui que
mientras transcurre la explosion

F. =0,

ext

y por tanto P = constante. Entonces,

P=p

0

La notacion vectorial puede omitirse, pues

el movimiento es a lo largo del eje x. Lla-
mando v}, a la velocidad de salida de la bala
y vr la velocidad del fusil después del dispa-
ro:

mpVvy + myve= 0.

My
Vi =-—2V,.
M
Como my, << my, la velocidad de retroceso
del fusil serd mucho menor que la de salida
de la bala. Sin embargo, note que de acuer-

do a la 3ra ley de Newton la fuerza media



ejercida por los gases de la explosion sobre
la bala y sobre el fusil es la misma. Esta
ultima fuerza es la que acta sobre el hom-
bro del tirador, quien detiene el retroceso
del arma durante el disparo.

(Qué tipo de transformaciéon de energia
tiene lugar en este proceso?

5.5 Teorema del trabajo y la energia en
los sistemas de particulas

Considere un sistema de particulas cual-
quiera, discreto o continuo, formado por N
particulas. Si aplicamos el teorema del tra-
bajo y la energia a la particula 1, se obtiene:

Whri=AE;
— o]
WRi - Eci - Eci
donde Egi representa la energia cinética

inicial de la masa puntual. Si se suman las
expresiones para todas las particulas del
sistema 1, 2, 3,... etc. y se agrupan los tér-
minos positivos y negativos, se obtiene
(5.5):

WRl + WR2 +..+ WRN:

0 o 0
Ecl + EcZ Tt EcN - (Ecl + Ecz Tt EcN .

La energia cinética del sistema de particu-
las se define como la suma de las energias
cinéticas de todas las particulas,

N
E.=E,+E,+tE +..+E, = ZEci .
i=1

Designando la suma de los trabajos resul-
tantes realizados sobre todas las particulas
como el trabajo total resultante Wy (tanto
por fuerzas externas como internas del sis-
tema),

N
Wgr =Wg1 + Wgy + W +...+ Wgy = ZWRi )
i=1

es posible escribir la ecuacion (5.5) en for-

ma compacta:
WR = EC — ECO
Wr = AE..
Es decir, se ha obtenido una expresion idén-
tica a la del teorema del trabajo y la energia

para una particula, pero el significado de
cada término es ahora diferente.

Wk es el trabajo de la resultante de todas
las fuerzas actuando sobre todas las parti-
culas y E. es la suma de las energias cinéti-
cas de todas las particulas del sistema.

Es importante resaltar que el resultado ante-
rior se refiere tanto a las fuerzas externas
como a las internas. Para recordar que las
fuerzas internas también pueden contribuir
a la variacion de energia cinética, resulta
adecuado escribir esta particularidad en
forma explicita:
W, +W, =AE. .

ext int

TABLAS.1
EXPRESIONES DE LA ENERGIA PARA LA
PARTICULA Y LOS SISTEMAS DE PARTiCULAS

MECANICA DE LA PARTICULA

Teorema del trabajo y Wr = AE¢
la energia

Trabajo de una fuerza W.=-AEp
conservativa

Trabajo no conserva- Wi = AEy

tivo
MECANICA DE LOS SISTEMAS DE PARTICULAS

Teorema del trabajo y W,+ W, =AE,
la energia e It

En la tabla 5.1 se resumen las diferentes
expresiones obtenidas para el trabajo y la




energia de la masa puntual y de los sistemas
de particulas, con el fin de facilitar al lector
la comparacioén y fijacion de los conceptos.
Un sistema de particulas puede ser discon-
tinuo o discreto (como, por ¢j., el conjunto
de las moléculas de un gas), pero también
puede ser continuo.

Ejemplos de este ultimo caso pueden ser un
trozo de metal, un planeta o una persona.

Energia cinética de un sistema de parti-
culas referida al centro de masa

Es posible demostrar que la energia cinética
E. de cualquier sistema de particulas se
puede expresar como

EC = EC(CM) + EC’a
donde

E(CM) — energia cinética del CM del sis-
tema

E.’ — energia cinética de las particulas re-
feridas al CM del sistema,

Figura 5.18. CM de un SP.

La demostracion aparece ilustrada en la
figura 5.18. Tomando la posicion de una
particula i cualquiera respecto a un origen:

i=Tlem Thi-
Derivando respecto al tiempo:

Vi=Vem TV

V;Z =v; ‘7| =(‘7CM 'Vi)'(vCM 'vi)

_ 2 2 0y G
=Vem +Vi -2VeuY

Multiplicando por /2m; y sumando para
todas las particulas,

21,2 2
>,V —7VCMZQ + 2.7y
i £ i i £

c
_ R E.(CM) M
'VCMZmiVi
|

c

E.=E.(CM)+E -V > mV;. (1)
i

Para demostrar que el ultimo término es
igual a 2E,(CM) se considera la definicion
de CM:

- 1 =
fem = Mzmiri
1
Zmifi =My -
|

Derivando respecto al tiempo y aplicando el
producto escalar con V,,a ambos lados:

Vem 'Zmivi =Ven "MV, = MV?:M =2E (cwm)
i

Al sustituir en (1) y simplificar se obtiene el

resultado deseado:

E. = E(CM) + E.’.

5.6 Fuerzas impulsivas

Las fuerzas impulsivas se caracterizan por
dos propiedades esenciales: a) son muy
intensas; b) act@lan durante un periodo de
tiempo muy corto (martillazo, golpes, cho-

ques).
Por ejemplo, el tiempo de contacto de una

pelota con una pared en el momento de un
choque es del orden de 102 a 107 s. El va-



lor maximo de la fuerza de interaccidon pue-
de llegar a ser muy intenso, del orden de
miles de newton.

Impulso de una fuerza

Si se representa en un grafico la accion de
una fuerza impulsiva en funcion del tiempo,
se obtiene algo similar a lo mostrado en la
figura 5.19, donde la escala del eje x es del
orden de milisegundos, mientras que la del
eje y es de miles de newton. Se define el
impulso de la fuerza F(t) en el intervalo de
tiempo At =t, — t; por la expresion

t2
szlf(t)dt.
t1

El impulso tiene un valor numérico igual al
area bajo la curva en el grafico F(t) vs. t.
Note que el impulso es una magnitud vecto-
rial.

2da ley de Newton en funcion del impulso

La 2da ley de Newton para una masa pun-
tual establece que

130)

Enéx

tl t')

Figura 5.19. Fuerza impulsiva

Para un pequefio intervalo de tiempo (dt), la
variacion correspondiente de la cantidad de
movimiento de la masa puntual sera:

dp = Frdt.

Integrando a ambos lados de esta expresion
para un intervalo de tiempo finito, y expre-
sando la resultante como la suma de las
fuerzas individuales actuando sobre la masa

puntual, se llega a:
2

Pp-Py = [(F+F,+Fy+..)dt
1

[ :JZ'Ifldt+J2'I32dt+i|33dt+...
1 1 1

Pero cada una de las integrales a la derecha
es el impulso asociado a la fuerza corres-
pondiente, por tanto,

Ap=T,+1,+15+...
Ap=1,.

La variacion de la cantidad de movimiento
de una masa puntual es igual al impulso
resultante.

Este resultado es una forma alternativa de
expresar la 2da ley de Newton para una
masa puntual.

5.7 Choques

Se puede definir un choque como la inter-
accion que tiene lugar entre dos cuerpos
cuando sus trayectorias coinciden en una
determinada region del espacio en el mis-
mo instante.

Los choques pueden ser a) por contacto
directo y b) por interaccion electromagné-
tica (entre particulas cargadas con carga de
igual signo, figura 5.20). Sin embargo, tan-
to en un caso como en el otro se cumpliran



las mismas propiedades. Analicemos el
choque entre dos esferas homogéneas, re-
presentado en la figura 5.21.

. e /l
X / O
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(¢ Iy
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. \ - \
Directo Interaccién
electromagnética

Figura 5.20. Choques

Si consideramos el movimiento de los cen-
tros de masa, es posible analizar las esferas
como si fueran particulas, suponiendo toda
la masa concentrada en su centro.

Las fuerzas Fi, y F; actuando sobre cada
esfera durante el choque son fuerzas inter-
nas del sistema formado por las dos particu-
las. Ademas son fuerzas impulsivas, y tam-
bién son pareja de accidon y reaccion. Al
ocurrir el choque, sobre cada una de las
esferas también actuard la fuerza de atrac-
cion gravitatoria F,, siempre presente.

Py
g 1

!

Plano de
choque

T’ -
128 b,
——
F O~ Lineade
F 1 12 choque
g >

Figura 5.21. Choque en dos dimensiones

Para analizar como varia la cantidad de
movimiento de las esferas durante el cho-
que, considere la ecuacion del impulso apli-
cada a la esfera 1.

Sustituyendo F, =F +F

, Y separando las

integrales:
Ap = [ F,dt+ [ dt

—

Ap=T,+

o
A diferencia del impulso de la fuerza de
choque Fjy, que es un impulso interno, el
impulso de F, es externo y hay que tomarlo
en cuenta. Sin embargo, al comparar las
areas bajo la curva en la figura 5.22, se
comprueba de inmediato que en el interva-
lo (t1,t2) considerado, I, >> I,.

De aqui que durante el choque sea posible
despreciar el impulso de la fuerza de atrac-
cion gravitatoria y considerar solo las fuer-
zas de interaccion internas, de manera que

Fr =0.
ext

F(t)

Fméx

Figura 5.22. El valor relativo de F, estd muy aumen-
tado para hacer visible el area bajo la recta.

Segin lo establecido por el teorema de
conservacion del momento lineal, para el
sistema formado por las dos particulas el
momento lineal del sistema se mantiene
constante.



Si Pyes la cantidad de movimiento antes

del choque, y P la cantidad de movimiento
después del choque, entonces:

P =P
Py, TPy =P, TPy
o o _
m,V2 +m, Ve = mV, +m,V,.

Esta es la relacion a cumplirse en cualquier
tipo de choque entre dos particulas.

¢ Si la energia cinética de traslacion de las
particulas se conserva durante el choque, el
choque sera elastico.

e En caso contrario, el choque se denomi-
na inelastico.

e Dentro de los choques inelasticos, un
caso particular importante es el de los cho-
ques perfectamente ineldsticos, cuando los
cuerpos quedan unidos después del choque.
A continuacion se analizan algunos casos
particulares.

Choque elastico en una dimension

—- e
e  p—
0 m; my

Figura 5.23. Choque elastico

En el esquema de la figura 5.23, u; y u;
representan las velocidades de las particulas
antes del choque, y v;, v, las velocidades
después del choque. La notacién vectorial
se ha omitido, y se mantiene el mismo con-
venio de signos utilizado en capitulos ante-
riores para el movimiento en una dimen-
sion.

De acuerdo a la conservacion de la cantidad
de movimiento y a la conservacion de la

energia cinética del sistema (choque elasti-
co), las siguientes ecuaciones se deben
cumplir a la vez:

mlul + m2u2 = mlvl + m2v2 (1)

2 2 1 2 1 2
m,u, + m,u; =MV, +§m2V2- (2)

NI
NI

Este es un sistema no lineal de ecuaciones
que se puede resolver para v; y v, en fun-
cion de m;, my, u; y u;. Agrupando térmi-
nos en (1),

ml(ul—v1)+m2(u2—v2):0

ml(ul'vl):'mz(uz'vz) 3)

De la ecuacion (2),

m, (u, -, )(u, +v,)+m,(u,-v,)(u, +v,)=0

y sustituyendo segun (3)

'M(W +V1)+
M, (U9, ) (U, +V,) =0

(U +vy)=(u, +v,)
u1+V1'V2:u2- (4)

Suponiendo m;, my, u; y u, conocidas, las
ecuaciones (4) y (1) forman un sistema li-
neal de 2 ecuaciones con dos incognitas (v
y V), a resolver por métodos conocidos.

La solucion general tiene la forma

m, -m, 2m,
Vv, = u, + u,
ml+m2 m1+m2
2m m,-m
Vv, = Ly +—2—2Lu,. (5
m1+m2 m1+m2

Caso 1: m; = my.

Si se hace m; = m, en las ecuaciones ante-



riores y se cancelan términos iguales, se
llega a:

Vi=u

V2 =10

Las particulas intercambian velocidades
(figura 5.24).

w u, v Va
«—0 —Q@ o

Después del choque

o

Antes del choque

Figura 5.24. Choque elastico con m; = m,. Inter-
cambio de velocidades.

La velocidad final de la masa puntual 1 se
hace igual a la inicial de la masa puntual 2,
y la final de la masa puntual 2 es igual a la
inicial de la masa puntual 1. En el caso que
una de las dos particulas esté en reposo al
inicio (por ¢j., u; = 0), se obtiene:

V1:0
V2 = Uj.

i
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m
\e/v

(m, +m, )?

Figura 5.25. Choque plastico

Significa que la masa puntual 1 se detiene,
y la masa puntual 2, en reposo al inicio, sale
disparada con la velocidad que tenia la ma-
sa puntual 1. Los jugadores de billar y los
nifios que juegan “a las bolas” conocen esta
propiedad. Golpeando una bola con otra por
el centro es posible lograr que la bola que
golpea se quede en el lugar, mientras la otra
sale a gran velocidad.

Caso2: mp;>>m;yu, =0.

Uno de las particulas estd en reposo y su
masa es mucho mayor que la de la otra. En
este caso, dividiendo el numerador y deno-
minador de las ecuaciones (5) por m; y ha-
ciendo después m;/m; = 0, se obtiene:

V.
1 m
71+1

Up=-4

El cuerpo 1 rebota, y el cuerpo 2, que al
inicio estaba en reposo, no se mueve en la
practica (este es el caso, por ej., del choque
de una pelota contra una pared).

Choque plastico en 2 dimensiones

En un choque perfectamente inelastico los
cuerpos quedan unidos después del choque
(figura 5.25). La ecuacién de conservacion

de la cantidad de movimiento P, =P queda

en este caso como en la figura 5.25,

m,U, +m,u, =(m; +m,)Vv.



Nada se puede afirmar de antemano acerca
de la pérdida de energia, excepto que la
energia cinética no se mantendrd constante
durante el choque. Cada caso particular hay
que analizarlo de forma individual.

En la figura 5.25 también se muestran los
efectos del choque plastico de un meteorito
con la Tierra (crater de Arizona) ocurrido
hace unos 20 000 afios. El crater tiene un
diametro de 1.2 km y unos 200 m de pro-
fundidad. Una parte importante de la ener-
gia se gasto en fragmentar el meteorito.

Ejemplo

Demostrar que cuando un cuerpo choca en
forma perfectamente ineldstica con otro de
igual masa en reposo, se pierde la mitad de
la energia cinética del sistema (figura

5.26).
La ecuacion a analizar es:
myU, +m,l, = (M +my)v.

Pero m; = my =m, y u, = 0. Por tanto, susti-
tuyendo y simplificando para obtener la
velocidad final,

v=l
2
La velocidad final es colineal con vy, y de

valor u;/2. Calculando la variacion de ener-
gia cinética en el sistema:

m,u,

@

Figura 5.26. Masas iguales, una en reposo.

Antes del choque:
E E,=imu;

Después del choque:
u 2
E.=1(2m)v’ = m(?l] =imu?.

Por lo tanto,
Ec =% Ecl.

(Qué le sucede a la energia cinética que
desaparece?

Las leyes de conservacion en el micro-
mundo.

A pesar de la que la mecéanica de Newton
no es aplicable en el micromundo, en las
interacciones entre particulas elementales
las leyes de conservacién se mantienen
vigentes. Al tomar en cuenta la conserva-
cion de la energia y la cantidad de movi-
miento, junto a otras leyes de conservacion
especificas del micromundo, los acelerado-
res y detectores de particulas proporcionan
a los fisicos informacion sobre las particu-
las subatomicas y la constitucion de la ma-
teria.

Figura 5.27. Detector de particulas elementales.

Los aceleradores son capaces de generar



particulas con grandes energias y hacerlas
colisionar. Estudiando los resultados de los
choques es posible conocer como estan
constituidas las particulas, coémo se trans-
forman unas en otras y los valores de sus
energias. Asi se ha demostrado la existen-
cia y propiedades de numerosas particulas
elementales.

La figura 5.27 muestra el detector de parti-
culas SLD, donde se miden y registran las
propiedades de las particulas generadas en
las colisiones. Este detector forma parte del
acelerador lineal de 3.2 km del Centro del

Acelerador Lineal de Stanford, en Califor-
nia (EE.UU.).

El circulo grande en la vista aérea de la
figura 5.28 marca la situacion del gran coli-
sionador de electrones-positrones (LEP) del
CERN, el laboratorio europeo de fisica de
particulas situado en la frontera entre Fran-
cia y Suiza. El tunel en el que se aceleran
las particulas esta situado a 100 m de pro-
fundidad y tiene una circunferencia de 27
km. A mayor didmetro, mayor tiempo en el
proceso de aceleracion, mas energia y ma-
yor posibilidad de lograr la ruptura de las
particulas para poder estudiar su constitu-
cion. El circulo pequefio corresponde al
colisionador de protones-antiprotones.

Figura 5.28. Acelerador europeo CERN.

5.8 Problemas resueltos

5.1. Un hombre y una mujer estan en un
lago sobre los extremos de una canoa simé-
trica de masa 30 kg y 3 m de longitud. La
mujer se encuentra junto a un tronco que
flota en el agua. Al intercambiar posiciones,
el hombre nota que la canoa se alejé 0.40 m
del tronco flotante. Si la masa del hombre
es de 80 kg, ¢Cual es la masa de la mujer?

5.2. Dos bloques se mantienen unidos con
un resorte comprimido entre ellos. La masa

de uno es del doble de la del otro. La ener-
gia almacenada en el resorte es de 60 J.
¢Cual es la energia cinética de cada bloque
después de que ambos bloques se liberen al
unisono? Desprecie la friccion y la masa
del resorte.

A B

(@

Figura problema 5.2



5.3. Un vagon de ferrocarril de 32 tonela-
das se mueve a 1.5 m/s y alcanza a otro de
24 ton que iba a 1 m/s en el mismo sentido.
Si los vagones quedan enganchados; a)
¢Cudl es la velocidad final después de to-
par? b) ¢Cudl es la pérdida de energia ciné-
tica? ¢Addnde va esta energia?

5.4. Una bala de masa 4.5 x 107 se incrusta
horizontal en un bloque de madera de masa
1.8 kg y lo desplaza 0.4 m. Si yx = 0.2 y el
blogue estaba al inicio en reposo, ¢cuél era
la velocidad de la bala?

5.5. Dos pesas de igual masa (500 g) se
conectan por medio de una cuerda ligera
que pasa por una polea ligera y sin friccion,
de didmetro 5 cm, y se colocan al mismo
nivel. a) Localice su centro de masas. b) Se
transfieren 20 g de un cuerpo al otro y se
impide que los cuerpos se muevan. Locali-
zar el CM. c) A continuacion se sueltan los
dos cuerpos. Describir el movimiento del
centro de masas y determinar su acelera-
cion.

1

Figura problema 5.5

5.6. Calcule que fuerza promedio ejerce un
fusil sobre el hombro de un tirador al efec-
tuar un disparo, si el fusil apoyado en el
hombro retrocede 1.5 cm. El fusil tiene una
masa M =5 kg. La masa de la bala es de m
= 10 g y abandona el fusil con una veloci-

dad inicial de 500 m/s.

5.7. Se deja caer un pedazo de masilla de
masa m = 100g desde una altura h = 0.2m
sobre un platillo de masa M = 400g que
cuelga de un resorte de constante k = 50
N/m y masa despreciable. Si la bola se
queda pegada al platillo, hallar cuanto se
estira el resorte. (Tome g = 10 m/s?)

Figura problema 5.7

Soluciones
Problema 5.1

Las fuerzas que acttan en el eje x son todas
internas, por tanto, P = Mvgy = constante =
0, ya que al inicio todo esta en reposo;

h: hombre;
m: mujer
Vem = 0 = Xem = constante.

La posicion del CM respecto a un sistema
ligado a tierra no variara.

I———-0.40m

Figura solucion 5.1



Antes de intercambiar:

- mmxm + chc + thh
m,+m, 2 +m,

XCM
Xem = (M x 0.0+30x1.5+80 x
3)/(mn+30+80)

Xcm = 285/(mp+110)

Después de intercambiar:

Xcm = (80X0.4+30x1.9+Mmn
x3.4)/(My+30+80)

Como el centro de masa no varia, igualando
ambas expresiones, y simplificando el de-
nominador comun:

285 = 89 + 3.4my,
Mm = 196/3.4 ~ 58 Kg.

Va = -2V

El signo (-) indica que ambas velocidades
estan en sentidos opuestos.

Ecg = ¥ (2mMa)(Va/2)? = % (MaVa?/2)
=% Eca
Sustituyendo en la ecuacion (1):
Eca+ % Eca=60
Eca=2x60/3=40J
Ece =60-40=20J

Problema 5.2.
Segun el teorema del W'y la E para un SP:
Wext + Wine = AE..

En este caso Wey = 0, pero Win: = - AEpe, de
manera que

O—Epeo+Ec_O:O
Epe:EcA'l'ECB

donde se ha hecho uso de que, para un SP,
E. = X E,. Por tanto,

Eca + Ecg = 60.

Como las fuerzas externas Fy y N se cance-
lan, YFext = 0 y P =constante. Como s6lo
hay movimiento en el eje x:
Po=P
0 = maVa + MpVE
0 = mava + 2MgVe

Problema 5.3.

a) Choque perfectamente inelastico (1 di-
mension): P, =P

myVvy + Mave = (Mg + M)V
- MV +myv, _
m, +m,

= (32X 1.5 + 24 x 1)/(32 + 24) = 1.28 m/s

b) E¢° = Y2 mvi® + Yo mavy? =
= Y5 x32x10°x1.5%+% 24x10°x1?
=48 x 10°J.
Ec =% (M + mo)V? =
=1 (32 + 24) x 10% x (1.28)°

= 45.875 x 10°J.

E.— E° = (48 — 45.875) x 10°

=2.125x 10°J

Esta energia se convierte en energias de
otro tipo: incremento de la temperatura de
las partes en contacto (energia térmica),
pequefias deformaciones o rozaduras, ruido
(ondas sonoras), etc.




Problema 5.4.

0.4m
Figura solucion 5.4a

N A

F, ¥
Figura solucion 5.4b
Choque perfectamente inelastico
Po=P
mvp = (m + M)v

Vi, =WV. 1)

No se conoce la velocidad v del bloque
después del choque, pero se puede calcular
a partir de criteriosde Wy E.

Wy = AE
-fx = - A mv?
HgX = ¥4 V2
V= (2mgx)’? = (2 x 0.2 x 10 x 0.4)*2
=1.26 m/s
Sustituyendo en (1)

_4.5x103+1.8

b x1.26=500".
4.5x103 s

Problema 5.5
m; =520 g
m, =480 g

Figura solucion 5.5a

a) En el punto medio de la recta que une las
pesas.

b) Tomando el origen en la masa izquierda
con my =520 g, m, =480 g:

_ 0+480x5 _
XM —W—ZAcm.

c) En el eje x no hay movimiento. Por tanto,
el resultado anterior sigue siendo valido, y
Xem = 2.4 x 102 m (medidos a partir de la
pesa izquierda). Si la cuerda es inextensi-
ble, lo que baja la pesa de mayor masa con
relacion a la posicion inicial es igual a lo
que sube la de menor masa (y1 = y2 = ).
Por tanto, para la componente ycu:

_-520y +480y _
Yem = 000 - 0.04y (cm)

¢)) la

@ ta



Figura solucion 5.5b

El centro de masa se desplaza hacia abajo.
Para calcular la aceleracion, derivando res-
pecto al tiempo en la expresiéon anterior,
tomando valor modular

Vem = 0.04 v (cm/s)
acw = 0.04 a (cm/s?).

El valor de a se puede calcular a partir del
diagrama de fuerzas. Como la aceleracién a
es la misma en valor modular para los dos
cuerpos, pues estan unidos por una cuerda:

cuerpo 1 (baja)
mig-T =mja
cuerpo 2 (sube)
T - myg = mea
Sumando ambas ecuaciones:
(Mg —mg2)g = (Mg +my) a
a= Mg = 0.04g = 39.2 cm/s*

(my +m,)

Sustituyendo en acy = 0.04a

acm = 0.0016x39.2 = 0.63m/s?

Problema 5.6

Las fuerzas externas actuando durante el
disparo son Fy y la normal que ejerce el
tirador en sentido contrario para sostener el
fusil, de forma que Fq- N = 0. Por tanto, X
Fext = 0 y P = constante (teorema de conser-
vacion) y P, = P.

X

—
T’V—_'—' Viala

Vfusil

Figura problema 5.6

0 = mvp + Mvs

Vi =—V,.

m
M
De inmediato después del disparo, la Unica
fuerza que actla sobre el fusil en el eje x la
ejerce el hombro del tirador (su pareja de

accion y reaccion es la fuerza buscada).
Aplicando el teorema del W y la E:

WR = AEC = O = Ec
Wg = - % Mv¢
- Fx = - mivp?Y 2M

2

_m Vg _ 2 2 _
F= = 0.01° x 500/ 2 x 5 x 0.015 = 166
2Mx
N
Problema 5.7

Al soltar la masilla, antes que llegue al pla-
tillo el sistema es conservativo

Ei=E,
mgh = % mv?,
v=20h = (2x10x0.2)"2=2m/s

El choque con el platillo es perfectamente
inelastico (no conservativo):

Po=P
mv =(m+ M)V
_ . m _ 100 _
V= m+MV_100+4002'O_0'4 m/s.

Después del choque, el sistema es de nuevo
conservativo. Tomando un origen comdn
para el cero de la energia potencial elastica
y el de la energia potencial gravitatoria y
expresando los negativos de forma explici-
fa:

E]_:Ez



Ect = Epe2 + Epg2 yZSi\/25_+4:515.38
Y5 (M + m)V? = ¥ ky? —(m+M)gy 50 S0
0.04 = 25 - 5y y1=021m;
25y2 5y —0.04 =0 Y2 = < 0 no tiene sentido fisico.
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CAPITULO 6
Rotacion
6.1 Conceptos basicos

Ademéas de trasladarse, los cuerpos pueden
rotar. En el capitulo anterior se examiné
como era posible describir el movimiento
de traslacion de un cuerpo finito a partir del
analisis de las propiedades de su centro de
masa. Interesa ahora estudiar la rotacion de
los cuerpos.

En la figura 6.1, una pelota lanzada al aire
con un impulso inicial, rota a la vez que se
traslada en una trayectoria parabolica. El
CM de la pelota se comporta como si la
atraccion gravitatoria actuara directamente
sobre ¢él; por tanto, el CM no puede partici-
par de la rotacidon (no podria seguir enton-
ces la trayectoria parabodlica, sino algo pa-
recido a un tirabuzoén). Se concluye enton-
ces que el CM por fuerza debe coincidir con
el eje de rotacion de la pelota. La pelota
rota alrededor de un eje que pasa por el
CM.

Figura 6.1. Movimiento compuesto rotacién + tras-
lacion

Plano de rotacion

La figura 6.2 representa un cuerpo rigido
que rota alrededor de un eje fijo, perpendi-
cular al plano del papel. Cualquier plano
perpendicular al eje de rotacién se denomi-
na plano de rotacion. En la figura 6.2, el

plano de rotacion coincide con el plano del
papel y el cuerpo rota de derecha a izquier-
da. El cuerpo es tridimensional, pero por lo
general solo se representa una seccion
transversal del mismo, como se ve en el
dibujo.

Figura 6.2. Variables de rotacion

Es posible considerar el cuerpo como un
sistema de particulas cuya distancia relati-
va no varia con el transcurso del tiempo
(cuerpo rigido).

La condicion de cuerpo rigido significa que
ni la posicion relativa de las particulas en-
tre si, ni la distancia de cada particula al eje
de rotacion, varia con el transcurso del
tiempo. En estas condiciones, la trayectoria
descrita por cualquiera de las particulas
sera siempre una circunferencia. Para des-
cribir la rotacion de la particula en el punto
P, se asocia un sistema de coordenadas al
eje de rotacion, de forma de poder especifi-
car el punto mediante su vector de posicion
r;. Como la trayectoria es una circunferen-

cia, r; = R = constante.
Ademas de especificar la posicion de la

masa puntual mediante el vector de posi-
cion, es posible hacerlo dando los valores

del par (x,y), yaque T = Xi + y] . Una terce-

ra posibilidad es expresar el modulo del



vector (R) y el valor de 6, ya que x =
RcosB, y = Rsen0. En las rotaciones se es-
coge esta ultima posibilidad, pues R no
varia con el tiempo. Si se desea describir la
variaciéon temporal del punto P, solo hay
que investigar como varia 0 con el tiempo,
o sea, la forma de la funcion 6 = 6(t).

Definicion de angulo

Las familias de circunferencias con un ori-
gen comun tienen la propiedad de que la
relacion entre la longitud de los arcos defi-
nidos por dos radios cualesquiera y la lon-
gitud del radio correspondiente es constan-
te (figura 6.3):

= — = __ =constante.

De aqui que se defina el 4ngulo subtendido
por los dos radios por la relacion

S

Gzﬁ.

Dimensiones

[6] = [SJ/[R] = m/m = adimensional. No
obstante, cuando el angulo se mide como
un cociente de longitudes se acostumbra
expresar su magnitud en radianes, para
diferenciar este método de otros métodos

utilizados para medir angulos.
S=R = 0 =1 radian;
S =2nR = 0 =27R/R = 27 radianes
= angulo de una vuelta, = 6.28 radianes.

Otra unidad muy utilizada para medir
angulos es el grado sexagesimal, con la
circunferencia dividida en 360 partes
iguales. Considerando el angulo de una
vuelta, 360° equivalen a 27 radianes, y
es posible escribir la siguiente propor-
cion:
Ograd/Oraq = 360/2,

de donde se obtiene la relacion de con-
version de radianes a grados, y vicever-
sa:

Ggrad = (180/n)9rad.

Si no se especifica lo contrario, en lo que
sigue todas las unidades de angulo se supo-
nen expresadas en radianes.

6.2 Velocidad angular

Considere una masa puntual que gira alre-
dedor del eje fijo que pasa por O y se mue-
ve del punto P; al P, en el intervalo de
tiempo At = t, — t;. Durante ese intervalo, el
vector de posicion de la particula avanza un
angulo AG = 0, - 6, (figura 6.4).

AB=6,—6

Figura 6.4. Definicion de velocidad angular.



La velocidad angular media de la particula
en el intervalo de tiempo At se define por la
relacion:

AO

“m T At

y la velocidad angular instantanea tomando
el limite de la velocidad angular media
cuando At tiende a cero:
o0
dt’

Dimensiones

[o] = [0)/[t] = rad/s. Como el radian es en
realidad adimensional, también se acostum-
bra expresar la velocidad angular como [o]
=5

Si la masa puntual en P forma parte de un
cuerpo rigido, la velocidad angular sera la
misma para todas las particulas, ya que el
radio de cada particula barrerd angulos
iguales en el mismo intervalo de tiempo.

Caracter vectorial de la velocidad angu-
lar

Note que la velocidad angular posee un
determinado valor (médulo), una direccioén
en el espacio, y que para cada direccion
existen dos posibles sentidos de rotacion.
Por tanto, es una magnitud vectorial.

El vector velocidad angular se define per-
pendicular al plano de rotacion. Su sentido
es tal que sigue la regla de la mano derecha:
colocando los dedos de esa mano en la di-
reccion del movimiento, el pulgar indicara
la direccidn del vector (figura 6.5).

6. 3. Aceleracion angular

Si la velocidad angular varia un A® = ®;-m,
en un intervalo de tiempo At = t, — t, la

aceleracion angular media se define por la
expresion

_ Ao

Olm AC
La aceleracion angular instantanea se define
tomando el limite para At — 0, lo que con-

duce a:

a—d_w
=gt

Unidades

[a] = [0]/[t]* = rad/s%, 0 también [a] = s

O]

s S

Figura 6.5. Vector velocidad angular

La aceleracion angular también tiene pro-
piedades vectoriales, e igual es perpendicu-
lar al plano de rotacion. Cuando el vector o
tiene el mismo sentido que ® el movimien-
to es acelerado. Cuando a y o tienen senti-
do contrario, el movimiento es retardado.
En este capitulo se considera que el eje de
rotacion se mantiene fijo en una direccion
y, por tanto, los vectores ® y o siempre son
colineales.

6.4 Analisis de casos particulares

Caso en que o = 0: Movimiento circular
uniforme

Si o = dw/dt = 0, entonces ® = constante, y
se llega al movimiento circular uniforme.
En este caso,



w=—. (1)

Note que esta expresion es andloga a la
formula de la velocidad en el movimiento
rectilineo y uniforme MRU, v = Ax/At, con
tal que se sustituya x por 0 y v por o.

Si el cuerpo considerado tarda t segundos
en dar n vueltas completas, para dar una
sola vuelta tardard un numero de segundos
dado por

T= l ,
n
lo que se conoce como el periodo del mo-
vimiento.
TABLAG.1
EQUIVALENCIA DE VARIABLES MRU Y MCU
MRU MCU

0

®

o

El inverso del periodo, el nimero de vueltas
realizadas en la unidad de tiempo (n/t), es la
frecuencia del movimiento:

f=1

T
En un MCU es posible expresar la veloci-
dad angular en funcién del periodo (o de la
frecuencia). Cuando At = T, el cuerpo da
una vuelta completa y A® = 2w (dngulo de
una vuelta). Sustituyendo en (6.1) se obtie-
ne:

Ejemplo

(Qué potencia minima debe desarrollar una
maquina de amolar si la rueda es de 10 cm
de didmetro y la herramienta que se afila se
aprieta contra la piedra con una fuerza de
200 N? La rueda gira a una frecuencia v =
2.5 rev/s y el coeficiente de friccion dina-
mico entre la piedra y el acero de la herra-
mienta es de 0.32.

Datos:
R=10cm=0.1m
A=200N
v=2.5rev/s

e = 0.32.

Resolucion:

La potencia desarrollada por la maquina
que mueve el eje (no mostrada en la figura
6.6) debe ser suficiente para vencer la fric-
cién, la otra Unica fuerza que hace trabajo
cuando la piedra se desliza sobre la herra-
mienta. Esta potencia debe ser, como mi-
nimo, igual a la potencia disipada por la
friccion con signo contrario: Pmaguina = -
Priccion. La potencia disipada por la friccion
se puede calcular a partir de los datos.

Figura 6.6. Ver texto



En principio, W = fdcos0, donde d seria la
distancia recorrida por la piedra al girar. No
obstante, resulta mas simple calcular el tra-
bajo de la friccion aplicando la expresion

alternativa W =f~\7, donde en este caso el
vector v representa la velocidad de despla-
zamiento de las superficies (velocidad tan-
gencial de la piedra de amolar).

La fuerza F es normal a la superficie, por-
que cualquier componente que no pase por
el eje de rotacion tenderia a hacer rotar la
piedra, y no a comprimir la herramienta
contra ella. F y F’ son pareja de accion y
reaccion, paralelas al radio y normales a las
superficies en contacto. Por tanto, para la
fuerza de friccion, que es contraria al mo-
vimiento y paralela a la velocidad se cum-
plira f= puF (ver figura 6.6).

Por otra parte, la velocidad tangencial pue-
de escribirse en funcion de los datos: v =
oR = 2nvR. Sustituyendo en la expresion
de la potencia se obtiene:

P¢= fvcos(180°) = - fv
Ps=- wF.2nvR
Pr=-0.32x200x6.28 x2.5x0.1
Pr=-100.5w

La potencia entregada por la maquina sera
entonces, como minimo, de + 100.5 w.

Caso en que o = constante (movimiento
circular uniformemente variado)

Cuando la aceleracion angular es constante
nos encontramos en el caso del movimiento
circular uniformemente variado. Note la
completa analogia que existe entre la expre-
sion o = dw/dt, donde a es constante, y la

correspondiente expresion para el movi-
miento rectilineo uniformemente variado, a
= dx/dt, donde la aceleracion a es constante.

Significa que cualquier derivacion que
realicemos a partir de esta expresion nos
conducird a formulas similares a las del
MRUYV, con tal que efectuemos las sustitu-
ciones

X—0,vo>ma—a.

AB =0 - 0,, donde 6, es el angulo inicial y
®, la velocidad angular inicial.

TABLA 6.2
EQUIVALENCIA FORMULAS MCU Y MCUV
MRUV MCUV
V=V, T at 0=, ot
AX=V0t+1/2at2 A9=w0t+1/zoct2

v? = v + 2aAx o = c002 + 20A0

6.5 Relacion entre las variables del mo-
vimiento lineal y el angular

El movimiento de rotacion de una masa
puntual alrededor de un eje fijo se puede
describir de diferentes formas.

1. Respecto a un sistema de referencia fijo
en el eje de rotacion, especificando el vec-
tor de posicion T =Tr(t) y obteniendo de
ahi la velocidad y aceleracion de la masa
puntual:

v=dF/dt ; d=dv/dt.

2. Respecto a un sistema de referencia mo-
vil ligado a la masa puntual. En este caso se
obtienen las componentes normal y tangen-
cial de la aceleracion:

a=a;T+a,N

a; = dv/dt



Figura 6.7. Propiedades vectoriales en un movi-
miento circular.

3. Respecto a un sistema fijo en el eje de
rotacion, pero ahora en funcion de las coor-
denadas polares R y 6. Como R es constan-
te en un movimiento circular, solo es nece-
sario especificar 6 = 0(t). Si se conoce 0(t),
entonces:

o = do/dt

o = dw/dt.

Si las diferentes ecuaciones describen el
mismo movimiento, deben existir relacio-
nes entre ellas. Interesa encontrar estas re-
laciones. Para ello, partiendo de la defini-
cion de angulo:

S=R6
dS _ . de
at - Rat

La derivada del arco dS/dt es la rapidez v
de la particula, luego
v=onR. (1)

Derivando otra vez respecto al tiempo en
esta expresion:

dv _dow
o aen
at — aR. (2)

Para la componente normal de la acelera-
cion:

a, = VYR = 0)2R2/R,

a, =o’R. 3)

n

Es posible demostrar que las ecuaciones 1 a
la 3 son, en realidad, ecuaciones vectoria-
les. Los vectores se representan en la figura

6.7:
V=oXxT
a; =axr
d, = OxXV
6.6 Torque

Resultados experimentales

Cuando se aplican fuerzas a un cuerpo que
tiene un eje fijo de rotacion, se encuentran
los siguientes resultados experimentales:

e La aceleracion angular a depende del
punto de aplicacion de la fuerza. Sera ma-
yor mientras mas lejos se encuentre la fuer-
za F del eje de rotacion (figura 6.12, arriba).

“F
a¢a'¢a"T
1 /
[— "
! F
/ 1
F F

Figura 6.12. Efecto del punto de aplicacion y direc-
cion de las fuerzas sobre la rotacion.

e Dado un punto de aplicacién, a depende
de la direccion de aplicacion de F. En la
figura 6.12, las fuerzas F, F’ y F”, aunque
iguales en modulo y aplicadas en el mismo
punto, ejercen efectos diferentes sobre el



cuerpo. En particular, la fuerza F 7, cuya
prolongacién pasa por el eje de rotacion, no
produce aceleracion alguna.

e La aceleracion a depende de la distribu-
cion de masa alrededor del eje de rotacion
(figura 6.13). Aunque el punto de aplica-
cion estd a la misma distancia del eje de
rotacion y el angulo de la fuerza también es
el mismo, al invertir el cuerpo se cambia la
distribucion de masa respecto al eje de ro-
tacion, y también varia el efecto de F y la
correspondiente aceleracion angular.

El concepto de forque se introduce con el
fin de describir de manera correcta el efecto
de las fuerzas sobre cuerpos que tienen la
posibilidad de rotar.

“] < I

Figura 6.13. La aceleracion angular depende de la
distribucion de masa alrededor del eje de rotacion.

Definicion de torque

Considere un cuerpo rigido capaz de rotar
alrededor de un eje fijo, y una fuerza para-
lela al plano de rotacion, aplicada a un pun-
to del cuerpo (figura 6.14).

Figura 6.14. Torque

Como el cuerpo es rigido, el efecto de la
fuerza aplicada en el punto se transmitira a
todo el cuerpo. Si T es el vector de posi-
cion de la masa puntual, cuyo modulo coin-
cide con el radio R de la trayectoria circular
de la masa puntual, el torque T causado por
la fuerza F al aplicarse en el punto F se de-
fine como

T=1rxF.

Segun la definiciéon de producto vectorial,
el vector t es perpendicular al plano de ro-
tacion y sigue la regla de la mano derecha.

Su valor modular viene dado por

t =rFseng¢.

(6.1)

Si el eje de rotacion esta fijo, las compo-
nentes de F que no son paralelas al plano
de rotacion no ejercen torque sobre el
cuerpo, por lo que no es necesario to-
marlas en cuenta.

Unidades
[t] =[F][L] = Nm,

que coincide con las unidades de la energia,
pero no es una energia, y se expresa como
Nm (y no en joule).

Propiedades del torque

e SiryF son colineales, el torque de F es
cero, lo que se ve de inmediato sustituyen-
do en la expresion de arriba: Si son coli-
neales ¢ =0 o 180° y, por tanto,

sen(0°) = sen(180°) =0
e [a suma de torques es vectorial; En par-
ticular, si hay N torques 7;,7,,13,...Ty ac-
tuando sobre el cuerpo en el plano de rota-

cion, el torque resultante vendra dado por la
suma vectorial de los N torques:



T =T, TT, +T,+...+Ty.
e c) La componente de F paralela a r no
contribuye al torque

En la figura 6.15, el eje de rotacion se en-
cuentra perpendicular al plano del papel, y
F, = Fsen¢ es la componente de F perpen-
dicular al vector de posicion. El valor mo-
dular del torque en (6.1) se puede expresar
entonces como:

t=r1F 1,

y la componente paralela al vector de posi-
cion F) no contribuye al valor del torque.

Note de la misma figura que b = rsend,
donde el brazo b es la perpendicular que va
desde el eje de rotacion hasta la prolonga-
cion de la fuerza. De aqui que el torque
también puede ser interpretado como el
producto del brazo por la fuerza. Sustitu-

yendo en la ecuacion (6. 1) se obtiene que

T =bF.
7 ’ N
/ \
/ u \
/ Eje de \F
rotacion A — F
) 2 ¥ /
% a0
L3 TP
\\ ¢ /‘/ ! F
7 L
b \ s !
Nussiss 57 .
2 /
\ /
\ /
\
N

.. d) ¢' (opuestos
TR . por el vértice)

Figura 6.15. El torque es igual al brazo por la fuer-
za.

6.7 Energia cinética de rotacion

Cualquier cuerpo rigido girando alrededor
de un eje fijo se puede considerar formado
por rebanadas o discos de espesor despre-

ciable (figura 6.16).

Al
Trayectoria

Figura 6.16. Ver texto.

En lo que sigue solo se analizara una de
estas rebanadas o discos. Las propiedades
derivadas para un disco son extensibles con
facilidad a todo el cuerpo, con tal que las
distancias consideradas sean siempre las
distancias desde cada punto hasta el eje de
rotacion.

Note que el eje de rotacioén no coincidi-
rd, en general, con el centro geométrico
del disco. La linea punteada indica la
trayectoria seguida por el punto de masa
m;. De acuerdo a lo analizado antes, la
energia cinética de rotacion del sistema
de N particulas que forman el cuerpo
vendra dada por

N
Z%m-v )
i=1

Sustituyendo en esta expresion vi = ofr;,
donde ® es la misma para todos los puntos,

N N
_\'1 22 1.2 2
Eer = 17”‘."3 =% lemlrl
= =

El momento de inercia (I) se define por la
expresion

donde la suma es para todas las particulas
que componen el cuerpo. Como se dijo an-
tes, 1; es la distancia de la masa puntual al



eje de rotacion. Por tanto, expresando la
energia cinética en funcion del momento de
inercia se obtiene como resultado:

Eo = ¥ loo°.

Esta expresion es analoga a la energia ciné-
tica de traslacion Y5 mvz, donde ® hace el
papel de v y el momento de inercia I hace el
papel de la masa m. De aqui se concluye
que el momento de inercia es una medida
numérica de la inercia rotacional; es decir,
de la propiedad que tienen los cuerpos para
resistirse a cambiar su estado de reposo o
movimiento circular uniforme mientras
sobre ellos no actien torques externos.

Unidades

La energia de rotacion tiene las mismas
unidades que cualquier otra energia. Para el
momento de inercia: [I] = [m][L]* = kg.mz.
Esta unidad no tiene asignado un nombre
especifico.

6.8 Movimiento combinado de rotacion +
traslacion

Con anterioridad se demostrd que la ener-
gia cinética de cualquier sistema de parti-
culas de masa total M se puede expresar
como

E.=E.cm) + E.’,

donde E.(CM) es la energia cinética del CM
respecto a un sistema inercial cualquiera y
E.’ la energia cinética de las particulas re-
feridas a un sistema de referencia en el
centro de masa.

En la figura 6.17, tomando como sistema
de referencia inercial el fijo a tierra,

E.(cM)=%MVZ, .

E.’ se obtendria tomando la suma de las

energias cinéticas de las particulas, con las
velocidades calculadas respecto a un origen
ubicado en el CM del sistema.

Figura 6.17. Energia cinética de rotacion

Considere el ejemplo, analizado al inicio
del capitulo, de la pelota lanzada al aire
con un impulso inicial de forma que rota a
la vez que se traslada. La pelota rota alre-
dedor de un eje que pasa por el CM, de
manera que se cumplen las condiciones del
teorema anterior. Aplicando el teorema a la
pelota en rotacion:

E. = E.(CMm) + E (rot)

-1 2 11..2
EC _§MVCM +§|C0 .

En esta expresion I representa el momen-
to de inercia de la pelota calculado res-

pecto al eje de rotacidon que pasa por su
centro de masa.

6.9 Calculo de momentos de inercia

Sistemas discretos

Ejemplo. En la figura 6.18, I = myr;> +
mzrz2

Figura 6.18. Momento de inercia de 2 particulas.



El valor del momento de inercia depende
del eje de rotacion considerado. Si el eje se
acerca o se aleja de las particulas cambia-
ran las distancias 1, y 12 y, por tanto, tam-
bién cambiara el valor de la sumatoria. En
particular, si el eje de rotacion coincide con
la posicion de la particula 2, entonces 1, =
0, y quedaria para el momento de inercia
I =mr?.

Sistemas continuos (cuerpo rigido)

Suponiendo el cuerpo subdividido en
celdillas de masa Am;, la suma M = > Am;
es la masa del cuerpo (figura 6.19). El
momento de inercia se puede escribir
como una aproximacién de la forma si-
guiente:

N
~ 2
| = 'E—lri Arni .

El valor exacto se obtiene tomando el limi-
te para Am; — 0.

TABLA 6.3. MOMENTOS DE INERCIA EN
CUERPOS SIMETRICOS
Cilin-
dro
—

hueco I=§M(R2+R2) 5
respec- i
toaun iRy
eje :
central
Disco
plano
respec-
toaun
eje
central
Anillo R
respec- Haciendo R; = R,
toaun ~ R en el caso
eje anterior; | = mR?
central

Haciendo R, = 0 R
en el caso ante-

rior; 1 =1MR?

En ese caso el numero de celdillas tiende a
infinito y la sumatoria se convierte en una
integral de volumen:

I = _[\j/'[rzdm :

Esta integral se resuelve de forma simple
en el caso de cuerpos que poseen alta sime-
tria. En la tabla 6.3 se muestran algunos
ejemplos.

Eje

Figura 6.19. Célculo del momento de inercia de un
cuerpo continuo.

Teorema de los ejes paralelos (sin demos-
tracion, ver figura 6.20).
Sea:

I,: valor del momento de inercia respecto a
un eje que pasa por el CM de un cuerpo,

I’: el valor respecto a un eje de rotacion
paralelo al anterior a una distancia h del
mismo.

Entonces se cumple que:
I'=1,+Mh’

donde M es la masa del cuerpo.

Ejemplo

El momento de inercia de un anillo respecto
a su centro, segun la tabla 6.3, es [, = MR?,
Para calcular el momento de inercia respec-



to a un eje que pasa por el borde del anillo a

una distancia h, aplicando el teorema:

Eje Eje'
[ [
1 |
I [
T |
1 I
[ I
[ I
[ [
[ [
[ |
CM QI !
. i
|
-
:_ -
|
I [}
1 I,
I I
CM
I
|
. =0} \
T
1
|

Figura 6.20. Teorema de
I’=I,+Mh?,

los ejes paralelos:

I’ =1, + Mh?
= MR? + MR
=2MR”.

6.10 Segunda ley de Newton en la rota-
cion

En la figura 6.21, el cuerpo rota alrededor
de un eje fijo perpendicular al plano del
papel, con aceleracion angular a. Aparecen
dibujados el eje normal (N) y tangencial
(T). La fuerza Fg; es la resultante de todas
las fuerzas actuando sobre la particula i en
el plano del papel, por tanto:

Fi=mia;.

La componente normal de IERi (Fy=F

cosd) no contribuye al movimiento, pues su

prolongaciéon pasa por el eje de rotacion.
La componente tangencial cumple la si-
guiente relacion:

Frisend = mja; = mjar;.

|
|
\

Sistema
mercial

Figura 6.21. 2da ley de Newton en la rotacion

Multiplicando por r; a ambos lados de la
expresion se obtiene:

2.
riFisend = mar;

El término de la izquierda es el torque ejer-
cido por la fuerza Fg;. Sustituyendo y orde-
nando los términos:

2
TRi — M1 O

Sumando para todas las particulas del
cuerpo y agrupando los torques causados
por fuerzas externas e internas del sistema,
se obtiene

DRt TRi = &Zmirf

ext int
R t1g = la.
ext int
Se demuestra a continuaciéon que la suma-
toria de los torques internos para todas las
particulas se anula.

Demostracion



Considere dos particulas cualesquiera de
un sistema de particulas. Sean Fj, y Fy;
fuerzas internas actuando sobre las particu-
las, y también parejas de accion y reaccion
(figura 6.22).

Ar

Figura 6.22. Ver texto.

Supongamos un eje de rotacion en un pun-
to arbitrario y sumemos los torques actuan-
do sobre las dos particulas:

%1+%2 :(Yixr:lz)"'(rzxﬁzl)

sustituyendo F,; =-F, y agrupando térmi-

nos
%1_'_%2 :(ﬁ'fz)xr:lz =Afxr:12 =0,

por ser los vectores Ar y Fy, colineales, ¢ =
0° 0 180° y ArFysend = 0. Significa que
todos los torques internos se anulan por
parejas al efectuar la sumatoria y, por tanto,
Trint = 0. Al final se obtiene

TRext =la.

Los vectores T y a son colineales y per-
pendiculares al plano de rotacion, por lo
que la expresion vectorial mantiene la vali-
dez.

Esta expresion es andloga a la 2da ley de
Newton Ia:R =ma, con T en el papel de F,

el momento de inercia I sustituyendo a la
masa m, y la aceleracion angular o sustitu-

yendo a la aceleracion a.

Ejemplo 1

Figura 6.23. Cuerpo que cuelga libre de una polea.

Un cuerpo de masa 0.5 kg cuelga de una
polea de masa 1 kg y radio 10 cm segtn la
figura 6.23. Si el cuerpo se suelta, ;Cual es
su aceleracion? Desprecie la friccion en la
polea (para un disco plano, I = ¥4 MR?).

Datos

m=0.5kg
M=1kg
R=10cm=0.1 m
=% MR

|

mg

Figura 6.24

Diagrama de fuerzas del cuerpo (figura
6.24):

T-mg=-ma (1)



Diagrama de fuerzas del disco
Traslacion: Iﬂ:R =ma
N-Mg+T =ma,=0 (2)
Rotacién: tr = la:
RT’ =% MR’a. (3)
La masa de la cuerda es m. se considera
despreciable, T - T’ =mca = 0.
T=T. 4)
La cuerda s6lo se comporta como un agen-
te de transmision de la tension. La ecua-
cion (2) no proporciona informacion algu-
na sobre la aceleracion buscada (el disco

rota, pero no se traslada) y no se toma en
cuenta.

Despejando en las ecuaciones (1) y (3) con
T=T"

T=mg—-ma

T =" MRa.
Sistema de dos ecuaciones y tres incogni-
tas: T, a, a.. Una tercera ecuacion se obtiene
considerando la relacion entre o y la acele-
racion tangencial:

a=oaR.

Sustituyendo esta ultima en la expresion
anterior, se obtiene T = % Ma. Eliminado T
en las ecuaciones y despejando la acelera-
cion se obtiene:

a= mgM:O'lef:Sm/sz.
m+7 O.5+§
Ejemplo 2

Analizar la energia de una rueda de masa

M que gira libre sin deslizar con velocidad
de traslacion v en una superficie horizontal
segun la figura 6.25. (Considere el momen-
to de inercia de un disco con respecto a su
centro geométrico, [ = %5 MRZ).

P i ™

—_—

Figura 6.25
Resolucion

El punto O es un eje instantaneo de rota-
cion, que cambia de manera continua mien-
tras la rueda va rotando (figura 6.26).

P 2v

i ——

£~

/ 3 1V \

./

Q
®

Figura 6.26

Diagrama de fuerzas

Eje y: F; y N no aportan nada en el eje x.
No se consideran.

Eje x: Actia la friccion estatica entre la
rueda y el suelo, oponiéndose al movimien-
to relativo de las superficies, pero no hace
trabajo y no contribuye a la energia. Solo
impide que la rueda resbale (friccion esta-
tica).

La energia cinética de rotacion se puede
calcular de acuerdo con lo obtenido en la
seccion 6.8:

E. = E.(CM) + E(rot).



Para la energia del CM,

E.(CM) = %2 MV3,, .

v =20r V= r
V=or

<=

V= or

Figura 6.27. Velocidades medidas por el observador
en tierra (izg.) y por un observador en el CM (eje) de
la rueda (der.)

Para calcular la energia cinética de rotacion
respecto al centro de masa, note que un
observador parado en el punto O vera una
velocidad angular instantdnea de rotacion

alrededor de O dada por o= VC?M (figura
6.27).

Pero esta misma velocidad angular es la
que ve un observador que se mueve junto
al CM, pues la rueda gira alrededor de ¢l
con esa velocidad angular. (El observador
en tierra ve pasar el CM con la misma ve-
locidad que el observador en el centro de
masa ve pasar el punto O en tierra en senti-
do contrario). Tomando el momento de
inercia respecto al eje que pasa por el CM,

-1 2 1 2
E.=5Mvgy +3lcmo”,

y sustituyendo ® = veuw/R y la correspon-
diente expresion para el momento de iner-
cia, simplificando y agrupando:

ZIMV2 4+ 1 MV2. . = 3 M2
¢ =7 Mvem + s Mvey =7 Mvey

6.11 Momento angular

Momento angular de una masa puntual

En la figura 6.28, la particula de masa m;,
ligada a un cuerpo rigido, rota alrededor de
un eje fijo a una distancia r del eje. Si
p=mv es el momento lineal, se define el

momento angular de la particula con res-
pecto al eje de rotacidon considerado por la
expresion

Li =% %p;.

Note que Ei es perpendicular al plano de
rotacion, colineal con la velocidad angular.
Tomando el valor modular del momento
angular, como en este caso v es tangente a
la trayectoria y perpendicularar, ¢ = /2 y
cosd = 1. Entonces, L ; =r;m;v;.

L

S

Figura 6.28. Momento angular

Supongamos ahora que la velocidad no es
constante, sino que varia con el tiempo.
Como la componente tangencial de la ace-
leracion cumple la relacion dv/dt = a, deri-
var la expresion anterior con respecto al
tiempo produce la siguiente expresion:

i — _
——=rma;=rF ,

donde F,= ma; se uso en la seccion 6 para
representar la componente de F tangente a
la trayectoria, perpendicular al radio. En



esa misma seccion se demostrd que el tor-
que actuando sobre una particula t; se po-
dia expresar por el producto r;F;, de aqui
que

dL

%Ri - dtl .
Esta expresion se ha derivado para el caso
particular de una masa puntual en un cuer-
po rigido. No obstante, es posible demos-
trar que es general por completo, y también
que los vectores t y dL/dt son colineales.
De aqui que resulte valido escribir la ex-
presion anterior utilizando vectores. Es
decir, para cualquier masa puntual con res-
pecto a un eje de rotacion arbitrario,

.

Rodt”

Se llega asi a una expresion similar a la
generalizacion de la 2da ley de Newton,

donde el torque t hace el papel de la fuerza
F y el momento angular L sustituye al
momento lineal p.

Momento angular de un sistema de par-
ticulas

Considere ahora el conjunto de todas las
particulas que conforman el cuerpo rigido
del ejemplo anterior. Para cada particula
existird una ecuacion similar a la anterior.

Sumando miembro todas las ecuaciones, si
hay N particulas:

TR1TTR2 TTRg T+-- TTRN =

di, L di,  dbg, | dLy,
dt  dt  dt dt

~ -~ _d,z = -~
DT Tk =giLatlattLy).
ext int
Antes se vio que, al sumar todos los tor-
ques actuando sobre todas las particulas,
Z’_[.k = O .
int
Por tanto, si se define el momento angular
del sistema de particulas por la expresion

L=(L,+L,+Ly+...+Ly),

se llega a:
>e =Sk
ext k dt
. _dL

ext

Note que esta expresion es andloga a la 2da
ley de Newton generalizada para un siste-

ma de particulas IER = ((:Ij_I:’ donde el mo-
ext

mento angular L es el anadlogo del momen-
tum Py el torque t el andlogo de F.

Momento angular de un cuerpo rigido

Segun se vio antes, L ; = r;m;v;. Para calcu-
lar el momento angular del cuerpo, segin
la definicidon, es necesario sumar los Lj;
para todas las particulas. En el cuerpo rigi-
do todos los L; son colineales, perpendicu-
lares al plano de rotacion y es posible su-
mar los médulos:
N N
L:;Li :i;rimivi.

Sustituyendo v; = or; y sacando el factor
comun o fuera de la sumatoria:

L= (gmirfJ ®



L=16
En esta expresion se ha afiadido de nuevo
el simbolo de vector para indicar el hecho
de que el momento angular L y la veloci-
dad angular ® son colineales.

Note que esta expresion es andloga a la
expresion de la cantidad de movimiento de

donde

el momento angular L sustituye al momen-

un sistema de particulas P = MV,,,,

to lineal P del SP y la velocidad angular o
a la velocidad del centro de masa Ve,

6.12 Teorema de conservacion del mo-
mento angular

El teorema se puede enunciar de la forma
siguiente:

En ausencia de torques externos, el mo-
mento angular de un sistema de particulas
se mantiene constante

La demostracion es inmediata a partir de la
relacion demostrada antes:

R T T3 .
ext dt

Si en esta expresion TR =0 entonces L
ext

constante, pues para que la derivada res-
pecto al tiempo sea cero, el vector momen-
to angular debe mantenerse constante (en
modulo, direccion y sentido). También

significa que L =1® se mantendra cons-
tante, asi como la suma de los momentos
angulares de todas las particulas,

—

L=(L,+L,+Ly+...+Ly).

Ejemplo

La figura 6.29 representa un cuerpo atado a
una cuerda que gira en la horizontal. La
cuerda pasa por un tubo hueco y es soste-
nida en su parte inferior de forma que pue-
de halarse o estirarse, variando asi el radio
de giro del cuerpo. Analizar qué sucede
cuando el radio varia desde el valor r; hasta
el ry.

Figura 6.29. Ver texto.

La gravedad ejerce un torque L al plano de
rotacion, y no afecta la rotacion en el plano
xy. La tension del hilo es colineal con r y
tampoco contribuye al torque:

FxT =rTsen(180°) = 0.

Por tanto, no hay torques externos y el
momento angular del sistema se mantiene
constante durante el movimiento; L = cons-
tante. Significa que L debe tener el mismo
valor antes y después de tirar de la cuerda:

L=L,
12(02 = 110)1.

El valor de I se puede calcular a partir de la
definicién. Como es una sola masa puntual,
I, = Zmiriz = mrlz. El momento de inercia
final serd I, = mr,”. Sustituyendo en la ex-
presion anterior:

2 2
mr, M; = mr; g



2
W = M1 (I‘]/I'z) .

Y si r; disminuye, como ocurre en la figura
6.29, la velocidad angular o, debe ser ma-
yor. Al reducir el radio de giro, la veloci-
dad angular aumenta. Note que la tension
no produce torque, pero s/ hace un trabajo
TAr sobre el cuerpo. Considerando, T =
constante, segun el teorema del trabajo y la
energia, ese trabajo debe ser igual a la va-
riacion de la energia cinética de rotacion:

-1 2 1 2
T(r-r,)=3L0;-3Lo;.

Figura 6.30. Clavadista

Cuando un clavadista realiza giros al saltar
del trampolin, hace variar su momento de

inercia estirando o encogiendo todo el cuer-
po (figura 6.30).

De esta forma puede controlar su velocidad
de rotacion. Igual ocurre con los bailarines
de ballet. Extendiendo o cerrando brazos y
piernas pueden controlar su velocidad de
giro. La energia cinética de rotacion varia a
costa del trabajo interno que se realiza al
extender y encoger las extremidades.

Los saltos de trampolin exigen un control
total de los movimientos por parte del sal-

tador. Se tiene una sefial inequivoca de que
un saltador ha realizado un buen salto
cuando, al efectuar la entrada, salpica poca
cantidad de agua.

Girdscopo

También llamado giroscopio, es cualquier
cuerpo en rotacion que presenta dos pro-
piedades fundamentales: la inercia rotacio-
nal giroscopica y la precesion, que es la
inclinacion del eje en angulo recto ante
cualquier fuerza que tienda a cambiar el
plano de rotacidon. Estas propiedades son
inherentes a todos los cuerpos en rotacion.

Soports del
anallo externo

Volante

Anillo
mtemoe

Cojniete

Figura 6.31. Gir6scopo.

Para sus aplicaciones practicas los girdsco-
pos se montan en un soporte que les permi-
te girar con libertad en cualquier direccion
(figura 6.31). En ausencia de torques ex-
ternos, el gir6scopo que rota tiende a man-
tener su posicion inalterable en el espacio,
proporcionando una direcciéon de referen-
cia. Se usan con amplitud en la aviacion y
los vuelos espaciales. Asi, el piloto auto-
matico detecta las variaciones con respecto
al plan de vuelo y envia sefiales correctoras
a los servomotores que controlan las super-



ficies de control del avion: alerones, eleva-
dores y timon de cola.

Un girocompds es un girdéscopo que hace
funciones de brujula. Gira a alta velocidad
controlado por medios electronicos. Se usa
mucho en los barcos, porque posee la ven-
taja de que apunta directo al norte geogra-
fico, no al magnético como la brujula, por
lo que no necesita de correcciones ni ser
afectado el por casco metalico del buque,
como ocurre con las brajulas.

Precesion

Considere un trompo de juguete que rota
en direccidn contraria a las agujas del reloj,
con su eje de rotacion coincidiendo con la
vertical, como muestra la figura 6.31a.

L

T —

Figura 6.31a. Trompo.

Las unicas fuerzas externas en el sistema
(la atraccion gravitatoria y la normal) ac-
taan sobre el CM, son colineales con el eje
de rotacion y no producen torque. Por tan-
to, se cumplen las condiciones del teorema

de conservacion del momento angular y L
permanece constante.

Como L =1® y el momento de inercia no
varia, la velocidad angular también se man-
tiene constante. El hecho de que las rela-
ciones sean vectoriales significa que Ly ®
no varian en modulo ni en direccion. La
direccion de L y o en el espacio no varia.

En la practica, la pequefia friccion del
trompo con el aire y en el punto de apoyo
hace que éste vaya perdiendo energia de
manera continua y que disminuya su velo-
cidad angular, hasta que llega un momento
que el trompo comienza a realizar giros
adicionales alrededor de la vertical. Este
movimiento se conoce como precesion.

——

sen(a) = b/t

cm

Figura 6.32. Precesion.

La precesion se explica de la siguiente for-
ma. Al inclinarse el trompo, la normal sigue
pasando por el eje de rotacion y no contri-
buye el torque total. La tinica fuerza externa
actuando serd la gravitatoria, que ejerce un
torque

IZrCMXFg

perpendicular al plano formado por los vec-



tores rew y Fy en cada instante (figura 6.32).

El torque T es colineal con AL, lo que ve
de inmediato a partir de la relacion

R dt ~ At

ext

Como At es un escalar, los vectores Ty AL
son colineales. Es posible entonces omitir la
notacion vectorial en la ecuacion anterior, y
escribir
AL =1, At. (1)

ext
Llamando o al angulo que forma el vector
de posicion del CM con la vertical y expre-
sando el torque como brazo por fuerza, se
obtiene:

T =bF

ext
= remsenak,

= mgreySena. (2)

Figura 6.33. Relaciones espaciales entre los vecto-
res momento angular.

Por otra parte, en la figura 6.33 el vector L
es colineal con r., en todo momento y
forma el mismo angulo a con la vertical.
Tiene componentes L, = Lcos(a) (no mos-
trada en la figura) y Ly = Lsen(a).

Para un At pequefio, se ve en la figura que

AL

AO ===,
h

pues en ese caso AL casi coincide con la

longitud del arco, y coincide mejor mientras

mas pequefio sea At. Haciendo uso de las

ecuaciones (1) y (2), se ve en la misma fi-
gura que

AO = AL _ TRext At _ mgrcmWAt

Ly Ly L sen{c)

AD = mgr,,,At

L

La frecuencia angular de precesion del
trompo se define por el limite por la rela-
cion
o, =29
PT AL’
por lo que segln la expresion anterior, ha-
ciendo L = lw:

_ Mgrem

®
P lo

Entre otras cosas, esta expresion nos dice
que

e , no depende del angulo de inclinacion
a con la vertical

e Si ® aumenta, ®, disminuye

Esto ultimo expresa que cuando un trompo
gira a gran velocidad no puede precesar.

La Tierra tiene un movimiento de precesion
en su Orbita causado por la atraccion de la
Luna, con un periodo aproximado T, =
2n/w, de 26 000 afios (figura 6.34). A la
precesion se suma la nutacion, que consiste
en variaciones periddicas del angulo de
precesion entre 22.1° y 24.5°.



6.13 Tema avanzado 1. Aceleracion de
Coriolis y fuerzas de inercia.

Teorema de Coriolis

Considere un sistema de referencia inercial
S y otro no inercial S’ en rotacidon, con ve-
locidad angular ® constante respecto al
primero (figura 6.8). Para una masa puntual
P que se mueve con velocidad v’ respecto al
sistema en rotacion, se cumple la siguiente
relacion:

a=a'+oxv+20xV,
donde
a = aceleracion respecto al sistema inercial.

2

a’ = aceleracion respecto al sistema en
rotacion.

a, = aceleracion normal o centripeta;
dp =OXV=0X®XT.
acor = aceleracion de Coriolis;
Ay = 20%XV".

La demostracion no es inmediata y no
sera analizada.

Figura 6.34. Teorema de Coriolis.

Note que v’ se refiere a la velocidad res-
pecto al sistema en rotacidon, mientras que
la velocidad v y la velocidad angular ® se
refieren al sistema inercial.

Si el sistema en rotacion esta acelerado,
hay que afiadir el término
do .
—XTr.
dt
Fuerzas de inercia

Considere ahora un observador situado so-
bre la Tierra. Si se multiplica la ecuacion
anterior por la masa de la particula, se susti-
tuye Fr = ma de acuerdo a la 2da ley de
Newton y se despeja el término en a’, se
obtiene:
ma' = Fs - md, -mé, -

Este resultado quiere decir que para apli-
car las leyes de Newton, un observador
moviéndose junto con el sistema en rota-
cioén, debe introducir dos ‘fuerzas’ no
newtonianas adicionales, las denominadas
fuerzas ficticias o fuerzas de inercia; la

centrifuga f.., y la de Coriolis, fe:
fcen = -may

fcor = - Macor.

Ejemplo

Considere un observador sentado en el cen-
tro de una plataforma (por ejemplo, un tio-
vivo) que gira con velocidad angular cons-
tante o (figura 6.35, izq.). Una pequeia
esfera de masa m se mueve por un carril
radial desde el centro hasta el borde de la
plataforma, con velocidad también constan-
te v’.



Carril I

t,+ At a

Trayectoria en el

sistema inercial

Figura 6.35. Ejemplo de aceleracion de Coriolis.

El observador en la plataforma vera alejarse
la bola en linea recta por el carril, pero un
observador en tierra vera que la bola sigue
una trayectoria curva. Tanto v’ como ® son
constantes, pero como la direccion de v’
cambia de manera continua, aparece una
aceleracion tangencial (muy real para el
observador en el sistema fijo en tierra)
ap=2Vr

T dt
Esta aceleracion es la aceleracion de Corio-
lis, y tiene su origen en la fuerza ejercida
por el carril sobre la bola,

ar = 20V.

La correspondiente fuerza ficticia F., = ma,
es la fuerza de Coriolis.

Si la esfera no estuviera en un carril y fuera
capaz de deslizarse sin friccion en la super-
ficie de la plataforma, el observador en tie-
rra veria la bola viajar en linea recta, y el
plano rotando por debajo de ella sin inter-
accionar. Pero un observador girando sobre
la plataforma, veria la bola retrasarse en su
movimiento (figura 6.10) y una aceleracion
ficticia @, =-a; en sentido contrario al

de rotacion.

Es importante especificar que, a pesar de
haber mostrado un ejemplo donde la direc-

ci6én del movimiento es radial, el resultado
anterior es general. La aceleracion de Co-
riolis aparece siempre que existe una velo-
cidad diferente de cero en cualquier direc-
cion. A causa de la rotacion de nuestro pla-
neta, esa aceleracion es tal que, en el hemis-
ferio norte, tiende a desviar los objetos en
movimiento hacia la derecha, y hacia la
izquierda en el hemisferio sur. Su valor es
muy pequefio, y solo se detecta en fendme-
nos donde intervienen grandes distancias.

a

coriolis

Figura 6.36. Observador en la plataforma sin carril.

En los rios la accion de las corrientes y el
correspondiente desgaste es siempre mas
pronunciado en una de las riberas a causa
de la aceleracion de Coriolis. Algo similar
sucede en las lineas de ferrocarril, donde
uno de los railes siempre se desgasta mas
que el otro.

La trayectoria de un cohete de prospeccion
geologica, lanzado desde el polo norte hacia
el ecuador a gran altura, se afectaria de ma-
nera notable.



Cuando el viento sopla de una region de
alta presion a otra de baja presion gira a la
derecha, lo que causa su circulacion alrede-
dor del centro de baja presion (figura 6.11,
izquierda). Ademas, la diferencia de presion
actuando hacia el centro es justo la suficien-

te para compensar la fuerza de Coriolis que
haria que los vientos siguieran desviandose
a la derecha y se alejaran del centro de baja
presion.

Figura 6.37. Circulacién de los vientos alrededor de
las regiones de baja presién en el hemisferio norte.
En el sur es al contrario. Las curvas solidas son las
isobaras, regiones de igual presion atmosférica.
Abajo: Circulacion de los vientos en el huracan Fran
de la temporada de 1996. Como es un centro de baja
presion en el hemisferio norte, la circulacion es
contraria a las agujas del reloj.

El resultado final es un equilibrio entre la
diferencia de presion y la fuerza de Corio-
lis, por lo que los vientos son ‘atrapados’
por el centro de baja presion y se mantienen
circulando a su alrededor (figura 6.37, de-
recha). En los centros de alta presion el
sentido de circulacion de los vientos es a

favor de las manecillas del reloj, y lo con-
trario en el hemisferio sur.

La deflexion de Coriolis depende tanto del
movimiento del objeto como de la latitud.
Es un efecto a tomar en cuenta en todas las
ciencias de la Tierra, en especial en la me-
teorologia y oceanografia, ya que afecta de
manera notable la direccion de los vientos,
la rotacion de las tormentas y las corrientes
oceanicas. Esta fuerza es fundamental para
analizar el movimiento de las grandes ma-
sas de aire. Es la principal responsable de
que los tornados y ciclones en el hemisferio
norte roten en contra de las manecillas del
reloj (y a favor de las manecillas en el sur).

Para el observador en tierra a menudo resul-
ta mas facil describir los movimientos de
los cuerpos introduciendo de estas fuerzas
ficticias que hacerlo refiriéndose a un sis-
tema inercial colocado en el exterior del
planeta.

6.14 Tema avanzado 2. Los periodos
glaciales y la rotacion de la Tierra.

Los periodos glaciales son grandes etapas
en las que tuvo lugar un enfriamiento
extenso y significativo de la atmosfera y
del océano terrestre, comenzando millo-
nes de afios atras.

El tltimo periodo glacial comenz6 hace 80
000 anos y termino hace unos 10 000 afios,
cuando el hielo se retir6 de América y Eu-
ropa, pero algunos especialistas consideran
que el periodo glacial cuaternario no ha
concluido todavia. Aunque la causa de estos
periodos sigue siendo tema de controver-
sias, una explicacion basada en observacio-
nes astrondmicas ha ganado cierta credibili-



dad en los ultimos afios.

La Tierra y el sistema solar estan situados
de forma asimétrica en uno de los brazos de
la Via Lactea. La galaxia rota cada 300 mi-
llones de afios y lleva al sistema solar a tra-
vés de regiones mas o menos densas de pol-
vo interestelar, con campos gravitatorios y
magnéticos variables. Cada 150 millones de
afos se produce un cambio muy ligero en el
entorno galactico, con posibilidad de causar
variaciones importantes en el clima del pla-
neta.

de la

iptica
Nutacion

Eje terrestre

23.5°

Figura 6.38. Precesion y nutacion de la Tierra.

Ademas, hay al menos otros 4 procesos que
afectan el clima del planeta dentro de cada
periodo glacial e interglacial en mayor o
menor grado. En orden aproximado de im-
portancia son los siguientes:

1. Oscilacion del plano de la ecliptica (figu-

ra 6.38), con un periodo de unos 100 000
afos, causado por las perturbaciones del
planeta Jupiter en la oOrbita terrestre. Se le
atribuye un efecto predominante en las eda-
des de hielo.

2. El ciclo de excentricidad, de 93 408 afios
de duracioén, es causado por la variacion de
la orbita de su trayectoria casi circular a otra
mas eliptica, a causa de la interaccion con
los planetas restantes. Esta variacion afecta
a la velocidad de rotacion del sistema Tie-
rra-Luna, que aumenta cuando ambas estan
mas cerca del Sol. Cuanto mas lento sea
este giro, mas fuerte sera el campo magnéti-
co terrestre, que a su vez tiende a proteger
la Tierra de las particulas de alta energia del
Sol y, por tanto, el clima se enftia.

3. La precesion de 25 920 anos. En la actua-
lidad, el eje terrestre apunta hacia la Estrella
Polar, y el hemisferio norte estd mas proxi-
mo al Sol en invierno. Esto origina veranos
e inviernos relativamente suaves. Sin em-
bargo, hace unos 11 000 afios el eje estaba
dirigido de tal manera que en el hemisferio
norte los inviernos eran mas frios y los ve-
ranos mas calientes.

4. La variacion en la inclinacion del plano
ecuatorial de la Tierra con respecto a su
plano orbital, con un periodo medio de 41
000 afios (oblicuidad de la ecliptica, figura
6.39)). Se le atribuye casi el 25% de las
diferencias entre las temperaturas intergla-
ciales a esta variacion.

Se han propuesto modelos que sugieren la
confluencia apropiada de estos 4 ciclos
como la causa de los periodos glaciales,
aunque esas hipotesis no han sido demos-
tradas de forma satisfactoria.



Plano de la ecliptica

Figura 6.39. Inclinacion variable del plano ecuatorial con el de la ecliptica con un periodo de 41 000 afios.

6.15 Problemas resueltos

6.1. Las ruedas A y C estan acopladas
mediante una banda o cinta B. Si la rueda
A parte del reposo con aceleracion angu-
lar de 7t/2 rad/s?, determinar cuanto tarda
la rueda C en alcanzar 100 rev/min. (ra =
10 cm, rg = 25 cm).

B

Figura problema 1

6.2. Calcular la velocidad del CM de una
esfera de masa M y radio R al llegar a la
base de un plano inclinado de altura H, si
rueda sin deslizar desde la parte superior
del plano a partir del reposo. (Para una esfe-
ra, | = 2/5 MR? respecto a un eje que pasa
por su centro).

6.3. Un aro de 0.3 m de radio y 15 kg de
masa rueda sobre un piso horizontal despla-
zandose 0.15 m cada segundo. ¢Qué trabajo
hay que realizar para detenerlo? (Para un
aro, 1 = MR? respecto a un eje que pasa por
su centro).

6.4. Una rueda (A) gira libre unida a un eje
central, a 800 rev/min. Otra rueda (B), en
reposo al inicio, se acopla al mismo eje de
forma repentina. Si la inercia rotacional de
la 2da rueda tiene doble valor que la de la
primera: a) ¢Cual es la nueva frecuencia de
rotacion? b) ¢Como varia la energia del
sistema? No tome en cuenta la masa del eje
central.

Problema 4

6.5. En la figura del problema, el bloque de
masa m cuelga de una polea de masa M y
radio R. No hay friccion. Calcular la acele-
racion del bloque y la tension en la cuerda.
(Para la polea, | = Y2 MR? respecto al eje
que pasa por su centro).

\HHHHH




Problema 5

Problema 6

6.6. En la figura, el cuerpo rota a partir del
reposo alrededor de un eje fijo perpendicu-
lar al plano del papel y que pasa por A. Si
al iniciarse el movimiento F; =15 N, F, =6
N, d; =2 cm, d; =3 cm, ¢; = 150°, ¢ = 90°
y la aceleracién angular es de 0.2 rad/s?; a)
¢Hacia donde esta rotando el cuerpo, a la
derecha o a la izquierda? b) ¢Cual es el va-
lor de su momento de inercia?

6.7. Los puntos extremos de las paletas de
un molino de viento giran con velocidad
tangencial de 6 m/s. Si cada paleta tiene una
longitud de 1.2 m y una masa de 2 kg. De-
termine: a) la frecuencia de rotacion, b) la
fuerza radial que ejerce cada paleta sobre
los tornillos de sujecidn, colocados a 20 cm
del eje.

Problema 7

Problemas propuestos

1. Considere los dos cilindros identicos de
la figura, de 10 cm de altura y 4 cm de dia-
metro, rotando alrededor de los ejes dibuja-

dos. a) ¢Su momento de inercia sera el
mismo en ambos casos? Si no, cudl es
mayor? Justifique su respuesta sobre la base
de expresiones conocidas. b) Si una fuerza
resultante F de 15 N actuando en el extremo
del cilindro B y perpendicular al mismo en
su plano de rotacion origina una aceleracion
de 2 rad/s?, ;cual sera el valor del momento
de inercia?

Problema propuesto 1

2. Sobre una rueda de 0.5 m de longitud
que puede rotar sin friccion alrededor de un
eje perpendicular al papel se aplica una
fuerza F; = 20 N a una distancia de 0.4 m
del eje en A (ver figura). Esa fuerza da
origen a una aceleracion angular instanta-
nea de 0.8 57

a) ¢Cual es el momento de inercia de la
rueda? b) Si el punto de aplicacion de F; se
traslada al punto B en el borde de la rueda,
¢qué le sucede a la aceleracién angular?
(¢caumenta, disminuye o se queda igual?)
Justifique su respuesta sobre la base de
leyes conocidas de la fisica. ¢) ¢Se cumpli-
rd el teorema de conservacion del momento
angular en los incisos anteriores? ¢Por
qué?

Eje de
rotacion

F4



Problema propuesto 2

3. En la figura se muestra una barra com-
puesta de madera (p = 3.8 g/cm®) y metal
(p = 7.2 glem®) de 0.5 m de longitud que
puede rotar alrededor de un eje fijo en un
plano sin friccion. Cuando F = 20N y esta
aplicada perpendicular a la barra se en-
cuentra que la aceleracion es de 0.8 rad/s’.

a) ¢Cual es el momento de inercia de la
barra respecto al eje considerado? b) Si se
aplica la misma fuerza F pero se invierte la
colocacion de la barra, de manera que la
parte de metal queda unida al eje de rota-
cion, ¢qué sucede con la aceleracion? ¢se
hace mayor, menor o se queda igual que en
caso anterior? Justifique su respuesta a
partir de leyes conocidas de la fisica.

Madera Metal

e =

F

Problema propuesto 3

4. Una esfera de masa m = 0,1 kg esta suje-
ta a un hilo que pasa por un tubo hueco
segun la figura, girando con velocidad an-
gular de 2 rad/s, a una distancia del tubo ry
= 0,6 m. Se tira entonces de la cuerda hasta
que el radio se reduce a la mitad. a) ¢Cual
es la nueva velocidad angular? b) ¢Hay var-
iacion de energia en este proceso?

J

Problema propuesto 4

Calculela en caso afirmativo o justifique
por qué no en caso negativo. c) ¢La tension
variable de la cuerda hace trabajo durante el
proceso de reduccion de r? Si la respuesta
es NO, explique por qué; si la respuesta es
S, ¢cuanto vale ese trabajo?

Soluciones

Problema 6.1

Ante todo, es necesario hallar la relacion de
giro de ambas ruedas a partir de considera-
ciones geomeétricas:

Cuando 0a = 27, la banda B avanza 2w ra, y
el angulo barrido por C sera

Oc = Sclrc = 2nralre
Por tanto:
0c/Oa = 27 ral27 1
Oc/Oa =ral rc =10/25=0.4
0c = 0.4 04

Cuando el angulo varie con el tiempo, la
relacion anterior se mantiene. Por tanto,
derivando respecto al tiempo a ambos lados
de la ecuacion:

¢ = 04 WA

oc = 0.4 oA



ac = 0.4 X /2 = 0.2x rad/s?

O=w,tat
t = w/o = 2rfla
= 2n X (100/60)/0.2%
=16.7s
Problema 6.2
f
Solucién 2

La friccién no hace trabajo, porque no hay
deslizamiento de las superficies. Hay un eje
instantaneo de rotacion en el contacto de la
esfera con el plano, que cambia de posicion
de manera continua (Vcm = ®R, donde o es
la velocidad de rotacion, que no es constan-
te). Un observador parado en el centro de la
esfera ve rotar a ésta con la misma veloci-
dad angular o, pero en sentido contrario.

La unica fuerza que trabaja es Fq. Por tanto,
el sistema es conservativo. Tomando el cero
de la energia potencial gravitatoria en la
base del plano:

E1 = E2

Epl =Ee

mgH = % mvew? + % lo?

VéM 1(2 2y/Vem 2
gH = 5 +3(EMR )(T)

gH=vgu(3+3)

- [0
Vem =47 0h

Esta velocidad es algo menor que la alcan-
zaria la esfera si se deslizara sin rotar. Parte
de la energia potencial gravitatoria se em-
plea en hacer rotar la esfera.

Problema 6.3
Para un sistema de particulas
Wyt + Wine = AE¢
En este caso Wint = 0y Weyxe = We + Wi
Como W, = - AE,, se obtiene:
W, = AE.

Es decir, se cumple una relacion analoga a
la expresion del trabajo no conservativo
para una masa puntual.

1 2

Solucién 3

Cuando se detiene vcy = 0, por tanto:
Wnc = - El
Wie = - %2 mvem® — ¥ o,

Aplicando un razonamiento similar al ex-
puesto en el problema (2), ® = vem/R

Wi = - ¥ mvem? — % (MR?) (Veu/R)?
Wi = - Mvep?
=-15x (0.15)?
=-0.3375J.

Note que el resultado no depende del radio
del aro. Este trabajo es el doble del que



haria falta si el aro deslizara sin rotar, a
causa de la energia cinética de rotacion
acumulada.

Problema 6.4

a) La anica fuerza externa que actua es Fg,
y no tiene componentes en el plano de rota-
cion. Por tanto, 2 text = 0 y L = constante.

a) Analizando la definicion de momento de
inercia, se llega fécil a la conclusion de que
al unirse las dos ruedas, Ir = Ia + Ig.

Solucion 4

Luego:
Lo=L
Iamo = (IA + |B)(D =3la®
o =3m

0.

W=

®=

Sustituyendo o = 2xf:
=1f,=1x800 =267 rev/min

b) Eo = % laoo

E =% (3la)(§ @)’ =3 (% 1aod) = 3 Eo

Se pierden 2/3 de la E; inicial.

¢Adonde va esa energia? Analice los posi-
bles mecanismos de pérdida. En particular,
¢es posible un movimiento donde la veloci-
dad pasa instantaneamente de cero a un
valor determinado?

Problema 6.5

Bloque (ver esquema)

T-mg=-ma D
Polea
Como la polea no se traslada, no es necesa-

rio analizar el diagrama de fuerzas de la
traslacion.

El diagrama de fuerzas para la rotacion
queda como:

R

o =7/2

Solucion 5. DCL para el bloque y la polea.

2Text = lo
T’Rsendp =% M R%a
T’ =" MRa. (2

Si la cuerda es inextensible y sin masa, en-
tonces T = T". Se llega asi a un sistema de
dos ecuaciones y tres incognitas (a,o, T):

mg—-T =ma (1)
T =% MRo. (2)

La 3ra ecuacidon se obtiene a partir de la
relacién entre las variables lineales y angu-
lares del movimiento, ya que a = a; = aR:

A =aR. 3)



Sustituyendo (3) en (2)

T=%Ma

Sustituyendo (4) en (1)

mg —Y2 Ma = ma

2m

= om+m Y-

(4)

La tension se obtiene sustituyendo este va-
lor en (4):

_ Mmg
T_2m+M'

=0.03 x 6 x sen90 = 0.18 Nm (der)
El cuerpo rota hacia la derecha.
b) Considerando (+) a la derecha:
R = la
-mtn=la
I = (12 - 1)l
= (0.18 - 0.15)/0.2
= 0.15 kgm?

Problema 6.6

Solucion 6

11 = r1F15en(180-¢;)
=0.02 x 15 x sen30 = 0.15 Nm (izq.)
T2 = IF2sen(180-¢y,)

Problema 6.7

a)
Vi = 2nfR

f= Vt/ZTER
=6/(2x3.14x1.2)

~ 0.8 rev/s

b)
Fradial = Fc

= mV?/R = mo’R = m4r’f°R

=2x4x986x0.64x0.2=10.1 N



CAPITULO 7

Mecéanica de los fluidos
7.1 Conceptos Basicos
Densidad de un fluido
Presion. Unidades
Principio de Pascal
Prensa hidraulica
7.2 Ecuacion fundamental de la hidrostatica
7.3 Principio de Arquimedes
7.4 Presion atmosférica
Barometro
Unidades
Mandmetro
7.5 Fluidos en movimiento
Conceptos basicos
Linea de corriente y tubo de flujo
7.6 Ecuacion de continuidad
7.8 Ecuacion de Bernoulli
7.9 Aplicaciones de la ecuacion de Bernoulli
Relacion entre la presion y la velocidad de un fluido
Teorema de Torricelli
Medidor de Venturi
7.10 Viscosidad
Conceptos basicos.
Unidades.
Ley de Poiseuille
Flujo laminar y turbulento
Numero de Reynolds

7.11 Problemas resueltos



CAPITULO 7

Mecanica de los fluidos

7.1 Conceptos basicos
Densidad

Un fluido es cualquier sustancia capaz de
fluir, de chorrear, derramarse, y de adaptar-
se a la forma del recipiente que la contiene.
La definicion comprende liquidos y gases;
los solidos no fluyen, pero existen algunos
semi-so6lidos como las resinas que pueden
fluir, aunque muy lento. En lo que sigue
este tipo de sélidos no se consideran.

Si m es la masa de un cuerpo o de una por-
cion cualquiera de sustancia y V es el vo-
lumen que ocupa, la densidad absoluta p
del cuerpo se define por la relacién

P:v-

En lo que sigue se consideran los fluidos
como homogéneos. Significa que su densi-
dad (y también su composicion) tiene el
mismo valor en todos los puntos.

Tabla 7.1
Densidad de algunas sustancias
Sustancia p (g/cm’®)

etanol 0.81
agua destilada 1.00
agua de mar 1.03
mercurio (Hg) 13.6
hielo 0.92
hierro 7.6
0ro 19.3
corcho 0.24

Los liquidos y los gases se diferencian en
que los gases son muy compresibles, y su

densidad varia mucho con la temperatura y
la presion; es decir, p = p(T, p). Los liqui-
dos, por su parte, dependen muy poco de T
y de p, y son practicamente incompresibles.
Por tanto, en lo que sigue supondremos que
para los liquidos la densidad se mantiene
constante, siempre que no se especifique lo
contrario.

En la tabla 7.1 aparecen algunos valores
tipicos de la densidad en sélidos y liquidos.
La flotabilidad de un cuerpo esta asociada a
su densidad. El hierro flota en el mercurio;
no asi el oro, etc.

Presion

Considere una superficie S cualquiera, de
area A, sobre la cual actian componentes F;
en direccion perpendicular. La presién me-

dia o promedio actuando sobre la superficie
S se define por la expresion:

F
=2

La presion en un punto se define tomando
el limite para una porcion AA que tiende a
cero (figura 7.1):

p= Jim 5k
L
| |
ANy 4
AA

Figura 7.1. Definicion de presion
Unidades
[p] = [F1/[S] = N/m* = Pascal (Pa)



Principio de Pascal

El principio de Pascal es producto de la
evidencia experimental. Fue enunciado en
el siglo XVII por Blaise Pascal (figura 7.2)
y dice lo siguiente:

La presion aplicada a cualquier region de
un fluido se transmite de forma integra a
todos los puntos del mismo y a las paredes
del recipiente que lo contiene.

Blaise Pascal (1623-1662), filésofo, matemati-
co y fisico francés. En 1642 inventd una de las
primeras maquinas mecanicas de calcular. En
1648 demostré mediante el experimento que el
nivel de la columna de mercurio de un baréme-
tro lo determina el aumento o disminucion de la
presion atmosférica circundante.

Figura 7.2. Blaise Pascal

Junto con el matematico francés Pierre de Fer-
mat, formulé la teoria matematica de la proba-
bilidad, que ha llegado a ser de gran importan-
cia en estadisticas financieras, matematicas y
sociales, asi como un elemento fundamental en

los célculos de la fisica tedrica moderna. Tam-
bién fue el creador del primer sistema publico
de transporte, mediante coches tirados por caba-
llos, recorriendo vias pre-establecidas y paradas
fijas.

Ejemplo.

A modo de ejemplo considere el émbolo de
una jeringuilla de inyecciones a la que se la
tapa la salida del liquido (figura 7.3).

S\

Figura 7.3. Ver texto.

Si F es la fuerza aplicada sobre el piston de
seccidn transversal S, entonces

p=F/S.

Esa presion se transmite a todos los puntos
donde el fluido esta en contacto. Para cada
segmento de area AA habrd una componen-
te perpendicular actuando, de valor F° =
pAA.

Prensa hidraulica

Se basa en el principio de Pascal. Un es-
quema de su funcionamiento aparece en la
figura 7.4. Si p es la presion sobre el liqui-
do, supuesto incompresible, como la pre-
sion es la misma en todos los puntos; p; =

p2.

FE_F _—
Por tanto —X = —% | y agrupando términos:
1 2

n

R_A
FoA,



Si A; >> A, como se ve en la figura, enton-
ces F; >> F,. El sistema de frenado de los
automoviles funciona sobre principios simi-
lares (figura 7.4.a)

Note que el principio de conservacion de la
energia no se infringe. El trabajo realizado
es el mismo en ambos casos: FiAx; =

Piston grande

Fuerza mayor Fl

Distancia recorrida Axl

/ Cilindro
de pedal

F,AX,, donde Ax es lo que avanza cada pis-
ton.

En las prensas los sistemas de presion tie-
nen valvulas que permiten ir afiadiendo
liquido al sistema e impiden su retorno al
piston de menor area.

Fuerza menor F,,

Pistén menor

Distancia
recorrida

Cilindro de
la rueda

Figura 7.4a. El sistema de freno hidraulico de los automaviles funciona sobre la base del principio de Pascal.
La fuerza F; aplicada al piston del freno de area A; se transmite a todos los puntos del liquido incompresible y
ejerce una fuerza F, > F; sobre cada uno de los cilindros en las ruedas, ya que A, > A;, y como la presion es la misma

en todos los puntos, F./F; = A)/A,.



7.2 Ecuacion fundamental de la hidrosta-
tica

Al igual que en los s6lidos, sobre los gases
y los liquidos también actua la atraccion
gravitatoria, y por tanto también tienen pe-
so. Cuando un liquido se encuentra en equi-
librio en un recipiente, cada capa de liquido
debe soportar el peso de todas las que estan
por encima. Esa fuerza aumenta a medida
que se gana en profundidad y aumenta el
namero de capas por encima del punto con-
siderado. Es por eso que en la superficie la
fuerza ejercida (y la presion) es nula, mien-
tras que en el fondo del recipiente la pre-
sion es maxima (figura 7.5).

Diagrama de fuerzas

Figura 7.5. Fuerzas actuando sobre una capa de
liquido de espesor dy en un recipiente: atraccion
gravitatoria Fg, peso de las capas superiores F y
reaccion del apoyo de las capas inferiores F’. En el
equilibrio, F’- F- Fg = ma, = 0.

Para calcular la forma en que varia la pre-
sion desde la superficie del liquido hasta el
fondo del recipiente, considere una porcion
de liquido en forma de disco a cierta pro-
fundidad por debajo de la superficie, de
espesor infinitesimal en la figura 7.5. Las
fuerzas que actlan sobre esa porcion de
liquido a lo largo del eje y son las siguien-
tes:

a) atraccion gravitatoria;
Fq=mg = pVg = pAgdy,

b) peso de las capas liquidas superiores;

F=pAYy

c: fuerza equilibrante ejercida por las capas
inferiores de liquido (de lo contrario la capa
se hundiria);

F’=(p + dp)A.
Cuando la capa esté en equilibrio, se debe
cumplir la relacion
F-F-Fg=may,=0
(p +dp)A—pA - pAgdy = 0.

Simplificando y ordenando esta expresion
se llega a la siguiente expresion:

dp = pgdy.
Para hallar la diferencia de presion entre
dos puntos ubicados a diferentes profundi-
dades y;,y» debemos integrar a ambos lados
de la expresion anterior:

P2 Y2
[ dp= [ pedy
P Y1

Y2
Ap= [ pedy . (1)
Y1
Esta expresion es valida para liquidos y
gases. En los gases hay que tomar en cuenta
la dependencia de la densidad p con la altu-
ra; p = p(y). Como los liquidos son casi
incompresibles, la densidad p se puede con-
siderar constante y extraerla fuera de la
integral.

Liquidos
Considerando p = constante en (1):
y
Ap=pg [ dy =pe(y,-¥y).
y

Tomando y, - y; = h (profundidad a partir
del punto 1) y Ap = p2 — p1, sustituyendo y



arreglando términos en esta expresion, se
llega a:

p2 = p1 + pgh. (2)
Esta ecuacion se conoce como ecuacion

fundamental de la hidrostatica. En particu-
lar, si el punto 1 se toma en la superficie del
liquido, p1 representa la presion en la super-
ficie, y h la profundidad a partir de la super-
ficie.

15m

p1=p2=p3

Figura 7.6. La presion estatica depende solo de la profundidad.

Ejemplos de aplicacion

Las leyes de la mecénica de fluidos pueden
observarse en muchas situaciones cotidia-
nas. Por ejemplo, en la figura 7.6 la presion
ejercida por el agua en el fondo de un es-
tanque es igual que la ejercida por el agua
en el fondo de un tubo estrecho, siempre
que la profundidad sea la misma. Si se in-
clina un tubo més largo lleno de agua de
forma que su altura méxima sea de 15 m, la
presion en el fondo serd la misma que en
los otros casos. En el sifén a la derecha, la
fuerza hidrostatica hace que el agua fluya
hacia arriba por encima del borde, hasta que
se vacie el cubo o se interrumpa la succion
en la manguera.

7.3 Principio de Arquimedes

Considere una porcion cualquiera de liqui-
do en el seno de un fluido, con un volumen
Vs (volumen sumergido) como se ve en la
figura 7.7.

La ecuacion fundamental de la hidrostatica
(2) nos dice que la presién aumenta con la

profundidad, por lo que las componentes
verticales de las fuerzas ejercidas sobre la
parte inferior del volumen considerado se-
ran superiores a las ejercidas sobre la parte
superior.

A
E
P T
m // =N
\
/ ® CM :
/ /
( =7
\ ==
F=P

Figura 7.7. Principio de Arquimedes.



La diferencia de presiones origina una fuer-
za neta E actuando hacia la superficie que
se conoce como “empuje de Arquimedes”.
En la figura, la porcion de liquido analizada
se comporta como si todas las fuerzas ex-
ternas estuvieran actuando sobre su CM. En
el equilibrio las componentes horizontales
se compensan, mientras que en la vertical,
E=F,.

Si el sistema no esta acelerado, Fy es tam-
bién igual al peso del volumen de liquido
considerado. Por tanto, el empuje de Ar-
quimedes sera igual al peso del volumen de
liquido considerado. Como Fy = mg =
p.V.g, es posible expresar el empuje como

E=p Vig- (3)

Suponga ahora que el volumen de liquido
Vs se sustituye por otro idéntico de algun
material sélido de diferente densidad ps, por
ej., por madera. Fy no sera la misma, ya que
la densidad de la madera diferira, en gene-
ral, de la del liquido, psgiido # Priquido, Y

Fy=m’g=psV,g # pLVsO -

Sin embargo, el empuje calculado en la
ecuacion (3) no variara, puesto que depende
de las fuerzas ejercidas por el resto del li-
quido y no de la porcién de liquido sustitui-
da por el solido.

Note que si el solido se sumergiera en el
liquido, desplazaria de su lugar un volumen
de liquido igual al suyo, y el resultado del
analisis sobre el empuje seria igual al que
acabamos de realizar. Es posible resumir
estos resultados de la forma siguiente:

Todo cuerpo sumergido en el seno de un
fluido recibe un empuje ascendente igual al
peso del fluido desalojado

El enunciado anterior se conoce como
“principio de Arquimedes” y es conocido
desde la antiguedad.

Arquimedes (287-212 a.C.), matematico e in-
ventor griego. Escribié importantes obras sobre
geometria plana y del espacio, aritmética y me-
canica (figura 7.8).

Nacio en Siracusa, Sicilia, y se educé en Ale-
jandria, Egipto. En el campo de las matematicas
se anticipd a muchos de los descubrimientos de
la ciencia moderna, como el calculo integral,
con sus estudios de areas y volumenes de figu-
ras sélidas curvadas y de areas de figuras pla-
nas. En mecanica, Arquimedes definié la ley de
la palanca y se le reconoce como el inventor de
la polea compuesta y del tornillo sin fin para
elevar el agua de nivel. Se dice que descubri el
principio que lleva su nombre mientras se ba-
fiaba en una tina, al notar como tendia a flotar y
el agua se desbordaba cuando se sumergia.

Figura 7.8. Arquimedes.




7.4 Presion atmosférica

La atmosfera también se puede considerar
formada por capas sucesivas de aire que
descansan unas sobre otras. Por tanto, el
andlisis de la seccidn 2 también es valido en
este caso, y la ecuacion (1), que expresa la
diferencia de presiones a diferentes alturas
es valida:

Y2
Ap= [ pedy .
Y1
Pero ahora no es posible considerar la den-
sidad del aire constante, pues varia en for-
ma apreciable con la altura. Para grandes
alturas también habria que tomar en cuenta
la variacion de g. Las determinaciones ex-
perimentales de la presion muestran que la
presion atmosférica varia con la altura se-
gun la siguiente expresion:
Patm = poeay.

Esta es la ecuacién barométrica, donde y
representa la altura sobre el nivel del mar;
Po €s la presion a la altura y,. La constante
o es igual 2 0.116 km™.

Barémetro

La presion atmosférica se mide utilizando
el barémetro de mercurio, inventado por
Torricelli en 1643.

Si un tubo de vidrio se llena de mercurio
por completo, se invierte sin dejar que pe-
netre aire y se sumerge en una cubeta que
contiene el mismo liquido, se encuentra que
la altura de la columna se estabiliza alrede-
dor de los 760 mm (figura 7.9). La presion
residual dentro del tubo (pres) esta originada
en lo esencial por vapores de mercurio y
tiene un valor muy pequefio. Al estabilizar-
se la columna de mercurio, la fuerza ejerci-

da por la presion atmosférica sobre la su-
perficie del mercurio en la cubeta se equili-
bra con la fuerza ejercida por la columna en
el fondo del recipiente.

(

76 cm

Figura 7.9. Bardmetro

En la figura 7.10, las fuerzas ejercidas por
encima y por debajo de la seccion transver-
sal del tubo, de area A, deben ser iguales en
el equilibrio. Si pyg es la densidad del mer-
curio, aplicando la condicidn de equilibrio y
la ecuacion fundamental de la hidrostatica,

F]_ = Fz
P1A = p2A

Pres + PHgd(N + L) = pa + prggL.

Simplificando términos, considerando pres =
0 e invirtiendo la ecuacion, se llega a

Pa= pHggh .

De aqui que el valor de la presion atmosfé-
rica en pascal puede obtenerse midiendo la
altura h de la columna a partir de la superfi-
cie del mercurio en el recipiente.



Unidades

1 atmosfera normal = 760 mm de Hg = 760
Torr. En el SI de unidades: 1 atmosfera
normal = 101 325 Pa. También se acostum-
bra utilizar el hectopascal (hPa).

Presidual = 0
(] Vacio

______ |

;
Mercurio

i

|

|

|

E |
Presion atmosférica :
|

|

|

|

—_It

NN\

......

Y
/

Y
G

1 atm = 1013.25 hPa;

1 milibar = 1 hectopascal.
En algunos textos se utiliza el bar: 1 bar =
750 mm de Hg.

atm

H 022020000
|

|

| |
—l

Ir, |

A

Figura 7.10. Fuerzas actuando sobre el mercurio del barémetro.

Barémetro aneroide

Resorte

Palancas

metalico con
vacio parcial

Resorte

Figura 7.11. Barémetro aneroide.

Mediante un barometro de mercurio es po-
sible calibrar la deformacion de una mem-
brana metéalica hueca a la que se le ha hecho
vacio. Cuando esta membrana se acopla a
una aguja que indica variaciones en una
escala, indicara los cambios de la presion

atmosférica, pues la membrana se dilata o
contrae con los cambios de la presion (figu-
ra 7.11). Este es el principio de funciona-
miento de los barémetros aneroides (sin
liquido).

7.5 Mandémetro

El manometro es un instrumento utilizado
para medir la presidn en recipientes cerra-
dos. Hay manometros de liquido cerrados y
abiertos; los cerrados se usan para medir
presiones pequefias, del orden de varios mm
de Hg. También hay mandmetros de aguja,
similares en su funcionamiento al baréme-
tro aneroide.

A titulo de ejemplo consideremos el fun-
cionamiento del manémetro abierto, que se
utiliza en el laboratorio para medir presio-
nes cercanas a la presion atmosférica. Con-
siste en un tubo en forma de U, abierto por
ambos extremos y relleno parcialmente de



un liquido adecuado que puede ser agua,
aceite, mercurio o alguna otra sustancia.
Uno de los extremos del tubo se conecta al
recipiente cuya presion se desea medir,
mientras que el otro extremo queda abierto
a la atmasfera (figura 7.12).

Pﬂ"‘l'l ﬂ

iy
=N o4

,‘___:'

] P 11

Liquido

| fl v

Figura 7.12. Man6metro abierto

En el equilibrio, en el extremo inferior del
tubo las fuerzas ejercidas por las columnas
deben ser iguales, al igual que las fuerzas
en los puntos 1 y 2; es decir, F; = F, y co-
mo el area es la misma,

P1=pP2

P1 + pghs = p2 + pghs.
Pero p; es la presion pg.s dentro del reci-
piente y p, la presion atmosférica. De ahi
que:
P - Pa = pg(h2 — hy).
La resta p - p, es la presion manométrica.

Para obtener la presion absoluta a partir de
la medicion de las alturas, siempre hay que
sumar o restar el valor pgAh a la presion
atmosférica. Note que en el ejemplo consi-
derado p > p,. En el caso contrario seria hy
> hy, y el término pgAh en la expresion
anterior seria negativo.

Cuando la presion es menor que la atmos-
férica dentro del recipiente, para medir la
presion se usan mandmetros cerrados, don-
de en la rama cerrada se hace vacio y el
liguido manométrico es por lo general mer-
curio.

Otros tipos de mandmetros aparecen en la
figura 7.13.

Figura 7.13. 1zq. Manémetro aneroide; funciona similar al barémetro aneroide. Der. Manémetro de Bourdon.

Usa un tubo enrollado en espiral acoplado a la aguja.



Ejemplo

¢Cudl serd la presion absoluta en el reci-
piente de la figura 7.12, expresada en pas-
cal, si el liquido es mercurio, y la superficie
del liquido en la rama 2 se encuentra 10
mm por encima de la superficie de la rama
1 del manémetro?

P = pa+ pg(hz —hy)
p=760+10=770 mm Hg =770 Torr
760 _101325

770 X
x =101 325 x 770/760 = 102658 Pa
x =1026.58 hPa.

7.6 Fluidos en movimiento
Conceptos béasicos

Para analizar los fluidos en movimiento,
por el momento consideraremos solo aque-
llos flujos que cumplen las condiciones de
ser estables, irrotacionales, no viscosos e
incompresibles.

——
-

— ———

Figura 7.14. Régimen estable.

Estable. Significa que la velocidad de las
particulas es constante en cada punto del
fluido (aunque la velocidad varie de un
punto a otro). En la figura 7.14, v, #V,

pero ni una ni la otra varian con el transcur-
so del tiempo y el régimen es estable.
Cuando la velocidad en cada punto varia
con el transcurso del tiempo, el flujo es de
régimen variable.

— @9

Figura 7.15. Ejemplo de régimen rotacional.

Irrotacional. Un flujo es irrotacional cuan-
do no es posible encontrar en las particulas
que lo forman alguna componente de velo-
cidad angular neta. Un ejemplo de flujo
rotacional es el representado en la figura
7.15, donde los vectores representan las
velocidades en diferentes puntos del fluido.
Note que un cilindro con paletas colocado
bajo la accion del flujo tenderia a rotar en la
direccion indicada, sefialando con claridad
la componente rotacional.

No viscoso. No hay friccion entre las dife-
rentes capas del liquido ni tampoco del li-
quido contra las paredes del recipiente. No
hay disipacion de energia mecanica.

Incompresible. Significa que la densidad p
es constante. Esta condicién es valida para
los liquidos, pero no para los gases. De aqui
que en lo que sigue se consideren sélo li-
quidos mientras no se especifique lo contra-
rio.

Linea de corriente y tubo de flujo

La trayectoria de una particula en el seno de
un fluido se denomina linea de corriente.
Las lineas de corriente tienen la particulari-
dad de que no se cortan jamas.

La velocidad siempre es tangente a la
trayectoria. Si dos lineas de corriente se
cortasen, en el punto de cruce la velocidad
de la masa puntual tendria que tener dos
direcciones diferentes a la vez, lo cual es
absurdo (figura 7.16).



Figura 7.16. Las lineas de corriente no se pueden
cortar. La masa puntual tendria dos velocidades
diferentes a la vez.

Como las lineas de corriente no se pueden
cortar, es posible imaginar la existencia de
un tubo de flujo en el seno del liquido, for-
mado de lineas de corriente. El tubo de flu-
jo se comporta a todos los efectos como un
tubo real, ya que las lineas de corriente que
entran por un extremo tienen que salir por
el otro, pues no pueden cortar las lineas que
forman la “pared” del tubo.

En la figura 7.17, la masa puntual que entre
por A, debe por fuerza salir por B. El con-
cepto de tubo de flujo permite extender el
analisis no sélo al flujo de liquidos por tu-
berias, sino también al movimiento de una
porcién de liquido dentro de otra mayor;
por ejemplo, una corriente en un rio.

Figura 7.17. Tubo de flujo

7.7 Ecuacioén de continuidad

La figura 7.18 representa un tubo de flujo
de seccion transversal variable, donde hay
un flujo establecido de izquierda a derecha
que cumple las condiciones de estabilidad,
no rotacional, no viscoso e incompresible.
Considere un pequefio intervalo de tiempo
At.

Igualando los volumenes y sustituyendo en
funcion de las areas y de la velocidad:

V1:V2

AiX1 = A

X, = VAt

Figura 7.18. Ecuacion de continuidad

AViAL = AVvoAt
AV = Axs,

Como los puntos 1 y 2 son arbitrarios; en
cualquier punto del tubo de flujo el produc-
to Av se debe mantener constante. Esta
ecuacion se denomina ecuacion de conti-
nuidad, y es valida solo bajo las condicio-
nes establecidas antes para el fluido. Tam-
bién se acostumbra expresar la ecuacién de
continuidad por su expresion equivalente:

Av = constante.
Gasto

El gasto (G) en una tuberia se define como
el volumen que sale por la tuberia en la
unidad de tiempo:
=Y.

t

Expresando el volumen saliente de liquido
en un intervalo de tiempo t como V = Ax y
considerando que x/t = v, el gasto tambiéen
se puede expresar como

G=Avw.
Unidades. En el Sl de unidades, [G] =



[VI/[t] = m*fs.

Ejemplo
Estrechamiento en una tuberia.
Segun la ecuacion de continuidad,

Aivi = Ayvy;

PR— —p
\"I \'2

Figura 7.19. Estrechamiento en una tuberia

por tanto: v, = (A1/Az)vi, Yy como segun la
figura 7.19 A4/A; > 1, se llega a la conclu-
sion de que v, > v;. La velocidad del flujo
aumenta en el estrechamiento.

7.8 Ecuacioén de Bernoulli

En la figura 7.20 la porcion de liquido
comprendida entre A y A’ avanza de iz-
quierda a derecha. La fuerza F; sobre la
seccion transversal A; la ejerce el liquido
que viene detrés. La fuerza F, es ejercida
por el liquido que va delante. Se desea ana-
lizar la variacion de energia de esa porcion
de liquido cuando avanza hasta BB’.

Cuando la seccion transversal A avance
hasta B, la seccion transversal A’ lo hara
hasta B’. La porcion de liquido que se en-
cuentra entre B y A’ no varia su energia
durante el movimiento, y el resultado neto
que se obtiene durante este proceso es simi-
lar al que se obtendria si el volumen de li-
quido comprendido entre las secciones A y
B se trasladara integramente hasta A’B’.

Ya que el CM se comporta como si todas
las fuerzas obraran sobre él, s6lo sera nece-
sario analizar la variacion de energia del

CM de la porcion de liquido trasladada. Las
fuerzas de interaccion liquido-tuberia son
normales y no trabajan, por lo que no se
consideran.

S
&
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Figura 7.20. Ecuacion de Bernoulli

Aplicando el teorema del trabajo y la ener-
gia para un sistema de particulas a la por-
cion de liquido considerada:

Wrext = AE¢
F1AXq — F2AX, + Weg
=1 mvy? — Yo mvq?. (4)
Pero:

Weg = - AEp = - (Epz — Ep1) = - mgyz + mgy:
FAX = pAAX = pV = p(m/p).
Sustituyendo estas dos Ultimas expresiones

en7.4:
p1(m/p) — p2(m/p) — mgy. + mgy,
=1 mvy? — Y mvy2.
Tras simplificar y agrupar términos se llega
a:
p1+ Y2 pvi® + pOys = o + %2 pv2’ + pgyo.

Como los puntos 1 y 2 son puntos arbitra-
rios en el liquido, se llega con facilidad a la
conclusion de que en todos los puntos,

p + % pv? + pgy = constante.



Esta es la ecuacion de Bernoulli, formulada
en 1738 por el matematico y fisico suizo
Daniel Bernoulli.

El pardmetro p se denomina presion abso-
luta. La suma p + pgy es la presion estatica
(también hidraulica, en algunos textos) y el
término % pv” es la presion dinamica.

7.9 Aplicaciones

Relacion entre la presion y la velocidad
de un fluido

Al analizar la ecuacion de continuidad, se
vio que la velocidad aumenta en la parte
mas estrecha de la tuberia, y v, > v; en la
figura 7.19. Como los puntos 1 y 2 estan a
la misma altura, haciendo y; = y, en la
ecuacion de Bernoulli, se obtiene:

p1+ % pvi® = Py + % pVvo°
P1—p2="2p (Vo' — V1) >0
P1 > p2,

y la presion es menor en la seccion mas
estrecha de la tuberia. Este es un resultado
general, y significa que en cualquier region
donde el fluido tenga mayor velocidad la
presidn serda menor.

Ejemplo
Fuerza de sustentacion

Se comprueba con facilidad que al soplar
con suavidad en el borde de una tira de pa-
pel asida por el extremo mas cercano a los
labios, es posible lograr que ésta se levante
cuando se sopla en la horizontal por encima
del papel (figura 7.21). La diferencia de
presiones Ap encima y debajo de la hoja
hace aparecer una fuerza de sustentaciéon F
= AAp, donde A es el area de la superficie

en contacto con el aire que se mueve a ma-
yor velocidad.

Aire en movimiento

—— plllL‘T 101

S pmayor
Sustentacion T F

————

Figura 7.21. Fuerza de sustentacion.

En muchos textos de fisica se menciona
como ejemplo de aplicacion de la ecuacion
de Bernoulli la fuerza de sustentacion en las
alas de los aviones, ya que la presion es
menor alli donde la velocidad del fluido es
mayor. Se alega que el perfil del ala de un
avion se construye de forma tal que el aire
debe recorrer una distancia mayor en igual
tiempo cuando pasa por encima de la mis-
ma que por debajo. En este caso quien se
mueve es el avion, pero la velocidad relati-
va del aire con relacién a la superficie del
ala es mayor por la parte superior del ala
que por la inferior, y por tanto la presién es
menor (figura 7.21). Sin embargo, esto no
es exactamente asi, pues en el proceso tam-
bién intervienen otros factores.

TEMA AVANZADO

¢ Cémo surge la fuerza de sustentacién en
los aviones?

Los aviones son capaces de volar largos
tramos de forma invertida sin perder altura,
incluso si sus alas son planas (figura 7.22),



lo que contradice la explicacion de la sus-
tentacion a partir de la ecuacion de Bernou-
Ii.

Sustentncitn seet
Sustentacion segun Mayor velocidad

ec, de Bernoulli del aire
@k
ﬁ o
NG —

Menor velocidad
del aire

Fuerza de
sustentacion

Figura 7.22. Los aviones son capaces de volar lar-
gos tramos de forma invertida.

Una explicacion alternativa es que, gracias
al angulo de ataque del ala, la variacion de
la cantidad de movimiento del viento crea
la fuerza de sustentacion, de acuerdo a las
segunda y tercera ley de Newton,
FR = AP At’ FR
lar a la elevacion de una cometa, donde la
cuerda que sostiene la cometa es sustituida
por la fuerza que ejerce el motor del avion

(figura 7.23).

=—F,. La situacion es simi-

Muchos consideran que la explicacion co-
rrecta es una combinacion de ambos efec-
tos, pero aln quedan algunas cuestiones
importantes por explicar; una de ellas es
que el aire que pasa por encima del ala no
tarda lo mismo en llegar a la parte trasera

del ala que al pasar por debajo, lo que es
basico para la explicacion a partir de
Bernoulli; en realidad, llega algo retrasado.
Por tanto, aln esta por aparecer una clara
explicacion de como surge la region de baja
presion encima del ala.

Sustentacion segin
Newton

Angulo de ataque

Figura 7.23. La fuerza de sustentacién a partir de la
reaccion sobre el ala cuando ésta desvia el aire hacia
abajo, segun establecen las leyes de Newton.

Mas informacion en
https://www.grc.nasa.gov/www/k-

12/Virtual Aero/BottleRocket/airplane/quided.htm) y
No One Can Explain Why Planes Stay in the Air |
Scientific American,
https://www.scientificamerican.com/video/no-one-
can-explain-why-planes-stay-in-the-air/.

Efecto Magnus

Una pelota que se lanza rotando arrastra las
capas mas cercanas de aire durante su rota-
cién y crea un remolino de aire. En un lado
de la pelota el remolino es contrario al flujo
de aire, reduce su velocidad y la presion
aumenta. En el lado contrario la velocidad
del aire se incrementa y la presion se redu-
ce. El resultado es una fuerza neta hacia el
lado donde la presion es menor (figura
7.22).

Este es un efecto muy usado en el béisbol
para lograr lanzamientos curvos. También
en el futbol, para centrar en porteria desde


https://www.grc.nasa.gov/www/k-12/VirtualAero/BottleRocket/airplane/guided.htm
https://www.grc.nasa.gov/www/k-12/VirtualAero/BottleRocket/airplane/guided.htm
https://www.scientificamerican.com/video/no-one-can-explain-why-planes-stay-in-the-air/
https://www.scientificamerican.com/video/no-one-can-explain-why-planes-stay-in-the-air/
https://www.scientificamerican.com/video/no-one-can-explain-why-planes-stay-in-the-air/
https://www.scientificamerican.com/video/no-one-can-explain-why-planes-stay-in-the-air/

la esquina o burlar la barrera cuando hay
penales.

F
Figura 7.24. Efecto Magnus

Teorema de Torricelli

El teorema se refiere a la velocidad de
salida de un liquido por un pequefio
orificio. Establece que, en las condiciones
de la figura 7.25, donde A; >> A, la
velocidad de salida del liquido es la misma
que la de un cuerpo que cae libre desde una

altura h: v=/2gh .

Figura 7.25. Teorema de Torricelli

Demostracion

Aplicando la ecuacion de Bernoulli,
PL+ Y2 pVvi® + pgy1 = P2 + Y2 pV2* + pgya,
P1 = P2 = Patm,
pues ambas, la superficie del liquido y la
del orificio, estan en contacto con la
atmosfera. Como A; >> A, la velocidad de
descenso del nivel del liquido sera muy

pequefia, y con excelente aproximacion
puede considerarse que v; = 0.

Sustituyendo y simplificando en la
expresion anterior, se obtiene:

pg(y1 — Y2) = ¥ pvo°
v, =,/2gh .
Medidor de Venturi

Es un instrumento usado para medir el
gasto en una tuberia. Est4 formado por una
seccion de tuberia con un estrechamiento y
dos manometros, como muestra la figura
7.24. Al inicio de la seccién 7.9 se vio que,
para una tuberia con estrechamiento,

pL—p2 =Y p (V2" — Vi), (5)

Densidad p

Figura 7.26. Medidor de Venturi

Por otra parte, considerando la altura de las
columnas de liquido en la figura 7.26 con
respecto al centro del tubo,

P1 = Pa+ pghs

P2 = pa + pghy. (6)

A partir de la ecuacion de continuidad Ajv;
= AyV, es posible escribir:
Vo© = (AdAL) Vi @)

Sustituyendo (6) y (7) en (5), agrupando
términos y simplificando con G = Av, se
llega a:

1
2g(h;-h,) 2
VAS-A?

Si se conocen las areas A; y Az, midiendo

G=




la diferencia de alturas es posible conocer el
gasto en la tuberia.

7.10 Viscosidad
Conceptos basicos

Resulta util definir la viscosidad de un flui-
do a partir del analisis del siguiente experi-
mento.

Suponga que el dispositivo de la figura 7.25
estd compuesto por dos cilindros concéntri-
cos. El externo es hueco y el interno es so-
lido. Ambos estan sumergidos por completo
en el seno de un fluido, y el cilindro in-
terno, de superficie S, rota con velocidad
angular o, mientras que el cilindro externo,

situado a distancia ¢ del interno, se mantie-

ne fijo.

Figura 7.27. Definicién de viscosidad

Es posible entonces verificar los siguientes
resultados experimentales:

e Para que el cilindro interior gire con ve-
locidad constante v, es necesario aplicar
una fuerza F sobre él. De ahi se deduce que
debe haber una fuerza de friccion f, ejercida
por el liquido, con un valor tal que

F+f=ma=0,

por lo que f=-F en todo momento. La

fuerza f se conoce como friccion por visco-
sidad.

e El modulo de f cumple la siguiente pro-
piedad:

f_ v

3 - nE .
donde S es el area del cilindro, v la veloci-
dad tangencial, L la separacion entre las
superficies y n el coeficiente de viscosidad,
que depende de la naturaleza del fluido
considerado y de la temperatura. Este resul-
tado es valido solo cuando L es pequefio y
el flujo sigue un régimen laminar, donde las
capas de fluido no se mezclan.

Cuando se analiza la velocidad de las parti-
culas microscépicas que componen el flui-
do (figura 7.28), se encuentra que las molé-
culas de liquido cercanas a las superficies
se adhieren a las mismas y viajan junto con
ellas. Las moléculas adyacentes al cilindro
movil tendran velocidad maxima (la veloci-
dad tangencial del cilindro) mientras que
las que estan junto al cilindro externo esta-
ran en reposo.

De ahi que exista un gradiente de velocida-
des desde el cilindro interno al externo (y
que el flujo laminar no sea irrotacional).

Se concluye de lo anterior que la viscosidad
se relaciona con el deslizamiento relativo
de las capas de fluido entre si, y no con la
interaccion entre el fluido y las paredes del
recipiente. Esto nos permite afirmar que la
viscosidad no depende de la naturaleza de
la superficie solida, sino solo de las carac-
teristicas del liquido o gas que se encuentra
entre las superficies.



0 Gradiente de
velocidades

Figura 7.28. Andlisis de la velocidad del liquido. A la derecha, viscosimetro de rotacién comercial.

Unidades

En el SI de unidades: [n] = [FI[LV/[S][V] =
Ns/m? Sin embargo, en vez de esta unidad
se acostumbra utilizar el poise (ps), defini-
do sobre la base del sistema cgs de unida-
des. La relacién de conversion con el Sl de
unidades es:

1 ps = 0.1 Ns/m%.

En la tabla 7.2 aparecen algunos valores
tipicos del coeficiente de viscosidad. Para
tener una idea del significado de los dife-
rentes valores de n, recuerde que la friccion
por viscosidad es proporcional a la veloci-
dad. Por ejemplo, es fécil aplaudir en el aire
(181 ups) pero muy dificil hacerlo en el
agua (1.0 cps).

Por otra parte, no confundir la viscosidad
con la densidad. El aceite de ricino es me-
nos denso que el agua (0.96 g/cm®) y flota
en ella; sin embargo, su viscosidad es casi
mil veces mayor que la del agua a la tempe-
ratura ambiente.

TABLA 7.2
COEFICIENTE DE VISCOSIDAD
Sustancia n (20°C) n (60°C)
aire 181 ups 200 pps
agua 1.0 cps 0.47 cps
aceite de ricino 9.86 ps 0.30 ps

Ley de Poiseuille

La ley de Poiseuille se refiere al gasto de un
liquido viscoso que fluye por una tuberia de
seccion uniforme y radio R. A causa de la
viscosidad, la velocidad del liquido es dife-
rente en las paredes y en el centro del tubo,
y la expresion G = Av ya no sera valida.

Figura 7.29. Ver texto

En este caso, es posible demostrar que el
gasto puede expresarse como:

G = nR4Ap
8nL '

donde Ap es la diferencia de presion en los
extremos y L la longitud de la tuberia (figu-
ra7.29).

La ley de Poiseuille, ademas de las aplica-
ciones relacionadas a la ingenieria y a todo
lo que se transmita por tuberias a grandes
distancias, también tiene aplicaciones bio-



I6gicas. Se usa en el estudio de la dinamica
de la sangre en las venas, arterias y capila-
res (hemodinamica) y al analisis del aire
que llega a los alveolos pulmonares. Si el
radio de los conductos respiratorios se re-
duce a la mitad, el flujo de aire que alcanza
los alveolos se reduce 16 veces, como indi-
ca la dependencia de R*.

Flujo laminar y turbulento. NUumero de
Reynolds

€«

Laminar

€«

Turbulento

Figura 7.30 Régimen laminar y turbulento.

A bajas velocidades los fluidos fluyen en

régimen laminar, que puede describirse
mediante las ecuaciones de Navier-Stokes,
deducidas a mediados del siglo XIX. A
velocidades altas, el movimiento de los
fluidos se hace turbulento. En los fluidos
que fluyen por tubos, la transicion del mo-
vimiento laminar al turbulento depende del
diametro del tubo D, de su velocidad media
Vm, de la densidad p y de la viscosidad n
del fluido (figura 7.30). Cuanto mayores
son el didmetro D, la velocidad media vy, y
la densidad p, y cuanto menor es la viscosi-
dad m, mas probable es que el flujo sea tur-
bulento.

La combinacién empirica de estos 4 paré-
metros da origen al numero adimensional
de Reynolds:

_PVvmD

N
Ry

Cuando Ng < 2000 el flujo es laminar. Si
Ng > 3000 el flujo seré turbulento. Cuando

2000 < Ngr < 3000, el flujo es inestable;
puede variar de uno a otro tipo de régimen.

Esfera

Resistencia
1

_'_'__'__/

aerodinamica
media

Superficie aerodinamica

Resistencia minima
(ala de un avion)

Plano rectangular

w . .
<5, 3y Altaresistencia

al avance
p: J

Figura 7.31. Resistencia aerodindmica




Ejemplo
¢Cual es la maxima velocidad media con

que puede circular agua en un tubo de 1 cm
de diametro en régimen laminar, a 20 °C?

Para que haya régimen laminar,

_pvmD

N
Ry

< 2000.

Despejando, vy, < 2000n/pD =0.2 m/s.
Resistencia aerodinamica

El aire ejerce gran oposicion a los cuerpos
que se desplazan en su seno a alta veloci-
dad, y esa resistencia varia en gran medida
en dependencia de la forma del cuerpo. Por
ejemplo, una esfera (figura 7.31) y, sobre
todo, una superficie cuadrangular (abajo),
obligan al aire a cambiar de direccion, cau-
sando turbulencias y una fuerza de frenado
notable. Por otra parte, el ala de un avion, a
pesar de ser el origen de un empuje ascen-
dente, apenas perturba el aire, por lo que
sufre poca resistencia al avance.

Las formas aerodindmicas son importantes
no solo en los aviones, sino también en
vehiculos terrestres 0 maritimos que se
mueven a gran velocidad o que tienen gran
tamano (autos de carrera, trenes, rastras).

7.11 Problemas resueltos

7.1. La densidad del agua es de aproxima-
damente p, = 1 g/cm®. La del hielo, pp =
0.92 g/cm®. Calcule qué fraccién de un pe-
dazo de hielo sumergido en agua queda por
encima de la superficie.

7.2. Un objeto cubico de 50 cm de arista y
200 kg de masa esta colgado de una cuerda

y sumergido en un liquido de densidad 1.2
g/cm®, a una distancia de la superficie igual
a la mitad de su arista.

Figura problema 2

a) Encontrar la fuerza ejercida por el liqui-
do sobre la cara superior del bloque. b) So-
bre la cara inferior. ¢) ¢Cudl es la tension de
la cuerda?

7.3. Un bloque de madera (M) flota en el
agua (pa ~ 1 g/cm®) con 2/3 de su volumen
sumergido. En aceite flota con 0.9 de su
volumen sumergido. Encontrar la densidad
de a) la madera, b) el aceite.

7.4. Desde un s6tano inundado se bombea
agua con rapidez de 5 m/s, a través de una
manguera de 2 cm de diametro interno. La
superficie del liquido esta a 3 m por debajo
de la puerta de salida del agua. ¢Cuanta
potencia suministra la bomba?

1

10m

Figura problema 5

7.5. En la seccion de tuberia de la figura, A;
=4.cm? A, =8cm? vy =5m/sy la presion
en (1) es de 1.5 x 10° Pa. ;Cudl es la
presion en el punto (2), a 10 m por debajo
del (1)?



7.6. Una esfera de madera de 20 cm de
diametro y densidad p, = 0.85 g/cm® se
encuentra sujeta por un hilo al fondo de un
recipiente de agua (densidad p, = 1 g/cm®)
como muestra la figura.

Figura problema 6

Calcule la tension del hilo. (Volumen de la
esfera: (4/3)nR®).

7.7. Un tubo de vidrio en forma de U con-
tiene mercurio. Cuando se vierten 11.2 cm
de agua en la rama derecha, ¢a qué altura se
elevara el mercurio en la rama izquierda a
partir de su nivel inicial? (pmercurio = 13.6

glem®)

7.8. El agua embalsada en una presa tiene
una profundidad de 15.2 m. La cortina es
atravesada por un tubo horizontal de 4.3 cm
de diametro, que tiene un tapon a la salida a
una distancia de 6.15 m bajo la superficie

del agua.
6.15m I

15.2m

Figura problema 8

a) Halle la fuerza de friccidn entre el tapon
y las paredes del tubo. b) Si se quita el ta-
pon, ¢;qué volumen de agua saldra por el
tubo en 3 horas?

Problemas propuestos

1. Dos esferas de igual radio, una de made-
ra M (p = 0.8 g/cm®) y otra de cobre C (p =
8.5 gr/cm®) se encuentran en un recipiente
con agua destilada (p = 1 gr/cm®) como se
muestra. a) ¢Serén iguales las fuerzas de
empuje actuando sobre cada esfera? Si no
son iguales, ¢cudl es mayor? Justifique su
respuesta sobre la base de leyes conocidas
de la fisica. b) ¢ Cual deberia ser la densidad
del liquido para que la esfera de madera
flote con un 10% de su volumen por encima
de la superficie (V(fuera)/V(total) = 0.1)?

2. Considere el caso de un cubo de madera
de densidad py = 0.80 g/cm® flotando en
una disolucion salina de densidad ps = 1.2
g/ cm®. @) Haga un esquema y plantee el
diagrama de cuerpo libre, expresando cada
una de las fuerzas representadas en funcion
de la densidad y el volumen correspondien-
tes (volumen total Vr, sumergido V¢ fuera
del agua V). b) Calcule la relacion numéri-
ca Ve/V para el blogque de madera en estas
condiciones.

3. En la seccion de tuberia de agua (p = 1
ton/m?) de la figura, A; = 4 cm? A, = 8
cm?, vi =5 m/s y la presién en (1) es de 1.5
x 10° Pa. ;Cudl es la presién en el punto
(2), a 10 m por debajo del (1)? No tome en
cuenta la viscosidad del agua.

Problema propuesto 3

Soluciones
Problema 7.1.
Ve/V1?



g

Solucién 2b

Problema resuel_to 1. Interpretacién: Vg: vol. Fuera, E =101 325 x 0.52 +
Vs: vol. Sumergido, V+: Vs + Ve

3 3
SF,=E-Fy=may=0—>E=F, +1.2x10°x 10x 0.5°/ 2

=25331 + 750
F=26081 N

pPagVs = Mng
paVs = pnVT
VeVt = (V1= V)Vt =1-Vs/V7
Ve/V1=1-pnlpa=1-0.92/1=0.08 (8%)

b) El razonamiento es idéntico al del inciso
anterior, utilizando h = 3L/ 2:

F = paml? + 3pgL3/2
F = 25331 + 2250
F=27581N

Problema 7.2.

c) 2Fy = may = 0 en el equilibrio:

T+E-Fg=0
T=F,—E
- T=mg-pVyg
Solucién 2a
: T=200x10-1.2x 10°x 0.5° x 10
a) Sobre la cara superior, p = pam + pgh;
= 2000 - 1500
F=pA
T =500 N.

F = (Pam + pgL/2)L?

F = paml? + pgL>/2
(g/cm?® = ton/m* = 10° kg/m®)

Problema 7.3.
a) Cuando flota en agua, Vs = 2Vr. En el
equilibrio,
F,=E.
MMY = PaguaV'sg

Mmm = paguaVS =Vt



Mm/VT =Pagua 3= Pm
pM = 2 Pagua = 0.67 glcm®
b) Igualmente, Fq = E en el equilibrio.
MmQ = PaceiteVsJ
MM = Paceite X 0.9V
Mm/V1 = 0.9paceite = PM
Paceite = pm/0.9 = 0.67/0.9
~0.74 g/cm®

P=10x3x10®x nx 0.02°x5/4

Problema 7.4.

P = AW/At. El trabajo Wg realizado por la
bomba de agua sobre cada porcién de masa

m debe ser, como minimo, igual al
realizado por la gravedad con signo
contrario:

We = - Wegg = - (- AEp) =mg (hz — hy)

W;g = mgh
P = AW/At = Wg/ t = mgh,/ t.

Calculando la masa de agua que pasa por la
tuberia en la unidad de tiempo,

3m |
‘

4

Solucion 7.4

m/ t = paV/t = paG = p,Av

2
m/t = pan%v

2
P = ghypam DTV

=15x
P=47w
Problema 7.5.
1
|
|
|
10m |
|
| 2
Solucion 7.5

Tomando el cero del sistema de referencia
en el punto mas bajo (y, = 0)

Py + Y2 pvi’ + pgys = P2 + Y2 pVy°
P2 =p1+ % p (Vi® + V22 + pgys

La velocidad v, se determina a partir del
gasto: Aivi = Ay,

Vo = (A1V1/A2)
P2 = p1+ % pvi’(1 - (AJAL)Y) + pay:

P2 =1.5x10° + Y% x 10° x 52 (1 — 0.5%) +
10° x 10 x 10

p, = 1.5 x 10° + 0.09375 x 10°
p, = 2.59 x 10° Pa.

Problema 7.6.

Solucion 7.6



(g/cm® = ton/m® = 10°kg/m®)

2Fy=may, =0
E-F,-T=0
T=E-F

T =paVmg - pmVmg
= (pa - pm)Vmg

T=(pa-pm)4nR°=(1-0.85)x 10°x & x
0.2°=0.2N

Problema 7.7.

L=112cm=0.112m

Pmercurio = 13.6 glem® = 13.6 x 10° kg/m®
Pagua = 1.0 glcm® = 10° kg/m®

Cuando la superficie del mercurio descien-
de x en la rama derecha, debe aumentar lo
mismo en la rama izquierda.

Solucion 7.7

Cuando se llega al equilibrio, la presion en
Q calculada a partir de ambas ramas por la
ecuacion fundamental de la hidrostatica
debe ser la misma. En el punto Q:

Pizq = Pder
Patm + PmI(Lo*tX) = Patm + pagL + pmd(Lo -X)
Simplificando,

2pmgx = pagL
_ Pl _L0X112 _ 0
X= o~ axize _oA4tem

R: Se elevara 0.41 cm.

Problema 7.8
D=43cm=0.043m

t=3h =3 x60x 60 =10800 s
a) Diagrama de fuerzas

Aplicando el principio de Pascal y la ecua-
cion fundamental de la hidrostatica:

F’ F
-4 -
s B —
f

Solucion 7.8. Fuerzas sobre el tapén.

F: fuerza ejercida por la presion interna.
F = pA = (Patm *+ paguadh)A
F’: fuerza ejercida por la presion externa.
F =p’A=pamA
F+f-F=ma=0
f=F - F’ = paguaghA = paguaghnD?/4
f=10°x 9.8 x 6.15 x 3.1416 x 0.043%/4
f=875N

b) La tuberia es corta y la viscosidad des-
preciable en el tramo. Para el gasto, G =
V/t. Por tanto,

V =Gt = Avt

La situacion del problema cumple las con-
diciones del teorema de Torricelli (la altura
del agua no varia) y v=./2gh. De aqui

que,



. V=1722md
V = ZT[D t 2gh =

_ %0_0432 .10800-+/2x9.8x6.15
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CAPITULO 8

Oscilaciones y ondas mecanicas
8.1 Conceptos basicos
Movimiento periodico

Es cualquier movimiento que se repite a
intervalos regulares de tiempo. Por ejemplo,
las vibraciones de las cuerdas de una guita-
rra, las contracciones del corazon, el movi-
miento de un péndulo, las mareas.

Movimiento armonico

Corresponde al caso particular en que el
movimiento periddico se puede representar
como un desarrollo en serie de senos y co-
senos (serie de Fourier). Para el movimien-
to en una dimension:

x = f(t) = A;senomt + Bicosmt + Azsen2mt +
B, cos2mt + Azsen3mt +...

Los términos ®, 2m, 3®... se denominan:
ler armoénico, 2do armoénico, 3er armonico,
etc. De todos los posibles movimientos ar-
moénicos que existen, el mas sencillo es el
que puede ser descrito por una sola funcion
seno o coseno, el movimiento armonico
simple, que en lo adelante se designara por
las siglas MAS.

8.2 Movimiento armodnico simple

Existen muchas formas de obtener un MAS.
Una de ellas es la siguiente: considere que

en la figura el extremo del vector A rota de
derecha a izquierda con velocidad angular
constante ®. El punto P es la proyeccion del
extremo del vector sobre el eje de las x.

En el instante inicial t = t,, la posicion de P
vendra dada por x, = A cosd. En un instante
posterior, cuando el vector ha rotado un
angulo 0, la posicion del punto P es:

x = Acos(0+9).

Pero si el vector esta rotando con velocidad
angular ® =constante, entonces 6 = wt, y al
final se obtiene

x = A cos(wt+9).

Figura 8.1 Generacion de un movimiento arménico
simple

Asi, el punto P realiza un MAS sobre el eje
x. Si en vez de analizar la proyeccion sobre
el eje x se analiza la proyeccion sobre el eje
y, se obtiene una expresion similar, ahora
en funcion del seno del angulo:

y = Asen(wt+9).

Como sen(0+m/2) = cos0, el resultado ante-
rior significa que es posible utilizar tanto
seno como coseno para representar un MAS
en una dimension, ya que m/2 se puede su-
mar o restar del dngulo J sin que la depen-
dencia funcional se altere. Cada parametro
incluido en la expresion x = Asen(wt+9d) se
designa de una forma especifica:

x: elongacion

A: amplitud

o: frecuencia angular
d: fase inicial

(ot + 0): fase




La frecuencia angular cumple la relacién o
= 2nf, donde f es la frecuencia de la oscila-
cion (numero de veces que el movimiento
se repite en la unidad de tiempo). También
se acostumbra expresar la ecuacion anterior
en funcion de la frecuencia como

x = Asen(2ntft+0).

Asimismo, es posible expresar la frecuencia
angular en funcion del periodo T como o =
27/T (tiempo que tarda el punto P en dar
una oscilacion completa). En los movimien-
tos oscilatorios se acostumbra expresar la
frecuencia en Hertz (Hz), en honor del fisi-
co alemén Heinrich Hertz.

Heinrich Hertz, (1857-1894, figura 8.2). Fue
profesor de fisica en la Universidad de Bonn,
Alemania.

Figura 8.2. Heinrich Hertz

Hertz profundiz6 y extendié la teoria electro-
magnética de la luz, formulada por el fisico
britanico James Clerk Maxwell en 1884. De-
mostré que la electricidad puede transmitirse en
forma de ondas electromagnéticas, las cuales se

propagan a la velocidad de la luz y tienen, ade-
mas, muchas de las propiedades de las ondas
mecanicas. Sus experimentos con estas ondas le
condujeron al descubrimiento del telégrafo
inaldmbrico y la radio. Durante mucho tiempo
se utilizo el sindbnimo de “ondas hertzianas”
para designar a las ondas electromagnéticas.

Analisis de la funcion seno

Cuando se grafica la funcion y = sen(0) se
obtiene algo similar a lo que aparece en la
figura 8.3. En el grafico se cumple que:

20
1.5 -
1.0 -
0.5 -
0.0
05] |
1.0 4 4

sen 6

— - 4 4 T + : H
=2 2 In SR 3m w2 4m 92 5n
B S5 TR B (rad)

Figura 8.3. y = sen(0)

sen(0) = 0 cuando 0 =0, &, 27, 3m,... nw

sen(0) = =+ 1 cuando 0 = n/2, 3/2, 57/2,...
(2n-1)m/2.

Por tanto, la funcién x = Asen(wt+d) debe
tener forma similar a la del grafico cuando
se expresa en funcion de 0 = ot, tomando
en cuenta que cuando x =0, > ot + 6 =10
— ot = - 3. El grafico que se obtiene es
muy parecido (figura 8.4), pero desplazado
o corrido hacia la izquierda un angulo o
(desfasado en & respecto al grafico ante-
rior).

Por tanto, la funcién x = Asen(wt+d) debe
tener forma similar a la del grafico cuando
se expresa en funcion de O = ot, tomando
en cuenta que cuando x =0, > ot + 6 =10
— ot = - 3. El grafico que se obtiene es



muy parecido (figura 8.4), pero desplazado
o corrido hacia la izquierda un angulo o
(desfasado en & respecto al grafico ante-
rior).

27-8 3m-§ ot

-8 0 m-8

Figura 8.4. x = Asen(ot+9)

8.3 Sistema cuerpo-resorte

La figura 8.5 representa un cuerpo de di-
mensiones despreciables, y masa m, atado a
un resorte de masa también despreciable. Se
supone que no hay friccion entre las super-
ficies en contacto, de forma que la unica
fuerza actuando en el eje x es la fuerza elas-
tica Fe = - kx.

m

Figura 8.5. Sistema cuerpo-resorte

Las fuerzas actuando en el eje y se anulan:
N-F,=0.

En el eje x la 2da ley de Newton proporcio-
na una ecuacion diferencial de segundo
orden a coeficientes constantes, que tiene
por solucion la ley del movimiento de la
particula, x = {(t).

FRX = max

- kx = mdv/dt = md*x/dt?

2
x . k o
dt? m

Se demuestra que la solucion de esta ecua-
cion diferencial tiene la forma de un MAS:

x = Asen(ot+9),

pero so6lo cuando la frecuencia angular ®
cumple la relacion

k
0=,—.
m

Para demostrarlo, considere lo siguiente:
dx/dt = Acos(ot+5) ®
d*x/dt* = - Asen(ot+3) .
Sustituyendo en la ecuacion diferencial,

- Aw’sen(ot+8) + (k/m) Asen(wt+8) =0

-0)2+(k/m)=O
k
0=,—.
m

Luego, la solucion tiene que cumplir la re-
lacion anterior de forma obligada.

Como toda ecuacion diferencial de 2do
orden, en la solucion aparecen dos constan-
tes arbitrarias, que deben ser evaluadas des-
pués a partir de datos iniciales conocidos.
En este caso, las constantes arbitrarias son
la amplitud A y el &ngulo de fase d. La fre-
cuencia angular ® = (k/m)"” recibe el nom-
bre de frecuencia de oscilacion propia del
sistema.

Algo similar sucede cuando se cuelga un
cuerpo de un resorte en la vertical y se le
aplica un impulso inicial (figura 8.6). La
diferencia con el caso anterior radica en
que, a causa de la accion de la gravedad, la



posicion de equilibrio alrededor de la cual
oscila el resorte no se corresponde con la
posicion de equilibrio del resorte. La nueva
posicion de equilibrio se encuentra despla-
zada hacia abajo una distancia X, que debe
cumplir la relacion kx, = mg.

Figura 8.6. Efecto de la gravedad en la oscilacion.

La ecuacion diferencial queda ahora como

_ d*(Ax)
k(X +Ax)+ g =m T

Haciendo Ax = x’ se obtiene una ecuacion

idéntica a la primera, indicando que la par-
ticula oscila alrededor de x, con un MAS:

2.1
ax + L3 x'=0.
dt?  m

Velocidad y aceleracion en el MAS
Para un MAS;

x = Asen(wt+9) (1)

v = dx/dt = Acos(®t+d).m
v = wAcos(ot+3).

Para cualquier angulo 6 se cumple la si-
guiente igualdad trigonométrica:

cosO = sen(0 + 1/2).
Por tanto,
v = wAsen(ot+o+m/2). 2)

Difiere en fase de la elongacion en /2.
a = dv/dt = ®Acos(ot+d+1/2)w.

Al aplicar de nuevo la relacion trigonomé-
trica y agrupar, se llega a

a = o’Asen(ot+8+m). 3)

La fase difiere en © de la elongacion, ade-
. . 2
mas del término ®~ que aparece.

Haciendo uso de sen(6+m)= -sen(0),
a = -0’ Asen(ot+3)
a=-nx.

Note que la aceleracion no es constante. Por
tanto,

las  formulas deducidas antes para el
MRUYV en una dimension no son validas
para este tipo de movimiento.

Figura 8.7. Desfasaje entre la elongacion, velocidad
y aceleracion en un MAS

Las expresiones (1) a (3) muestran que la
elongacion, la velocidad y la aceleracion
estan desfasadas en m/2 una respecto a la
otra. Para analizar el significado del desfa-
saje, es conveniente representar en una gra-
fica como se comporta la particula que osci-
la en diferentes instantes (figura 8.7). En el
grafico, para simplificar, se ha considerado




d=0.

En el instante inicial, t = 0 (ot = 0) la elon-
gacion es cero; sin embargo, la velocidad es
maxima positiva y la aceleracion es cero. A

e x='0 """"""""""""""" +
V (Max) =
a=0
F=0

ot =3n/2 i

- :

=5 _../x=0 ............................ +
V (MAx) <=
a=0
F=0

continuacion se resumen los valores de x, v
y a en algunos instantes notables. Note que
la situacion inicial se repite para ot = 2w, y
asi en lo sucesivo.

X=-A
v=0

2 (Max) e
F (max) =

Figura 8.8. De izq. a der. y de arriba hacia abajo: ot =0, n/2, 7 y 3n/2. Para 27 se repite el primero.

La 2da ley de Newton F, =md nos dice
que, cuando la aceleracion es maxima, la
fuerza actuando sobre el cuerpo también lo
sera. De aqui que la fuerza maxima corres-
ponda a la méxima elongacion + A y al

mayor valor posible de la ley de Hooke, F =
- kA (figura 8.8).

8.4 Energia en el MAS

Como la tinica fuerza que realiza trabajo en
el sistema cuerpo-resorte es la fuerza elasti-
ca, el sistema serd conservativo y la energia
mecanica se mantendra constante. Por tanto

E =% mv® + ¥ kx* (constante).

Sustituyendo x y v por sus correspondientes
expresiones obtenidas a partir de la ecua-
cion (1) de la seccidn anterior y tomando en
cuenta que ®” = k/m:

E =% mA’o’cos’(ot+38) + ¥
kAZsen’(wt+9)

E = kA {cos*(ot+d) + sen’(ot+5)}
E=1kA
Grafico de la energia

Si se representa en un grafico la energia
potencial elastica 4kx” de una masa puntual
que realiza un MAS, se obtiene una parabo-
la como la de la figura 8.9.

Figura 8.9. Energia potencial elastica y energia
cinética en un MAS.

En el grafico también se ha superpuesto el



valor constante de la energia mecanica 2
kA,

Los puntos donde x = = A son los puntos de
retorno, donde la energia cinética se hace

cero (v = 0). En forma analitica, lo anterior
se expresa de la siguiente forma:

E.=E-E,="%kA>- % kx’
E. =" k(A - x7)

Figura 8.10. Modelo de molécula biatomica.

Six =+ A — E. = 0. También se puede ver
de esta expresion que si x = 0, entonces la
energia cinética alcanza su maximo valor,

E. =" kA

A los efectos de las vibraciones, una molé-
cula biatdmica como las del O, o N, gaseo-
so se puede considerar, en primera aproxi-
macion, formada por dos pequefias esferas
de igual masa unidas por un resorte, osci-
lando alrededor de una posicion de equili-
brio X, (figura 8.10). Su energia serd, por
tanto, 2 kA”. Esta energia microscopica se
manifiesta en lo macroscopico como tempe-
ratura, por la que la temperatura del gas
aumenta con la amplitud de la vibracion de
sus moléculas.

Ejemplo. Un cuerpo de masa m realiza un
MAS de acuerdo a la ecuacion x =
10.2sen(5t + 0.2), donde x esta en centime-
tros y t en segundos. Calcular: a) amplitud,

b) frecuencia angular, c) periodo, d) fase
inicial, e) fase para t = 2s, f) velocidad en t
=0.59s.

Resolucion:
a)A=102cm
b) w =5 rad/s

¢)T=2n/0w=2n/5=0.4ns
d)6=0.2rad

e) (5t + 0.2)|= = 10.2 rad

f) v = Amcos(mt+9)

= 10.2x5xc0s(5x0.59 + 0.2)
= 51cos(3.15) = 51cos(180°)
=-51 m/s.

8.5 Movimiento armdnico amortiguado

Considere el dispositivo de la figura 8.11,
donde la esfera que estd sumergida en el
liquido tiene masa despreciable.

Figura 8.11. Movimiento armdnico amortiguado.

El resorte tiene una constante k, y el cubo
es de masa m. Al estar sumergida en un
fluido, la esfera se encuentra sometida a
fuerzas de friccion por viscosidad que son



proporcionales a la velocidad del cuerpo:
f=-bv.

El coeficiente b depende de las caracteristi-
cas del liquido y de la forma del cuerpo
sumergido, y tiene dimensiones de N/m/s.

Cuando al bloque se le suministra un im-
pulso inicial, el sistema comienza a oscilar,
pero la friccion hace que vaya perdiendo
energia y que la amplitud de las oscilacio-
nes disminuya, hasta detenerse por comple-
to. Como la fuerza de friccion siempre se
opone al sentido del movimiento, el dia-
grama de fuerzas en un instante determina-
do es el de la figura 8.11.

Como se analizo con anterioridad, el efecto
de la atraccion gravitatoria es hacer que el
cuerpo oscile alrededor de una posicion de
equilibrio x, que cumple la relacion kx, =
mg. Por tanto, en lo que sigue so6lo tendre-
mos en cuenta el analisis de la fuerza elasti-
cay la de friccidn, y no se tomara en cuenta
el peso del cuerpo.

Note que el sentido de la fuerza F. y el de f
varian en dependencia de si el cuerpo estad
subiendo o si est4 bajando. Sin embargo, es
posible plantear el problema en forma vec-
torial de manera general:

F +f=ma,
y como el movimiento es en una dimension:
- kx —bv=ma.

Sustituyendo la aceleracion y la velocidad
por las correspondientes derivadas y agru-
pando términos, se obtiene una ecuacion
diferencial de 2do orden a coeficientes
constantes:

, . . . . -1
El término b/m tiene dimensiones de t
como se comprueba con facilidad:

s __ms o _ -
[m] kg kg ]
De aqui que resulta conveniente designar
b_1
m T’

donde t se denomina tiempo de relajacion,
por razones que quedaran esclarecidas mas
adelante.

Expresando d*x/dt = X7, dx/dt = x’, k/m =
oo (frecuencia del oscilador libre) se ob-
tiene:

X”+%x'+ng =0.

La solucion de esta ecuacion diferencial es
del tipo x = f{(t), con dos constantes arbitra-
rias que deben ser evaluadas a partir de las
condiciones iniciales. La ecuacion tiene
diferentes soluciones en dependencia de si

®, €s mayor, igual o menor que 1/2t.
Caso 1. Movimiento sub-amortiguado:

1
0)0>Z.

La solucion toma la forma:

x(t) = Ae't/ 2Tsen(oot +38)
donde
_ ]2 1
R e

(solucidn real cuando w, > 1/27).

Note que la solucion se puede interpretar



como un MAS con amplitud variable

A= AeTt2T (figura 8.12).

x()

wt

Figura 8.12. Movimiento arménico amortiguado.

Caso 2. Movimiento critica amortiguado:

1

@, :E

x(t)

Criticamente amortiguado

Sobreamortiguado

Subamortignado

Figura 8.13. Diferentes casos de movimiento amor-
tiguado.

En este caso

El sistema no oscila y la solucion tiene la
forma:

—t/2r

x(t) = Ae send .

Si el cuerpo se separa de la posicion de
equilibrio, regresa a ella sin oscilar (figura

8.13).
Caso 3. Movimiento sobreamortiguado:
1
<—.
®o 21

En este caso ® es un numero complejo (se
obtiene un niimero imaginario para la fre-
cuencia m). Las expresiones que se obtie-
nen son complejas y no seran analizadas.
Soélo es necesario sefialar que el resultado es
muy parecido al del caso anterior. La dife-
rencia esencial radica en que se tarda un
tiempo mayor en alcanzar el estado de equi-
librio (figura 8.13).

Como ejemplo de aplicacion de los siste-
mas de amortiguamiento mecanico se pue-
den mencionar los amortiguadores de puer-
tas, autos y otros vehiculos. Estos amorti-
guadores incluyen un resorte acoplado a un
sistema hidraulico que regula la compresion
o torsion del resorte, para que éste recupere
con lentitud su tamafio inicial. En los amor-
tiguadores que se colocan en las puertas por
lo general se busca que trabajen en régimen
critico, para asi lograr que la puerta se cie-
rre en el menor tiempo posible, pero sin
golpear el marco.

8.6 Energia en el movimiento subamorti-
guado

Como existe la friccion por viscosidad, en
el movimiento armoénico amortiguado hay
disipacion de energia. En el caso subamor-
tiguado la energia del oscilador se obtiene
sustituyendo el valor decreciente de la am-
plitud,

-t/2
A=A,
en la expresion de la energia mecanica:

E=%kA”
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Figura 8.14. Tiempo de relajacion

Llamando E, a la energia inicial /2 kAz;

E-= Eoe't/ T

Note que cuando t = 1, entonces E = Ej/€,

donde € = 2.7172 es la base de los logarit-
mos neperianos.

De aqui que (ver gréfico),

el tiempo de relajacion 7 es el tiempo que
tarda la energia del oscilador en disminuir
e veces.

Mientras mayor es el tiempo de relajacion,
mas tiempo tarda en disminuir la energia
del oscilador. En la figura 8.14, 1’ > 7 indi-
ca que la energia disminuye con mayor len-
titud.

8.7 Movimiento armonico forzado

Considere la ecuacion diferencial del mo-
vimiento armonico amortiguado de la sec-
cion anterior, a la que se le adiciona una
fuerza externa del tipo

F = F,sen(mct).

El término . representa una frecuencia
externa que, en general, difiere de la fre-
cuencia propia del sistema o, = (k/m)"*. La
ecuacion diferencial del movimiento amor-
tiguado toma entonces la forma:

1 ,. _F
X"+ - X'to x = . sen(m,t)

Es posible demostrar que esta ecuacion
tiene una solucion del tipo

X(t) = Xosen(wet + @), (1)
donde
_ F,/m
o 2 2\? 2
I:(me'mo) +(0e /1) }
f:arctan(;e—/r2
We -Wg

Analisis de la solucion

e De la ecuaciéon (1) se ve de inmediato
que el sistema vibra con la frecuencia im-
puesta ®. y no con la frecuencia propia o

natural ®,.

e El movimiento no es amortiguado (la
amplitud X, es constante en el tiempo).

e X, depende de la frecuencia de la fuerza
externa, y tiene un méaximo cuando o, =
0302 — 1/27%. El fenémeno se conoce como
resonancia (figura 8.15).

Por lo general solo interesan los casos don-
de la disipacion de energia es pequefia (gran
1) y el término 1/27° es muy pequefio y
puede despreciarse en comparacion con .
La condicién de resonancia queda entonces
COMO W & .

Este resultado indica que la maxima ampli-



tud de las oscilaciones tiene lugar cuando la
frecuencia externa coincide aproximada con
la frecuencia de las oscilaciones propias del
circuito, m, = (k/m)".

Considerando 1/2t = 0 y ®. = ®, en las
expresiones anteriores se obtiene que, en la

resonancia:

— x(res) =F1/o.m

Figura 8.15. Resonancia mecéanica

Segin esta expresion, aunque la fuerza
aplicada F, sea pequeiia, si las pérdidas de
energia son también pequefias (T — o0),
entonces la amplitud X, en resonancia tam-
bién puede tender al infinito. La amplitud
se puede hacer tan grande que origine la
rotura del sistema o su desarticulacion.

El término resonancia se aplica a cualquier
situacién en la que un sistema mecénico,
estructural o acustico vibra en respuesta a
una fuerza aplicada con la frecuencia natu-

ral del sistema o con una frecuencia proxi-
ma. La frecuencia natural es aquella a la
que el sistema vibraria si lo desviaramos de
su posicion de equilibrio y lo dejaramos
moverse libre.

Figura 8.16. Destruccion del puente de Tacoma
Narrows en 1940.

Si se excita un sistema mediante la aplica-
cion continuada de fuerzas externas con esa
frecuencia, la amplitud de la oscilacién va
creciendo de manera continua, y puede lle-
var a su destruccion. La rotura del puente
colgante de Tacoma Narrows en Puget
Sound, Washington (EEUU), en 1940, fue
causado por la resonancia de las rafagas de
viento con la frecuencia natural de torsion
de la estructura. Este es un ejemplo tipico
mencionado en muchos textos, aunque en
realidad el proceso fue algo mas complejo



que una simple resonancia (figura 8.16).

Muchos problemas graves de vibracion en
ingenieria son debidos a la resonancia. Por
ejemplo, si la frecuencia natural de la ca-
rroceria de un automévil es la misma que el
ritmo del motor cuando gira a una veloci-
dad determinada, la carroceria puede empe-
zar a vibrar o a dar fuertes sacudidas. Esta
vibracion puede evitarse al montar el motor
sobre un material amortiguador, por ejem-
plo hule o goma, para aislarlo de la carroce-
ria.

Potencia intercambiada

Analicemos la potencia absorbida prove-
niente de la fuente externa en el movimien-
to armonico forzado. Para la potencia ins-
tantanea, aplicando v = dx/dt, se obtiene:

P = Fv = Fsen(met)xo,cos(wet + @),
P = Fox,mesen(met)cos(met+o)

Interesa calcular la potencia media. Para
ello hace falta resolver la integral

1T
P, == |P(t)dt,
n = PO

donde T representa un periodo de la oscila-
cion (teorema del valor medio). Resolvien-
do esta integral se llega a:

_1E 03/t

" (o203 oo

(M

m

Analizando el denominador de esta expre-
sidn se ve que ahora se cumple, sin ninguna
aproximacion, que Py, es méxima cuando .
= ,. Estableciendo esta igualdad en (1) se
obtiene:

1 F;

— o
Fo =

Mo-A®

Figura 8.17. Potencia intercambiada en el movi-
miento armonico forzado.

Se define el ancho de la curva de resonan-
cia como el valor 2A® que corresponde a la
mitad de la potencia maxima absorbida
(figura 8.17).

Relacion entre 1y Ao

La potencia entregada se reduce a la mitad
de la potencia maxima cuando el denomi-
nador en la expresion (1) se duplica. El de-
nominador se duplica cuando en vez de ser
oe-0,” = 0 (potencia maxima) se cumple la
relacion

2 2
0)@ _(/00 = (De/’[:.

Por otra parte, en la figura 8.17 se ve que
cuando P, se reduce a la mitad, ®. = ®,
Aw®. Como mZ-0,> = (0e-0,)(e+®,), Susti-
tuyendo en la ecuacion anterior:

(0o A®-0o)(We+ADT®,) = (WoTA®)/T
AO2w+A®) = ®y/T + Aw/T.

Considerando so6lo los casos en que las pér-
didas son pequefias, entonces Aw/t — 0
(por ser Aw pequefio y T grande). Dividien-
do la expresion anterior por ®,:



2A® + Acoz/coo =1/z.

El término Aw’/o, también se puede des-
preciar, ya que por lo general Aw® << @,
obteniéndose al final que 2Am =~ 1/t y, por
tanto,

1

200

Como el tiempo de relajacion es una medi-
da de las pérdidas de energia, esta expre-
sion nos dice que es posible medir las pér-
didas en un sistema resonante analizando el
ancho de la curva de la potencia absorbida
en funcién de la frecuencia. Este método de
medir relajaciones es muy utilizado en la
tecnologia, con diversos fines.

El factor de calidad (Q) de la curva de re-
sonancia se define por la relacion

Q= 0,/2Am.

Este factor puede expresarse en funcion de
T a partir de la expresion anterior: Q = ®,T.
Un tiempo grande de relajacion (gran Q)
significa que hay pocas pérdidas de energia,
y también que la curva de resonancia es
estrecha (2A® pequeiio). El factor de cali-
dad es una cifra de mérito muy usada en
ingenieria para comparar resonancias de
diversos tipos.

Resonancia magnética. La imagen de la
figura 8.18, obtenida por resonancia magné-
tica nuclear (RMN) para diagnostico, mues-
tra el cerebro, las vias respiratorias superio-
res y los tejidos blandos de la cara y cabeza
de un adulto. En la RMN resuena la fre-
cuencia de precesion del momento magné-
tico de los protones del agua con una sefial
externa de radiofrecuencia. La imagen se
construye midiendo la absorcion de la ra-
diacibn en muchos puntos e integrando

después toda la informacion por medios de
computacion (tomografia).

Figura 8.18. Imagenes de la cabeza (cortes tomogra-
ficos) obtenidas por técnicas de resonancia magnéti-
ca.

Ejemplo

La Q de una resonancia en un experimento
de RMN en protones, a la frecuencia de 21
MHz, es 250.

a) ;(Cuadl es el ancho de la curva de resonan-
cia? b) ;Cual es el tiempo de relajacion del
proton en esas condiciones?

a)
Q = wo/2A0 = f,/2Af



2Af = £,/Q = 21/250
=0.084 MHz.
b)
= 12Aw = 1/2n.2Af)
= 1/(6.28x0.084x10°)
=1.89x10°s.

(Durante estos 1.89 ps la energia del proton
excitado disminuye e veces)

8.8 Ondas mecanicas transversales

Una onda mecdanica es una vibracion que se
propaga en un medio determinado como,
por ejemplo, la superficie de un liquido, el
seno de un soélido, una cuerda, o el aire.
Una caracteristica comun a todas las ondas
es que se transmiten el movimiento y la
energia a lo largo de una direccion sin que
haya transmision neta de masa.

Movimiento brusco

[

\

=

Onda transversal

~

Figura 8.19. Arr. Pulso transmitido por una cuerda.
Ab. Movimiento vertical de un punto de la cuerda.

Por ejemplo, considere un impulso que se
propaga por una cuerda (figura 8.19).
Cuando se tiene una cuerda sujeta por uno
de los extremos y se agita brusca sin soltar
la cuerda, aparece una onda que se propaga
con cierta velocidad vy,

La velocidad de propagacion de la onda se

designa por v,. Los puntos de la cuerda
oscilan de forma transversal a la direccion
de propagacion, pero no avanzan a lo largo
de la cuerda. Se propaga la deformacion,
pero no la masa de la cuerda, aunque si hay
propagacién de energia.

Cuando se producen impulsos sucesivos, se
obtiene un tren de ondas. Si la excitacion
en el eje y sigue la dependencia temporal de
un MAS, cada segmento de la cuerda se
movera en el eje y de acuerdo a esa depen-
dencia temporal:

Yy = ymsen(mt + J)

donde yy, representa el valor maximo de y
(amplitud).

El tipo de onda aqui descrito es transversal,
donde la direccion de vibracion es perpen-
dicular a la direccion de propagacion. Tam-
bién son posibles las ondas longitudinales,
que seran analizadas mas adelante.

Ecuacion de propagacion de la onda

Considere una onda que se propaga a lo
largo del eje x, asumiendo que el medio de
propagacion es perfecta eldstico (cuerda
elastica, superficie de un liquido, etc.).
Equivale a asumir que no hay pérdidas de
energia y la onda no se deforma durante su
propagacion.

Supongamos que para t = 0 la funcion y =
f(x) describe la forma de la onda con res-
pecto al sistema de referencia considerado.
Un valor particular de esa funcién seria y =
f(x”) (figura 8.20). Al transcurrir un interva-
lo de tiempo t, la onda habra avanzado Ax =
vpt. Significa que en ese instante en el punto
x’’ = x’ + vpt la elongacion de la cuerda
toma el valor y = f(x). Sustituyendo x’ en

funcion de x’’ en esta ultima expresion, es



posible escribir

y =f(x"- vpt).

Figura 8.20. Propagacion de una onda

La relacion anterior se debe cumplir cua-
lesquiera que sean los puntos x’ y X’ con-
siderados, siempre que estén separados por
una distancia vpt. Por tanto, omitiendo el
supraindice en x’’:
y =1{(x —vpt).

Esta ecuacion se conoce como ecuacion de
la onda. Cualquier funcion f que presente
un argumento del tipo X — vpt representa
una onda que se propaga de izquierda a
derecha.

Note que para t = 0 se obtiene y = f(x), que
representa la forma de la onda en el instante
inicial. Para cualquier t posterior representa
la forma de la onda desplazada un intervalo
vpt hacia la derecha a partir de la posicion
inicial.

Cuando la onda se desplaza de derecha a
izquierda, se obtiene una expresion similar,
pero con el signo cambiado; f(x + vpt). En
general,

y = (X £ vpt).

Note que la ecuacion de la onda es una fun-
cion de dos variables de conjunto (posicion

y tiempo); y = f(x,t).

8.9 Propagacion de un MAS

En la figura 8.21, el bloque oscila con un
movimiento armoénico simple del tipo y =
ymsen(ot+d), y una cinta de papel se va
enrollando en la derecha con una cierta ve-
locidad v, gracias a algin mecanismo auxi-
liar.

Figura 8.21. Onda generada por un MAS.

El trazo de la pluma representa entonces
una onda que se propaga a la derecha con
velocidad v. Es posible demostrar que si la



sefial que se propaga es la de un MAS, co-
mo ocurre en este caso, entonces la ecua-
cion de propagacion de la onda y = f(xtvt)
toma la forma

y = ymsen(kxtmt). (1)

El parametro k = 21/A se denomina numero
de onda y la letra griega lambda (\) repre-
senta la longitud de onda (distancia entre
dos “valles” o “crestas” sucesivas de la on-
da); ym es la amplitud de la onda.

Figura 8.22. Onda transversal

De manera similar al MAS, o = 2nf = 2n/T,
donde la frecuencia f representa ahora el
numero de oscilaciones por unidad de tiem-
po en un punto determinado de la onda,y T
el tiempo en que tarda uno de esos puntos
en dar una oscilacién completa.

En la figura 8.22, cuando la deformacion
del medio avance desde el punto (1) al pun-
to (2) y recorra una longitud de onda A, el
punto (1) habra bajado y subido de nuevo a
ocupar la misma posicion que tenia al inicio
(habra transcurrido un periodo). Por tanto,
es posible escribir
vp=x/t=MT,

y también, como f= 1/T; v, = Af.
Se acostumbra expresar esta relacion susti-
tuyendo en funcion de o y k:

vp = o/k.

Para analizar el significado de la ecuacion
de la onda y = ypsen(kx-mt) es necesario
hacer el andlisis en dos etapas, ya que la

funcion es de dos variables; y = y(x,t). Para
ello hay que mantener el tiempo t = cons-
tante o la elongacién x = constante por se-
parado.

En un instante determinado t = t, = constan-
te;

y = ymsen(kx-9),
y la funcién depende solo de x: y = f(x). La
ecuacion de la onda describe entonces la

forma en ese instante particular. Equivale a
tomar una “foto” de la onda (8.22).

Por el contrario, cuando se fija un valor
determinado de x, por €j., X = X,, entonces

y = ymsSen(ot+o),

y se obtiene la descripcion de un MAS en el
punto X, considerado (figura 8.23).

Figura 8.23. y=f(x,t) para t constante

No es posible representar en un mismo gra-
fico ambas dependencias a la vez. Solo es
posible hacerlo en forma animada. Para
tener una imagen de la onda, es necesario
representarse mental la onda como una in-
tegracion de las figuras 8.22 y 8.23, donde
todos los puntos se encuentran a la vez en
movimiento.

Aunque en la onda no hay transmisioén de
masa, si hay transmision de energia. No
existe una expresion general para la energia
que es capaz de transmitir la onda. Hay que
determinarla para cada caso particular. Por
ejemplo, para una onda que se propaga en



una cuerda, la potencia media transmitida
tiene la forma

P= 27[2ym2f2 VpH,

donde p representa la masa por unidad de
longitud de la cuerda.

8.10 Interferencia

El término interferencia se utiliza para de-
signar la interaccion que tiene lugar cuando
dos o mas trenes de ondas se superponen en
una misma region del espacio.

A titulo de ejemplo, considere la fotografia
de la figura 8.24, donde dos mecanismos
excitan ondas de igual frecuencia y similar
amplitud cerca del centro de una bandeja
con agua. La iluminacion se ha escogido de
forma adecuada para resaltar los maximos y
minimos de interferencia en las ondas que
se forman en la superficie del liquido.

Interferencia
destructiva

Interferencia
constructiva

Figura 8.24. Interferencia de ondas mecanicas.

Interferencia de fuentes puntuales

El diagrama de interferencias que se mues-
tra en 8.24 se obtuvo moviendo dos varillas
de forma ritmica, arriba y abajo, en una
bandeja de agua. Se pueden observar efec-

tos similares al meter y sacar del agua dos
dedos u observando a dos patos nadando en
un estanque cerca uno de otro. Las ondas
procedentes de una de las fuentes puntuales
(la varilla, el dedo o el pato) interfieren con
las que proceden de la otra fuente. Si dos
crestas llegan juntas a un punto, se super-
ponen para formar una cresta muy alta; si
dos valles llegan juntos, se superponen para
formar un valle muy profundo (interferen-
cia constructiva). Los anillos brillantes y
oscuros son zonas de interferencia construc-
tiva.

Si la cresta de una fuente llega a un punto a
la vez que el valle de la otra, se anulan una
a la otra (interferencia destructiva). Las
lineas oscuras radiales son zonas de interfe-
rencia destructiva. Los tipos de interferen-
cia constructiva y destructiva se representan
en forma esquematica en la figura 8.25.

Interterencia destructiva Interferencia constructiva

N~ e

A

Figura 8.25. Interferencia constructiva/destructiva.

Si la amplitud de los pulsos es similar, la
elongacion puede llegar a anularse por
completo en la region de interferencia, co-
mo ocurre en el caso (A). Se encuentra en
la practica que, si la amplitud de la onda no
es muy grande, durante la interferencia se
cumple el principio de superposicion.

Principio de superposicion

El principio de superposicion establece que



la amplitud resultante en cada punto de la
region que interfiere cumple la relacion

y=yity

donde yj, y» representan las amplitudes de
las ondas correspondientes.

Ademas, a los efectos de la propagacion,
cada onda se comporta como si la otra no
estuviera presente. Significa que, a pesar de
la interferencia, en lo que se refiere a la
propagacion del movimiento, cada onda no
perturba el movimiento posterior de la otra.

Con el fin de ejemplificar el principio, con-
sidere dos ondas que se propagan a lo largo
de una direccion dada:

y1 = ymisen(k;x - ot + 8;)

y2 = ymsen(kox - ot + 3,).
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Figura 8.26. Principio de superposicion. Arr.: Inter-
ferencia constructiva; ab.: destructiva.

Al sumar y; + y» se obtienen resultados
muy diferentes en dependencia de las rela-
ciones ki/k, y ®j/m;. A continuacion se
muestra un ejemplo sencillo.

Considere ymi = ym2 = ¥m» ki = ko =k, 01 =
= ®, 5 =0, 8 =6 = 0. Entonces,

y1 = ymsen(kx - ot + 8)
y2 = ymsen(kx-omt).

Sumando y; + y», tomando en cuenta que

senA + senB = 2sen3(A+B)cos3(A-B)
y agrupando términos, se obtiene:

y = {2ymc0s(6/2)}sen(kx-mt+05/2).

Caso 1
Si ademas 6 = 0, como cos(d/2) =1 :
y = 2ymsen(kx-wt).

Se obtiene una onda resultante con la mis-
ma frecuencia y longitud de onda (®,k) y
con el doble de amplitud.

Caso 2

Si 8 = m, cos(n/2) = 0, y no hay oscilacion.
Como resultado de la suma de las dos ondas
no se obtiene movimiento alguno (linea
recta en la figura 8.26).

Ondas estacionarias

Se forman por la interferencia de dos ondas
de la misma naturaleza con igual y,, y A que
avanzan en sentido opuesto a través de un
medio (cuerdas, membranas, etc.). Se pue-
den formar por una onda y la onda reflejada
en el extremo de una cuerda tensa como en
una guitarra o un violin.

En la figura 8.27 se muestran, de arriba
abajo, 4 etapas de la formacion de una onda
estacionaria.

Considerando la suma de dos ondas que se
mueven en sentido opuesto,

y1 = ymsen( kx - wt)
V2 = ymsSen(-kx - ot),
al sumar se obtiene que
y = 2Acos(kx)sen(mt).

Si kx =0, &, 2x, 3m, etc., cos kx =+ 1, se
obtiene y=2y,, (vientre)



Si kx = /2, 3n/2, etc., cos kx = 0 (nodo).

Figura 8.27. De arriba hacia abajo, formacion de
una onda estacionaria por dos ondas iguales que
viajan en sentido contrario (ver texto)

8.11 Ondas longitudinales

La onda longitudinal se caracteriza porque
la direccion de vibracién es paralela a la
direccion de propagacion.

Compresion Expansion

00000 Mo mo0D-

L_________7_________J "
Y Compresion o expansion
kY mixima a partir del equilibrio
MAS Compresion Expansicn
= el |
- v
———e
|€ A >'E Propagacion

Figura 8.28. Onda longitudinal. Se alternan regio-
nes de expansion y de compresion de las capas de
aire. Se describe considerando a y,, como el maximo
de la posicion de una capa a partir de su posicion de
equilibrio. Si la excitacion es un MAS, se propaga
una onda sinusoidal.

Un ejemplo tipico de onda longitudinal es
el de la propagacion del sonido en el aire.
En la figura 8.28 se representa una onda
longitudinal.

Sonido

El sonido es la sensacion psicofisioldgica
originada al interaccionar la vibracion del
aire con la membrana timpanica, cuando la
frecuencia de las oscilaciones varia entre 20
y 20 000 Hz aproximada . El timpano reco-
ge las vibraciones del aire, que se traducen
en la coclea en impulsos eléctricos y van al
cerebro (figura 8.29).

Durante la transmision del sonido oscilan
las moléculas de aire (ordenadas en capas)
alrededor de sus posiciones de equilibrio.
La elongacion de una capa cualquiera a
partir del equilibrio viene dada por una ex-
presion similar a la de la onda transversal:

y = ymsen(kx-mt).

Canales semicirculares

pabellén _ﬁ\j
auricular .
Coclea

Yunque

Figura 8.29. Oido interno

Se demuestra que también es posible consi-
derar la onda como una onda de presion:
p = pmsen(kx-mt),

donde pn, = kapZym y p es la densidad del
medio. Las ondas longitudinales se pueden
presentar tanto en gases como en solidos y



liquidos, mientras que las transversales solo
se pueden presentar en medios solidos. La
velocidad de propagacion es caracteristica
del medio considerado (tabla 8.1).

TABLA 8.1
VELOCIDAD DE PROPAGACION DE LA ONDA

EN DIFERENTES MEDIOS

Medio vp(m/s)

caucho 54

aire 336
agua 1450
aluminio 5100
granito 6000

Numero de Mach

La velocidad del sonido en el aire a 20°C a
nivel del mar, con 50% de humedad relati-
va, es de 343 m/s. Como esta velocidad
puede variar en funciéon de los factores
mencionados, es usual utilizar los nimeros
de Mach (M) 1, 2, etc. para indicar la velo-
cidad relativa cuando un objeto avanza en
el aire a velocidades comparables al sonido;
los aviones de combate contemporaneos
son capaces de alcanzar estas velocidades
de manera regular.

Cualquier objeto que viaje a velocidades
mayores que el sonido crea una onda de
choque, como se muestra en las figuras 8.30
y 8.31.

Velocidad
del sonido

Supersinico

Figura 8.30. Formacion de una onda de choque. De
izquierda a derecha: 1. objeto en reposo; 2. veloci-
dad subsoénica; 3. transonica y 4. supersonica.

Segin el valor del nimero de Mach, los
regimenes de vuelo se clasifican en:

subsonico (M<0.7),
transonico (0.7<M<1.2),
supersonico (1.2<M<5)
hipersonico (M>5).

En las figura 8.31 se muestra un avién a
reaccion rompiendo la barrera del sonido.
El disco blanco en la parte trasera se origina
por la condensacion del vapor de agua a
causa de la diferencia de presion generada
por la onda de choque. Algo similar se ob-
serva tras la cabina del piloto.

En la actualidad se han hecho comunes los
misiles que superan la barrera hipersonica.
Los sistemas de radar contemporaneos son
incapaces de detectar y rastrear los misiles
hipersénicos (figura 8.31a). En otras aplica-
ciones como por ejemplo, la aviaciéon co-
mercial, el control térmico a causa de la
friccidn del aire es importante para evitar el
desgaste prematuro, asi como la reaccion
con los gases atmosféricos, a causa de las
altas temperaturas que alcanza el fuselaje.

Figura 8.31. I1zq. Rompiendo la barrera del sonido
en un FA18 Hornet. Cada parte saliente del avion
genera su propia onda de choque. Der. Misil hiper-
sonico “Daga” (Kinzhal) cargado por un Mig-31K.

La descarga de un rayo también genera on-
das de choque en las que, al inicio, el ruido



se propaga a una velocidad de hasta 40 ve-
ces la velocidad normal del sonido. La onda
de choque causa en el oido la sensacion de
un chasquido; cuando se escucha, es un
indicio de que el rayo cayé muy cerca. La
velocidad de la onda de choque disminuye
con rapidez a medida que la perturbacion se
aleja de la fuente, hasta convertirse en una
onda acustica ordinaria.

Como la observacion del rayo es casi ins-
tantanea, a veces se afirma de manera erro-
nea que es posible estimar la distancia hasta
el lugar donde ocurri6 la descarga multipli-
cando la velocidad de propagacion de 340
m/s por los segundos transcurridos entre la
vision del rayo y la audicion del trueno.
Pero lo cierto es que, al inicio, la velocidad
de la onda de choque es mucho mayor que
la del sonido ordinario y s6lo disminuye
mas tarde hasta convertirse en una onda
sonica normal, razon por la cual ese tipo de
calculo no proporciona resultados correctos.
Sin embargo, si resulta posible estimar de
esta manera la distancia hasta el lugar don-
de ocurrié un disparo de candn, pues la on-
da de choque generada por el estallido se
convierte en acustica a s6lo 2 m de la pieza.

Pulsacion

Tal como ocurre en las ondas transversales,
la interferencia también tiene lugar en las
ondas longitudinales. El oido no es capaz
de diferenciar frecuencias muy cercanas,
pero es mas sensible a las diferencias de
amplitud (intensidad). Si en el sonido tiene
lugar la interferencia con ondas de frecuen-
cia muy cercanas, V| = V,, aparecen pulsa-
ciones, que consisten en variaciones detec-
tables de la amplitud que se repiten a muy
baja frecuencia. el oido es capaz de percibir

pulsaciones de hasta 6 o 7 por segundo (fi-
gura 8.32).

Figura 8.32. Pulsaciones

Poe ejemplo, Cuando el oido percibe dos
ondas sinusoidales de v = 300 y v = 304
Hz, detecta una sola de 302 Hz, con varia-
ciones de amplitud que ocurren con fre-
cuencia de 2Hz (4 veces por segundo, 2
pulsaciones por periodo). Frecuencia detec-
tada por el oido: %2 (vi+ v;); frecuencia de
la pulsacion (o de batido): 2 (vi- v2).

8.12 Infrasonido y ultrasonido

Cuando la frecuencia cae por debajo de 20
Hz, nos encontramos en la region de los
tonos ultrabajos o infrasonido. A pesar de
ser inaudibles, estas frecuencias por lo ge-
neral son dafiinas para el organismo. Cuan-
do las intensidades son grandes pueden
causar dolores de cabeza, nduseas y sensa-
cion de temor.

Las frecuencias mayores de 20 000 Hz co-
rresponden a los tonos superagudos o ultra-
sonido, de amplia aplicacion en la tecnolo-
gia contemporanea como alarmas electroni-
cas, sensores de movimiento y equipos de
diagnéstico médico. Entre otras muchas
aplicaciones médicas, la ecografia de ultra-
sonido se utiliza para controlar el creci-
miento, desarrollo y bienestar del feto, y
también se puede emplear para comprobar
la fecha de la concepcion.



Chasquidos de alta
frecuencia
generados junto a.
la cavidad nasal

| Bolsas nasales i
Cavidad

Las ondas reflejadas‘se
detectan en esta
cavidad (maxilar inferior)

Figura 8.33. Sistema de localizacion de los delfines.

El umbral de frecuencia de algunos anima-
les es mayor que el de los humanos; los
perros son capaces de escuchar el sonido a
frecuencias mas altas que las personas; del-
fines y murciélagos emplean el ultrasonido
como sistema de orientacion (figura 8.33).

8.13. Ondas sismicas

Son ondas transversales y longitudinales
que se radian cuando un sismo tiene lugar.
Hasta un 10% de la energia liberada en un
sismo se puede disipar en forma de ondas
sismicas, que se propagan en todas direc-
ciones a través del planeta, y no solo en su
superficie.

Existen dos tipos principales de ondas sis-
micas. Las ondas primarias P son ondas
longitudinales de compresion y extension;
su velocidad de propagacion varia entre 1.5
y 8 km por segundo en la corteza terrestre.
Las ondas secundarias S son ondas trans-
versales, y viajan siempre a una velocidad
del 60-70% relativa a la de la onda P.

compresién extension movimiento
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Figura 8.34. Ondas sismicas

Las ondas P hacen oscilar el terreno en la
misma direccion en que se van propagando.
Las ondas S lo mueven en direccion per-
pendicular a la direccion de propagacion
(figura 8.34). La diferencia de velocidad e
intensidad entre los dos tipos de ondas per-
mite a los sismologos determinar con rapi-
dez la distancia hasta el sismo desde cual-
quier lugar. Para ello, basta medir el inter-
valo de tiempo que tardan ambos tipos de
ondas en llegar hasta el detector (sismogra-
fo, figura 8.35).

Ondas p Ondas g
o .ﬁ.‘.w.‘.*.‘ll l)l‘.\‘M' hlih'p'ﬂ]fﬁ'ﬂ yh'(nunlj'u Jﬂuﬂ“n\j‘; 'Lflhl“[h\,fifﬂ'\
'I
1 2 3 6.
t (min)

Figura 8.35. Registro de un sismografo.

Ejemplo
Una velocidad tipica para las ondas S es de
4.5 km/s, y de 8.0 km/s para las P. Un sis-

mografo que registra las ondas sismicas
capta la primera onda P proveniente de un



sismo a unos 3.0 minutos antes que la pri-
mera onda S. Suponiendo que las ondas
viajan en linea recta, ;a qué distancia tuvo
lugar el terremoto?

tp = X/VP s = X/Vs

At =tg —tp = x(1/vs — 1/vp)

— At _ 3.0x60 _1g557 km
S I R

Vg Vp S5 80

Tema avanzado
8.14. Efecto Doppler

En el sonido, el efecto Doppler se refiere a
la variacion de la frecuencia de las ondas
que llegan a un observador segun si la fuen-
te de sonido se aleja o se acerca al mismo.

Por ejemplo, en la figura 8.36, los autos se
mueven de derecha a izquierda, y el micro-
fono estéd en reposo. El tono que se escucha
del auto de la derecha, que se acerca al ob-
servador, es de mayor frecuencia, mientras
que el tono que se aleja es de frecuencia
menor.

Figura 8.36. Cambios en la frecuencia del sonido en
funcién de la velocidad relativa fuente-observador.
En el centro, observador en reposo.

Es el efecto tipico que tiene lugar cuando se
escucha una sirena pasar por nuestro lado.
Cuando se acerca el sonido es mas agudo, y

baja de tono después que pasa y se aleja. Se
pueden presentar diversos casos:

Caso 1. Observador que se mueve hacia
una fuente de sonido en reposo.

Recordando lo visto al estudiar el movi-
miento relativo:

V'=v-u;

v: velocidad de la onda respecto a tierra
(velocidad de propagacion de la onda vp)

v’: velocidad de la onda respecto al obser-
vador.

w: velocidad del observador respecto a tie-
rra (Vo)

Como v, y v, tienen sentido contrario, al
restar los vectores hay que sumar los modu-
losy

bR
V' =V, Tt V.

vp = AMf respecto a tierra, donde f'y A son los
valores originales emitidos por la fuente.

v’ =AM, pues A no cambia. Es el observador
quien se mueve y recorre una distancia A en
un periodo T’ = 1/f > menor.

+v,
£ A A f A
‘:l'sz+V0
f A A
f=f]1+0
3]

f=f[1+V_°J.
Vp

Como p y v son positivas, f > > 1 y el ob-
servador en movimiento hacia la fuente
escucha una frecuencia mayor que el obser-
vador en reposo.



Caso 2. Observador que se aleja de una
fuente en reposo

Si el observador se aleja de la fuente, en-
tonces v’ = v — | y con similar razonamien-

f‘=f[1-v—°].
Vp

La frecuencia que oye el observador es me-
nor que la que percibe el observador en
reposo. En general,

to se llega a

f=f[1$—°], (1)

donde el signo es (+) si el observador se
acerca a la fuente y (—) si se aleja.

Caso 3. Fuente que se mueve hacia un ob-
servador en reposo.

Ahora v, =0, y v¢ # 0. La A’ que percibe el
observador en reposo serd menor que si la
fuente se encuentra en reposo, porque en un
periodo la onda avanza una distancia v¢T
hacia el observador y

A =A-v,T.

Sustituyendo T = 1/f se obtiene:

A= A-~L
f
Pero v, depende del medio, no de f ni de A.
Luego v, = A’f* = Af, y despejando y susti-
tuyendo A’:
M_, Ve

f’ f-
Dividiendo por A a ambos lados y sustitu-
yendo Af = vy,
M

f
f' Vp

-1

fr=f -E}
Vp

pf| ]
Vp'Vf

y la frecuencia que escucha el observador
es mayor (vp > vy).

Caso 4. Fuente que se aleja de observador
en reposo.

Si la fuente se aleja del observador tendre-

’ \4 .
mos A= k+Tf, y se obtiene

f'=f£ “p ]
Vp+Vf

Dividiendo por v, y combinando ambas

ecuaciones
1

\%
1+ £

Vp

f'=f 2)

donde el signo es + si la fuente se aleja y es
(-) si se acerca.

Caso 5. Fuente y observador se mueven a
la vez.

Si la fuente y el observador se mueven a la
vez, ambos efectos se superponen. En la
ecuacion anterior (2) hay que considerar
que f viene dada por la ecuacion (1); es
decir

Si fuente y observador se alejan (el tono del



sonido baja) el numerador es (-) y el deno-
minador (+). En caso contrario, si el tono
percibido sube, los signos se intercambian.

Efecto Doppler relativista

El efecto Doppler también se manifiesta en
los fendémenos electromagnéticos y lumino-
sos, pero como la velocidad de la luz es
constante e independiente del sistema de
referencia considerado, las expresiones que
se obtienen no son las mismas que en el
caso del sonido.

8.15 Problemas resueltos

8.1. Un cuerpo de masa desconocida se
cuelga de un resorte de constante también
desconocida, y se observa que al llegar al
equilibrio, el resorte se ha estirado una dis-
tancia de 10 cm. ;Cudl es el periodo de
oscilacion de este sistema cuerpo resorte?

= |

Problema resuelto 3

8.2. El extremo de un resorte vibra con un
periodo de 2 s cuando tiene unido a ¢l una
masa m. Cuando a esa masa se le agregan 2
kg se encuentra que el periodo es de 3 s.
Determinar el valor de m.

8.3. Un cilindro metalico hueco de masa m
y seccidn transversal A, cerrado hermética ,
flota vertical en un liquido de densidad p.
Calcule el periodo de oscilacion del cilindro
cuando recibe un pequeiio impulso vertical.

No tome en cuenta la viscosidad del agua.

X (cm)

01— :
34 i :
0 t1

3ty 4 5 6 7
t(s)

o+

Problema resuelto 4

8.4. Un cuerpo realiza un MAS de forma tal
que su posicidn x varia con t segun el grafi-
co del problema. a);Cual es la ley de mo-
vimiento para este cuerpo? b) Considere los
instantes ty y tg (la posicion, velocidad y
aceleracion del cuerpo son iguales o dife-
rentes? c)En qué instantes es maxima la
fuerza actuando sobre el cuerpo?

8.5. Una onda viajera avanza de derecha a
izquierda a lo largo del eje de las x con una
amplitud de 2 cm, frecuencia de 550 vibra-
ciones por segundo y velocidad de propa-
gacion de 330 m/s. ;Cudl es la ecuacion de
esta onda?

8.6 .Una onda de frecuencia 500 Hz se pro-
paga a 350 m/s en una direccion dada. a)
(Qué separacion hay entre dos puntos que
tienen 60° de diferencia de fase en un ins-
tante dado? b);Cual es la diferencia de fase
entre dos elongaciones separados por 107 s
en un cierto punto x, del eje x?

Soluciones
Problema 8.1.
En el equilibrio,
F.=F,
kx, = mg. (1)



TFe
ng

El cuerpo oscila alrededor de la posicion de

ereq . . 12
equilibrio x, con frecuencia (k/m) .

T=2n/® =2n\/%,

pero segun (1), m/k = x,/g.

T=2x %0 =27 /%1 < 0.628 s
g 10

Problema 8.2

T=2m/e= 27:@

a)m,25—>2=2n\/%.

Elevando al cuadrado: 1 = 4n*(m/k)

Solucioén 1

m+2
©

Elevando al cuadrado: 9 = 47*(m+2)/k.

bym+2,3s >3=2n

Eliminando la k desconocida entre ambas
ecuaciones y simplificando:

9m —4m = 8§
m=_8/5kg=1.6kg

Problema 8.3

Designemos el volumen sumergido por Vi.
En el equilibrio, F, = E:

mg = pgV
Cuando el cilindro se empuja hacia abajo
una distancia x a partir del equilibrio, se
desplaza un volumen adicional de liquido
V’ = Ax, y aparece un empuje adicional (en
sentido contrario a x)

E’ =- pgAx

Si se tira del cilindro hacia arriba una dis-
tancia X, el volumen sumergido disminuye
en la magnitud V’> = Ax, con la correspon-
diente disminuciéon del empuje E’ = -
pgAx. El signo (-) se incluye porque el
efecto es similar a como si apareciera una
fuerza adicional hacia abajo de esa magni-
tud. Es posible escribir entonces, para una
separacion x de la posicion de equilibrio,
E’=E” =-kx
k = pgA.

La fuerza restauradora es la misma de un
MAS, por tanto el resultado debe ser simi-

lar:
_ m
T=2n /f
T=2g [TM
\ pgA

Esta expresion nos dice, por ejemplo, que
mientras mayor sea el drea que cubre una
embarcacion, menor sera la frecuencia de
sus oscilaciones en el mar, si el resto de los
parametros no varia.

Problema 8.5
Resolucion
o =2nf= 11007 rad/s
vp=MT = w/k
k= /v,=11001/330 =3.33 tm’’



y = 0.02senm(3.33x + 1100t)

(xenm, tens)

Problema 8.6

Solucién 6 (ay b)
a) ¢1 = kx1 - oty ; g2 = kx; - ot

(ti=t=1%)
Ad= 2 - d1 =k(x2 —x1)
Ax = Ad/k = Apvy/o = Apvy/2nf
60° = 607/180 = 1t/3 radianes

Ax = (n/3)x350/21x500 = 7/60 = 0.12 m

b) En este caso X; = X = X,, pero t; # to:
Ad = o(t; — t)) = 0At
Ad = 27fAt = 21x500x10” = 1 rad = 180°

Problemas adicionales oscilaciones y on-
das

Oscilaciones mecanicas

1. Un cuerpo de masa m; se cuelga del re-
sorte A y otro de masa mp; < m; se cuelga
del resorte B. Ambos resortes se estiran la

misma longitud. Cuando ambos sistemas se
ponen a oscilar con igual amplitud, ;cudl
tiene mayor energia?

2. El piston del cilindro de vapor de una
locomotora cafiera tiene un recorrido ma-
ximo (doble de la amplitud) de 0.76 m. Si el
piston se mueve con un movimiento armo-
nico simple de frecuencia 180 rev/min,
(cudl es la velocidad méaxima que alcanza?

v(m/s)

Problema adicional 3

3. Un oscilador esta formado por un bloque
amarrado a un resorte de constante 200 N/m
y masa despreciable. El grafico de la velo-
cidad del bloque en funcion del tiempo so-
bre una superficie sin friccion, con el punto
de equilibrio en x = 0 y amplitud de 27 me-
tros se muestra en el grafico del problema.
(Cudles son: a) el periodo, b) la masa del
bloque, c) la elongacion en t = 0, d) la ace-
leracion cuando t = 0.10 s, e) la energia
cinética maxima que alcanza el bloque? R:
0.20s, 0.20 kg, -0.20m, -200 m/s*, 4.0 J.

4. Un oscilador armoénico simple consiste
de un bloque de masa 0.50 kg unido a un
resorte de masa despreciable. El bloque se
desliza atrds y adelante a lo largo de una
linea recta en una superficie sin friccion,
con el punto de equilibrioen x =0. Ent=0
el bloque se encuentra en su punto de equi-
librio y se mueve en la direccion donde x
aumenta. El grafico de la magnitud de la
fuerza elastica en funcion de la posicion se



muestra adjunto.

F(@M)
=175
] 0.30
-0.30 I x (m)
i | .. '
X (m)

Problema adicional 4

(Cuadles son: a) la amplitud, b) el periodo,
c) el valor de la maxima aceleracion expe-
rimentada por el bloque, d) La energia ciné-
tica maxima que alcanza el bloque?

5. En una determinada bahia, las mareas
hacen que la superficie del mar suba y baje
una distancia d, realizando un movimiento
armonico simple con un periodo de 12.5
horas. ;Cudnto tarda la marea en bajar una
distancia de d/4 a partir de la pleamar?

6. Dos bloques de masam = 1.0 kgy M =
10 kg y un resorte de 200 N/m estan aco-
plados en una superficie horizontal sin fric-
ciéon como muestra el esquema adjunto.

:'_l“!,_l | k.

No hay friccion /

Problema adicional 6

El coeficiente de friccion estatico entre los
dos bloques es 0.40. ;Cual es la amplitud
maxima posible del movimiento armonico
simple para que el bloque superior no se
deslice de su posicion durante la oscila-
cion? R: 22 cm

7. Tres vagones de mineral de 10 000 kg
cada uno se encuentran en reposo a un an-
gulo de 30°, sujetados por un cable largo de
acero en una mina (ver esquema).
?a. d‘ d‘a,. O' d'a. ﬂ' d".-. d‘:. -
coo. 5 ',;,' ‘o-% 3 'ocg} n,fa'ﬂ
_,. ‘,P's;b_,' .,,’9 - '?o.
,p‘. oA st
-‘*M+- wagt e S0 0
Pa O _Da O Xa &,
Este carro 5_3»-' =

] o1 24
.e‘”t'h -P‘DC, "!xr _'r

laﬁbr“;ﬁh A s

e 3 B S S
=2 E;?xﬁﬁ%.f%gﬁr

Problema adicional 7

Se observa entonces que el cable se estira
15 cm antes de que se rompa el acopla-
miento del Gltimo carro y éste se desprenda,
haciendo que los dos carros restantes co-
miencen a realizar oscilaciones. Suponien-
do que el cable cumple la ley de Hooke,
encuentre: a) la frecuencia, b) la amplitud
de las oscilaciones.

8. Un vehiculo de 1000 kg que carga 4 per-
sonas de 80 kg cada una viaja por un terra-
plén en muy mal estado, con ondulaciones
transversales espaciadas de manera regular
cada 4 m. La amplitud de los saltos al atra-
vesar las protuberancias del terraplén es
maxima cuando la velocidad es de 16 km/h.
Cuando el vehiculo llega a su destino y se
bajan todos sus ocupantes, ;qué distancia se
eleva la suspension del carro a causa de la
pérdida de peso? R: 5 cm aprox.

Ondas mecanicas

9. Al mecerse en un bote, un nifio genera



ondas superficiales en las aguas de un lago.
El bote realiza 12 oscilaciones en 20 s, y
cada oscilacion genera una cresta de 15 cm
por encima de la superficie no perturbada
del lago. Ademas, cada cresta alcanza la
orilla, a 12 metros del bote, en 6.0 s. ;Cua-
les son: a) el periodo, b) la velocidad, ¢) la
longitud de onda y d) la amplitud de esta
onda? R: 0.6s, 2.0 m/s, 1.2m, 15 cm.

10. Una onda sinusoidal viaja a lo largo de
una cuerda. Un punto particular de la onda
tarda 0.170 s en moverse desde su maxima
elongacion hasta cero. ;Cudles son a) el
periodo, b) la frecuencia?. c¢) Si la longitud
de onda es de 1.40 m, ;cudl es la velocidad
de la onda? R: 0.68s, 1.47 Hz, 2.06 m/s

11. Un pulso aislado como el que se mues-
tra puede describirse por la funcion h = h(x-
5t), donde x estd en cm y t en segundos.
(Cuales son a) la velocidad y b) la direc-
cion de propagacion del pulso? c) Grafique
h vs. x para t = 2 s. d) Grafique h vs. t para
x=10cm.

h(x)
3

D [

Problema adicional 11

12. Dos aficionados de un juego de béisbol
ven, y un instante mas tarde, escuchan, la
conexion de un bateador con la pelota. El
intervalo de tiempo que detecta un observa-
dor es de 0.23 s, mientras que para el otro
es solo de 0.12 s. Las rectas que van desde
los espectadores hasta el jugador forman un

angulo de 90°. a);A qué distancia esta cada
espectador del jugador? b);Qué tan lejos se
encuentra un espectador del otro?

13. Se deja caer una piedra en un pozo, y el
sonido al caer la piedra en el agua se escu-
cha 3.00 s después. ;Cual es la profundidad
del pozo? R: 43.8 m

14. Un equipo médico de ultrasonido de
frecuencia 4.50 MHz se usa para visualizar
tumores en los tejidos blandos. a);Cual es
la longitud de onda en el aire de esta onda
sonica? b) Si la velocidad de la onda en los
tejidos es de 1500 m/s, ;cuadl es la longitud
de onda en los tejidos?

15. Una onda transversal sinusoidal de lon-
gitud de onda 20 cm se mueve a la derecha.
La elongacion y de la particula en x = 0 se
muestra en el grafico adjunto, en funcion
del tiempo. a) Dibuje un diagrama de una
longitud de onda de esta onda (la porcion
entrex=0yx=20cm)ent=0.

y (om)

t(s)

Problema adicional 15

b) (Cuadl es la velocidad de propagacion de
la onda? c¢) Escriba la ecuacién de la onda
con todas las constantes evaluadas. d) ;Cual
es la velocidad transversal de la particula en
x =0 cuando t=5.0 s?
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