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La presente coleccion de problemas resueltos
de mecénica es un complemento al texto In-
troduccion a la Mecanica del mismo autor,
que también incluye problemas resueltos co-
mo ejemplo y problemas propuestos sin resol-
ver. Aqui se incluyen mas de 100 problemas
con un grado de complejidad algo mayor que
en texto anterior; por esa razon se tomo la de-
cision de presentar todos los problemas junto a

su resolucidn.

Se incluyen 3 anexos para facilitar la mejor

comprension de algunos problemas. En cada

esta indicada entre paréntesis a la derecha.

I. Movimiento rectilineo y uniforme MRU (5)
II. Movimiento rectilineo uniformemente va-
riado (4)

II1. Movimiento en el plano y proyectiles (8)
IV. Movimiento circular y movimiento relati-
vo (7)

V. Segunda ley de Newton (no friccion) (8)
VI. Segunda ley de Newton (con friccion) (6)
VII. Trabajo y energia (5)

VIII. Conservacion de la energia (16)

IX. Conservacion del momento lineal (5)

X. Choques (10)

XI. Cinematica de la rotacion (5)

XII. 2da ley en rotacion (14)

XIII. Momento angular (9)

XIV. Oscilaciones (8)

XV. Ondas (10)

Anexo 1. Energia cinética de un sistema de
particulas. Anexo 2. Velocidad angular en el
sistema de referencia del centro de masa.

Anexo 3. Teorema de los ejes paralelos



I. MOVIMIENTO RECTILINEO Y UNIFORME
(MRU)

1. La posicion de una particula que se mueve a
lo largo del eje x esta dada, en cm, por x =
9.75 + 1.50t> donde t esta en segundos. Consi-
dere el intervalo de tiempodet=2at=3sy
calcule: a) Velocidad media, b) velocidad ins-
tantanea en t = 2s, c¢) velocidad instantanea en
t = 3s, d) velocidad instantanea en t = 2.5s y e)
velocidad instantanea cuando la particula esta
a medio camino entre sus posicionesent=2y
t=3s.

Datos
x(t) =9.75 + 1.50t°
t de 2 a 3 segundos

Resolucion
a)
Vi = AX/At

X, =9.75 + 1.50x3> = 6.75 + 40.50 = 50.25
X1 =9.75+ 1.50x2° = 6.75 + 12.00 = 21.75

Xi=21-73 X2 =50.25

|
|

t t
Problema 1-1
vm = (50.25 - 21.75)/1
=28.50 cm/s.

b)
v(t) = dx/dt = 4.5 t*
v(2) = 4.5x2°

=18.0 cmy/s.
¢) v(3) =4.5x3%=40.5 cm/s.
d) v(2,5)=4.5x (2.5)* =28.1 cms.

e) Comentarios

a = dv/dt = 9t no es constante. Luego no hay
proporcionalidad y v # v(2.5). Hay que hallar
v = f(x) y evaluar para x,, = 2 (x;+xX2). A partir
de la ecuacion de x, despejando:

_[x-975 1
1.5
y al sustituir en v(t) = 4.5 t%, se obtiene

9757
V:4.5(x 9.75) |

1.5

Evaluando en
Xm = Y2 (X11X2)

= 14 (21.75 + 50.25)

=36 cm
_9.75\%
V:4.5(36 9.75)
1.5
=30.3 cm/s

2. (Qué distancia recorre en 16 s el corredor
cuya grafica velocidad-tiempo se muestra en
la figura?

v (m/s)

8

4

Problema I-2a



Datos: En el grafico.
Resolucion
Para cualquier movimiento rectilineo:
v = dx/dt
Ax = [vdt = 4rea bajo la curva en el grafico de

v vs. T (figura I-2b).

v(t)

Vi

1 At 2 t
Problema I-2b
Area en (t1,t;) = Y viAt;, igual a la integral en

el limite para At; — 0 (definicion de integral).

Por tanto, s6lo hay que calcular el area bajo la
curva.

Ax; = triangulo, Y2 bh =12 2x8 =8 m

Ax; = rectangulo, bh = (10-2)x8 = 64 m

Axj3 = trapecio, 2 (b;tby)h =% (4+8).2 =12 m
Ax4 = rectangulo, bh = (16-12)x4= 16 m
Ax=8+64+ 12+ 16 =100 m.

3. La grafica de x vs. t que se muestra es de
una particula que se mueve en linea recta. a)
Determine para cada intervalo si la velocidad
ves+, - 00,y sila aceleraciéon es +, -, 0 0.
Los intervalos con OA, AB, BC y CD. b) Se-
gun la curva, jexiste un intervalo en el cual la
aceleracion sea obviamente no constante?

(Desprecie el comportamiento en los extremos
de los intervalos).

Problema 1-3
Datos. Ver el grafico.
Resolucion
a) Comentarios

v = dx/dt — pendiente a la curva en un punto.
OA: pendiente positiva y constante. Luego v
es (+).

Como a = dv/dt, la derivada de la constante es
ceroya=0.

AB: Similar al anterior, v es (+), pero no es
constante, disminuye desde un valor determi-
nado hasta cero en BC. Si v disminuye su va-
lor, el movimiento es retardado. Asumiendo
(+) a la derecha, entonces a sera (-).

BC: Como x = constante, v=0ya=0. (La
particula no se mueve).

CD: La particula comienza a moverse brusca y
aceleradamente reduciendo x (moviéndose
hacia la izquierda, segun el convenio anterior).
La pendiente es negativa, luego v es (-), acor-
de al movimiento de derecha a izquierda. La
velocidad va disminuyendo, pues la pendiente
se reduce — movimiento retardado — acele-
racion contraria a la velocidad — a es (+).

No se debe olvidar que la velocidad y la ace-
leracion son vectores; recordar que (+) a la
derecha y (-) a la izquierda es s6lo un conve-
nio para el movimiento unidimensional. Si a y



v negativos: vectores apuntando a la izquierda,
movimiento acelerado a la izquierda, etc. Ana-
lizar las 4 posibilidades.

Notar que el movimiento es acelerado o retar-
dado con independencia del sistema de refe-
rencia considerado. La dependencia proviene
de la orientacion relativa de los vectores v y a.

b) Comentarios

No lo hay. La expresion de x = f{(t) para acele-
racion constante toma la forma

X:XO+V0t+1/2at2,

con todas las posibles combinaciones de sig-
nos. Ninguna de las secciones se aleja tanto de
la dependencia cuadratica como para afirmar
que la aceleracion a no es constante.

4. Ud. viaja por carretera de Jipijapa a Guaya-
quil, la mitad del tiempo a 35 mi/h y la otra
mitad a 55 mi/h. En el regreso, Ud. viaja la
mitad de la distancia a 35 mi/h, y la otra mitad
a 55 mi/h. a) ;Cual es la velocidad media en el
viaje de ida? b) ;Y en el de vuelta? ¢) /Y en
todo el viaje?

Datos
vi =35 mi/h
v, =55 mi/h

Ida: medio tiempo
Vuelta: media distancia

Resolucion

a)
Vi = AX/At

= (AX] + AXz)/(Atl + Atz)
Atl = Atz

AXl = VlAtl
AXy = VoAt
Sustituyendo y simplificando:

Vim = (Vi +v2)/2

=90/2
=45 mi/h.
b)
Vi = AX/At
= (Ax] + AXxp)/(At) + Aty)

Ax; = Ax,

At = Axy/vq

Aty = AX1/vy

Sustituyendo y simplificando:

2

141
vioVp

Vin =

_ 2V,V,
Vi tVv,

=42.8 mi/h

¢) vim = 0. Note que no es posible identificar el
espacio recorrido con x; - xj, lo cual no esta
acorde a la definicion general vectorial de ve-
locidad media,

vV, =AF/At.

Si Ud. va a Guayaquil y regresa, el desplaza-
miento total es cero, y por tanto v, también.

5. Dos trenes salen en el mismo instante de las
ciudades A y B, separadas 300 km, con rapi-
dez media constante de 60 y 90 km/h respecti-
vamente, uno al encuentro del otro. a) ;A qué
distancia de la ciudad A se cruzan? b) ;Cuanto
tiempo transcurre hasta ese momento?



Datos

dAB + 300 km
vi = 60 km/h
v, =90 km/h

da (encuentro) ?

t?
Resolucion
60kmh —p <«— 90 km/h
0 A d =300 B
S R T N e e e l--
_____ > XA
——————————————————————————— — XB

Problema I-5
Escogiendo un sistema de referencia comun
para ambos moviles (ver grafico),
XA = Vat
XB — d-— vit

t es el mismo, porque arrancan en el mismo
instante. Cuando se crucen:

XA = XB
vat=d—vgt
t=d/(va + vp)
=300/150
=2h

XB = XA = vat = 60x2

=120 km.

I1. MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME-
MENTE VARIADO (MRUYV)

1. Un corredor, en una carrera de 100 m, ace-
lera desde el reposo hasta la velocidad maxi-
ma a razon de 2.80 m/s® (y mantiene esa velo-
cidad hasta el final de la pista). a) ;Qué tiem-
po transcurrid?; b) ;Qué distancia recorrio el
corredor durante la fase de aceleracion si el
tiempo total en la pista fue de 12.2 s?

Datos
X; +x, =100 m

a; =2.8 m/s’

tt+th= 12.2 s
vo =0 en x;
t,?
Xl?
Resolucion
100 m
1 1 1
| | |
\,‘
X1 X
t 153
MRUV MRU
Problema I1-1
a)

En (1), MRUYV. Sélo hay dos posibles ecua-
ciones independientes:

VvV =V, t+ at,
X =X, + Vot + ¥ at’.

Evaluando:

v = at; (1)




X =Y at” (2)

En (2), MRU.

So6lo hay una posible ecuacion independiente:

x; =Vt | (3)

Hay dos ecuaciones independientes adiciona-
les como datos:

x; +x,=100 | (4)
1+, =122 | (5)

De manera que se llega a un sistema no lineal
de 5 ecuaciones con 5 incognitas (t;, to, X1, X2
y v). El valor de a es conocido. Como el sis-
tema es no lineal, no se puede predecir de an-
temano si tendra o no solucion.

Eliminando v entre (1) y (3),
at; = Xo/to.

Eliminando x; a partir de (4) y t; a partir de
()
_100-X, _100-x,

t,  12.2-t

y el sistema se ha reducido a un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas, X; y t;:

_100-x, [ o
122-1, | ©

x1=Yat” |(7)

Despejando (6) y sustituyendo con (7):
12.2 at; - at;” = 100 - ¥ at,’
24.4t; - 200/a - t,° =0
Sustituyendo a = 2.8 m/s” se llega a:

t2-244t,+71.4=0

(= 24.4 +/595.36 - 285.6

2
t=1(24.4+17.6)
t,=21.0s
ty=3.4s.

La solucion (a) no tiene sentido real. Conduce
a un absurdo, ya que el tiempo del recorrido
(1) seria mayor que el total planteado como
dato (12.2 s).

b)
X1 = Y at;’
=14 x2.8x (3.4)°
=162 m

2. Un cohete se dispara en la vertical y ascien-
de con aceleracion de 20 m/s” durante 1.0 min.
En ese momento su combustible se agota y
continia como un cuerpo en caida libre. a)
(Cudl es la altitud maxima alcanzada? b)
(Cual es el tiempo total transcurrido desde el
despegue hasta que el cohete regresa a la tie-
rra? (Desprecie las variaciones de g con la
altura).

Datos:

Etapa 1 Etapa 2
a=20m/s" Vo2 = Vi
V=10 a=-g
t=60s
Ym?
trotal?




4 vVo=Wi
a=20m/s?
1
y°=0 4 Vol =0
Problema I1-2

Resolucion

b) Notar que el tramo 1 lo sube a 20 m/s’ pero
lo baja en caida libre.

vV =v,t+at
y=y<,+vot+1/zat2
caida libre: a=-g
Etapa 1: Subida acelerada
Vi =Vg =at
=20x 60
= 1200 m/s
Vi =Yoo = Vs at’
= 1/2 x20x3600
=36000 m
Etapa 2: Subida + bajada en caida libre
Vo = vy = 1200 m/s
0=36000 + 1200t - 5t
t* - 240t - 7200 = 0

_ 240 /57600 + 28800

t
i 2

_ 240294

2
t.=- 27 s (absurdo)
t+ = 267 S

Tiempo total: tsubida T Caida tibre
=60+267=327s
=5 min, 27 s.

NOTA. Este resultado no toma en cuenta la
resistencia del aire.

a)
Altitud méxima
En ymsx se cumple v = 0;
0=vp - gt
t=vi/g
=1200/10
=120s
(después de apagar el motor)
V2(MAX) = Ymax = Yo T Vot - Y2 gt2
= 36000 + 1200x120 - 4 x10x(120)
= 36000 + 144000 - 72000
=108000 m
=108 km.

3. Si un objeto que cae libremente desde el
reposo viaja la mitad de su trayectoria total en
el ultimo segundo de su caida halle: a) el
tiempo y b) la altura de su caida. Explique la
solucion fisicamente inaceptable de la ecua-
cion cuadratica del tiempo.

Datos:



Segunda mitad: 1 s

Primera mitad: ty -1, donde ty es el tiempo
total de vuelo, y v, = 0.

Yo T~ Vo=0
ty-1
v/2 +
ls
0
Problema I1-3
Resolucion
a)

Y =Yo+ Vot - ¥ gt?
Yo/2 = Yo — Y5 glty —1)°
Yo =gty —1)° (1)
Tenemos hasta el momento una ecuacion y dos
incognitas (ty, y,). Se obtiene otra ecuacion

considerando que parat =ty, y =0 (v, sigue
siendo cero).

0=y, "% gt\/2
Yo =5 gtv’ (2)
Igualando (1) y (2) con g = 10 m/s*
gty — 1)’ =" gtv’
ty? —dty +2=0

to = 4+16-8

VT
=2+42

tv(-)=0.59 .

No tiene significado real, yaque t > 1s;

tv(+) =ty=341s

b)
O=y0-‘/zgt2

Yo = 72 gt\/2
=1 x 10x (3.41)
=58.14m

4. En el laboratorio Nacional de Fisica de In-
glaterra se hizo una medicion de la aceleracion
g arrojando una bola de vidrio hacia arriba en
un tubo evacuado y dejandola regresar. Sea
Aty el intervalo de tiempo entre los dos pasos
a través del nivel inferior, Aty el intervalo de
tiempo entre los dos pasos a través del nivel
superior, y H la distancia entre los dos niveles.
Demuestre que

_ 8H
T A2 2
---------------- Altura
O S o X .:.:___________:",_____.g___.
Fr————— > :
Aty P H
I . Y
Aty

Problema I1-4a

Datos:
Aty Aty H
Resolucion

El problema se resuelve facilmente si se re-
cuerda que la ecuacion de la trayectoria es
valida para todos los puntos de la misma. Ana-
lizando la altura yy, con y, =0,

YU = Vot - 2 gtz,
t? - (2vo/Q)t + 2yu/g =0,



tU:_Oi _V_JY
g g g

Yu :l A

A __ﬂ_T_T

H o

P

b

yL ¢!

Y g

T . v
Yt:o:o__I
Problema I1-4b

Las dos soluciones posibles + y - correspon-
den a los dos instantes (subida y bajada) en
que la bola pasa por yy. Por tanto, el intervalo
de tiempo que tarda en pasar por yy hacia arri-
ba (-) y regresar hacia abajo (+) viene dado

pOI'
Vg 2yU
AtU = tU(+) - tU(') = 2 _2 -—

Elevando al cuadrado para la demostracion,

A =4 Vo M|
g 9

El analisis es totalmente similar para la altura
yL, y el resultado también (v, es la misma).
Por analogia:

2
Ve 2
AtE =4 _tZJ Y
g g
Restando:

8 8H
At} - At :a(}’u -yL) :E

10

8H

LN RN

ITII. MOVIMIENTO EN EL PLANO Y PROYECTI-
LES

1. La velocidad de una particula que se mueve
en el plano xy esta dada por

V= (6t-4t2)T+8].
Aqui v estd en m/s y t(>0) esta en segundos.

a) (Cudl es la aceleracion cuando t=3s? b)
(Cuando, si alguna vez, es la aceleracion ce-
ro? c) (Cuando (si sucede) es cero la veloci-
dad? d) ;Cuando (si sucede) es la rapidez
igual a 10 m/s?

Datos
v=(6t-4t%)i +8j
a(3)=? |
a=0?

v=07?

v =0\10 m/s?

Resolucion

a)
a(3) =dv/dt|;=3

d=(6-8t)i

3, =-18i

b)
Para qué valor de t, a =0?

ay = dvy/dt =0 para todo t

para ay:



6-8=0
t=%s
c)

Nunca, porque vy = 8 m/s, constante

d)
v = {(6t-4t%)* + 64} =10

y elevando al cuadrado:
(6t-4t)* + 64 = 100
(6t-4t%)* = 36
(6t-4t%) = +6
De ahi salen dos posibles ecuaciones:
6t- 4t +6=0
6t-4t°-6=0
Que se reducen a:
2t*-3t-3=0 (1)
2€-3t+3=0 Q)
Caso (2):

_3:.9-24
4

t

Discriminante negativo, raices imaginarias, no
hay solucion.

Caso (1):

_3+ V9 +24
4 b

t=" (3 +£5.74).

t

La raiz negativa no tiene sentido real. Para la
positiva, t=2.185s

2. Una particula se mueve de modo que su
posicion en funcion del tiempo es, en unidades
SI,

11

f(t) = 0 +4t%] + 1K .

Escriba las expresiones para a) su velocidad y
b) su aceleracion, ambas en funcion del tiem-
po. ¢) (Cudl es la forma de la trayectoria de la
particula?

Resolucion
__dar ==
v=—=8t]j+4k
a) V=g = o

b)d= 3—¥ = 8] (constante)

c¢) Las ecuaciones paramétricas del movimien-

to son:
x=1
y = 4t*
z=1t.

x=1 significa que la particula siempre se mue-
ve en el plano que pasa por x = 1 (ver figura);

x,y=0ent=0.

Eliminando t entre z e y se obtiene la ecuacion
de la trayectoria en ese plano:

y =4z
(parébola que abre hacia el eje de las z).

z

Plano x =1

Problema I11-2




3. Una particula sale del origen en t =0 a una
velocidad inicial v, =3.6i, en m/s. Experi-

menta una aceleracion constante

d=-1.2i -1.4] en m/s’. a) (En qué tiempo lle-
ga esa particula a su coordenada x maxima? b)
(Cudl es la velocidad de la particula en ese
momento? ¢) ;Donde esta la particula en ese
momento?

Datos

vV, = 3.6i
a=-12i-14j
Interpretacion:

Eje x: MRUV:
ax=-1.2 m/s’, Vox = 3.6 m/s
Eje y: MRUV
ay=-1.4m/s>, vy =0
t para Xmax?

v?

x?

Resolucion

a)

X =Xo + Vot + % at’
x = 3.6t - 0.6t".
Imponiendo la condicion de maximo:
dx/dt=3.6-1.2t=0
t=3.6/1.2
t=3s

b) Al llegar al méximo
dx/dt=v,=0

Vy = Voy T ayt

=0- 1.4(3)

12

=-42m/s’

Y en notacion vectorial,

V=-42] (m/s)

X =X, T Vot + V5 at?
x=0+3.6(3) - % (1.2)(3)*
=10.8-5.4
=54m
y:y0+V0t+1/2at2
y=0+0-%(1.4)(3)
=-63m
T =5.4i-6.3] (m).
O también la respuesta equivalente en paramé-
tricas:
X =5.4m

y=-63m.

4. Una piedra se lanza con una velocidad ini-
cial de 120 ft/s en una direccion 62° sobre la
horizontal hacia un acantilado de altura h, co-
mo se muestra en la figura.

Problema Il1-4a

La piedra golpea el terreno en A, 5.5 s después
del lanzamiento. Halle: a) la altura del acanti-
lado, b) la velocidad de la piedra en el mo-



mento antes de que se impacte en A, y ¢) la tan® = - 70.4/56.4

altura maxima alcanzada sobre el suelo. — 125
Datos ®=-513°

Vo = 120 ft/s v =(56.4% +70.4%)"
0, = 62° =90.2 ft/s
t=55s c) (H?

g~ 32 ft/s’ Cuando y = ym, vy =0

a) h? 0 =v,sen0 - gt
Resolucion t = vosen62/g
Evaluando y parat=5.5s, =120x0.88/32

— 2
Yy =Yo t vosenOt - 1/2gt 33
=0 + 120xsen(62)x5.5 - ¥4 x32 x (5.5)
h=y=582.8-484
=98.8 ft

H = ym = yo + Vosenb,t - 4 th
= 0+ 120x0.88x3.3 - 16(3.3)?
H =348.48 - 174.24

b) v? — 17424 ft

5. (A qué velocidad inicial debe el jugador de
baloncesto lanzar la pelota, formando 55° con
la horizontal, para encestar el tiro de castigo,

Problema I11-4b como se muestra en la figura? El aro de la
- - ~ celda tiene un didmetro de 18”°. Obtenga otros
V=V i+v,]
y datos de la figura del problema.
Vx = Vo,c080, = 120x 0.47
=56.4 ft/s
Vy = Vosend, - gt
= 120x0.88 - 32x5.5 b (o 1008
. 7.0t
=105.6-176.0
=-70.4 fi/s ‘
B in |

V=56.4i-70.4] (ft/s)
Problema I11-5
De aqui se puede calcular, si es necesario:

13



Datos

yo =7 ft

Xo=1ft

0, =55°

y=10ft

x = 14-1 = 13 ft (grafico)
g~ 32 ft/s®

cos(55%) =0.573

tan (55°) = 1.428

Vo ?

Calcular v, para que alcance el punto (14,10)
en estas condiciones.

Resolucion
(1)

Para evaluar (1) hace falta conocer t. Se puede

YV =Y, t VosenOot - Y2 gt2

eliminar t a partir de la ecuacion
X =V, cos0,t
2

En esta ecuacion se conocen todos los parame-

Y = Yo T tanOox - gX2/2V0200s260

tros menos v,. Sustituyendo:
(Y - Yo - tanfyx)2v,cos 0, = -gx*
2
X
Vo=—— g
2c0s“0, (tanf,x -y +y,)

v, = — :
° cosh, \2(tanf x -y +y,)

, =13 32
° 057\2(1.43%x13-10+7)
Vo =22.8 (32.0/31.18)"* =23.1 ft/s

14

6. Un bateador golpea una bola lanzada a una
altura de 4.0 ft sobre el suelo de modo que su
angulo de proyeccion es de 45° y el alcance
horizontal es de 350 ft. La bola viaja hacia la
linea izquierda del campo donde hay una bar-
da de 24 ft de altura que se ubica a 320 ft de la
placa de “home”. ;Pasard la bola por encima
de la barda? De hacerlo, ;por cuanto?

Nota: el alcance horizontal se define como la
distancia horizontal que se alcanza cuando el
proyectil retorna a la altura a que fue lanzado.

A A
w
N
o
=]

v

Problema I11-6
Datos
Vo =4.0 ft
0, = 45°
xg =350 ft
g = 32 ft/s?
h=24ft
d=320ft

Resolucion

Las ecuaciones que involucran los Datos del
problema son:

(1)
2

Para saber si pasa la barda, so6lo hay que eva-
luar el valor de y para x = 320 ft. Eliminando
t

Y =Y, t VosenOt - Y2 gt2

X = Vo,c080,t



Y=Y, t+ tanfyx - 5 (gxz/vozcosze) 3)

El valor de v, no es conocido, pero se puede
obtener del dato del alcance horizontal
XH = VoC0SO,ty.

El tiempo de vuelo ty se obtiene del doble que
tarda en alcanzar la altura maxima (con y, =
0):

Paray=ynm — vy =0,
0 = vosenb, - gt
t = vesenf,/g
ty = 2v,senf,/g
y sustituyendo en xy:
Xy = 2V, sen0,cos0,/ g
Vol = gxy/(sen26,)
=32x350/1
= 11200
v, = 105.8 ft/s
Sustituyendo en (3):
y =4+ 1x320 - 14(32:320%/11200/2)
y=4+320-292.6
=31.41ft >24ft.

(Si pasa la barda). La bola pasa y excede a la
barda por (31.4 —24) =74 ft.

7. Se lanzan proyectiles a una distancia hori-
zontal R del borde de un acantilado de altura h
de manera tal que aterrizan a una distancia
horizontal x del fondo del acantilado. Si que-
remos que X sea tan pequefia como es posible,
(Como ajustariamos @, y v,, suponiendo que
V, pueda ser variada desde cero hasta un valor
maximo finito vy y que @ puede ser variado
continuamente? Solo se permite una colision
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con el suelo.
Datos
h,R, x - ®,?, v,?

R hI

X
<+

Problema Il1-7a
Resolucion

Desde el punto de vista formal, habria que
buscar el alcance maximo despejando el tiem-
po en las ecuaciones paramétricas de la trayec-
toria, tomando el cero en la parte inferior de la
figura.

X = VocosP-t
y=h + vesen®dt - ¥ gt’

Sin embargo, esto conduce a expresiones ma-
tematicas bastante complejas de laboriosa re-
solucion.

Por otra parte, el andlisis fisico en la figura
muestra que aumentando v, y el angulo de tiro
conjuntamente es posible obtener trayectorias
con x menor (trayectoria punteada en I11-7b).

Problema I11-7b

Para eso solo hace falta analizar el movimien-
to hasta R, y buscar la relacién entre @ y v,
que permita alcanzar R con el mayor angulo @



posible. Entonces, reduciendo el analisis al
tramo (0,R) solamente:
X = vo,cosD-t

y = vesend-t - 2 gt2

y el problema se reduce a buscar la relacion
entre ® y v para x = R.

En el punto R:
R =v,cosd-t (1)
0 = vesend-t - ¥ gt 2)
Eliminando t entre (1) en (2)
0=tan®-R - (ng/Vozcoszq))
2tand)v<,2c0s2<1) =gR
2vozsenCI>c0s<D =gR
Y queda, para la relacion buscada:
sen2® = gR/v,’. (3)

El mayor angulo tedricamente posible seria
para v, — o0; sen2® = (. En ese caso @ =0,
180°. La primera es una raiz extrafia, la se-
gunda proporciona ® = 90°. Por tanto, para
una velocidad finita se obtendrd un angulo <
90°.

El mayor angulo prdctico posible se obtiene
cuando v = vy, por tanto:

2
sen2® = gR/vV ax.

Notar que:

1. La expresion es dimensionalmente correcta.

3. Evaluando para otro valor notable, por
ejemplo v, = (gR)"” se obtiene @ = 45°, etc.

8. Un cohete se dispara desde el reposo y se
mueve en linea recta a 70.0° sobre la horizon-
tal con una aceleracion de 46.0 m/s>. Después
de 30.0 s de vuelo impulsado, los motores se
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apagan y el cohete sigue una trayectoria para-
bolica hasta caer de nuevo en tierra (véase
figura).

/ :
Apagado de /
los motores /

/ \
Plataforma de ./ \‘\ Impacto

lanzamiento 70°

Problema I11-8

a) Halle el tiempo de vuelo desde el disparo
hasta el impacto.

b) (Cual sera la altitud méxima alcanzada?

¢) (Cual es la distancia desde la rampa de lan-
hasta el punto de
to?(Desprecie la variacion de g con la altitud).

zamiento impac-

Datos

Ira etapa, MRUV
6=70°

a =46 m/s’

t=30s

2da etapa, PROYECTIL
0, = 70°

a=-g

t?

Resolucion

Es necesario dividir el vuelo en dos tramos o
etapas, con diferentes ecuaciones del movi-
miento:

Etapa 1: MRUV (recta, a = constante en el
plano).



a, = acos70° = 46x0.342 = 15.73 m/s’
ay = asen70° = 46x0.94 = 43.24 m/s’

(Nota: se mantienen las dos cifras después del
punto porque los numeros que se generan son
grandes y el error por redondeo también).

La velocidad final de la etapa 1 es la velocidad
inicial de la etapa 2:

Vi1 = axt = 15.73x30
=471.9 m/s
= Vox2
vy = ayt = 43.24x30
=1297.2 m/s
= Voy2

También es necesario calcular el espacio y la
altura recorridos para resolver lo que se pide:

X) =Y a,t?
=% x 15.73 x 30°
=7078.5 m
= Xo2
y1 =% ay‘[2
=1 x 43.24 x 30
=19458.0 m
= Yo2
Etapa 2: proyectil

a) El tiempo de vuelo se calcula haciendo y =
0 en la ecuacion de la trayectoria:

Y2 = Yo2 + Voot - ¥4 gt’
0=19458.0 + 1297.2:t - Y5 10>
t? - 259.44t- 3891.6 =0

_ 250.44+/259.44% +15566.4
2

t
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= 15(259.44 + 287.88)
t=129.72 + 143.94
t, = negativo (no tiene sentido real)
ty, =273 s
tiotal = 11 T 12
=30+273
=303 s
= 5 min, 3s.
b) ym?
Eny = ym se cumple que vyo = vy - gt =0
0= vy - gt
t = Voy/g
=1297.2/10
=129.72 s (tiempo en alcanzar y,)
Yin = Yor + Voyat - ¥ gt°

ym = 19458.0 + 1297.2x129.72 - ¥
10x(129.72)

ym = 19458.0 + 168272.78 — 84136.39

ym = 103594.78 m

~103.6 km
c) xy?
X =Xo2 T Voxat
= 7078.5 + (471.9 x 303)
=7078.5 + 142985.7

xp = 150064.2 m

~150.0 km

IV. MOVIMIENTO CIRCULAR Y MOVIMIENTO
RELATIVO



1. Un nifio hace girar una piedra en un circulo
horizontal situado a 1.9 m sobre el suelo por
medio de una cuerda de 1.4 m de longitud. La
cuerda se rompe y la piedra sale disparada
horizontalmente golpeando el suelo a 11 m de
distancia. ;Cual fue la aceleracion centripeta
de la piedra mientras estaba en movimiento
circular?

ey, S PRy i
1.9m . 4\
11m
Problema IV-1

Datos
Yo=19m
Xxp=11m
R=14m
a,?
Resolucion

a, = v?/R

(1)

La velocidad tangencial es la misma velocidad
inicial vy del lanzamiento del proyectil.

Y= Yo+ Vot — Vo gt )
Xh = Voxty (3)

El tiempo de vuelo se obtiene haciendo y =0
en (2), con voy = 0:

0=y, +0-%gt’
ty = i—(2yo/g)1/2.

La raiz (-) no tiene sentido fisico. Como y, y
xp son conocidos, sustituyendo en (3):

Xn = Vox(2yo/ g)l/ 2
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Xh

/%'
g

La aceleracion normal se obtiene sustituyendo
en (1):

Vo =

2
_ Xu9

" 2y,R

_ 112x10
2x1.9x1.4

=227.4 m/s2.

2. Una particula esta viajando en una trayecto-
ria circular de 3.64 m de radio. En cierto ins-
tante, la particula se mueve a razoén de 17.4
m/s y su aceleracion forma un angulo de 22.0°
en direccion al centro del circulo seglin se ve
desde la particula (véase la figura). a) ;A qué
tasa estd creciendo la rapidez de la particula?
b) (Cuadl es la magnitud de la aceleracion?

v

Problema IV-2a

Datos
R=3.64m
v=17.4m/s
0 =22°



Resolucion

dénde T es el vector unitario tangente y N el
vector unitario normal;

a,=dv/dt ; a,=Vv’/R.
b) a,=v/R=(17.4)*/3.64 =832 m/s’,
y de aqui se obtiene el valor de a:
a, = acos(22°)
a = a,/cos(22°) = 83.2/0.93 = 89.7 m/s
a) De la figura del problema se ve que
a; = dv/dt = asen(22°)
=89.7-0.374
=33.5m/s’

3. Una particula se mueve en un plano de
acuerdo a las ecuaciones:

X = Rsenmt +oRt

y = Rcosot + R

donde ® y R son constantes. Esta curva, lla-
mada cicloide, es la trayectoria trazada por el
punto de una llanta de una rueda que gira sin
resbalar a lo largo del eje x. a) Trace la tra-

yectoria. b) Calcule la velocidad y la acelera-
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cion instantaneas cuando la particula esta en el
valor de y maximo y minimo.

Resolucion

a) El gréafico se puede construir asumiendo un
valor arbitrario de R, por ¢j., R = 1. Para valo-
res mayores de t se repite ciclicamente.

t ot X y
0 0 0 2R
T/4 /2 R(1+7/2) R
T/2 T R 0
3T/4 3n/2 R(1-37/2) R
T 2n 2nR 2R

Problema IV-3

b)
V=Vl +Vy ],
vy = dx/dt = Rcos(mt) o + ®R
vx = ®R(cosmt + 1)
vy = dy/dt = - ®Rsenot

Evaluando en yuax (ot =0) y en ymin =0 (ot =
m):
Vxlo = 20R, vyz=0

Vyo=0, Vvy|z=0

d=a,i+a,]




ay = dvy/dt = - o°Rsenot
ay = dv,/dt = - ®*Rcosot
aX]O = 0; ax]n =0

aylo = - sz, aylr = o’R

4. Un vuelo transcontinental de 2700 mi esta
programado con un tiempo de 50 min mas
largo cuando va hacia el oeste en vez de hacia
el este. La velocidad del aeroplano en el aire
tranquilo es de 600 mi/h. ;Qué suposicion se
debe hacer sobre la velocidad de las corrientes
de aire, ya sean provenientes del este o del
oeste, al preparar la bitdcora?

—

Y 2700 mi
(0] E
<«— t+0.83
Problema V-4
Datos
x =2700 mi
At=50min=5/6 hora=0.83 h
v, = 600 mi/h

n = velocidad del viento

Resolucion
Oesteaeste — x=(v+put
Esteaoeste — x=(v—p)(t+0.83)

Sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
(t, w). Eliminado t:
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X(v+p) = (v—p) +0.83(v’ — %)
2ux = 0.83v* -0.83p
u? + 6506 -360000 = 0

u=—65—206d:%\/65062 +4x36x10°

pw=-3253+3308
=55 mi/h

Se debe asumir una velocidad promedio del
viento en la direccion Este de 55 mi/h.

5. Estd nevando verticalmente a una velocidad
constante v, de 7.8 m/s. a) ;Con qué angulo
con respecto a la vertical y b) a qué velocidad
parecen estar cayendo los copos de nieve se-
gun los ve el conductor de un automovil que
viaja en una carretera recta a una velocidad v,
de 55 km/h?

Datos

Vo =7.8 m/s

va =55 km/h = 55x10°/3600 = 15.3 m/s
0?

Vna?

Resolucion

Problema IV-5a

a) Para el movimiento relativo de dos sistemas
de referencia se cumple la relacion



(1)

V': Velocidad de la particula respecto al siste-

V=v-ji

ma movil

V : Velocidad de la particula respecto al siste-
ma fijo

p : Velocidad del sistema moévil respecto al
fijo.

En este caso el sistema fijo esta en tierra, y el
sistema movil es el auto:

L=V,.

La velocidad del copo de nieve, aunque no se
dice explicitamente, es respecto a tierra:

V=v,.

Problema IV-5b

Por tanto, aplicando (1):
V=V, -V, =V, +(-V,)
tand = v,/v,
=15.3/7.8
=1.96
0 = arctan(1.96)
6 =63°
b) Calculando el médulo de v’:
v’cost = v,
v’ = vy/cosd
=7.8/0.45
=173 m/s

21

6. Un piloto debe viajar hacia el este desde A
hasta B y luego regresar de nuevo al punto A
hacia el oeste. La velocidad del aeroplano en
el aire es V, y la velocidad del aire con res-
pecto al suelo es . La distancia entre Ay B
es L y la velocidad del aeroplano en el aire es
constante. a) Si u = 0 (aire quieto), demuestre
que el tiempo del viaje redondo es t, = 2L/v.
b) Suponga que la velocidad del aire va hacia
el este (u oeste). Demuestre que el tiempo del
viaje redondo es entonces

tO

te=— 20 .
E 102/ V2

¢) Suponga que la velocidad del aire es hacia
el norte (o hacia el sur). Demuestre que el
tiempo del viaje redondo es, entonces

tO
V1-u?/v?
d) En las partes b) y c), ;debemos suponer que
u <v? ;Por qué?

ty =

Datos: v, |1, AB=L

Resolucion
ayu=20
t=2t"=2L/
to=2L/v
b)

Vm = vsf - ﬁmf
v = velocidad de la particula respecto al siste-
ma fijo

v’ = velocidad de la particula respecto al sis-
tema movil (avion)

u = velocidad del sistema movil respecto al



fijo (viento)

En este caso interesa la velocidad del avidon
respecto a tierra. Vg = Vg, + [ -

Vparticula
SRS

A R~ B
L viento
Problema IV-6a
Como es en una dimension:
a favor del viento: v¢g=v +u
en contra del viento: vg¢g=v —u
tida = L/ (V + u)

tyuelta = L/(V — 1)

1 1
t= tida+ tvuelta = I—( +_j
v+u Vv-u

2Lv
v -u?

tras dividir numerador y denominador por v
se llega a:
— t0
1-u?/v?’
c) En este caso el avion es empujado lateral-
mente por el viento. Para llegar a B, se debe
orientar la direccion del vuelo en sentido con-

trario, con una componente — | que neutralice
la velocidad del viento.

La velocidad en la direccion correcta respecto
a tierra sera

201112
Vs = vcosO = v(1-sen™0 )

Vg = VW1-u?/v? .
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Problema IV-6b

Razonando desde B hasta A, se ve del grafico
que

tida = tvuelta

t =2ty = 2L
- ida — T —/—/—mm—m—m—m™m—
vyl-u? / V2
t=__to

J1-u2/v2

d) En la parte (b), u > v conduce a un tiempo
negativo, sin sentido real. Significa fisicamen-
te que en el vuelo de regreso la velocidad del

viento u es mayor que la del avion, lo que im-
pediria que el avion regrese.

En la parte (c) ocurre algo similar. En este
caso conduce a un nimero imaginario. La ra-
zoOn fisica es que u es una componente de v, y
no puede ser nunca mayor. Para u = v el avidon
nunca llegaria a su meta (tendria que viajar en
direccion perpendicular a la misma para poder
vencer la componente del viento).

7. Dos carreteras se intersectan formando un
angulo de 90°. En un instante una patrulla P
estd a 41 m de la interseccion y moviéndose a
76 km/h. Un motorista M estd a 57 m de la
interseccion y moviéndose a razon de 62 km/h
en esa direccion. En ese momento ;/Cual es la
velocidad Vyp del motorista con respecto a la



patrulla?

w b

Problema IV-7a
Datos
vm = 62 km/h

vp =76 km/h

VMP?

Resolucion

Problema IV-7b

Los datos de distancia no se necesitan para
resolver el problema.

V=V-i
v = velocidad de la particula respecto al siste-
ma fijo

v’ = velocidad de la particula respecto al sis-
tema movil

u = velocidad del sistema movil respecto al
fijo

En este caso:

<l
Il
<l
Z
=
1li
<
e
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Ve =V -Vp-
tan @ = vp/vy
=76/62
=1.225
@ = tan"'1.225
®=50.8"°

El mddulo de la velocidad se calcula de la
expresion

vpmpcos® = v
Vmp = vu/cosdD
= 62/c0s(50.8)
=62/0.632
=98.1 km/h.

V. SEGUNDA LEY DE NEWTON (NO FRICCION)

1. Una caja de 110 kg estd siendo empujada a
velocidad constante por la rampa de 34° que se
muestra en la figura. a) ;Qué fuerza horizontal
F se requiere? b) ;Cudl es la fuerza ejercida
por la rampa sobre la caja?

Figura V-1a

Datos
m=110kg
0 =34°

vV = constante



a) F? 2. Tres bloques estan unidos como se muestra

b) Fre? en la figura del problema, sobre una mesa ho-

re? : ., .

¢ rizontal carente de friccion, y se tira de ellos
Resolucion hacia la derecha con una fuerza Tz = 6.5 N.
a) Pasos a seguir:

) g
1) Identificar las fuerzas (paso mas importan- -

- T
te) 1 2 3
i1) Escoger un sistema de referencia adecuado .
Figura V-2

(un eje en el sentido del movimiento o del po-

sible movimiento). Sim =12 kg m =24 kg y ms = 3.1 kg,

calcule: a) la aceleracion del sistema y, b) las
tensiones T; y T,. Trace una analogia de los
cuerpos que estan siendo halados en tandem,
tal como si una locomotora tirara de un tren de
carros acoplados.

Datos
Figura V-1b T;=6.5N
m; =1.2kg
i11) Plantear la 2da ley en cada eje coordenado m, =2.4 kg
Eje x: ms3 = 3.1 kg
Fcos0O — Fgsen0 = ma, =0 Resoluciéon
F = Fytan0 a) Como las sogas no tienen masa ni se esti-
— mg-tan(34°) ran, ni hay friccion, la posicion relativa de los
bloques no varia durante el movimiento, y se
= 110x10x0.67 puede considerar que los tres cuerpos forman
=737 N una sola particula de masa
b) M=m;+my+m;
N —Fgcos — Fsen = ma, =0 =12+24+3.1=6.7ke.

= - , -
N'=Fycosh + Fsend Entonces, aplicando la 2da ley: F, =ma.

=mgcos37 + Fsen37 . _
Como es en una dimension,

=110x10x0.83 + 737x0.56
T3 = Ma
=1325.7N
a= T3/M
=6.5/6.7
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=0.97 m/s’.

b) La 2da ley se debe cumplir igualmente para
cada bloque por separado:

T;=ma
=1.2x0.97
=1.16 N
T, =(m; + my)a
=3.6x0.97
=3.49 N.

3. Una cadena que consta de 5 eslabones, cada
uno con una masa de 100 g, se levanta verti-
calmente con una aceleracion constante de
2.50 m/s”. Halle a) las fuerzas que acttan entre
eslabones adyacentes, b) la fuerza F ejercida
en el eslabon superior por el agente que eleva
la cadena y c) la fuerza neta en cada eslabon.

f

i

)

R

7 war 18

o
Eew—

Figura V-3a
Datos
m; =100 g=0.1 kg
a=2.5m/s
Resolucion
a)
F; = fuerza ejercida por el eslabon superior
F,i = fuerza gravitatoria sobre el eslabon i

P; = peso de los eslabones inferiores = nm;g
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donde n es el numero de eslabones por debajo
del eslabon 1.

Figura V-3b

b) Aplicando la 2da ley en el eje y, conside-
rando toda la cadena como una particula, para
el ler eslabon F; = F,

P; + Fyi = Smig
F —F,=5mja
F —5m;g = Smja
F=5mi(a+g)
=0.5x(10 + 2.5)
=6.25N

c) Fuerza neta = fuerza resultante. En este
caso, para cualquier eslabon también se tiene
que cumplir la 2da ley:

FR = m;a
=0.1x2.50
=0.25N

Notar que la fuerza neta o resultante no es
igual a la fuerza F; ejercida por el eslabon su-
perior, ya que, en cada caso tendriamos dife-
rentes F;, dependiendo del valor de P;

FRZFingifPizmia




4. Un bloque de masa m; = 3.70 kg esta sobre
un plano inclinado de angulo 6 = 28.0° y unido
por una cuerda sobre una polea pequefa, sin
friccion y sin masa, a un segundo bloque de
masa m, = 1.86 kg que cuelga verticalmente.
a) ;(Cual es la aceleracion de cada bloque? b)
Halle la tensién en la cuerda.

Figura V-4a
Datos
m; =3.7 kg
0 =28°
m, = 1.86 kg
a?
T?
Resolucion

Figura V-4b

a) Ante todo, es necesario averiguar si se
mueve hacia la izq. o hacia la derecha, y po-
der determinar el sentido relativo de la acele-
racion y las fuerzas. Para eso hay que compa-
rar las componentes actuando a lo largo de la
cuerda en distinto sentido. El movimiento sera
en el sentido de la mayor.
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Fe = myg
=186 N
Fg15en0
=37x0.47
=174N
Fg > Fgisen0 — se mueve a la derecha.

Si la cuerda no tiene masa, analizando las pa-
rejas de accion y reaccion de la tension, se
llega rapidamente a la conclusion de que T’ =
T. La aceleracion también es la misma para los
dos bloques en valor numérico, pues se supone
la soga inextensible, y lo que avanza un cuer-
po también lo avanza el otro en el mismo in-
tervalo, dx;/dt = dy,/dt, e igual para la 2da
derivada; ay; = ay».

Cuerpo I: (T y a tienen el mismo sentido)
T — Fgisen0 = mja
T =m;gsend + m;a (D)
Cuerpo 2: (T y a tienen sentido contrario)
T—-Fgp=-ma
T=myg—mpa 2)

El resto es puramente matematico: despejando
T en las ecuaciones (1) y (2) se llega a:

_ , (m, - mysenf)
(my +my)
1.86 - 3.7x0.47
3.7x1.86

=0.218 m/s’

a

=10x

b) Sustituyendo en (2):

T=my(g—a)
=1.86x (10-0.218)
=18.2 N.




5. Un agente externo ejerce una fuerza vertical
sobre el eje de la polea en la figura. Considere
que la polea y el cable carecen de masa y que
el buje carece de friccion. Dos objetos de ma-
sam; = 1.2 kg y my = 1.9 kg estdn unidos a los
extremos opuestos del cable que pasa sobre la
polea. El objeto de masa m;, estd en contacto
con el piso. a) ;Cual es el mayor valor que la
fuerza F puede tener de modo que m, perma-
nezca en reposo sobre el piso? b) ;Cudl es la
tension en el cable cuando la fuerza F hacia
arriba es de 110 N? c) Con la tension determi-
nada en b), /cudl seria la aceleracion de m;?

F
Figura V-5a
Datos
m; =1.2kg
mp = 1.9 kg

{Fmax para v, =07

(T cuando F =110 N?

Resolucion

a) Si la cuerda y la polea no tienen masa no
pueden alterar los valores de T y T». Conside-
rando las parejas de accion y reaccion, se llega
rapidamente a que

T1:T2:T.
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Figura VV-5b

Al halar mediante F, la cuerda se desliza y la
polea sube, junto con el cuerpo 1. Sin embar-
go, planteando la 2da ley en la polea:

F—T,—T,=Ma,=0
F=2T. (1)
Para el cuerpo 2:
T+N-Fp=mya=0
T=myg—N. (2)

El valor de N se determina a partir de la con-
dicién de Fpi. Un instante antes de separarse
del suelo, N = 0. Sustituyendo (2) en (1) con N
= 0 (caso limite):

F=2myg
=2x19x10
=38 N.
b) De (1),
T=F/2=110/2=55N.

F

T T

Figura VV-5¢



T1 — Fgl =m;a

=(55/1.2)- 10
=35.8 m/s°.

6. El hombre de la figura del problema pesa
180 1Ib, la plataforma y la polea sin friccion
unida a ella pesan un total de 43 lb. Desprecie
el peso del cable. ;Con qué fuerza debe el
hombre halar el cable con objeto de elevarse a
si mismo y a la plataforma a razén de 1.2
ft/s>?

Figura V-6a
Datos
11b (masa) = 0.453 kg
1{t=0.305m

my = 180 x 0.453 = 81.54 kg

m, =43 x 0.453 = 19.48 kg
a=1.2ft/s=1.2x0.305=0.366 m/s’
Resolucion

El sistema hombre + polea-plataforma no se
puede considerar una particula, porque hay
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fuerzas internas actuando (hombre-polea,
hombre-suelo y sus parejas de accion y reac-
cion). Sin embargo, en el capitulo de sistemas
de particulas se demuestra que, para un siste-

ma cualquiera se debe cumplir que

F..=Ma

Rext cm

donde el ler término se refiere exclusivamente
a las resultante de las fuerzas externas y la
aceleracion es la del centro de masa del siste-
ma. Entonces, considerando solo las fuerzas
externas en el sistema hombre + polea-
plataforma:

g

Figura VV-6b

T-F,=Ma
T =M(gta)
T = (my+ my)(g +2)
=(81.54 + 19.48)(10 + 0.366)
T=1036.8 N.
Para llevar a libras (fuerza):
I N=0.2248Ib — T =233 Ib.

La funcion de la cuerda sin peso es sélo
transmitir la tension T hasta el hombre, cam-
biando su direccion de aplicacion, pero no su
magnitud. Esa fuerza actua sobre el hombre, y
es igual a la ejerce el hombre sobre la cuerda
por ser pareja de accion y reaccion.

Nota. Este problema se puede resolver (de
forma més compleja) considerando dos parti-



culas (hombre y plataforma) y aplicando las
leyes de Newton a cada una, sin necesidad de
introducir los criterios de sistema de particu-
las.

Hombre Plataforma

TN TTTT
Tll Nl

|
th ng

1

Figura V-6¢
N—T—thzmha (1)
2T —N —Fy, =mpa 2)

Sumando (1) y (2) y agrupando se llega a la
misma solucion:
T — (myt+ mp)g = (my+ mp)a
T = (my+ my)(g + a)
Es decir, para lograr que todo suba acelerada-
mente el hombre se tiene que cargar a si mis-

mo junto con la plataforma, y ademas aportar
una fuerza extra (my+my)a.

7. Una bola de 1.34 kg estd unida a una varilla
vertical rigida por medio de dos cordones sin
masa, cada uno de 1.70 m de longitud. Los
cordones estan unidos a la varilla con una se-
paracion entre si de 1.70 m (aparte). El siste-
ma esta girando con respecto al eje de la vari-
lla, quedando ambos cordones tirantes y for-
mando un tridngulo equilatero con la varilla,
como se muestra en la figura. La tension en el
cordon superior es de 35.0 N. a) Halle la ten-
sion en el cordon inferior. b) Calcule la fuerza
neta sobre la bola en el instante mostrado en la
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figura. ¢) ;Cual es la velocidad de la bola?

60°
1.70m

al B
Figura V-7a
Datos
m=1.34kg
L=1.70m
T,=35.0N
(T2?
Resolucion
a)
Figura V-7b
Eje x:

T; cos 30° + T, cos 30° = mv*/R

mv?

- Lcos30°

mv?
T+T = Lcos®30°

(H
Ejey:
T sen30° — T, sen30° — F, =0



mg
sen30°

T1 — T2 = (2)

T, se obtiene directamente despejando en (2):
T, = T; — mg/sen30°
=35.0 - 1.34x10/0.5

=8.2N.

b) Fr?

Fr = Fxd +Fry
Fry=ma, =0
Fry=may = mv>/R = mv*/Lcosb. 3)

Falta el dato de la velocidad, que se obtiene
despejando en la ecuacion (1)

1 %
v= (E(Tl +T2)L005230°j

=[(1/1.34)(35.0 + 8.2)x1.70x0.75]""
=6.41 m/s [inciso (c)]
Finalmente, sustituyendo en (3)
Fr = Fry = (1.34x60.22)/(1.70x(¥3/2)
=54.9 N [inciso (b)]

8. Un globo aerostatico desciende en aire tran-
quilo a una velocidad constante de 1.88 m/s.
El peso total del globo, incluyendo la carga
util, es de 10.8 kN. Se ejerce sobre el globo
una fuerza ascensional constante de 10.3 kN al
inyectar aire caliente en su interior. El aire
externo ejerce una fuerza de arrastre por vis-
cosidad dada por D = bv?, donde v es la velo-
cidad del globo y b es una constante. La tripu-
lacion arroja 26.5 kg de lastre. ;Cudl serd la
nueva velocidad constante de descenso del
globo?
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Aire caliente

Figura V-8a
Datos
v, = 1.88 m/s constante
P=F,=10.8 kN =10.8x10° N
F.=10.3kN=10.3x10°N

f = bv* (friccion por viscosidad)

Am =26.5 kg
v’?
Resolucion

Se considera el globo junto con la canasta co-
mo una particula.

Diagrama de fuerzas:

f AF.
lv
F,

Figura VV-8b
Fo+f-F,=ma=0

De aqui se puede determinar el valor de la
constante “b”.

bv’ =F, - F.
b=(Fy - FON’

(1



= (10800 — 10300)/(1.88)°
= 141.5 N/(m/s)?
Comentarios:

1. La fuerza de empuje cumple el principio de
Arquimedes. Como el aire caliente ocupa un
volumen mayor que el aire frio, el globo lleno
de aire caliente “pesa” menos que si lo estu-
viera de aire frio. La explicacion de por qué
aparece el empuje ascendente en este caso se
logra al estudiar la ecuacion fundamental de la
hidrostatica en el capitulo de fluidos.

2. Al arrojar lastre, habra un periodo transiente
donde la velocidad no se mantiene constante.
En ese caso la 2da ley conduce a una ecuacion
diferencial de ler orden,

F— F, + bv’ = m’(dv/dt).

F. es la misma que antes, F’'; = (m — Am)g y
m’ = m — Am. La soluciéon general de esta
ecuacion no es trivial. Sin embargo, el pro-
blema pide calcular la nueva velocidad de
equilibrio. Y en el equilibrio necesariamente
se tiene que cumplir de nuevo la ecuacion (1),
con la nueva masa (m — Am).

Segun (1)
bv' =F’, - F,
v= {(m-Am)g-Fe }%
b
donde
m=Fy/g
=10.8 x 10* kg,

. {(1080 - 26.5)x10-10300 }%
1415

=1.29 m/s.
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VI. SEGUNDA LEY DE NEWTON (CON FRICCION)

1. Una fuerza horizontal F de 12 Ib empuja a
un bloque que pesa 5.0 1b contra una pared
vertical (Fig. 26). El coeficiente de friccion
estatica entre la pared y el bloque es de 0.60, y
el coeficiente de friccion cinética es de 0.40.
Suponga que el bloque no se estd moviendo
inicialmente. a) ;Comenzarda a moverse el
bloque? b) ;Cudl es la fuerza ejercida sobre el
bloque por la pared?

Figura VI-l1a
Datos

F=121b=12x4.48 =53.76 N (1 Ib —fuerza-
=4.48 N)

Ps=51b=5x0.453=2.265N (I Ib —masa- =
0.453 kg)

us=0.6
UK = 04
vo=0

a) Hay movimiento?

b) F,p?
Resolucion
E 3
AIL
N F
\ 4
E !
Figura VI-1b



En todo problema donde intervengan fuerzas:
paso 1: diagrama de fuerzas
Paso 2: sistema de referencia adecuado.
Eje x:
F-N=ma,=0
N=F
Ejey:
Fe—f=ma,=7?
a) Para que se mueva, se debe cumplir
Fg > finax = WsN = psF.
F, =mgg
=2.265x10
=22.65N
usF =0.6 x 53.76
=32.26 N.

Por tanto, el bloque no se mueve.

b)

Figura VI-1c

Fe=N+f

Fs = \/32.262 +53.762

=62.7N
tan0 = /N
=32.26/53.76
=0.60
0 = arctan(0.6) = 31°.
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2. Una caja se desliza hacia abajo por una ca-
nal inclinada y en angulo recto como se mues-
tra en la figura. El coeficiente de friccion ciné-
tica entre el bloque y el material que compo-
nen la canal es p. Halle la aceleracion de la
caja.

Figura VI-2a

Datos

0,

Resolucion

N;

z

45

Fycos6

Figura VI-2b

Hay dos superficies con normales diferentes
— hay dos fuerzas de friccion a considerar,
una en cada superficie.

fi = wN; y similar para f;
En el eje y, por simetria, N; = N,
Nicos45 + Nocos45 = Fycos0
NV2 = mgcosb
N = mgcosdH/\2.



En el eje x, como N; = Ny, f; = N es igual a
fHh: f; + 5 =21

Fgsen0 — 2f; =ma
mgsend — 2jumgcosd/V2 = ma
a = g(send - \2pcosh)

3. Un bloque de 4.40 kg esta colocado sobre
otro bloque de 5.50 kg. Con objeto de hacer
que el bloque de arriba se deslice sobre el de
abajo, que se mantiene fijo, debe aplicarse
sobre el bloque de arriba una fuerza horizontal
de 12.0 N.

Figura VI-32

El conjunto de bloques es ahora situado sobre
una mesa horizontal carente de friccion, como
en la figura. Halle:

a) la fuerza horizontal maxima F que puede
ser aplicada al bloque inferior de modo que
ambos bloques se muevan juntos.

b) La aceleracion resultante de los bloques y

c) el coeficiente de friccion estatica entre los
bloques.

Datos
mpa =4.4 kg
mg = 5.5 kg

Fmax para que A no deslice?

a?
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c) us?
Resolucion
N
f <——i——> Fo
Fea
Figura VI-3b
©)

Bloque B fijo y fuerza F4 aplicada sobre A.
Esta informacion se usa para obtener el coefi-
ciente de friccion entre A y B (inciso ¢). Mien-
tras el bloque A no se mueva, para cualquier
fuerza F,,

Fo—f=mpax =0,
N - Fgo =ma, =0
f=F,
N = Fga.
La fuerza de friccion estatica cumple la condi-
cion
finax < usN.

Sustituyendo f por el maximo valor posible
para que esté en reposo, cuando F, =F, =12.0
N:

Usm,g = Fa
us = Fa/m,g

=12/4.4x10

=0.27



I:BA

v
mag

Figura VI-3c

Mientras se cumpla que Fga < fisx = psm,g el
cuerpo A no podra deslizarse sobre B, y por
tanto viajaran juntos. Para que no se separen,
Fpa < psmag.

Como ademas se tiene que cumplir la 2da ley
enA,

FBA = 1maa.

Por tanto, tomando el mayor valor posible de
Fga (signo igual):

Usm,g = m,a
a= g
=0.27x10
=2.7 m/s%

b) Aplicando 2da ley en el eje x, considerando
los dos bloques A y B unidos como una parti-
cula:

Frax = Frx = (ma + mp)a
=99x27
=26.7N

4. Un ciclista viaja en un circulo de 25 m de
radio a una velocidad constante de 8.7 m/s. La
masa combinada de la bicicleta y el tripulante
es de 85 kg. Calcule la fuerza (magnitud y
angulo con la vertical) ejercida por la pista
sobre la bicicleta.
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Datos

R=25m
v=_8.7m/s
m = 85 kg
F?
Resolucion

Se considera el sistema bicicleta + tripulante
como una particula.

Figura VI-4a
Comentarios:

1. Considerar todo como una particula es vali-
do, pues solo interesan las fuerzas externas al
sistema (ejercida por la pista).

2. La normal es siempre perpendicular a las
superficies en contacto, (aunque la bicicleta
esté¢ inclinada). Razon: porque experimental-
mente f = uN, y la componente que interesa
para calcular f es justamente la normal y no
otra.

3. La fuerza centripeta NO es una fuerza de la
naturaleza, sino el nombre que se le da a la
resultante de las fuerzas actuando en la direc-
cion radial. No es una fuerza que se anada al
diagrama de cuerpo libre.

4. Cuando hay fuerza centripeta, usualmente
resulta conveniente tomar un sistema de ejes



con el eje x en la direccion radial.

Figura VI-4b
Resolucion
R =N+f
ey
N-F,=ma,=0
N=F,=mg
= 85x10
=850 N.
eje x

f=ma, = mv’/R = 85x(8.7)*/25 =257.3 N

F=N+f

F = /8502 + 257.3%

=881.8 N.
tan6 = /N
=257.3/850
=0.30
0 = arctan(0.30) = 16.7°.

5. Una curva peraltada de una carretera circu-
lar estd disefiada para que el trafico se mueva
a razon de 95 km/h. El radio de la curva es de
210m. El trafico se mueve a lo largo de la ca-
rretera a razon de 52 km/h en un dia tormento-
so. a) ;Cual es el coeficiente de friccion mi-
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nimo entre las llantas y la carretera que permi-
ta que los automoviles tomen la curva sin pa-
tinar? b) Con este valor del coeficiente de fric-
cion, ;cudl es la velocidad mayor a la que
puede ser tomada la curva sin que haya un
patinaje?

Datos

Vo =95 km/h = 95x10°/3600 = 26.4 m/s
R=210m

v =152 km/h = 52x10%/3600 = 14.4 m/s
a) Us (minimo)

b) Vméx?

Resolucion

Figura VI-5a

Comentario: El disefio de un peralte se hace
de forma tal que, para la velocidad propuesta,
el angulo de peralte 0 proporcione toda la
componente centripeta necesaria, sin tomar en
cuenta la friccion de las ruedas. — El dato de
V, se usa para calcular 0.

~~~~~

Figura VI-5b. Vista en planta



Eje x
Nsen6 = ma, = mv?/R
Nsen6 = mv*/R. (1)
Ejey
Ncos0 — F, =ma, =0
Ncos6 = mg. ()

Dividiendo miembro a miembro las ecuacio-
nes 1y2:

tan = v?/Rg
=(26.4)*/210x10
=0.332
0 = arctan(0.332)
=18.4°.
a) Wminimo?

Comentario: Suponga que no hay friccion. Si
v <V, el auto se deslizaria hacia abajo, porque
la componente Nsenf ahora es mayor que la
fuerza centripeta v?/R que hace falta para que
el auto gire — la friccion adicional siempre
obra en contra del posible movimiento, hacia
fuera.

Figura VI-5¢

Su efecto es reducir el valor de la resultante en
el eje x hasta igualarlo a mv*/R. El minimo
valor de f posible (y de p) es aquel que junto a
Nsen6 proporciona la fuerza centripeta necesa-
ria. Note que un valor mayor de p no alterard
el valor de f que cumpla la condicién anterior
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(recuerde que en una dimension f = - Fypiicada

mientras no se alcance el valor maximo).
eje Xx:

Nsenf — fcos® = mv*/R

N(send -pscos0) = mv*/R. (1)
eje y:

Ncos0 + fsend — F, =0

N(cosb + ugsend) = mg. 2)
Dividiendo (1) entre (2):
2

senf -p,cosb _ v°
cosO+psend Rg

tanf-p _ v*
1+putan® Rg
V2 2
tand - u = —-—ptand
Rg Rg

2 2
tanO-V— =Lu 1-V—tan9
Rg Rg

2

tano -
Rg

n= vz—
1- tano
[ Rg J

_0.332-(14.4)%/ 2100
1-0.332x(14.4)% / 2100

us = (0.332 - 0.0987)/(1 - 0.0327)
=0.233/0.967
=0.24.
b) Vmixima?
Comentarios:

1. Al aumentar v por encima de la velocidad
de disefo, el auto tiende a escapar por la tan-
gente y se necesita la friccion con el pavimen-



to para no escapar. Ahora Nsen6 no basta para
proporcionar la aceleracion centripeta necesa-
ria.

Figura VI-5d

2. La friccién siempre se opone al movimiento
(o al posible movimiento) y ahora actia en
sentido contrario al inciso anterior, evitando
que el auto suba la cuesta lateralmente.

eje x

Nsen® + fcosd = mv?/R

N(send + pgcosd) = mv/R. (1)
ejey

Ncos0 - fsenb - F, = 0

N(cosO - pssend) = mg. (2)

Dividiendo 1 entre 2 para eliminar N

send-+ucosd _ v*
cosO-usend Rg

tano+p V_2
1-utan® Rg

V’=Rg tanf+p
1-ptan6

=2100(0.332 + 0.24)/(1-0.332x0.24)
v = (2100x0.556/0.920)"
=35.6 m/s
=128.2 km/h.

6. Una barcaza de masa m estd navegando por
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un canal a velocidad v, cuando sus motores se
detienen. La fuerza de arrastre D en el agua
esta dada por D = bv. a) Halle la expresion del
tiempo requerido para que la barcaza reduzca
su velocidad a vy. b) Evalue numéricamente el
tiempo para que la barcaza de 970 kg, que
navega inicialmente a razon de 32 km/h, re-
duzca su velocidad a 8.3 km/h; el valor de b es
de 68 Ns/m.

Datos

m =970 kg
Vo = 32 km/h
v =_8.3 km/h
b =68 Ns/m

Resolucion

Figura VI-6a

Comentario: Note que f y v son vectores. Al
trabajar en una dimension, segin los conve-
nios usuales, consideramos (+) lo que esté
hacia la derecha, y (—) en sentido contrario. En
este caso, si v es (+), entonces f =d = - bv. La
friccion por viscosidad f en gases y liquidos
usualmente depende de la velocidad. (Ej. trate
de correr dentro del agua. ;Qué sucede?)

a) Aplicando la 2da ley: Fr = ma,

Esta es una ecuacion diferencial de ler orden,
que relaciona la variable con su primera deri-



vada. El método de solucion de este tipo de  caja se ha deslizado 3.6 m, ;cudnto trabajo se
ecuacion se logra agrupando las variables, efectud sobre la caja por a) el obrero, b) la

mediante integracion: fuerza de gravedad y c) la fuerza normal al
.. 0
b it dv plano inclinado?
m % Datos
t v
) J‘ b dt = adv m =25 kg
oM v, v d=3.6m
b T v 0=27°
-—t| =1 =
mt, 7ol
F=120N
t=- m InV—f
b vV, . a) Wo?
Despejando, b) Wg,?
Ve _ g (b/m)t c) W\?
Y
° Resolucion
Vive = e ®/mt

Figura VII-1
Figura VI-6b
a)
b) Evaluando con los datos de més arriba:
= E . d= F = O = 1
tzﬂmg W =F-d=FdcosO (6 =0, cosb=1)
68 32 W,=Fd=120x3.6=432]
=19.25s. b)
Wr, = Fedcos(90+®) = - mgdsend
= - 25x10x3.6xsen27"
VII. TRABAJO Y ENERGIA =408.6J

1. Para empujar una caja de 25 kg. por un  ¢) Wx =Ndcos90° = 0.
plano inclinado a 27°, un obrero ejerce una
fuerza de 120 N, paralela al plano. Cuando la
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2. Se usa una cuerda para bajar verticalmente
un bloque de masa M a una distancia d con
una aceleracion constante hacia abajo de g/4.
a) Halle el trabajo efectuado por la cuerda
sobre el bloque. b) Halle el trabajo efectuado
por la fuerza de gravedad.

Datos
M, d,
a=g/4
a) Wr?
b) Wgy?

Resolucion

«—— >

Figura VI11-2
a)
Wt =Tdcos180° = - Td.

Para obtener T hay que plantear el diagrama
de fuerzas:

T-F,=-Ma
T=M(g—a)=M(g—g/4) =% Mg
WT:%Mgd.

b)
Wi = Fgdcos0 = Mgd.

3. Un bloque de 5 kg se mueve en linea recta
sobre una superficie horizontal sin friccion
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bajo la influencia de una fuerza que varia con
la posicién como se muestra en la figura del
problema. ;Cuanto trabajo efectua la fuerza
cuando el bloque se mueve desde el origen
hasta x = 8.0 m?

Resolucion

En una dimension, si la fuerza es variable,
X5
W = J- F(x)dx = 4rea bajo la curva,

X1

(tomando siempre el valor de F = 0 como
referencia).

En el caso de valores negativos, el area bajo la
curva también se calcula hacia el eje F = 0,
como puede comprobarse facilmente a partir
de la definicion de integral (ver figura som-
breada).

0 2 4 6 8

Figura VI1I-3a

"

Figura VI1-3b
Wiotat = Wog + Wi + Weg
W.4 = érea trapecio

— 15 (4 +2)x10=130 7.



Wy =0.
We.g = area triangulo
=x2x-5=-5]
Wiotal = 25 J.

4. Un objeto de 10 kg se mueve a lo largo del
eje X. En la figura se muestra su aceleracion en
funcion de su posicion. ;Cudl es el trabajo
neto realizado sobre el objeto al moverse des-
de x =0 hasta x =8 m?

Datos
m =10 kg

a (m/s?)

20

15

10

X (m)
Figura VI1I-4
Resolucion
Trabajo neto = trabajo resultante.

La aceleracion no es constante. Aumenta li-
nealmente con la distancia segin una expre-
sion del tipo: a = mx (ecuacion de una recta
que pasa por el origen).

El valor de m se obtiene del grafico para dos
puntos conocidos; por ¢j., (0,0) y (8,20):

m = Aa/Ax
=20/8
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=2.5 m%/s’.
Entonces, a(x) = 2.5x.

W, = T Fr (x)dx = mx_f a(x)dx

Xy X1

8
=10x2.5j xdx
0

28
_o5X
2

0
=25x8%2
=800 J.

5. Un bloque de 263 g se deja caer sobre un
resorte vertical con una constante de fuerza k
= 2.52 N/cm (Fig. 20). El bloque se pega al
resorte y el resorte se comprime 11.8 cm antes
de alcanzar el reposo momentaneamente.
Mientras el resorte esta siendo comprimido,
[cuanto trabajo efectiian, a) la fuerza de gra-
vedad y b) el resorte? c) ;Cual era la veloci-
dad del bloque inmediatamente antes de que
alcanzara el resorte? d) Si esta velocidad ini-
cial del bloque se duplica, ;cudl es la compre-
sion maxima del resorte? Desprecie la fric-

cion.

Figura V11-5a

Datos
m =263 g=0.263 kg



k=2.52 N/em =2.53 N/10-2m =252 N/m
x=11.8cm=0.118 m
Wr,?
Weesorte?
Vo? (antes de chocar)
Xmax S1 V se duplica?
Velocidad inicial de caida =0
Resolucion
a)
W = IEg d = mgdcos0°

=0.263x10x0.118
=0.311J.

lF

Figura V1I-5b

g

b) La fuerza elastica no es constante. Cumple
la ley de Hooke, F = - kx. La fuerza elastica y
el W realizado por ella son opuestos al sentido
del movimiento (W < 0). En una dimension,
considerando x positivo,

X X2 X
Wresorte = J._kXdX =-k—
2
0

0

=— 1 kx?
= 1.252.0.118?
=-175]

Wg =AE, = Ef— Boo = - ¥ mv,°.
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Por otra parte,
Wr = 2ZWi = Wiesorte + WEg,
es decir,
Wiesorte + Wg = - 5 mv,”
Voo = = 2m(Wresorte + Wrg)
=-2x0.263x(— 1.75 + 0.31)
=10.95
v =33 m/s.
d) vo = 6.6 m/s; ;cudnto vale x?

El planteamiento es el mismo que en el inciso
¢, pero ahora se desea buscar x conocido v,.
Note que es necesario escoger un origen co-
mun para x (en este caso, la posicion del re-
sorte en estado de equilibrio).

Wr =AE, = E¢s— Ego=- o mv,,”
Wiresorie + Wg = - Y2 mv,”
- 1/2kXZ+mgX:- Vs mv,’
Dividiendo y agrupando
- kx*/m + 2gx + vo> =0
958x” —20x - 43.5=0
« = 20 ++/20° +166692
1916
= (20 = 409)/1916
=0.224 m.

VIII. CONSERVACION DE LA ENERGIA

1. Un cubo de hielo muy pequefio cae des-
prendido desde el borde de una cubeta semies-
férica sin friccidon, cuyo radio es de 23.6 cm
(ver figura). ;A qué velocidad se mueve el
cubo en el fondo de la cubeta?



Figura VIII-1a
Datos

R=23.6cm=0.236 m.

Resolucion

Figura VIII-1b
Comentarios

1. N siempre es L a la direccion del movi-

miento y no trabaja.

2. La tnica fuerza que trabaja es F, (fuerza
conservativa), y el sistema es conservativo.
Escogiendo la posicion inicial y final segun la
figura y el cero de la energia potencial en el
fondo de la cubeta,

E1 = Ez
mgR =" mv’
VvV =4/20R
= 1/2x10x0.236

=2.2m/s.

2. El carrito sin friccion de una montafia rusa
parte de A en la figura a la velocidad v,. ;Cual
serd su velocidad a) en el punto B, b) en el
punto C, y c¢) en el punto D? Suponga que el
carrito puede ser considerado como una parti-
cula y que siempre permanece en la via.
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Figura V1II-2

Datos: v,, h.
Resolucion

Notar que la normal es siempre - a la superfi-
cie y al movimiento (y no trabaja) mientras
que F, (conservativa) siempre es vertical y si
trabaja. El sistema es conservativo.

a)
EA = EB
v mVO2 + mgh =" mV132 + mgh
mgh se cancela y queda vg - v,
b)
EA = EC
5 mv,” + mgh = Y% mv¢® + mgh/2

Vo voo + Vo gh =% v¢?

Ve =4/V2+gh.

EA = ED
Y mV02 + mgh = mVD2

V02 + 2gh = V]:)2
Vp = V2 +2gh .

En la medida que la altura disminuye, mayor
energia potencial se transforma en energia
cinética.




3. Un camion que ha perdido los frenos des-
ciende por una pendiente a 80 mi/h. Por fortu-
na, existe una rampa de escape de emergencia
al pie de la colina. La inclinacion de la rampa
es de 15° (ver figura). ;Cudl debera ser la lon-
gitud minima L para que el camion llegue al
reposo, al menos momentaneamente?

‘/

Figura VIII-3a
Datos
v = 80 mi/h = 80x1609m/3600s = 35.75 m/s.

Resolucion

h |

Figura VI1I1-3b

Consideraciones

1. Longitud minima para que llegue al reposo
— longitud maxima posible que puede reco-
rrer el camion — esto serd cuando no haya
ninguna friccion (f = 0).

2. La componente normal no trabaja en todo el
recorrido. Sélo trabaja F, — sistema conserva-
tivo. Tomando la posicion inicial (1) al pie de
la pendiente (h = 0) y la (2) en el momento
que se detiene el camién (v = 0);

43

Ei=E;
15 mv” = mgh,
pero senf = h/L. Sustituyendo y despejando,
v? = 2gLsend

VZ
B 2gsen15’
35.75°

~ 2x10x0.26

=246 m.

4. Un bloque de 1.93 kg se coloca contra un
resorte comprimido sobre un plano inclinado
de 27° sin friccion.

Figura VIII-4a

El resorte, cuya constante de fuerza es de 20.8
N/em se comprime 18.7 cm después de lo cual
el bloque se suelta. ;Qué tanto subird el blo-
que antes de alcanzar el reposo? Midase la
posicion final del bloque con respecto a su
posicion precisamente antes de ser soltado.

Datos
m=1.93 kg

0=27°

k =20.8 N/cm = 20.8N/10m = 2080 N/m
x=18.7cm=0.187 m

h, L?



Resolucion

Figura VIII-4b

Las dos fuerzas que trabajan, F. y F, son con-
servativas. Por tanto, escogiendo la posicion
inicial en el momento de soltar el resorte (v, =
0), y la final cuando llega al reposo (v = 0):

E1 = E2
Epe(1) + Epg(1) = Epg(2).

La energia potencial del resorte se mide a par-
tir de su posicion de equilibrio (x = 0). Cuando
x =0, Epe = Ee(2) = 0. La energia potencial
gravitatoria se mide a partir de un cero arbitra-
rio. Tomando este cero en la base del plano:

15 kx> + mgy; = mgy,

Vs kx® = mg(y2 — y1)

y2 —y1 = h = Lsen6.

L
h
0
sen0=h/L
Figura VIII-4c

Despejando en las expresiones anteriores,
kx?
L —
2mgsen27

_ 2080x0.187"
2x1.93x10x0.454
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=4.15m.

5. Un bloque de 2.14 kg. se deja caer desde
una altura de 43.6 cm contra un resorte de
constante de fuerza k = 18.6 N/cm, con se
muestra en la figura. Halle la distancia méxi-
ma de compresion del resorte.

Datos

m=2.14 kg

h=43.6 cm=0.436 m

k= 18.6 N/em = 18.6 N/10”m = 1860 N/m
v, = 0 (se deja caer)

maxima compresion — v =0

x?
Resolucion
43.6cm
Figura VIII-5a
Comentarios.

1. Las dos fuerzas que trabajan son conserva-
tivas — el sistema es conservativo.

2. Note que el cero de la E, elastica no es el
mismo que el de E, gravitatoria (aunque se
pudieran escoger en el mismo lugar, lo que no
resulta comodo). El de la E, gravitatoria es
arbitrario, el de E, elastica no lo es (s6lo es
cero en el estado de equilibrio x = 0).

3. El criterio para escoger los estados inicial



(1) y final (2) es que: a) incluyan datos cono-
cidos o b) incluyan el pardmetro que deseamos

conocer.
(1 N Y1
h i
s
X 1
2) ---—-——-- _ Y2
' 0
Figura VIII-5b
E1 = E2

mgy; = ¥ kx* + mgy,
mg(y1 - y2) = %% kx’
mg(h+x) = ¥ kx*
15 kx* — mgx —mgh = 0.
Ecuacion de segundo grado. Se resuelve con

mayor facilidad sustituyendo ahora los valores
numericos:

930x> - 21.4x—-9.33=0

. 2L4:x1/458+34708

1860
= 21.4+4/187.5
1860
X1 =-0.09m
X, =0.112 m.

La raiz x; no tiene sentido real o sentido fisi-
co. Se excluye.

6. Sobre un objeto de 1.18 kg actiia una fuerza
neta conservativa dada exactamente por F= -
3x — 5x2, donde F esta en newton si X esta en
metros. a) Halle la energia potencial del objeto
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en x = 2.26 m. Suponga que E,(0) = 0. b) El
objeto tiene una velocidad de 4.13 m/s en la
direccion x negativa cuando estd en x = 4.91
m. Halle la velocidad cuando pasa por x =

1.77 m.

Datos
m=1.18 kg
= -3x -5x° (N, m)
Resolucion
v? 4.13m/s
1.77m 49lm
) (1)
Figura VII1-6

a) E, en x =2.26 m si E,(0) = 0.
b) v=-4.13 m/s cuando x =4.91 m. ;v para x

=1.77 m?

a) Para calcular la energia potencial hay que
aplicar la definicion:

Ny

P.

AE,

'—IN

P2
= [F,.dr =- Fc-drz-ch-dr.
R

fine]
fine]

Como la funcion es de una sola dimension,

AE = I F (x)dx = J' (3x +5x2)dx

X1 X1

Por tanto, la funcion energia potencial debe
tener la forma E,(x) = 3/2 X +5/3%.

Evaluando en x = 2.26:

E,(2.26) = 3/2 (2.26)” + 5/3 (2.26)°



=17.66 +19.23
=269

b) Sistema conservativo — energia mecanica
constante

E1 = E2
) I’I1V12 + Ep1 =1 I’I1V22 + Ep2

V2=V +—2(Epl ] E"Z)
m
E, =233.517,
E,=1391]
vy =[(4.13)* + 2x21.96/1.18]"2

~19.7m/s

7. El cordon de la figura del problema tiene
una longitud L = 120 cm y la distancia d a la
clavija fija P es de 75.0 cm. Cuando la bola se
suelta desde el reposo en la posicion mostrada,
oscilard recorriendo el arco punteado. ;A qué
velocidad ird a) cuando llegue al punto mas
bajo de su oscilaciéon y b) cuando llegue al
punto mas alto, una vez que el cordon haya
topado con la clavija P?

Figura VIII-7a
Datos

L=d+r=120cm=0.12m
d=75cm=0.075m

a) va?
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b) vg?

Resolucion
a) Punto mas bajo

Comentarios. Note que la tensién no es cero,
pero siempre es perpendicular al movimiento
y no trabaja. — solo trabaja F, — sistema
conservativo. Por comodidad, el cero de la
energia potencial gravitatoria se toma en A (se
puede tomar en cualquier otro lugar. El resul-
tado serd el mismo).

I
| i
4 | |
PRSx|
L L :/
\ e
AT
Figura VIII-7b
E1 = EA

mgL = mva’

Vv, =+/20L
=+/2x10x0.12

=1.55m/s

b) Punto mas alto:
E,=Es
mglL = mg2r + 2 mvg’
gL =2g(L-d) + % vg°
- gL +2gd = Y% vg?

Vg = «/Zg(Zd -L)
= /20x(0.5-0.12)

=0.77 m/s




8. En la figura del problema 7, demuestre que
si la pesa del péndulo ha de oscilar completa-
mente alrededor de la clavija fija, entonces d >
3L/5. (Sugerencia. La pesa debe moverse en la
parte superior de su oscilacion, de otro modo,
el cordon se vendra abajo).

Resolucion

q.

Figura VII1-8
Diagrama de fuerzas punto B,
T+F,=ma,= mv>/r.

Mientras haya tension en el hilo, significa que
la bola no se cae al llegar a la parte superior.
Si la velocidad no es suficiente, entonces T =
0. Luego, para que no caiga,

T =mv*r—mg=m(v’/r—g)>0

Vg (1)

Del inciso anterior, v* = 2g(2d-L)
Del grafico,r=L—-d
Sustituyendo en (1)
2(2d-1)> (L-d)g
4d-2L>L-d
5d>3L
d>3L/5

9. Un joven esta sentado en la parte superior
de un monticulo esférico de hielo. Se da a si
mismo un pequeilo impulso y comienza a des-
lizarse hacia abajo. Demuestre que abandona
el hielo en un punto cuya altura es de 2R/3 si

a7

el hielo carece de friccion (Sugerencia: La
fuerza normal se anula cuando el joven aban-
dona el hielo).

Figura VII1-9a
Datos: R

Resolucion

h/

Figura VI11-9b

Consideraciones energéticas: La normal no
trabaja. La unica fuerza que lo hace es la
atraccion gravitatoria — sistema conservativo.
Tomando la posicion inicial (1) a la altura co-
nocida R, y la final (2) cuando se despega del
hielo,
E] = E2
mgR = mgh + % mv*
v = 2g(R-h). (A)

Consideraciones dinamicas: Para que siga una
circunferencia debe existir una aceleracion
centripeta

mgcos® — N = mv*/R. (B)

Estas dos ecuaciones A y B se cumplen simul-
taneamente. En particular, en el punto donde
el joven se despega del suelo, N = 0 (termina



la interaccion). Despejando en (B)
cosd = v*/Rg
Sustituyendo v* de (A)
cosd =2g(R —h)/Rg
=2(R-h)/R. ©

Por otra parte, de consideraciones geométricas
en la figura se ve que cos® = h/R. Sustituyen-
do en (C),

/R = 2(R-h)/R
h=2R -2h
h=2R/3

10. Una particula de 2.0 kg de masa se mueve
a lo largo del eje x a través de una region en la
que su energia potencial Ey(x) varia como se
muestra en la figura.

Ex(x) (J)

e o el s e s G ]

.....

__________

,,,,,,,,

-10 =00
-15 4
5 Bt
0 5 10 15
X (m)
Figura VI11-10

Cuando la particula estd en x = 2.0 m, su velo-
cidad es de — 2.0 m/s. a) Calcule la fuerza que
actia sobre la particula en ésta posicion. b)
Entre que limites tiene lugar el movimiento?
) (A qué velocidad se mueve cuando estd en
x=7.0m?
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Datos

m=2.0 kg
x=2.0—->v=-2.0m/s
a) F?

b) limites?

c¢) vparax =7.0 m?
Resolucion

a) En una dimension F = - dE,/dx pendiente a
la curva en el grafico E,(x) vs. x. Enx=2.0m
la pendiente es constante — tomando dos pun-
tos cualesquiera, por €j., (4,-17) y (1,-3).

F =- AE,/Ax
=—(-17-(3)/(4-1)
=—(-14/3)
=14/3 J/m
F=14/3N.

b) Para calcular los limites hay que calcular la
energia mecanica:

E=E.+E,
E =" mv’ + E,(2.0)
E = 1 x2.0x(-2.0)* + (- 8)
E=-4].

Los interceptos con el grafico de E,(x) para
este valor de E coinciden con 1 y 14 m. Por
tanto, la particula se puede mover en el inter-
valo

1<x<14.

Los puntos 1 y 14 son puntos de retorno, etc.

¢)
E=E.+E,

v, mv’:=E-E,
v=[(2/m)(E — E,(7.0)]"



v =[(2/2)(-4 —(-17)]"?
_ [13]1/2
v==3.6 m/s.

11. Un paracaidista de 68 kg cae a una veloci-
dad terminal constante de 59 m/s. ;{Qué tipo
de intercambio de energia tiene lugar?

Datos

m = 68 kg

v =59 m/s constante

(Razon de cambio de la energia? (dE/dt)
Resolucion

El paracaidista cae a v constante bajo la accion
de dos fuerzas, la gravedad y la resistencia del
aire (friccion por viscosidad). Desde el punto

de vista energético, v = constante — E. =

constante. Por tanto,
Wi =AE
AE = mgh; — mgh; = mgAh
dE = mgdh
dE/dt = mgdh/dt = mgv

dE/dt = 68x10x59
=401201J/s

dE/dt =40.12 kw

La energia mecénica del paracaidista disminu-
ve, pues mgh final es menor que mgh inicial.
Entonces la pregunta obligada es: jadonde va
esa energia? Para contestar a esta pregunta hay
que tomar en cuenta otras energias adicionales
a la energia cinética y potencial que no hemos
considerado hasta ahora.

La energia mecanica disipada por la friccion
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se transforma en otros tipos de energia. En
este caso particular en energias cinética y po-
tencial desordenadas y microscopicas de las
moléculas del aire que frena al paracaidista y
de la superficie del paracaidista. Esta energia
se denomina usualmente energia térmica, y
estd asociada al incremento de la temperatura
(del aire y del paracaidista).

Notar:

1) Que se habla de energia térmica y no de
calor. El calor es energia en transito a nivel
microscopico y desordenado, concepto dife-
rente al de energia térmica, asociada a la ener-
gia cinética de cualquier tipo de las particulas
que componen el cuerpo (vibracidn, rotacion,
etc.)

2) Que la variacion de energia es igual al tra-
bajo (negativo) realizado por la friccion. De
aqui que, en principio, el trabajo también se
pueda considerar como otra forma de transmi-
sion de la energia diferente al calor: en este
caso, transformando la energia potencial gra-
vitatoria en energia térmica.

Figura VI1I11-12

12. Un rio desciende 15 m al pasar por unos
rapidos. La velocidad del agua es de 3.2 m/s al
entrar en los rapidos y 13 m/s cuando sale.
(Qué porcentaje de la energia potencial perdi-
da por el agua al atravesar los rapidos aparece
como energia cinética del agua corriente aba-



jo? (Qué le sucede al resto de la energia?
Datos

h=15m

Vo, =3.2m/s

v=13m/s

% energia potencial transformada en cinética?
Resolucion

Consideremos una porcion cualquiera de agua
de masa M que desciende por el rio. (Veremos
mas adelante que durante el proceso se puede
considerar toda la masa de esa porcion con-
centrada en su centro de masa)

AE, = Mgh
AE,=3M(V3-V}).
Para calcular el % formamos el cociente
2gh

_132-3.22
2x10x15

= 0.53 (53%).

AE, | AE, =

El resto de la energia se transforma en otros
tipos de energia: se vaporiza cierta cantidad de
agua (para lo cual es necesario absorber calor),
hay friccion por viscosidad (incremento de la
energia molecular del agua — rotacion y vibra-
cion de las moléculas -), ruido (incremento de
las vibraciones acusticas), arrastre de arena y
piedras del rio, etc.

13. Durante un deslizamiento de rocas, una
roca de 524 kg se cae desde el reposo por la
ladera de una colina que tiene 488 m de longi-
tud y 292 m de altura. La velocidad de la roca

50

cuando llega al pie de la colina es de 62.6 m/s.
(Cuanta energia mecanica pierde la roca du-
rante el deslizamiento debido a la friccion?

Datos

m = 524 kg
L=488m
h=292m
v=062.6 m/s
vo=0

Resolucion

Figura VIII-13

La unica fuerza no conservativa trabajando
sobre la roca es la friccion, pero se desconoce
el angulo de la pendiente, el valor de f, etc. No
obstante, aplicando criterios energéticos, y
despreciando la posible energia de rotacion de
la piedra al llegar abajo:

Wi =AE =E; - E;
W= mv’* — mgh
=14 X 524 x 62.6° — 524x10x292
=1026715.12 — 1530080
=-503364.88 J
=-503.4klJ.

Este es el trabajo realizado por las fuerzas no
conservativas (friccion, etc.). Sera igual a la
energia perdida por la roca, con signo cambia-
do: energia perdida = 503.4 kJ.



14. Un proyectil de masa 9.4 kg se dispara
verticalmente hacia arriba. En su vuelo se di-
sipan 68 kJ de energia mecanica a causa del
arrastre del aire. ;Qué tanto mas alto habria
llegado si el arrastre del aire fuese desprecia-
ble (por ej., haciendo aerodinamico el proyec-
til?

Datos
m=94kg
We=-68kJ=-68x10°J
h?
Resolucion
5 m h,
.1
1
Figura VIII-14
Comentarios

1. Aunque el problema no lo especifica, es
necesario considerar que el dato del arrastre
del aire es solo hasta alcanzar la altura maxi-
ma, y no todo el vuelo.

2. Note que el trabajo de la friccion siempre es
negativo, ya que siempre se opone al movi-
miento. Cuando el cohete sube considerando
la friccion del aire, e introduciendo la veloci-
dad inicial v,,

WHC:AE:Eszl
We=mgh, — ¥ mv,". (1)
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Si eliminamos la friccion del aire (W¢ = 0), la
energia antes disipada se empleara en alcanzar
una altura superior h

0 =mgh — % mv,’. )

Eliminando la energia cinética en (1) a partir
de (2),

We=mg(h, — h) = - mgAh
Ah = - W¢mg
Ah = - (-68x10°)/9.4x10
=723 m.

15. Un bloque de 1.34 kg que se desliza sobre
una superficie horizontal choca con un resorte
de 1.93 N/cm de constante de fuerza. El blo-
que comprime al resorte 4.16 cm desde la po-
sicion de relajamiento. La friccion entre el
bloque y la superficie disipa 117 mJ de energia
mecanica cuando el bloque es llevado al repo-
so. Halle la velocidad del bloque en el instante
del choque con el resorte.

Datos

m=1.34kg

k=1.93 N/cm =193 N/m
x=4.16 cm=0.0416 m
We=-117mJ=-0.117]J
v=_0

Vo =7

Resolucion
Comentarios

1. Aunque el problema no lo dice explicita-
mente, es necesario considerar que los 0.117 J
se refieren so6lo al segmento x donde el muelle



es comprimido, de aqui que las posiciones
inicial y final son las de la figura.

—

X
@O @

Figura VII1-15
2. W< 0 siempre

WnC:AE:Ez—El
(Ecl - Epel)
We= 1% kx> — V5 mv;’

Wf = EC2 + EpeZ -

k , 2W
v, = —x -—t.
m
\/ﬁx00416 2x0.117
=0.65 m/s

16. Un objeto pequefio de masa m = 234 g se
desliza por un carril con extremos elevados y
una parte central plana, como se muestra en la
figura. La parte plana tiene una longitud L =
2.16 m. Las porciones curvas del carril care-
cen de friccion. Al atravesar la parte plana, el
objeto pierde 688 mJ de energia mecanica,
debido a la friccion. El objeto se libera en el
punto A, que tiene una altura h = 1.05 m sobre
la parte plana del carril. {Donde llega el objeto
al reposo finalmente?

A

e 1, )

«—L —

Figura VII1-16a
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Datos

m=234g=0.234 kg
L=2.16m
We=-688mJ=-0.688]
h=1.05m;v,=0

Resolucion

1 s
Eh 2

«—L —»B

Figura VI1II-16b

Para determinar si el bloque se detiene antes o
después de llegar al punto B es necesario
comparar la energia inicial con la energia disi-
pada en el tramo recto de longitud L.

mgh = 0.234x10x1.05
=2.4571.

Esta energia es mayor que la mayor posible
disipada en el tramo (0.688 J), por lo tanto el
bloque se detiene (v = 0) después que comien-
za a subir por el otro extremo de la pista.

Wnc:AE:EQ—El

W= mgh, — mgh,

h2 = h] + Wf/mg
=1.05-0.688/0.234x10
=0.76 m.

IX. CONSERVACION DEL MOMENTO LINEAL

1. Un hombre de 72.5 kg est4 subida a un ca-
rro de 38.6 kg que en marcha a 2.33 m/s. El



hombre salta del carro de modo que toca el
suelo a una velocidad horizontal de cero. Halle
el cambio resultante en la velocidad del carro.

Datos
my =72.5 kg
m, = 38.6 kg

Voe = 2.33 m/s - velocidad del carro respecto a tierra
vy = 0 - velocidad del hombre respecto a tierra
Av.?

Resolucion
------- Voc
p —
¥y= 0 =O—0=
Figura 1X-1
Comentarios

1. Fy = N — F; = 0; no hay fuerzas externas
actuando en el eje x. El teorema de conserva-
cion del momento lineal expresa que si

Z IEI =0, entonces P es constante.
externas
2. El problema se resuelve escogiendo ade-
cuadamente dos instantes cualesquiera, (antes
y después que saltd, sin que importe como lo
hizo) y analizando P.

2. Note que el teorema se refiere a un determi-
nado sistema de referencia inercial. Significa
que siempre hay que medir las cantidades de
movimiento con respecto al mismo sistema
inercial de referencia.

3. La velocidad del hombre en el instante final
(después de saltar) es cero respecto a tierra. El
salta hacia atrds con velocidad - v, respecto al
carro de manera que contrarresta la velocidad
Vo que llevaba inicialmente. Escogiendo un
sistema de referencia ligado a tierra: P, = P¢
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(mp + me)vee = mpvy + meve’ (v = 0)
ve' = (1 + my/me)vee

Ave =v = (1 +72.5/38.6)x2.33

=6.7m/s

2. Una plataforma de ferrocarril de peso W
puede rodar sin friccion a lo largo de una via
horizontal recta. Inicialmente un hombre de
peso w estd parado sobre la plataforma que
avanza hacia la derecha a velocidad v, ;Cual
es el cambio en la velocidad de la plataforma
si el hombre corre hacia el lado contrario, de
modo que su velocidad con relacion a la plata-
forma tiene un valor v, en el momento antes
de que salte hacia fuera en el extremo izquier-
do?

Datos
Wa W, Vo, Vrel

Resolucion

Vrel t
* Vo
) >
OO

Figura 1X-2a

[0]®)

Z E:O P constante. Como s6lo hay

externas

movimiento en el eje x, P, = P.
Comentarios

Este problema se resuelve mas facilmente es-
cogiendo un sistema de referencia que se
mueva con la velocidad constante v, de la pla-
taforma hacia la derecha. (Un sistema que se
mueve con v = constante respecto a otro iner-



cial también es inercial y las leyes de la fisica
se cumplen de igual forma en ambos sistemas
— principio clasico de la relatividad —).

Figura I1X-2b

Con respecto a este sistema de referencia, P, =
0 antes de que el hombre comience a moverse.
Independientemente de lo que haga el hombre
para saltar, si vy es su velocidad al saltar en
sentido contrario,

0=-mpvee + Mpvy'.

Despejando y sustituyendo en la ecuacion an-
terior
vy = (Mp/Mp)Viel ,

donde v,’ es la nueva velocidad con respecto
al sistema movil.

Con respecto a tierra, la nueva velocidad sera
Vo T vy, y el incremento que pide el problema
(con respecto a tierra) sera ese valor menos la
velocidad inicial v, de la plataforma; es decir:

AVp = Vo + V" = Vo = (My/Mp)Vrel.
Como
my = w/g, M, = W/g,

Avp, = (W/W)Viel

Nota 1: Compruebe que se obtiene exactamen-
te el mismo resultado, pero de forma bastante
mas laboriosa, tomando un sistema ligado a
tierra referencia.  Recuerde

como que

V'=V—p es una relacion vectorial.

3. Una vasija en reposo explota, rompiéndose
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en tres partes. Dos partes, una con el doble de
la masa de la otra se desprenden, de modo que
una es perpendicular a la otra en el plano hori-
zontal, a la misma velocidad de 31.4 m/s. La
tercera parte tiene el triple de masa de la parte
mas liviana. Halle la magnitud y direccion de
su velocidad inmediatamente después de la
explosion. (Especifique la direccion dando el
angulo desde la linea de recorrido de la parte
menos pesada).

Datos
mp = 211’11

Vi :V2:31.4 m/s

ms = 311’11
V3?
Resolucion
N
'\ /
pa
vF,
Figura 1X-3a

Comentarios.

1. Supongamos la vasija apoyada en una mesa.
Como las Unicas fuerzas N y Fg que act@ian
estan en equilibrio, Z IA:I =0 y P constante

externas
(teorema de conservacion del momento li-
neal). Significa que la cantidad de movimiento
debe ser la misma antes que después de la ex-
plosion:

p=p

0"

2. Como las dos partes salen seglin la horizon-



tal, py, =0 al inicio y al final. Al inicio,

P =MV, =0.

0

Como la botella explota en tres pedazos, en-
tonces:

ﬁ1+ﬁz+ﬁ3zo

-
|

Figura I1X-3b
Note que v; = v solo en valor modular. Susti-
tuyendo:

m,\V, +2m,v, +3m,v, =0

pero (v = vy)

vy = (1/3) V2 +4v?

=W1/3)V5
v3 =23.4 m/s.

Note que si los pedazos 1 y 2 salieron en di-
recciones paralelas a la superficie, el pedazo 3
también sale en una direccion paralela (no hay
posible componente en el eje y).

tan0 = vo/vy =2vi/vi =2
0 = arctan(2) = 63.4°
O=180-0
=116.6°

4. Un ntcleo radiactivo, inicialmente en repo-
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so, se desintegra emitiendo un electron y un
neutrino en angulos rectos entre si. La canti-
dad de movimiento del electron es de 1.2x10°
2 kgm/s, y la del neutrino es de 6.4x107
kgm/s. a) Halle la direccion y magnitud de la
cantidad de movimiento del nucleo al recular.
b) La masa del niicleo residual es de 5.8x107%
kg (Cual es su energia cinética de retroceso?
El neutrino es una de las particulas fundamen-
tales de la naturaleza.

Datos
pe = 1.2x10* kgm/s
P = 6.4x107 kgm/s
a) pn?

b) Si my = 5.8x10° kg, Ecy?

Resolucion
Pa g
/e' J
—0
O "
P~
Figura 1X-4
a)
P=P

0

o:Be+pn+ﬁN

pN :_(ﬁe+pn)-

Escogiendo los ejes coordenados x e y de ma-
nera que coincidan con los vectores pe yV pn
(son perpendiculares), es posible expresar

ﬁN = _pe?_ﬁn] M

Calculando el valor modular,

Py =V1.2°X10™* +6.42x10*°

=102 \1.44+0.4096



=136 x 10 kgm/s
tan0 = pn/pe
=0.64/1.2=10.53
0 = arctan(0.53)
=28°.

R: Forma un angulo de 180 — 28 = 152° con el
electron.

b)
E. =% mv’> =m’v*/2m = p*/2m

E. = (1.36x10%%)*/2x5.8x10™°
=0.1594x 10"%J
E.~1.6x10"]

=1leV

Nota: En el micromundo se utiliza mucho el
electron-volt como medida de la energia, pues
las energias son muy pequeiias al ser expresa-
das en joule. (1 eV es la energia que adquiere
un electron al ser acelerado por una diferencia
de potencial de 1 volt): 1eV=1.6x 10""7.

5. Una bala de 3.54 g se dispara horizontal-
mente contra dos bloques que descansan sobre
una mesa sin friccibn como se muestra en A.
La bala atraviesa el ler bloque, que tiene una
masa de 1.22 kg y se empotra en el segundo,
que tiene una masa de 1.78 kg. Al hacerlo, se
imprimen en los bloques velocidades de 0.630
m/s y 1.48 m/s respectivamente, como se
muestra en B. No tomando en cuenta la posi-
ble la masa extraida del primer bloque por la
bala, halle: a) la velocidad de la bala inmedia-
tamente después de salir del primer bloque y
b) la velocidad original de la bala.

Datos
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my =3.54 g=0.00354 kg
mp = 1.22 kg

mp = 1.78 kg

va=0.630 m/s

vg = 1.48 m/s

Vib? Vob?

Resolucion

Comentario: Las fuerzas en el eje y estan
equilibradas, y no hay fuerzas externas ac-
tuando en el eje x durante todo el proceso, por
tanto:

Z F=0— P = constante.

ext

Como el movimiento es en una dimension, se
puede obviar el tratamiento vectorial y consi-
derar P, = P.

a) En el 2do choque, si v, es la velocidad de la
bala después de pasar el bloque A y antes de
llegar a B,

myVp, = (my + mp)v ()
Vp = (M, + mp)v/my
=(0.00354 + 1.78)x1.48/0.00354
=759 m/s
b) En el ler choque,
MpVob = MpVp HMAVA (1)

Vob = Vp TMAVA/MY,
Vob = 759 + 1.22x0.63/0.00354
=976 m/s

Note que también se debe cumplir la relacion
para el proceso como un todo; es decir:

PB:PO

MpVeb = MAVA + (Mp TMp)Vp,



Se obtiene esta misma ecuacion cuando se
sustituye (2) en (1).

X. CHOQUES

1. Los bloques de la figura se deslizan sin fric-
cion a) ;Cual es la velocidad v del bloque de
1.6 kg después de la colision? b) (Es la coli-
sion elastica?

5.5m/s 2.5m/s
e e
e I IS

v? 4.9m/s

— —>
Gl = B

Datos (ver figura del problema)
m; = 1.6 kg

Vo1 = 5.5 m/s

my =2.4kg

Voo = 2.5 m/s

v2 =49 m/s

v1?

Resolucion

No hay fuerzas externas, P = constante, se
cumplen las condiciones de choque, P; = P,

a)

miVo1 + MyVer =M vy + myvs
V = Vo1 * (mp/my)(Vo2 — V2)
vi=5.5+(2.4/1.6)(2.5-4.9)
=1.9m/s
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b) Comparando las energias cinéticas del sis-
tema antes y después del choque,

Yot Vor® + Yo Mavey”
=1, x1.6x5.5* + V4 x2.4x2.5"
=31.7J
Pz m1V12 + % m2V22
=1 x1.6x 1.9° + % x2.4x 4.9°
=31.71

Como la energia cinética se conserva durante
el proceso, el choque es elastico.

2. Un elefante furioso embiste a razon de 2.1
m/s contra una mosca que revolotea. Supo-
niendo que la colision sea elastica, ja qué ve-
locidad rebota la mosca? Notese que el pro-
yectil (el elefante) es mucho mas masivo que
el blanco (la mosca).

Datos

Voe = 2.1 m/s
Resolucion
Comentarios

El choque eléstico en una dimension para dos
particulas estd resuelto de manera general en
la seccion 10.4 del texto original, con la solu-
cion en las ecuaciones 15 y 16, donde se apli-
ca el convenio usual de signos: la velocidad
dirigida hacia la derecha es positiva, y negati-
va en caso contrario.

m,-m, 2m,
v, = Vat Vo2
m,+m, m,+m,
2m m.,-m
_ 1 2 1
V2 - Vol + 02"
m,+m, m,+m,

Interesa calcular v, (velocidad de la mosca
después del choque). Llamando 1 al elefante y



2 a la mosca, entonces vye = Voi. Como la
mosca “revolotea”, es decir, cambia conti-
nuamente la direccion de su vuelo, se puede
considerar con buena aproximacion que vy, =
0. Sustituyendo entonces en (16) y dividiendo
por la masa del elefante m; » my,

v, — 2m,; V. — 2
2 m+m, 142

Vo =~ 2Vo1

=42 m/s

Pregunta: ;Como justifica Ud. el haber consi-
derado al elefante como una particula? ;O es
que no hace falta hacerlo?

3. Dos esferas de titanio se aproximan una a la
otra frontalmente a la misma velocidad y cho-
can elasticamente. Después de la colision una
de las esferas, cuya masa es de 300 g, perma-
nece en reposo. ;Cudl es la masa de la otra
esfera?

Datos

Vol =~ Vo2
m;=300g
v, =0

1’1’11:?

Resolucion

Comentarios. El choque elastico en una di-
mension para dos particulas estd resuelto de
manera general en el texto original, donde se
aplica el convenio usual de signos: la veloci-
dad dirigida hacia la derecha es positiva, y
negativa en caso contrario.

Sea (1) la bola que incide desde la izquierda y
(2) a la que queda detenida después del cho-
que. Interesa calcular m; a partir de las ecua-
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ciones anteriores.

Figura X-3

_m-m,
ml+m2

2m,
m, +m,

Vv

1 ol 02

v = 2m, v+ MM,

2 ol 02
ml + m2 ml + m2

Sustituyendo los valores conocidos de los
datos en (16) y simplificando,
2m,

0= Vv,
m, +m,

m,-m,
m, +m,

ol

=2m1—m2+m1=0
3m1=m2

m =m2/3 =100 g

4. Una bala de 4.54 g de masa se dispara hori-
zontalmente contra un bloque de madera de
2.41 kg en reposo sobre una superficie hori-
zontal. El coeficiente de friccion cinética entre
el bloque y la superficie es de 0.210. La bala
llega al reposo dentro del bloque, el cual se
mueve 1.83 m. a) ;Cudl es la velocidad del
bloque inmediatamente después que la bala
llega al reposo dentro de ¢é1? b) ;Cudl es la
velocidad de la bala?

Datos
m = 4.54 g =4.54x10 kg



u =0.21

Ax=1.83m

a) vg?

b) vy?

Resolucion

vg?
Vp? —>
— D
S >
Ax
Figura X-42

Comentarios. Para resolver el problema es
necesario, como aproximacion, considerar dos
etapas por separado:

1. Choque perfectamente inelastico de la bala.

2. Retroceso del bloque hasta frenar.

F (=10°N)

Impulso sobre
la bala (area
bajo la curva)

Impulso de
la friccion
(ampliado)

t (=ms)

Figura X-4b

La aproximacion no toma en cuenta el peque-
fo intervalo de tiempo en que el bloque se
mueve mientras la bala no ha terminado de
penetrar. La misma es valida porque las fuer-
zas durante un choque son fuerzas impulsivas,
y el impulso proporcionado por la friccion es
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despreciable mientras la bala penetra (fraccio-
nes de segundo).

I Fdt > f fdt
choque friccion
a) Después que la bala penetrd

W, =AE
- fAx =E; - Eq

- w(mp+my)gAX = - ¥ (mp+mp)ve

Vg = «/2pkgAx

=+/2x0.21x10x1.83

=277 m/s

b) Choque perfectamente ineldstico (los dos
cuerpos quedan unidos después del choque)

myVyp = (mp + mp)vp

vp = (1 + mp/my)vp

2.41
= (1+—3)~2.77
4.54x10°

= 1473 m/s

5. Una bala de 5.18 g que se mueve a 672 m/s
golpea un bloque de madera de 715 g que esta
en reposo sobre una superficie sin friccion. La
bala sale con su velocidad reducida a 428 m/s.
Halle la velocidad resultante del bloque.

Datos
m, =5.18 g=0.00518 kg
Vob = 672 m/s

my =715 g=0.715 ke
VQBZO

vy =428 m/s



VB?

Resolucion
Comentarios

Las fuerzas en el eje y sobre el bloque estan
equilibradas, y el efecto de la gravedad sobre
la bala durante el choque se desprecia porque
las fuerzas impulsivas asociadas a un choque
son muchisimo mayores que la gravedad, y
solo duran fracciones de segundo.

428 m/s

__j_ -——B=

Figura X-5

Con excelente aproximacion, sélo acttian fuer-
zas internas en el sistema bala-bloque durante
el proceso. — Se conserva la cantidad de mo-
vimiento del sistema. Como es en una dimen-
sion:
YF: = 0, — P = constante
P=P,.

mpVep = MpVp + MBVE
m
Voo = m_:;(vob - Vb)
_0.00518
0.715

=1.77 m/s

(672-428)

6. Un objeto de 2.0 kg de masa choca elasti-
camente contra otro objeto en reposo y conti-
na moviéndose en la direccion original, pero
a un cuarto de su velocidad original. ;Cual es
la masa del objeto golpeado?
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Datos

m; = 2kg
V1= Ya Vo1
Vo2 =0
m;?

Resolucion

O o

Vo2 = 0
Figura X-6

mivyr = 1mpvy + mpvy

mve; = Y4 myve + mova

%leol = MmpVvy (1)
Conservacion de E. (choque elastico)
| 2 _, 2 2
s miver = s mi;vy +1 myvp
1’1’11V012 =1/16 1’111V012 + 1’112V22
15/16 mve> = myvy” )

Elevando (1) al cuadrado y dividiendo miem-
bro a miembro entre (2):

9/15 m; =mp

m; =1.2kg

7. Una bola de acero de 0.514 kg de masa esta
sujeta a un cordon de 68.7 cm de longitud del
que se deja caer cuando el cordon estd hori-
zontal. En el fondo de su trayecto, la bola gol-
pea un bloque de acero de 2.63 kg inicialmen-
te en reposo sobre una superficie sin friccion.
La colision es eldstica. Halle a) la velocidad
de la bola y b) la velocidad del bloque, ambos



en el momento después de la colision.

Figura X-7

c¢) Suponga ahora que, durante la colision, la
mitad de la energia cinética mecanica se con-
vierte en energia interna y en energia sonica.
Halle la velocidad final.

Datos

m; =0.514 kg
L=68.7cm=0.687 m
m, =2.63 kg

Vor =0

a) vp?

b) VB?

Resolucion
Comentarios

1) La velocidad inicial horizontal de la bola en
el momento del choque se obtiene por criterios
energéticos. Sistema conservativo, por tanto:
E;=E;

2
1’1’11gL =1 mivy

V., =+/20L
=/2x10x0.687

=3.7 m/s.

i1) El choque elastico en una dimension para
dos particulas esta resuelto de manera general
en el texto mencionado en la introduccion,
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donde se aplica el convenio usual de signos: la
velocidad dirigida hacia la derecha es positiva,
y negativa en caso contrario.

_ m, -m,

2m,
- ol +
m,+m,

m, +m,

Vv

1 02

2m,
Vv, = v, +
m, +m,

m,-m,
m, +m,

02

a) Para calcular la velocidad de la bola des-
pués del choque, sustituyendo los datos en

(15):
0.514-2.63
V, =— Xo.
1 0.514+2.63
=-2.49 m/s

El signo negativo indica que la bola rebota
hacia atras.

b) La velocidad del bloque se obtiene de la
formula anterior:

2x0.514
v,=—————X3.
0.514+2.63

=1.2m/s

c) Para resolver este inciso hay que resolver el
sistema de la seccion 10.4 en el texto, multi-
plicando por %2 los términos a la derecha del
signo de igualdad (queda como ejercicio).

8. Un peso de 2.9 ton que cae desde una dis-
tancia de 6.5 ft se hunde 15 in en un montén
de tierra de 0.50 ton. Suponiendo que la coli-
sion peso-montdn sea completamente ineldsti-
ca, halle la fuerza promedio de resistencia
ejercida por la tierra.

Datos
P=F,=2.9 ton =2.9 x 2000 Ib(f)



=2.9x 2000 x 4.448 N
=25798.4 N

h=6.5ft=6.5x0.3048 m=1.9812 m
Ax =15in.=15x 0.0254 m = 0.381 m
Miiera = 0.5 ton = 0.5 x 2000 x 4.448

= 4448 kg

Fmedia?

Resolucion

Comentarios

Fmedm

Figura X-8

Las ecuaciones de choques no contemplan
fuerzas. Por tanto, para resolver este problema
no se necesitan en lo esencial los criterios de
choque, sino aquellos que involucren fuerzas

Para el cuerpo que cae: Fr = ma. La fuerza
media de resistencia actia solamente en el
tramo Ax, entre 2 y 3, y es constante, por defi-
nicién de valor medio:

Finedia— Fg = - Mamedia - (D
Utilizando las féormulas conocidas del MRUV
en el tramo 2-3, con v = 0 (se detiene):

V2= vo2 + 2amedAX

2

_V° 2
2AX @)

Amed =

El valor de v, en (2) se obtiene planteando la
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conservacion de la energia entre (1) y (2):
mgh =% mv,’

v, =29,

Sustituyendo (2) y (3) en (1),

)

mgh
AX

Finedia = P(1 + h/AXx)
=25798,4(1 + 1.9812/0.381)
=159950,08

Foogia - F o=

media ~ ' g

Finedia = 160 ton métricas

Via alternativa. Mediante criterios de trabajo
y energia. Para el cuerpo que cae, Wy, = AE.

Tomando el cero de la E,,; en la posicion don-
de el cuerpo se detiene (3) y las posiciones 1 y
3 como inicial y final respectivamente, (Ec; =

0):
- FinediaAX = - E; = - mg(h+Ax)
Finedia = mg(1 + h/Ax)
Finedia = P(1 + h/AX).

Esta via es mucho mas simple, pero ilustra
menos el proceso que tiene lugar.

Notar que en el problema anterior se ofrecie-
ron datos innecesarios. Puede suceder en la
realidad o en una evaluacion.

9. Una bola de masa m se proyecta a una velo-
cidad v, en el cafion de una pistola de resorte
de masa M inicialmente en reposo sobre una
superficie sin friccion (figura). La bola se pega
al fondo del cafiéon en el punto de maxima
compresion del resorte. No se pierde energia
por la friccion.



[ —e

m

M
Figura X-9

a) /Cual es la velocidad de la pistola de resor-

te después que la bola llega al reposo dentro
del canén? b) ;Qué fraccion de la energia ci-
nética inicial de la bola se almacena en el re-
sorte?

Datos
m, VO) M5
Vp?,

(Eo-Ep) /Eo?

Resolucion

Comentarios. La fuerza de la gravedad es des-
preciable en comparacion con las fuerzas im-
pulsivas del choque. — Solo hay que conside-
rar fuerzas internas del sistema bola - pistola
— Se conserva al cantidad de movimiento del
sistema y P, = P. El choque es perfectamente
inelastico, pues ambos cuerpos quedan pega-
dos después del choque.

a)
mv, = (m + M)v,
mv
Vy=——.
m+M
b)
Energia inicial:
v mVO2
Energia final:
Y5 (m + M)v,”
2
:1/2(m+|v|)( mv, j
m+M
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2..,2
m°v
=14 2
m+M

Pérdida de energia (conversion a Ej,)

AE = Ef—E,

luego

10. Un bloque de masa m; = 1.88 kg se desliza
a lo largo de una mesa sin friccion a una velo-
cidad de 10.3 m/s. Directamente frente a él, y
moviéndose en la misma direccion, esta un
bloque de masa m, = 4.92 kg que se mueve a
razon de 3.27 m/s. Un resorte carente de masa
con una fuerza constante de k = 11.2 N/cm
esta unido a la parte posterior de m, como se
muestra en la figura.

Vol Vo2
e — >
Figura X-10

Cuando los bloques chocan, ;cudl es la maxi-
ma compresion del resorte? (Sugerencia: en el
momento de compresion maxima del resorte,
los dos bloques se mueven como uno solo;



halle la velocidad observando que la colision
es completamente ineldstica en ese punto).

Datos

m; = 1.88 kg
Vo1 = 10.3 m/s
m, =4.92 kg
Voo = 3.27 m/s

k=11.2N/cm = 1120 N/m
Ax?

Resolucion
P,=P
mVe1 + Mover = (Mg + my)v
V= mlvol + m2V02
m1 + m2
_ 1.88x10.3+4.92x3.27
1.88+4.92
=52 m/s

Para calcular la compresion del resorte hay
que tomar en cuenta que, para un sistema de
particulas,

Wext + Wine = AE,

donde la energia cinética es ahora, por defini-
cion, la suma de las energias cinéticas de todas
las particulas en el sistema. Las fuerzas en el
eje y estan equilibradas, y en eje x todas las
fuerzas son internas al sistema formado por las
dos particulas. — Wy = 0, Wiy = - AE,,, por
tanto:

- AEp. = AE,
Vs kx? = Bes - Beo

2(Eco 'ch)
k

X =
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Eie=" (m; + mz)v2
=15 (1.88 +4.92)x5.2°
=927
Eco = Y5 mive)” + Y5 Myvey”
=14 x1.88x10.3% + % x4.92x3.27°
=1261]

. /2(126-92)
- 1120

=0.25m

XI. CINEMATICA DE LA ROTACION

1. Un dia solar es el intervalo de tiempo entre
dos salidas sucesivas del Sol en lo mas alto de
una longitud dada, esto es, el tiempo de una
rotacion completa de la Tierra en relacion al
Sol. Un dia sideral es el tiempo de una rota-
cion completa de la Tierra en relacion a las
estrellas fijas, es decir, el intervalo de tiempo
entre dos observaciones sucesivas en lo mas
alto de una direccion fija en el cielo llamada el
equinoccio de primavera. a) Demuestre que
hay exactamente un dia solar (medio) menos
en un afio que dias siderales (medios) en un
afio. b) Si el dia solar (medio) tiene exacta-
mente 24 horas, ;qué tan largo es un dia side-
ral (medio)?

Resolucion

Sea Atsigeral €l tiempo para un dia sideral y
Atgolar €1 del dia solar (24 horas). Si o, es la
velocidad angular de rotacion de la tierra, en-
tonces la tierra da una vuelta completa sobre si
misma (27) en un tiempo

Atgideral = 27/ ®;.
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Figura XI-1

En el caso del tiempo solar, de la figura se ve
que para un observador en el ecuador, la tierra
va dejando detrés al sol en su movimiento, y
que al observar el sol en el cenit en dos dias
sucesivos, habra recorrido un angulo @ adi-
cional a la vuelta completa.

Atgolar = 2+ D)/,

Por tanto

Atsolar :1+i_ (1)
At 2n

sideral

Sea n el nimero de dias (solares) que hay en
un afno (365 o 366 si es bisiesto). Como hay
un afio bisiesto cada 4 afios, el nimero de dias
por afio es realmente

n =Y (3x365 + 366)
= 365.25 dias.

Por tanto, el angulo @ barrido en un dia por la
tierra en su Orbita, sera

® =27/n,
y sustituyendo en la ecuacion (1):

Algorar _q, 1, )

Atsideral n

b) La longitud del dia sideral se obtiene direc-
tamente de (2) con n = 365.25:
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At
Atsideral = S—OIfr

1+=
n
B 24
~1.00273785
=23.934h

Atsidera] = 23 h, 56 1’1111’1.

b) Llamando Tggerr al tiempo transcurrido
para n dias (1 afio sideral), y similar para el

Tsolar:
Tsideral = NAtgideral

Tsolar = NAtsolar

Tsolar - Tsideral =n (Atsolar - Atsideral)

Despejando en (2) y sustituyendo:

Tsolar - Tsideral = NAtgo ar 1- -1

n
Tsolar 'Tsideral = Atsolar _j

Para n =365.25 (afio medio),
n/(n+1)=0.997 = 1.
T

solar ™

T

sideral

| > At » 24horas

solar

(el resultado es aproximado, no exacto como
plantea el problema).

2. La velocidad angular de un motor de auto-
movil aumenta de 1170 rev/min a 2880
rev/min en 12.6 s. a) Halle la aceleracion an-
gular en rev/min’. b) ;Cuantas revoluciones
completa el motor durante este tiempo?

Datos
f,= 1170 rev/min = 1170 rev/60s



=19.5rev/s
f=2880 rev/min = 2880 rev/60s

=48 rev/s
t=12.6s
a?
n?
Resolucion
a)f, fo, t,a?
o =2xnf
0 =0,t+ ot

a=(0—w)/ t=2n(f-1£)/t
a=6.28(48 — 19.5)/12.6 = 14.2 rad/s>
Orad/Orey = 21/1
Orev = Orad/2T
1 s =(1/60)min
14.2 rad/s®
_14.2/2n rev
1/60% min?
= 8140 rev/min’.

b) n?
n=0/2n

0=0,+ oot + ¥ at’
0=2m19.512.6 + % 14.2:(12.6)
=2670.2 rad
n = 425.2 vueltas.

3. Una rueda completa 42.3 rev cuando su
velocidad angular disminuye desde 1.44 rad/s
hasta detenerse por completo. a) Suponiendo
una aceleracion uniforme, /cudl es el tiempo
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necesario para que llegue al reposo? b) ;Cual
es la aceleracion angular? c) ;Cuéanto tiempo
se requiere para que complete la primera mi-
tad de las 42.3 rev?

Datos
n =423 rev
o, = 1.44 rad/s
0=0
o = constante
a) t?
b) t para n/2?
Resolucion
a) ®,, O, t? a?
0 = 2nn;
V= V02 + 2aAx,
por tanto, por analogia:
o= 0)02 + 200,
0= (0" - 0,°)/20
=- (1.44)*/2:6.28:42.3)
=-0.0039 rad/s’.

(M

El tiempo se obtiene entonces a partir de
o= o, + at, 2)
t= s/
=1.44/0.0039
=369.3s.
b) a, ®,, 0, t?, ®?

En este caso, la via més simple es obtener ®
de (1) y tde (2), con 6 = 2n(n/2)

o® = (1.44)* —2:0.0039-3.14-42.3
=1.038
=+1.019 rad/s



El (-) no tiene sentido fisico real. A partir de
2):
t=(o—w,)/a
=(1.019 — 1.44)/(- 0.0039)
=107.9
~ 108 s

Nota: la via alternativa de resolver la ecuacion
0=0,+ ot + % at’ conduce a valores numé-
ricos complejos.

4. Una rueda A de radio ra = 10.0 cm esta aco-
plada por medio de una banda B a otra rueda
C de radio rc = 25.0 cm como se muestra en la
figura 19. La rueda A aumenta su velocidad
angular desde el reposo a razon de una canti-
dad uniforme de 1.60 rad/s.

ek

B
Figura XI-4

Determine en cuanto tiempo llegara la rueda C
a la velocidad de rotacion de 100 rev/min su-
poniendo que la banda no se deslice. (Suge-
rencia: Si la banda no se desliza, las velocida-
des lineales en la periferia de las ruedas deben
ser iguales).

Datos
rA=100cm=0.1m

®,=0
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rc=250cm=0.25m
aa = 1.60 rad/s* (constante — MCUV)
fc = 100 rev/min = 10/6 rev/s = 1.67 rev/s

Resolucion

Ante todo, es necesario hallar la relacion de
giro de ambas ruedas a partir de consideracio-
nes geométricas. Cuando 6, = 27, la banda B
avanza L = 271 ra, y el angulo barrido por C
sera

Oc = L/rc = 2nra/ rc.
Por tanto:
0c/0p = ra/rc
=10/25=04
0c=0.4 04.

Cuando el angulo varie con el tiempo, la rela-
cion anterior se mantiene (si la banda no desli-
za). Por tanto, derivando dos veces respecto al
tiempo a ambos lados de la ecuacion:

oc=04 oa
oc=04 ap
ac = 0.4 x 1.6 =0.64 rad/s’
® = oo + ot (0o =0)
tc= oc/ac = 2nfc/oc
=6.28x1.67/0.64
=164s

5. El disco de un sistema de audio digital
compacto tiene un radio interior y exterior de
su material grabado (los conciertos para violin
de Tchaikovsky y de Mendelssohn) de 2.50 y
5.80 cm, respectivamente. Al funcionar, el
disco es barrido con una velocidad lineal cons-



tante de 130 cm/s, comenzando desde el borde
interior y moviéndose hacia afuera. a) Si la
velocidad angular inicial del disco es de 50.0
rad/s, jcudl es su velocidad angular final? b)
Las lineas en espiral del barrido estan a una
separacion de 1.60 um aparte; ;cudl es la lon-
gitud total del barrido? c¢) ;Cudl es el tiempo
de la grabacién sonora?

Datos:

r, = 0.025 m
r=0.058 m
v=13m/s

o(1,) = 50.0 rad/s
d=1.6x10°m
a) o(ry)?

b) Ax?

c) t?

Resolucion

a)

V=mxT
o=Vv/r
o =1.3/0.058
=224 rad/s (disminuye)

b) Aproximacion: Dado el pequefio paso de la
espiral, se aproxima ésta por un conjunto de n
circunferencias concéntricas de radio variable,
separadas a una distancia d. Del disco se ve
que

n=(r-ry)/d
=(0.058 - 0.025)/(0.0000016)
=20625

Notar que r se puede escribir como r =1, + nd.
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Entonces, el radio de cada circunferencia ten-
dra el valor r; =1, + id, donde 1 toma valores

1=0,1,2,3,4... n. (Para i = 0 se obtiene r,,. Para
1 =n se obtiene r.)

La longitud de la circunferencia de radio i sera
entonces

L; = 2xr; = 2n(r, + 1d)

y la longitud total recorrida:

n n n
Ax=>"1; = 2n(r, +id)=2nr, + > 2n(r, +id)
i=0  i=0 i=1
Ax _ n,.
e I +r0n+di;|

La sumatoria es una progresion aritmética de
valor conocido:

n
D i=1+2+3+4+..+n - nn+1)
i=1
Sustituyendo y agrupando:
M (n+1)+d N0+
T 2

Ax =2n(n+1)(r, + %) .

Sustituyendo valores numéricos:
Ax = 6.28- 20626-{0.025+(20625-0.0000016)/2)}
Ax =5375.55m
Ax = 5.375 km
¢) (v = constante);
v = Ax/At
t=Ax/v
=5375.55/1.3
=4135.0s
t=68",55s




XII. 2DA LEY EN LA ROTACION

1. Un cilindro de masa 1.92 kg gira en torno a
su eje de simetria. Se le aplican las fuerzas que
se muestran en la figura: F1=5.88 N, F, =4.13
NyF;=12.2N. También R; =493 cmy R, =
11.8 cm. Halle la magnitud y la direccion de la
aceleracion angular del cilindro.

Datos

m=1.92 kg
F;=588N
F,=4.13N
F;=2.12N

R;=4.93 cm=4.93x10"m
R,=11.8 cm=11.8x10”m
a?

Resolucion

Figura XlI-1a

2da ley de Newton en rotacion (eje fijo, cuer-
po rigido)

TRR=T+T, +13=la.
Como los vectores * y a son colineales, per-
pendiculares al plano, tomando el convenio de

que si el torque entra en el plano es (+) (giro a
la derecha) y (-) en caso contrario, tendremos:

(1)

—’C1+’C2+’E3=|OL
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Figura XII-1b

En valor modular:

1, = rFsend;.
Note que, por definicion, R es el vector que va
del eje de giro al punto de aplicacion de F, y @

el angulo que forman r y F cuando se llevan a
un origen comun.

T, = Esen®,
= 11.8x107x5.88xs5en90°
=69.4x10 Nm.
1, = L,Esend,
= 11.8x107x4.13xsen90°
=48.7x10 Nm.
(Note que el angulo no es 30°).
T, = IFsend,
=4.93x10x2.12xsen90°
=10.45 Nm.

Para un cilindro con eje de rotacion en el eje
de simetria, las tablas proporcionan ¥ mR”.

=" mR’
=14 x1.92x(11.8)’x10™
=133.6 x 10 kgm®
Por tanto, despejando en (1) y sustituyendo,

_ "t 1T
|
(-69.4 +48.7 +10.45)x10™2

133.6x10™

o




=- 7.7 rad/s’.

La rotacién seria hacia la izquierda. La direc-
cion del vector a, segin nuestro convenio,
saliendo del plano.

2. La figura muestra dos bloques, cada uno de
masa m, suspendidos de los extremos de una
barra rigida carente de peso de longitud L; +
L,, siendo L; = 20.0 cm y L, = 80.0 cm. La
barra es sostenida en posicion horizontal como
se muestra en la figura y luego se deja caer.
Calcule las aceleraciones lineales de los dos
bloques cuando comienzan a moverse.

L A L,
7 m m

Figura XII-2a

Datos

L=200cm=02m
L,=800cm=0.8m
al?

az?

Resolucion

Para cada uno de los cuerpos de masa m en el
equilibrio se cumple

T-mg=ma=0.

Luego, antes de soltar la barra, (e inmediata-
mente después de soltarla)

T1 :Tz =mg.

Como la cuerda tira de la barra con la misma
fuerza que ella ejerce sobre la cuerda, el dia-
grama de fuerzas queda segun la figura.
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mg

| ua L, i

m mg

Figura XI1-2b

Las aceleraciones lineales de los bloques seran
iguales a las correspondientes aceleraciones
tangenciales de los extremos de la barra:

a; = aR.

Para calcular a se aplica la 2da ley de Newton
en el caso de la rotacion:

?—R - I&.

Como los dos torques y la posible aceleracion
angular estan en la misma direccion perpendi-
cular al plano del papel, la relacion seréd valida
para los modulos:

1 = L. (1)

Aplicando la definicion de momento de iner-
cia:

1= Zmiriz
= I’l’lL]2 + l’Ile2
=m(L;> + L,). ()

Tomando (+) cuando entra en el papel (giro a
la derecha) y (-) en caso contrario:

7, =L,mg =0.2mg
1, =L,mg=0.6 mg
— el sistema gira hacia la derecha.

Sustituyendo en (1) y (2).



T+ = rn(L12 + L22)(x - Limg + Lomg
=m(L,* + L,")a;
agrupando y simplificando se llega a:
_ (Lz - Ll)g
L2 +13
_0.6x10

©0.22+0.82
=8.82rad /s?

a;=oR=al,4
= 8.82x0.2
=1.76 m/s* 1
a=aR =0al,;
= 8.82x0.8
=7.0m/s* |

3. La maquina de Atwood es de uso comun en
los laboratorios de mecénica para estudiar los
movimientos acelerados. En una de estas ma-
quinas, una pesa tiene masa de 512 g, y la otra
de 463 g. La polea, que estd montada en chu-
maceras horizontales sin fricciéon, tiene un
radio de 4.90 cm. Cuando es liberada a partir
del reposo, se observa que el bloque mas pe-
sado cae 76.5 cm en 5.11 s. Calcule la inercia
de rotacion de la polea.

Datos
m;=512g=0.512 kg
m; =463 g=0.463 kg
r=49cm=0.049 m
Ax =76.5 cm =0.765 m
t=5.11s

1?
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Figura XI1-3a

Resolucion
Comentarios

1. Como m; > my el sistema gira hacia la iz-
quierda.

2. El valor numérico de la aceleracion es el
mismo para | y para 2. Efectivamente, cuando
el bloque 1 avanza xj, si la cuerda es inexten-
sible el bloque 2 avanzara x,. Es decir, x; = X».

Derivando respecto al tiempo se obtiene in-
mediatamente que, en cada instante v = v, y
a; = ap.

3. T1 y T, no pueden ser iguales, pues el sis-
tema no giraria en ese caso.

4. La aceleracion a es constante, ya que todas
las fuerzas que intervienen son de origen gra-
vitatorio (constantes). Una fuerza constante no
puede originar una aceleracion variable.

Diagramas de fuerza de los bloques
Ti—-mg=-mia

T, —mpg =mpa



Figura Xl11-3a

Dos ecuaciones y 3 incognitas (T, T», a).

El valor constante de a se puede calcular de
los datos, conocidos v, (0), Ax y t.

AX =Vt + 2 at®
a=2Ax/t’
=2x0.765/(5.11)
=0.0586 m/s’
El célculo de T; y T, es inmediato:
T, =m(g-a)
=0.512 x (10.0 - 0.0586)
=5,09N
T, = my(gta)
=0.463 x (10.0 + 0.0586)
=4.66 N.
Diagrama de fuerzas de la polea

Comentario: por la 3ra ley, el bloque tira de la
cuerda con la misma fuerza con que la cuerda
lo hace del bloque. Esa fuerza se transmite
hasta la polea, etc. Aplicando la 2da ley de
Newton para la rotacién en 1 dimension, con-
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siderando positiva la rotacion a la izquierda,

Eje de apoyo: no afecta
rotacion o traslacion

T,

Figura XI1-3b

Ty — 1T, = lo.

La aceleracion angular o no es conocida, pero
se puede obtener de la relacion a = a; = ar.

— rTl-rTz - rz(T]_'Tz)
alr a

_0.049?x(5.09 - 4.66)
0.0586

=0.0176kgm’

4. Una rueda en forma de disco uniforme de
23.0 cm de radio y 1.40 kg de masa gira a ra-
zon de 840 rev/min en rodamientos sin fric-
cion. Para detener la rueda se oprime la zapata
de un freno contra el borde de la rueda con
una fuerza de 130 N, dirigida radialmente. La
rueda completa 2.80 revoluciones antes de
detenerse. Halle el coeficiente de friccion en-
tre la zapata del freno y la periferia de la rue-
da.

Datos
R=23.0cm=0.23m
m= 1.4 kg



f, = 840 rev/min = 840 rev/60s = 14 rev/s
F=130N

n = 2.8 vueltas (x 2m) = 5.67 rad

De las tablas, para una rueda, [ = MR?
Hi?

Nota: No confundir los simbolos friccion (f;) y
frecuencia (f).

Figura XlI-4a

Resolucion

freno
N

ff = ].lkN /

Figura XlI-4b
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En el eje y no hay movimiento,

N:F—>ff:ukF. (1)

Por otra parte, como hay un solo torque ac-
tuando (el de f), se puede trabajar con los mo-
dulos, y

T = lo.
Sustituyendo (1) y el momento de inercia,

wFR =15 MR?0. )

El valor de a se puede calcular a partir de los
datos, pues se conocen »,, ® y AB. La expre-
sion que los relaciona cuando a es constante y
el movimiento es retardado es (MCUV):

0= (002 —2aA0
o= (002/2A9.

Sustituyendo en (2), simplificando y despe-
jando:

_ MR?w}
M ™ TaFn0
_ 1.4x0.23% x4n*x14?
© 4x130x5.6n

= 0.06 (adimensional)

5. Un cascaroén esférico tiene un radio de 1.88
m. La aplicacion de un torque de 960 Nm le
imparte una aceleraciéon angular igual a 6.23
rad/s® en torno a un eje que pasa por el centro
del cascaron. Calcule a) la inercia de rotacion
del cascardn en torno al eje de rotacion y b) la
masa del cascaron.

Datos
R=1.88m

* =960 Nm

o = 6.23 rad/s



1?
M?
Resolucion
Figura X11-5
a)
T=lo
I=1/a
=960/6.23
= 154 kgm”.

b) Por la tabla, para un cascardn esférico I = %
MR?. Despejando:

M = 3/2 I/R?
=3/2 x 154/1.88>
=65.4kg

6. Una esfera solida de 4.72 cm de radio rueda
hacia arriba por un plano inclinado a un dngu-
lo de 34°. En el fondo del plano inclinado el
centro de masa de la esfera tiene una veloci-
dad de traslacion de 5.18 m/s. a) ;Qué distan-
cia recorrera la esfera por el plano hacia arri-
ba? b) ;Cuénto tiempo le toma regresar al pie
del plano? ¢) ;Cudntas rotaciones completa la
esfera durante el viaje completo?

Datos
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r=4.72cm=0.0472 m

0 =34°
vo(em) = 5.18 m/s
AX?
tregreso?
n?
Resolucion
VN
Vo(cm)
o
‘/
Aem e Eje instantdneo de
rotacion
F,
Figura XI11-6
Comentarios

1. A los efectos de la traslacion, el CM se
comporta como si todas las fuerzas estuvieran
aplicadas sobre €l.

2. La friccion en este caso es una excepcion,
pues su Unico papel es lograr que el cuerpo no
deslice (no se representa). Note que, siempre
que no haya deslizamiento, el valor de la fric-
cioén no afectard el resultado (por ej. suponga
que es tan grande como se quiera). Por otra
parte, como pasa por el eje de rotacion, no da
origen a torque.

Diagrama de fuerzas

a) Por las tablas, con respecto a un eje que
pasa por el CM,

Iem = (2/5) Mr°.

Como el eje de rotacion esta en un borde, apli-
cando el teorema de los ejes paralelos, (M=m)



I= Iy + mr’
1="7/5 mr’.
Segun la 2da ley en rotacion:

(TR Jexterno = 10t

Fgrsen(180-0) = (7/5)mra, (1)
sen(180-0)
= sen180cosO — cos180send
= senf.

La aceleracion del CM vy la aceleracion angu-
lar se relacionan por la expresion

ag = aem = OI.
Sustituyendo en (1) y simplificando:

acm = (5/7)gsend. (2)

Como la aceleracion del CM es constante y se
mueve en una dimension, seran validas las
expresiones del MRUYV. En particular,

v = v, — 2aAx (movimiento retardado).

S
10 gsen(34°)

__7x5.18
10x10x0.56

=3.35m.

b) Al llegar arriba la aceleracion del CM no
varia, es la misma que en el inciso anterior con
sentido contrario, al igual que a. El Ax a reco-
rrer es el mismo. La velocidad inicial es cero
(vo” = 0). Por tanto, se sigue manteniendo el
MRUV.

AX =v,’t + Y at®

Despejando y sustituyendo (2) con v," =0,
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t2 _ 2Ax

a
_ 14 Ax

5 gseno
14x3.35
5x10x0.56

=1.675
t=13s

n = Ax/2nr
= 3.35/(6.28x0.0472)
= 11.3 vueltas

Nota: Este problema se resuelve de forma mu-
cho mas sencilla utilizando criterios de trabajo
y energia; la expresion E. yasiacion + Ec rotacion =
mgh conduce directamente a h/Ax = senf y a
AX.

7. Un cilindro solido de longitud L y radio R
tiene un peso W. Alrededor del cilindro estan
enrolladas dos cuerdas, cada una de ellas cerca
de cada extremo, y los extremos de las cuerdas
estan unidos a ganchos en el techo. El cilindro
se mantiene horizontalmente con las dos cuer-
das exactamente verticales y luego se deja
caer. Halle a) la tension en cada cuerda cuando
se desenrollan y b) la aceleracion lineal del
cilindro cuando cae.

Datos
L

R
W=mg
T, T, ?
a?



Resolucion

’ I’
I"
Eje ¢ F
instantdneo v g

Figura Xl1I-7a

Comentarios

a)
1. A los efectos de la traslacion el CM se com-

porta como si todas las fuerzas estuvieran
aplicadas sobre €l.

2. Por simetria, T{ =T, =T.

3. El eje instantdneo de rotacion estd en la
tangente con las cuerdas, que no dan origen a
torques.

4. Aplicando el teorema de los ejes paralelos, |
= L.y + mR? se obtiene I = 3/2 mR?.

5. La aceleraciéon angular alrededor del eje
instantaneo y la aceleracion del centro de ma-
sa se relacionan por a; = acy, = aR.

Fy

Figura X11-7b
Traslacion

2T —mg = - macy
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T="%m(g-acm) . (D)
Rotacion
= = lo.
mgR = (3/2) mrlag,/R
am =75 &
Sustituyendo este valor en la ecuacion (1),
T="%(W/g)g-7%g
T=1/6 W.

b)
acm =75 &

8. Un cilindro so6lido de 23.4 kg de masa y
7.60 cm de radio tiene una cinta delgada enro-
llada a su alrededor y descansa en un plano
inclinado formando un angulo de 28.3° con la
horizontal. La cinta pasa sobre una polea lige-
ra sin friccion hasta un objeto de masa 4.48 kg
que cuelga verticalmente en la parte superior
del plano. Halle a) la aceleracion lineal del
cilindro al rodar por el plano inclinado y b) la
tension en la cuerda, suponiendo que no hay
deslizamiento.

Figura XI1-8a
Datos
m,=23.4kg
r=7.60cm=0.076 m
m =448 kg



0 =28.3°
a?

T?

Resolucion

a) Note que, aunque el problema no especifi-
ca, es de suponer que, dada la diferencia apre-
ciable de masas, el cilindro baje por el plano.

Diagrama de fuerzas para el cuerpo de masa
m;

Figura XI11-8b

T-F;=ma
T = m(g+a). (1)

Esta aceleracion es la misma aceleracion tan-
gencial del cilindro, pues cuando el bloque
avanza una distancia X, €l borde del cilindro
avanza X; = Xp. Derivando a ambos lados se
llega a que

Ac(tangencial) — 4.
Para el cilindro:
Segun el teorema de los ejes paralelos,
_ 2
I=1I.n + mr
=Y mr® + mer’

= (3/2)m.r’.
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+ Eje instantaneo
Fge =mcg
Figura XI1-8c

Por otra parte, en el punto de aplicacion de T,
a un didmetro de distancia del eje instantaneo,

a;=a=2daur.

El cilindro hala la cuerda, y a su vez la cuerda
ejerce una tension T sobre el borde del cilin-
dro. Aplicando la 2da ley de Newton en la
rotacion, considerando (+) a la derecha para
que la aceleracion tangencial tenga el mismo
sentido que la aceleracion.

Calculo de a:
= la
m.grsen(180-0) - T(2r)sen90°
= (3/2)m.r’a/2r.

Considerando sen(180-0) = senf, despejando y
simplificando,
_ mcgsend _§mc
2 8
_1
T= g(4mcgsen6 -3mea).  (2)

Se obtiene asi un sistema de dos ecuaciones
con dos incognitas (T y a) que se puede resol-
ver. Eliminando T entre (1) y (2):

m(g+a)= %(4mcgsen9 -3mea)



8mg + 8ma = 4mcgsend - 3m.a
(8m - 4m.senf)g = a (- 3m. - 8m)

_ 4m.senB-8m
~ 3m¢+8m

_ 4x23.4x0.47 - 8x4.48
3x23.4+8x4.48

=81.52/34.4
=2.37 m/s°.

x10

b) La tension se obtiene de (1),
T=4.48x (10 +2.37)
=55.4N.

9. Sobre una polea que tiene una inercia de
rotacion de 1.14x107 Kgm? y un radio de 9.88
m actia una fuerza, aplicada tangencialmente
a su borde, que varia en el tiempo segin F =
0.496t + 0.305t>, donde F esta en N y t en se-
gundos. Si la polea estaba inicialmente en re-
poso, halle su velocidad angular 3.60 s des-
pués.

s

F

Figura X11-9
Datos
I=1.14x 107 Kgm®
R =9.88 cm = 0.0988 m
F = 0.496t + 0.305t>
t=3.60s

®,=0
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®?

Resolucion
Comentarios

Note que F varia con el tiempo. Por tanto, la
aceleracion del cuerpo también variard con el
tiempo. — No se pueden aplicar las expresio-
nes del MCUV o cualquiera otra de acelera-
cion constante.

2da ley en la rotacion: tr = la; por otra parte:
TR = RFsen®
=RF (@ =90°)
Igualando ambas expresiones y despejando,

o= %F — (R/1)(0.496t + 0.305¢).

Por otra parte, o = do/dt — do = adt — inte-
grando se obtiene

3136

2
o-95° = RI) o.496tE ; 0.305%

0

(98.8x10%)

2 3
(1.14x10'3){0.496x3'§+ 0.305x 35}

=86.7{3.214+4.743)

= 689.9 rad/s

10. Una esfera hueca, uniforme, gira en torno
a un eje vertical en chumaceras sin friccion.
Un cordon delgado pasa alrededor del ecuador
de la esfera, sobre una polea, y estd unido a un
objeto pequefio que, por otra parte, esta libre
de caer bajo la influencia de la gravedad.
(Cudl es la velocidad del objeto después que



ha caido una distancia h desde el reposo?

-~ MR

i” m
Figura Xl11-10a
Datos
M,R, L r,m, hv?
(vo=0).
Resolucion
Comentarios

1. T, =T,y T, = Ty’ (analizar las parejas
de accion y reaccion transmitidas por las cuer-
das, suponiéndolas inextensibles y sin masa).
T, # T, para que se mueva la polea.

Bloque Esfera:

Polea:

Figura XII-10b

2. Cuando el cuerpo cae una distancia X, la
cuerda en la esfera se desenrolla x., de modo
que X; = X.. Derivando dos veces respecto al
tiempo se llega a que a. = a. = a. Esa acelera-
cion (tangencial de la esfera y lineal del blo-
que) debe cumplir a = aR.

3. La aceleracion tangencial también es la
misma para la polea, y debe cumplir a = a’r.
Note que o’ y a son diferentes; una vuelta
completa de la polea no coincide con una
vuelta completa de la esfera.

4. Para la esfera hueca, a partir de los datos
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conocidos, I =2/3 MR?

Bloque:
Ty —F;=-ma
T; =mg—ma. (1)
Esfera:
RT,=lo= 2MR?* 2
R
T,=%2Ma. 2)
Polea:
T — 1T, =1o’ = la/r
T, - T, = la/’. (3)

Note que si T es constante, todas las fuerzas
involucradas son constantes, asi como la ace-
leracion. Ademas de las tres ecuaciones 1 a 3,
para calcular la velocidad del objeto a partir de
la altura h es necesario aplicar una cuarta
ecuacién: v> = v,> + 2aAy. Asumiendo (+) el

movimiento hacia abajo por comodidad,
v? = 2ah. 4)

Sustituyendo (1) y (2) en (3) se llega a:

I
mg-ma-3sMa=—a
r

mg :a(m +§M+l2j
r

a=

Finalmente,

Nota. Cuando las soluciones presentan expre-
siones complejas como ésta, una forma de
verificarlas es analizar los casos limites. Por
€j., (Cudl sera el valor de v cuando la masa M



de la esfera y de la polea (I = 0) son despre-
ciables?

11. Una esfera solida de 4.72 cm de radio rue-
da hacia arriba por un plano inclinado a un
angulo de 34°. En el fondo del plano inclinado
el centro de masa de la esfera tiene una velo-
cidad de traslacion de 5.18 m/s. a) ;Qué dis-
tancia recorrera la esfera por el plano inclina-
do hacia arriba? b) ;Cuanto tiempo le toma
regresar el pie del plano? c¢) ;Cudantas rotacio-
nes completa la esfera durante el viaje com-
pleto?

/

Figura XllI-11a
Datos
R=4.72cm=0.0472 m
6 =34°
vem = 5.18 m/s
a) L?
b) tregreso?
c¢) N (ida y vuelta)
Resolucion

a) Comentarios. El problema no lo dice, pero
es necesario considerar que no hay desliza-
miento. En ese caso la friccidon, aunque esta
presente, no trabaja (hay un eje instantaneo de
rotacion). La unica fuerza trabajando es la
gravedad, que es conservativa, — Wy, = 0.

E1 = Ez.
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sen®=h/L

Figura XII-11b

En el estado inicial el cuerpo rota y se traslada
a la vez. Escogiendo la posicion (1) y el cero
de la E, en el fondo del plano y la (2) cuando
recorre la distancia L a una altura h,

s Mven + ¥4 Iemo” = Mgh (1)
® = vem/R. (2)
(Ver anexos 1y 2).

Para una esfera que gira alrededor de su CM,
por las tablas, Icm = 2/5 MR?, Sustituyendo en
(1) junto con la ecuacion (2),

2
1MV, +% x%MRZVC—;" = Mgh
R
ZLvéy =gLsend
_ TVewm
10gsen6
—(7x5.18%) / (10x10xsen34°) .

=3.35m

b) Todas las fuerzas actuando son constantes
— acm = constante. Ademas, el movimiento
del CM es en una recta — son validas las ex-
presiones del MRUYV para el CM. Si parte del
reposo vy =0,

AX =" acut’. (1)

Cuerpo en rotaciéon — 2da ley de Newton en
la rotacion. Respecto al eje instantaneo de
rotacion,

TR — Ta. (2)



Figura Xl1I-11c

La fricciéon, aunque se encuentra presente,
pasa en cada instante por el eje instantaneo de
rotacion y no produce torque. Calculando los
restantes términos de (2):

€)

[Aqui se ha hecho uso de: sen @ = sen (180-0)
= sen0].

Tr = RF,sen® = mgRsen0.

Por el teorema de los ejes paralelos (ver apén-

dice 3), con respecto al eje de rotacion instan-
taneo,

I=Icy + MR?

=7/5 MR* 4)

La relacion entre la aceleracion del CM vy la
aceleracion angular se obtiene derivando la
ecuacion (2) del inciso a):

Ve = oR
()

La sustitucion y simplificacion de (3), (4) y
(5) en (2) conduce a

acm = oR.

acm = (5/7) gsenB
=5/7 x 10 x sen(34°)

~4 m/s’,

Sustituyendo en (1)
{= 2Ax
dcm
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=1.3s
c)
n=2L/2nR
=3.35/(3.14x 0.0472)
=29.01

— 22.6 vueltas.

12. Una esfera homogénea parte desde el re-
poso, en el extremo superior de la pista que
aparece en la figura, y rueda sin deslizarse
hasta que se sale por el extremo de la derecha.
SiH=60 myh=20my lapista es horizontal
en el extremo de la derecha, determine la dis-
tancia a la derecha del punto A donde la bola
golpea la linea horizontal de base.

=

Figura XI1-12
Datos
Vo=20
H=60m
h=20m

x?

Resolucion

La bola se convierte en un proyectil en el



momento que deja de tocar la pista. Para de-
terminar la distancia a la derecha del punto A,

Ejey:
Y =Yot vyt = %2 gtz.

El tiempo de vuelo se obtiene haciendo y = 0.
Como la pista es horizontal, voy = 0, y, = h.
Asi,

El alcance horizontal en el eje x serd, por tan-
to,

X, =V =V, 29_h (1)

Para calcular v, es necesario utilizar criterios
energéticos.

Rueda sin deslizarse — la friccion no trabaja
— sistema conservativo. Se toma el estado
inicial (1) cuando esta en reposo a la altura H,
y el final en el momento que deja de interac-
tuar con la pista y se convierte en proyectil:

Ei=E;
mgH = mgh + % mVCM2 + ICM(D2
o =vem/R
Iew = 2/5 mR®
(importante, ver anexos 1y 2).
mg(H-h) = % mvey?® + ¥ 2/5 mRA (veu™/R?)
10/7 g(H-h) = venr®

Vew =[2g(H-h). )
Sustituyendo (2) en (1):
Xp =42 (H-h)h
= (2 x40x20

82

=47.8m

13. Una esferita de vidrio (canica) solida de
masa m y radio r rueda sin deslizamiento a lo
largo de la pista en rizo que se muestra en la
figura, habiendo sido liberada desde el reposo
en algiin punto de la seccion recta de la pista.
a) ;Desde qué altura minima desde el fondo de
la pista debera soltarse la canica con el fin de

que se quede en la pista en la parte superior
del rizo? (El radio del rizo es R, suponga que
R » r). b) Si la canica se suelta desde una altu-
ra de 6R medida desde el fondo de la pista,
(cual es la componente horizontal de la fuerza
que actia sobre ella en el punto Q?

Figura XII-13a
Datos: m, 1, R, { himinima?

Resolucion

Esferita

Figura X11-13b

Comentarios. En el momento que la bola al-
canza su maxima altura dentro del rizo, el CM
se comporta como si todas las fuerzas estuvie-



ran actuando sobre ¢l (2da ley de Newton para
un sistema de particulas)

N + Fy = mven /(R-1)
(Si R » 1, r se puede despreciar aqui)
N = mve, /R — mg. (1)

Cuando la bola se despegue, N = 0. Por tanto,
para que no se despegue, N >0, y de (1),

mvcmz/R -mg>0
Vem” > Rg. (2)

Como la bola rueda sin deslizamiento, la fric-
cion no trabaja. Solo trabaja la fuerza de gra-
vedad — sistema conservativo. Tomando la
posicion inicial en la altura h desconocida, y la
final en la parte superior del rizo, a una altura
2R:

Ei =E;
mgh = mVCM2 + 1 ICM0)2 + mg2R
(importante, ver anexos 1y 2)
o = Veum/T
mgh = mVCM2 + % 2/5 mrzchz/r2 + mg2R
gh = (7/10)ven” + 2gR
10/7(h - 2R)g = veu® (3)
Sustituyendo (3) en (2),
10/7(h - 2R) >R
h—-2R>7/10R
h>2.7R

b) Se deja al lector como ejercitacion.

14. Un cuerpo rueda horizontalmente sin des-
lizamiento con una velocidad v. Luego rueda
hacia arriba en un monticulo hasta una altura
méxima h. Si h = 3v¥/4g, ;qué cuerpo puede
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ser?

Figura XI1-14
Datos

Respecto a un eje de rotacion que pasa por el
CM: 1= oMR®

o = 1/2 — cilindro, rueda
o = 2/5 — esfera solida
o = 2/3 — esfera hueca

o = 1 — anillo estrecho

Resolucion

Comentario: la velocidad de traslacion del

cuerpo es la velocidad de su CM.

Rueda sin deslizar — la friccion no trabaja —
sistema conservativo — E; = E,,

s mvenm” + % Iemo” = mgh (1)
o = vem/R. (2)
(Importante, ver anexos 1y 2)
Sustituyendo I = aMR? y la ecuacion (2) en
(D),
v mVCM2 + 1 ocmszCMz/R2 = mgh
vem (1 + a) = 2gh
V(ZZM (1+ (X) — h
29
Comparando con el dato del problema, h =
3v?/4g, se ve que ambas expresiones seran
iguales si
V(ZZM (1+a) _ 3VéM
29 49




1+a _ 3

2 4

Por tanto, a = '5, que coincide con el coefi-
ciente de la rueda.

XIII. MOMENTO ANGULAR

1. Dos ruedas A y B estan interconectadas por
una banda, como se muestra en la figura.

Figura XII-1

El radio de B es tres veces el de A. ;Cudl seria
la raz6n de las inercias de rotacion [/Ig = si a)
ambas ruedas tienen los mismos impetus
(momentos) angulares y b) las dos ruedas tie-
nen la misma energia cinética de rotacion?
Suponga que la banda no patina.

Datos

s = 3ra

a) [a/Ig si Ly =Lg (?
b) Ia/Ig si Eca = Ecg?
Resolucion

a)
LA = LB

IA(,OA = IBCOB

IA/IB = (,OB/COA
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Como v = or y la velocidad tangencial es la
misma para las dos ruedas

V = MAlA = OBl
/A =1A/T3 = 1/3
Ia/Ig = 1/3.
b)

) IA(DAZ =1 IB(DB2
/I = (0p/®A)* = 1/9.
Nota: se ve con facilidad que la velocidad tan-
gencial es la misma para las dos ruedas consi-
derando que cuando el borde de la rueda A

avanza una distancia xa, la B debe avanzar
una distancia xg tal que

XA = XB-

Derivando con respecto al tiempo, vy = vg = V.

2. Un volante es una rueda o sistema similar,
de masa apreciable, que se utiliza en algunas
maquinas para estabilizar su funcionamiento;
cuando sobra o falta energia, ésta se adiciona o
se extrae de la rotacion del volante.

Volante — : N

Figura XI11-2

El impetu o momento angular de un volante,
que tiene una inercia de rotacion de 0.142
kgm® disminuye de 3.07 a 0.788 kgm?®/s en
1.53 s. a) Halle el torque promedio que actia
sobre el volante durante ese periodo. b) Supo-



niendo una aceleracion angular uniforme, ;qué
angulo habra girado el volante? c¢) ;Cuénto
trabajo se efectud sobre el volante? d) ;Cuénta
potencia promedio fue suministrada por el
volante?

Datos

[=0.142 kg

L, =3.07 kgm®/s
L =0.788 kgm?/s
t=1.53s

a) Tpromedio?

b) 6?
c) W?
d) P?
Resolucion
a)
s
dt
Tpromedio = AL/At (constante)
= (L-Lo)/t
=(0.788 — 3.07)/1.53
=-1.49 Nm
b)
AO = oot + ¥ ot (1)
Pero o,=L/1
=3.07/0.142
=21.6 rad/s

Ademas o =1/l
=-1.49/0.142
=-10.5 rad/s’

A® =21.6x1.53 — % x10.5x1.53
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=20.7 rad

c) Para un sistema de particulas como es el
volante,

Wext T Wint = AE. (Wine = 0)
Wex = Y2 o> — ¥4 Ty
=1 (0" —w,°)

Pero o = L/I
=0.788/0.142
=5.5rad/s
Wex = ¥ x0.142x(5.5% - 21.6%)
=-311.

Note que el trabajo es (-) como debe ser (se
opone al movimiento; estd frenando el volan-
te). La energia cinética del volante disminuye.
El volante entrega energia a otro sistema.

d)
P =dW/dt
Prnedia = AW/At
=-31/1.53
=-20.3 w.

Esta es la potencia media que el volante entre-
ga al disminuir su velocidad de rotacion. La
potencia por €l suministrada a otro sistema
(por ej., la maquinaria) sera esta misma, pero
con signo contrario; es decir, potencia entre-
gada: 20.3 w

3. Una persona esta de pie sobre una platafor-
ma sin friccion que gira con una velocidad
angular de 1.22 rev/s; sus brazos estan en cruz
y en cada mano sostiene una pesa. Con sus
manos en esta posicion la inercia de rotacion



total de la persona, junto con las pesas y la
plataforma, es de 6.13 kgm®.

Iw

Figura XI11-3

Si al mover las pesas la persona disminuye la
inercia de rotacion a 1.97 kgm?; a) ;Cual es la
velocidad angular resultante de la plataforma y
b) (Cual es la razén entre la nueva energia
cinética y la energia cinética original?

Datos
f,=1.22rev/s
I, = 6.13 kgm®
I=1.97 kgm®
a) o?

b) E/Eco?
Resolucion
Comentarios

1. La fuerza de gravedad estd actuando, pero
es paralela al eje de rotacion y no produce
torque en el plano perpendicular. Por tanto, en
el plano de rotacion, 1 = 0 — L = constante.
Considerando los instantes antes y después de
mover las pesas, (cambia la distribucion de
masa y por tanto cambia I = Y'mr;® respecto al
eje de rotacion de la figura).

2. Si la persona pega los brazos al cuerpo, re-
duciré los valores de r; y por tanto su momento
de inercia serd menor.

a)

86

L=L,
Io = 1,0,
Sustituyendo o = 2xf,
If = If,
f=1f/1
=6.13x1.22/1.97
= 3.8 rev/s.

La velocidad angular aumenta. Este efecto es
utilizado por los bailarines de ballet para con-
trolar la velocidad de giro en el escenario.

b)
E.=% o’

Eoo =% Iw02
Eo/Eco = (/)" = (f/f,)*
=(3.8/1.22)*
=97

La energia cinética del sistema aumenta casi
10 veces.

Nota 1: ;Se viola el principio de la conserva-
cion de la energia en este problema? Es decir,
si la gravedad no ejerce un torque sobre el
sistema, ;/de donde procede este incremento de
energia?

Nota 2: Un estudiante respondi6 a la pregunta
anterior que la energia vino del sol. ;Conside-
raria Ud. esta respuesta un disparate o no?
Por qué?

4. En una clase demostrativa se montan unos
carriles de un tren de juguete sobre una rueda
grande que puede girar libremente con friccion
despreciable en torno a un eje vertical. Sobre
los carriles se coloca un tren de masa m y, con
el sistema inicialmente en reposo, se conecta



la potencia eléctrica. El trencito llega a una
velocidad uniforme V respecto a los carriles.
(Cudl es la velocidad angular o, de la rueda, si
su masa es M y su radio R? (Desprecie la ma-
sa de los rayos de la rueda).

Figura XI11-4
Datos: m, v, =0, V, M, R

o?
Resolucion

Comentarios. La gravedad actia, pero como
es paralela al eje de rotacion no produce tor-
que. Luego, en el plano de rotacion, > Tex = 0,
— L = constante (durante todo el proceso).

L=L,
Liren = Liveda = 0
Lo - Lo, =0
o = (I/I)o:. (1)

Aproximacion: se desprecia el grosor de la
linea del tren. En este caso toda la masa m del
tren estd a la misma distancia R del eje. Por
tanto,

L= Zmiriz = mR> (2)

Para un aro que gira alrededor de un eje que
pasa por su centro:

I, = MR®. (3)

Para calcular o; en (1) segiin v/R hay que no-

tar que la velocidad final V del tren (dato) es
relativa a los carriles, pero se necesita la velo-
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cidad respecto a tierra. El teorema de conser-
vacion de L se refiere a un sistema inercial, y
el sistema en rotacion no es un sistema iner-
cial. Si v; fuera la velocidad del tren relativa a
tierra, entonces

;= v¢/R. 4)

Calculo de v..
Para el movimiento relativo:
Vi=v—p

V=V'+[
v: velocidad del tren respecto a tierra; V=V,
v’: velocidad del tren respecto a la rueda;

VEV «—

w: velocidad tangencial de la rueda respecto a
tierra;

L=vi=oR —

Como los vectores tienen sentido contrario
uno es (+) y el otro (-); por tanto, se restan;

vi=V - oR. ®)]

La sustitucion de (2), (3), (4) y (5) en (1) con-
duce a:

m (V-oR)
0, =—————"
M R
MR, = mV -mo R
o = mV
T (M+m)R

5. Una rueda con una inercia rotatoria de 1.27
kgm® esta girando con una frecuencia de 824
rev/min en un eje cuya inercia rotatoria es
despreciable. Una segunda rueda, inicialmente
en reposo y con una inercia rotatoria de 4.85
kgm® se acopla de repente al mismo eje. a)



(Cual es la velocidad angular de la combina-
cion resultante de la flecha y las dos ruedas?
b) (Qué fraccion de la energia cinética original
se pierde?

We2=0

Wo1

Figura XIII-5
Datos

I, =127 kgm’

fy1 = 824 rev/min = 824/60 rev/s = 13.7 rev/s
o1 = 20f,; = 86 rad/s

02 =0

I, =4.85 kgm2

o?

Resolucion
Comentarios

1. La fuerza de gravedad estd actuando sobre
ambas ruedas, pero no realiza torque alrededor
del eje de rotacion. — . = 0 y se conserva el
momento angular del sistema, L, = L.

. 2
2. Al unirse ambos cuerpos, como [ = > mjr;”,
la suma se puede agrupar a conveniencia, y

I= z miri2+ z miri2

cuerpol cuerpo2

=1+ L.

L,=L
11(1)01 = (I] + Iz)(})
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_ Loy,
I+,
=17.8 rad/s
b)
Eo = Y2 Liwor”
=1 (I; + Lo’

E
2
E _L+I o
Eo Il (Dol

127
1.27+4.85

=0.207
~ (.21 (fraccion remanente)

R: Se pierden 0.79 partes (79%) de la energia
cinética inicial.

6. Una joven de 50.6 kg de masa estad de pie
sobre el borde de un tiovivo sin friccion de
827 kg de masa y 3.72 m de radio, que no se
mueve. Lanza una piedra de 1.13 kg en una
direccion horizontal tangente al borde exterior
del tiovivo. La velocidad de la piedra, en rela-
cion al suelo, es de 7.82 m/s. Calcule a) la
velocidad angular del tiovivo y b) la velocidad
lineal de la joven después de haber lanzado la
piedra. Suponga que el tiovivo es un disco
uniforme.

Datos

vo=0
mj =50.6 kg

vp=7.82 m/s



M =827 kg
Ir =% MR?
R=3.72m
m, = 1.13 kg
a) o7?

b) v;?

Resolucion

AN

3%
—

Figura XI11-6

Comentarios

1. La gravedad actiia, pero no produce torque
alrededor del eje de rotacion del tiovivo.

2. Las fuerzas (y torques) durante el lanza-
miento de la piedra son internos al sistema
piedra-joven-tiovivo. Xt = 0 — L = constan-
te.

3. Lajoven y el tiovivo quedan juntos después
de lanzar la piedra. Por definicion I = Y myr;’
— el momento de inercia total sera la suma de
los momentos de inercia del tiovivo y de la
joven.

4. La joven se considera como una particula
de masa m; con toda su masa concentrada en
el CM a una distancia R del eje.

4. Los momentos angulares de la piedra y el
tiovivo después del lanzamiento tienen sentido
y signo contrarios
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L=L,
Ly — L =0
Ly, = Lg+
Lo, = L+t

\'
m RZE”:(ij2+%MTR2)mT

p

MyVy

R(m;+3M;)
1.13x7.82
W = 1
3.72(50.6 +1827)

O =

=5.12x 107 rad/s

b)
vi=oT1R

=5.12x10°x3.72
=0.019 m/s (1.9 cm/s)

7. Un disco plano uniforme de masa M y radio
R gira en torno a un eje horizontal que pasa
por su centro con una velocidad angular ®,.

Figura XI111-7

a) ;Cual es su energia cinética? ;Cuadl es su
impetu (momento) angular? b) Del borde del
disco se rompe en cierto momento un trozo de
masa m, de modo que el trozo se eleva verti-



calmente sobre el punto en que se rompid. ;A
qué altura de ese punto llegara antes de que
comience a caer? c¢) ;/Cual es la velocidad an-
gular final del disco roto?

Datos
M, R, ©,, m
a)

Para un disco plano de radio R y masa M, I =
15 MR? (tablas de momentos de inercia)

E.= % Lo,
=% x %a MR® o,
=, MR*w,’
L= Lw, = %» MR?a,
Resolucion
c) Comentarios

1. Con respecto al eje de rotacion considerado,
F, ejerce torques en todos los puntos del cuer-
po. Sin embargo, dada la simetria y homoge-
neidad del cuerpo, esos torques se cancelan.
También se puede ver la cancelacion conside-
rando que el CM se comporta como si todas
las fuerzas externas estuvieran aplicadas sobre
él, y en este caso el CM coincide con el eje de
rotacion.

2. La simetria se pierde después que se separa
el trozo de masa m, y ahora la gravedad si
contribuye al torque.

3. Sin embargo, durante el proceso de separa-
cion (milésimas de segundo) el torque no
compensado ejercido por la gravedad sobre el
trozo y el resto del disco es despreciable —
Ytext=~ 0 y L = constante con excelente apro-
ximacion.

4. El momento de inercia es aditivo: [ =
Y'mjri. Por tanto, después que se desprende el
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trozo de masa m (suponiéndola una particula),
2
Idisco = IO —mR”~.

5. Inmediatamente después que se separa del
cuerpo, la velocidad angular del trozo o y la
del resto del cuerpo es la misma.

Lo=L
Lo = Ldisco® + L irozo®
Lo = (I, - mR?)o + mR*®w
0o =®

b)
Ei=E;
1, mv” = mgh
VvV =m.R
(woR)* =2gh
o’R?

0

29

8. Una cucaracha de masa m corre en contra
de las manecillas del reloj por el borde de un
plato circular giratorio montado sobre un eje
vertical de radio R e inercia de rotacion I que
tiene chumaceras sin friccion. La velocidad de
la cucaracha (con relacion a la tierra) es v,
mientras que el plato gira en sentido de las
manecillas del reloj a una velocidad angular .
La cucaracha encuentra una miga de pan sobre
el borde y, por supuesto, se detiene. a) Halle la
velocidad angular del plato después de haberse
detenido la cucaracha. b) ;Cuénta energia ci-
nética se ha perdido, si es que eso ha sucedi-
do?

Datos

m’
R,
L



V,
0‘))
w’?,
AE.?
Resolucion
<—
R
W
v E]. ~
\\~~~$——”,
Figura X111-8
Comentarios

1. No hay fuerzas externas proporcionando
torque respecto al eje de rotacion considerado

— Z%ext =0 — L= constante.

2. El momento de inercia es aditivo, pues I =
Zmiriz. Cuando la cucaracha y el plato roten
conjuntamente, I’ =1. + L. (I, = mRz),

a) La velocidad angular inicial de la cucaracha
es o, = v/R. Luego:
L,=L
Lo + 1o = (I, + D’
mR*V/R + Io = (mR? + N’
mRv + Io = (mR* + o’

:rnRv+Im
mR? +1

b)
AEC = Ec - Eco

Eeo = ¥ mv? + ¥ I’
E =% (H+mR%)w’

mRv+Imj2

- 1/2(I+mR2)( T
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(mRv + Io))2
mR? +1

NI

~Ymvi-% lo’.

9. En una gran pista circular horizontal sin
friccion, de radio R, se encuentran dos peque-
fas bolas de masas m y M que pueden desli-
zarse libremente sobre la pista. Entre las dos
bolas hay un resorte comprimido el cual, sin
embargo, no se halla unido a las bolas. Las dos
bolas se mantienen juntas por medio de un
cordon. Si el cordon se rompe, el resorte com-
primido (que se supone sin masa) dispara a las
dos bolas en direcciones opuestas; el propio
resorte queda atrds. Las bolas chocan cuando
se encuentran de nuevo sobre la pista. a) ;En
donde tiene lugar esta colision? Exprese la
respuesta en términos del angulo, en radianes,
a través del cual se desplaza la bola de masa
M. b) La energia potencial inicialmente alma-
cenada en el resorte era U,. Halle el tiempo
que transcurre desde que el cordon se rompe
hasta que sucede la colision. ¢) Suponiendo
que la colision sea perfectamente elastica y de
frente, ;en donde chocarian las bolas nueva-
mente después de la primera colision?

Datos

R,

m,

M,

a) 0?

b) conocido U,, ;t?
c)0°?

Resolucion



Figura XI11-9

a) En el sistema bolas + pista, las componen-
tes en el eje y se anulan, y las fuerzas en el eje
x son todas internas. Tampoco hay torques
externos, por tanto: L, = L. Considerando (+)
la rotacion a la izq. y (-) a la derecha,

0= 11(01 — 12032
(02/(01 = I]/Iz.
Utilizando la definicion [ = Zmiriz :

0y/®; = mR*/MR?

®y/®1= m/M. (1)
No hay friccion — ® = constante, —
0; = ot
0, = mat. (2)

Cuando choquen, habré transcurrido el mismo
tiempo para las dos bolas. Por tanto, eliminan-
do el tiempo y sustituyendo en funcién de los
datos segun (1),

91/92 = 0)1/0)2 = M/m. (3)
Los dos angulos, como van en sentido contra-

rio, también deben cumplir al momento del
choque, que

0; + 92:2713,

Eliminando 0; entre (3) y (4) se llega al valor
buscado de 05:

(M/m)92+ 0,=2n

L

1+
m

(radianes)
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b) El tiempo transcurrido se puede calcular de
la expresion (2) t = 0,/w,, donde 0, ya es co-
nocido del inciso anterior. El valor de m, se
calcula utilizando el dato adicional de la ener-
gia U, almacenada en el resorte.

Segtin el teorema del trabajo y la energia para
un sistema de particulas,

Wext + Wint = AEC

En el sistema considerado las fuerzas externas
no trabajan (Wex =0) y

Wint =- AEp =- (Epf— Epo) = Uo
Uo =Y 110)12 + Y 120322.

Sustituyendo los momentos de inercia por su
valor y haciendo uso de la ecuacién (1),

U, = ¥ mR*(M/m)’*w,” + % MR’ 0,
U, = ¥ ,’R*M(1 + M/m)

20,

MR2(1+MJ
m

w,=

y sustituyendo finalmente en la ecuacion (2)

1. Note que las dimensiones de la ecuacion
son correctas (forma de verificar si el resulta-
do lo es).

2. Otra forma de verificar el resultado: analice
los casos limites. Por ej., si las masas son



iguales, ;Donde se encontrarian? ;Tiene senti-
do la solucion?

c¢) Este inciso se resuelve con razonamientos
similares a los de los incisos anteriores. Se
deja al lector para ejercitacion.

XIV. OSCILACIONES

1. Un objeto de 2.14 kg cuelga de un resorte.
Un cuerpo de 325 g colgado abajo del objeto
estira adicionalmente al resorte 1.80 cm. El
cuerpo de 325 g es retirado y el objeto entra en
oscilacion. Halle el periodo del movimiento.

Datos

m=2.14kg
m’=325g=0.325kg
Ax’=1.80cm=0.018 m
T?

Resolucion

Fe
]
[
Figura X1V-1a

o= [K o-2n
m’ T

— T=2x m
\/k

La masa del objeto es conocida (2.14 kg).

Para calcular k, considere el diagrama de fuer-
zas. En el equilibro, sin oscilar, F. = F,.
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(m+m’)g

mg

AX’ X

Figura XIV-1b

La ley de Hooke F. = - kx es una relacion li-
neal y k es constante, igual a la pendiente en el
grafico de F vs. x (ver figura b). Es posible
entonces hacer uso de los datos Ax’, m’:

A )
k =tand = —(mg) - my
Ax Ax
Sustituyendo en el periodo,
T=2n mAIX
mg
_ 628 ’2.14x0.018
0.325x10
=0.68 s

2. Dos bloques (m=1.22kgyM =9.73 kg) y
un resorte (k = 344 N/m) estan dispuestos so-
bre una superficie horizontal sin friccion, uno
sobre otro.

L
w1

Figura XIV-2a

El coeficiente de friccion estatica entre los
bloques es de 0.42. Halle la amplitud méxima



posible del movimiento armoénico simple sin
que ocurra un deslizamiento entre los bloques.

Datos
m=1.22kg
M=9.73 kg
k =344 N/m
ps = 0.42

Resolucion

Figura XI1V-2b

Consideraciones

El problema pide la amplitud maxima posible.
Por tanto, se analizan las fuerzas sobre el blo-
que superior cuando el sistema esta en su ma-
xima amplitud hacia la derecha e inicia su
retorno (considerando la amplitud hacia la
izquierda el andlisis seria similar). Para que el
bloque superior se mueva de regreso junto al
inferior, debe haber una fuerza neta en el sen-
tido del movimiento (la friccién, que se opone
a que el bloque superior deslice).

Ejey:
N-F,=0
N =mg.
Eje x:
f=ma.
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x = Asen(wt+3)
v = Awcos(ot+d)
a = - Ao’sen(ot+d)

a=-w’X

En un MAS la aceleracién es maxima cuando
X es maximo (x =A) y tiene un valor a = - ®°A
(ver cuadro arriba). El (-) indica que a y x es-
tan en sentidos contrarios, y no hay que consi-
derarlo en los calculos posteriores.

frax = mo’A < pUsN

®°A < L&
Améx = % .

Pero ® no se conoce. Sin embargo, para un
., k

MAS se cumple la relacion o =,[/— . En este
m

caso particular hay que considerar la suma de
las masas, m+M, pues los dos cuerpos oscilan

unidos. Sustituyendo o” = en la expre-
M +m
sion anterior,
max — T
~ 0.42x (1.22+ 8.73) x10
me 344
=0.12m

Si se sustituye el resorte por otro de menor
constante, ;qué le pasa al posible desliza-
miento de los bloques?

3. Un oscilador consta de un bloque unido a
un resorte (k = 456 N/m). En cierto tiempo t la
posicion (medida desde la posicion de equili-



brio), la velocidad y la aceleracion del bloque
sonx=0.112m,v=-13.6 m/s, a=-123 m/s.
Calcule a) la frecuencia, b) la masa del bloque
y ¢) la amplitud de la oscilacion.

Datos

k =456 N/m
x=0.112m
v=-13.6m/s
a=-123 m/s’
a) f?

b) m?

c)A?
Resolucion

x = Asen(mt+9) (1)
vV = Awcos(ot+d) (2)
a = - An’sen(ot+d) (3)

a) Eliminando sen(wt+d) entre (1) y (3):
2

a=-m0%x
o’ = - a/x.
f=w/2n
_1/a
2\ X

_ 1 Az

6.28\ 0.112

=535 (oscilaciones/s).

c¢) Elevando al cuadrado (1) y (2), agrupando
convenientemente y sumando

X* + (vio)?
=A’ {sen2(a)t+6) + cosz(cot+8)}
=A2

Despejando,
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2
A= 10112%+ &
6.28x5.3

=0.42 m.
b)
k

0=,|—
m

m = k/o’
= 456/47°f 2
=0.41 kg.

4. Dos resortes estan unidos en oposicion a un
bloque de masa m que puede deslizarse libre-
mente sobre una superficie horizontal sin fric-
cion. Demuestre que la frecuencia de oscila-
cion del bloque es

1 /k1+k2 e
V=— ==V, TV, ,
2n m vo?

donde v; y v, son las frecuencias a las que
oscilaria el bloque si se uniera solamente al
resorte (1) o al resorte (2).

X
m

k] k2 o =
i
e mm e
T -
b s -
B D
o A e
m ) =
o A A
e

Figura X1V-4a

Resolucion

Considere el cuerpo separado de su posicion
de equilibrio y analice el diagrama de las fuer-
zas que aparecen (figura 4b).

F1 =-k1X



F2 =- kzX
Fr=- (ki + kp)x.

Figura XIV-4b

Significa que la fuerza actuando sobre el blo-
que es exactamente la misma que proporciona-
ria un solo resorte equivalente cuya constante
de fuerza fuera k. = k; + ko.

0

v

Figura X1V-4c

La frecuencia angular de la oscilacion asocia-
da a tal resorte con el bloque de masa m seria

o=k - Jatte s ok o

Sustituyendo o = 2nf y simplificando en estas
expresiones, se obtiene finalmente lo que se

queria demostrar:

k+k
Zn

_ 2 2
f =yvi+v;.

5. Dos resortes unidos entre si se enlazan al
bloque de masa m por un extremo. Las super-
ficies carecen de friccion. Si los resortes por
separado tienen constantes de fuerza k; y ko,
demuestre que la frecuencia de oscilacion del
bloque es
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kk

_ vy
\/vl +v2

donde v; y v, son las frecuencias a las que
oscilaria el bloque si estuviera unido solamen-

Zn(

te al resorte 1 o al resorte 2.

m

Figura X1V-5a
Resolucion

Considere el cuerpo separado una distancia x
de su posicion de equilibrio. Si el resorte 1 se
comprime x; y el 2 se comprime x, a partir de
las respectivas posiciones de equilibrio, enton-
ces

(1)

Note que la fuerzas ejercidas por el resorte 1
sobre el bloque y sobre P son necesariamente
iguales en mddulo en el equilibrio (analice las

X =X+ Xo.

parejas de accidn y reaccion).

-——q--
1
1
1
1
-+
1
1
1
1
]
1
1
]
1
1
1

Figura XIV-5b

El punto P de union estd en equilibrio bajo la
accion de la fuerzas F; y F, que ejercen los

k]X]

resortes, por tanto, F;

2

= kzXz.



: Ceq
] jMN\MM
1
_-%. _____ i‘ _____________
rox
Figura XIV-5¢

Para resolver el problema hace falta encontrar
un solo resorte con una k equivalente tal que
ejerza sobre el bloque la misma fuerza F; que
ejercen los otros dos cuando éste se separa una
distancia x de su posicion de equilibrio; es
decir: F; = - kegx. Tomando valores absolutos
(el signo sdlo indica sentido) y usando (1)

— X1+X2 —i+ XZ

Sustituyendo x,/x; segtn la ecuacion (2),

_ _kik,

k_l kZ—) eq_kl+k2.

La frecuencia angular de oscilacion del resorte
equivalente seria

o= Keg _ kK,
\/ m \(k,+k,)m

f:i —k1k2
2n (k1+k2)m

ViVy
[02 .2
Vl + VZ

lo que demuestra la proposicion del problema.

6. Un bloque de masa m en reposo sobre una
mesa horizontal sin friccion esta unido a un
soporte rigido promedio de un resorte de cons-
tante de fuerza k. Una bala de masa m y velo-
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cidad v golpea al bloque como se muestra en
la figura. La bala se queda empotrada en el
bloque. Determine la amplitud del movimiento
armoOnico simple resultante en términos de m,
M, vyk.

el LLLL

Figura X1V-6

Resolucion
Consideraciones

Como las fuerzas durante el choque de la bala
con el bloque son impulsivas (F muy grande,
At muy pequenio) es posible separar el proceso
en dos etapas: a) choque perfectamente inelas-
tico y b) compresion del resorte. La pequeiia
compresion del resorte cuando la bala aun no
se ha detenido totalmente en relacion al blo-
que es despreciable en comparacién con la
fuerza de resistencia que frena la bala, y no se
toma en cuenta.

a) Choque perfectamente inelastico (se con-

serva P , pero no E¢). Al inicio vpioque = 0.
P=P,
(m + M)Vbloque =mv

Por tanto, inmediatamente después de incrus-
tarse la bala,

m

—V,
m+M

Vbloque =
b) Después del choque el sistema es conserva-
tivo, y toda la energia que hay al inicio es solo
la cinética del bloque + bala. Al final, la com-
presion maxima del resorte es justamente su



maxima elongacion (amplitud) antes de co-
menzar a oscilar. Por tanto:

E=E,

Vo kA? =%(M + m)vgloque

2
KA?=(M+m) [ | v
m+ M

2.,2
A= /L
k(M+m)

Note que en el choque perfectamente inelasti-
co que tiene lugar la energia cinética no se
conserva. Por tanto, no es posible considerar
que la energia cinética de la bala al inicio sera
la misma que la potencial del resorte compri-
mido al final.

7. Un cilindro so6lido estd unido a un resorte
horizontal sin masa de modo que puede rodar
sin resbalar a lo largo de una superficie hori-
zontal como en la figura. La constante de
fuerza del resorte es de 2.94 N/cm.

@

Figura X1V-7a

Si el sistema parte del reposo desde una posi-
cion en que el resorte estd estirado 23.9 cm,
halle a) la energia cinética de traslacion y b) la
energia cinética de rotacion del cilindro al
pasar por la posicion de equilibrio. ¢) Demues-
tre que en estas condiciones el centro de masa
del cilindro efectia un movimiento arménico
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simple con un periodo T = 21‘5@ , donde M
es la masa del cilindro.

Datos

k =2.94 N/cm =294 N/m
x=239cm=0.239m

a) E?

b) E,?

Resolucion
Consideraciones

a) Las fuerzas en el eje y no trabajan. La fric-
cion tampoco (eje instantdneo de rotacion). La
unica fuerza que trabaja en el eje x es la elasti-
ca — sistema conservativo,

16)

Figura XIV-7b

Ei=E;
1 2_ 241 2
B kx* =% Mvem” + Y Iemo”.
Para el cilindro, por las tablas de datos,
ICM =1 MR2

Ademéds, vem = oR. Sustituyendo en la expre-
sion anterior,

15 kx® =1 Mven + % Vo MR*ven?/R?
=Ecr+ %2 Ecr
=3/2 Ecr
Despejando:



Ecr =% kx*
=1/3 x 294 x 0.239
=5.61
b) Ecr = % kx* — Ecr

c¢) Para demostrar que el CM realiza un MAS
hay que analizar las fuerzas que actiian sobre
el cilindro y comprobar si efectivamente el
CM cumple la ecuacion de un MAS, y de ahi
calcular el periodo. Considerando el eje ins-
tantaneo de rotacion en el punto P, por el teo-
rema de los ejes paralelos

0

f M@ /\/\/\/\/\/\/\A/\|

Figura XI1V-7c

I=1Icy + MR?
[=1% MR? + MR?
=3/2 MR>.

Por otra parte, si vem = @R, derivando ambos
miembros de esta igualdad respecto al tiempo
se llega de inmediato a que acm = aR. Apli-
cando la 2da ley de Newton en la rotacion con
F=-kx:

R = la
F.R = 3/2 MR?acy/R
-kx =3/2 Macy .

2

dx
Como a,, = dth

finalmente queda

_dZXCM + &
dt®*  3m

em = 0.
Esta es la ecuacion diferencial de un movi-
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miento armonico simple, que tiene por solu-
cion una funcioén del tipo

xcm = Asen(ot + )

siempre y cuando la frecuencia angular del
movimiento cumpla la condicion

oo [2K
M

Como » = 27/T, entonces:

T=2=n y
VZk

que es la proposicion a demostrar

8. Un péndulo consta de un disco uniforme de
10.3 cm de radio y 488 g de masa unido a una
barra de 52.4 cm de longitud que tiene una
masa de 272 g (ver figura).

Figura XIV-8

a) Calcule la inercia rotatoria del péndulo res-
pecto al pivote. b) ;Cudl es la distancia entre
el pivote y el centro de masa del péndulo? c)
Calcule el periodo de oscilacion para angulos
pequenos.

Datos
R=103cm=0.103 m
Muisco = 488 g = 0.488 kg
L=524cm=0.524 m



Mbama = 272 g = 0.272 kg

Resolucion

a)
Aplicando la definicion de momento de iner-
cia:

1= mr? = > mr? + > my?

total disco barra

(1)

Por las tablas de datos, para una barra que rota
alrededor de un extremo, I = sM,L2. El valor
que aparece para el disco es relativo a un eje
que pasa por el CM: I = % MyR?. Haciendo
uso del teorema de los ejes paralelos para con-
siderar el momento de inercia respecto al pi-
vote, I = Iepm + Mhz, donde h es la distancia
entre los dos ejes paralelos:

=1 MdR? + Mg(R+L)*.
Sustituyendo en (1)
=1 MgR? + Mg(R+L)* + % M,L?
I =" x0.488x0.103° + 0.488x0.627°
+ 14 x0.272x0.524
1=0.0026 + 0.192 + 0.0249

I=0.224 kgm®
b)
Aplicando la definicion de CM:
" 1 S
fom = 2. mif
1
=—[Z mif + > m.r.]
M disco barra

= M(MdiSCOFCM(disco) + MbarraFCM(barra))

El CM del disco esta en su centro geométrico.
El de la barra en su punto medio. M es la suma
de ambas masas.

El CM es independiente del sistema de refe-
rencia que escoja. Tomando el eje x a lo largo
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de la barra y el origen en el CM del disco
(centro del disco) de

_’CM(disco) =Xem (diSCO) =0,

forma que

7

M barraXcm (barra)
M disco +M barra

) 0.272x(62-%)

0.488 +0.272
=0.131 m.

El CM se encuentra del pivote a 0.627 - 0.131
=0.496 m.

¢)

El periodo de un péndulo fisico viene dado por

I
T=2/ ,
™ Mad

donde I es el momento de inercia con respecto
al pivote y d la distancia desde el pivote hasta
el CM.

XcM —

0.224
T=2n
(0.488 + 0.272) x10x0.496

=3.66s.

XV. ONDAS

1. Una onda de 493 Hz de frecuencia tiene una
velocidad de 353 m/s. a) ;A qué distancia en-
tre si estdn dos puntos que difieran en fase por
55.0°? b) Halle la diferencia de fase entre dos
desplazamientos en el mismo punto pero en
tiempos que difieran en 1.12 ms.

Datos
f=493 Hz
vp =353 m/s



a) Ax? si AD = 55°
b) AD? si At=1.12 ms

Resolucion

y = ymsen(kx-mt), donde la fase de la onda es,
por definicion, ® = kx - ot

a)

Note que ® = d(x,t) es una funcion de dos
variables. Para considerar Ax correspondiente
a un A® dado hay que considerar un instante
dado t al calcular las dos fases:

D, =kx; - ot
D, =kx, - ot
AD =k(x; - X1)

Ax = AD/k.

Pero
k=2n/A ; vp=Af

k = 2nf/vp.
Sustituyendo:

Ax = VpAf .

2nf

AD esta en grados y es necesario expresarlo en
radianes:

T
ADyydianes = @Afgrados

= wx 55
180

=0.96 rad
_ vaf
2nf

_ 353x0.96
 6.28x493

=0.109 m.

AX
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b) Para un punto cualquiera de la onda:

O, =kx - ot;
O, =kx - oty
AD=-o(tz - t1)
= - 2nfAt
=- 6.28x493x1.12x10™
=-3.46 rad.

2. Demuestre a) que la velocidad transversal
maxima de una particula de una cuerda debida
a una onda viajera esta dada por Vpix = OYmax
y b) que la aceleracion transversal maxima es

_ 2
Admax = @ Ymax-

Demostracion
a)
Vv
Ymax _f_____. - y
@I N
/ \ / \
7 / \
/ / \
lI ; l, )
v \\ // \\ /,
\ / \ 7
[ I — \\ // \\ /I
—_—
Vp
Figura XV-2

La ecuacién de una onda sinusoidal que se
mueve de izq. a derecha por el eje x es

V = Ymaxsen(kx-mt)
vy = dy/dt = -©ymsxcos(kx-mt)
pero cos(kx-mt)msx = £ 1
Vy(MAax) = OYmax

b)
a, = dvy/dt = 0" ymasen(kx-ot)

pero sen(kx-mt)max =+ 1



ay(max) = (nzyméx

3. La ecuacion de una onda transversal en una
cuerda es y = 1.8sen(23.8x + 317t) donde x
estd en metros, y estd en mm y ¢ en segundos.
La cuerda esta sometida a una tension de 16.3
N. Halle la densidad de masa lineal de la cuer-
da.

Datos

y = 1.8sen(23.8x + 317t)
F=163N

u?

Resolucion

F
p=—.

<

2
p
La velocidad de propagacion se obtiene de la

ecuacion de la onda, identificando los térmi-
nos con la expresion general y = yp,sen(kx-ot):

k=23.8m"

o =317 rad/s.
o= 22 o
k 2n
k2
(02

= 1.63x23.8%/317*
=9.19 x 10” kg/m.

102

4. Una onda transversal armoénica simple se
esta propagando a lo largo de una cuerda hacia
la izquierda (o -x). La figura muestra un trazo
del desplazamiento en funciéon de la posicion
en el tiempo t = 0.

y(cm)
6—
4
2/
-2 + 10 R0 30 40 50 60 7 8090
il i X(cm)
Figura XV-4

La tension de la cuerda es de 3.6 N y su densi-
dad lineal es de 25 g/m. Calcule a) la ampli-
tud, b) la longitud d onda, c) la velocidad de la
onda, d) el periodo y e) la velocidad maxima
de una particula de la cuerda. f) Escriba una
ecuacion que describa la onda viajera.

Datos
F=3.6N
=25 g/m=25x10" kg/m

Resolucion
y = ymsen(kx-wt)
a) Por inspeccion, del grafico se ve que
ym =35 cm = 0.05 m.
b) Por inspeccion del grafico:

A=40cm=0.04 m.
c)



3.6
25x107

=12 m/s

d)
Vp=MNT —

T =Mv, = 0.04/12
=0.033 s

vy(max) = oym
= 2ny,/T = 6.28x0.05/0.033
=9.5m/s

k =2m/h = 6.28/0.04
=157 m’
o =2n/T =6.28/0.033
=190.3 rad/s
y=0.05sen(157x + 190.3t + 9).

Es necesario afiadir 6 porque parax =0yt =
0, el valor de y no es igual a cero, sino + 0.04
m (grafico problema 4). Por tanto, evaluando o
en (0,0):

0.04 = 0.05 send
sen 6 =0.8
o = arcsen(0.8)
=53.1°
53.1x3.14/180 = 0.92 rad

Respuesta: 0.05sen(157x + 190.3t + 0.92)

5. Para una onda que se propaga en una cuer-
da, demuestre que la pendiente en cualquier
punto de la cuerda es numéricamente igual a la
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razon entre la velocidad de la particula y la
velocidad de la onda en ese punto.

Demostracion

Hay que demostrar que m = vy /v, en cualquier
punto.

Figura XV-5

Considere la ecuacion de la onda
y = ymsen(kx-ot).
En un punto cualquiera P,
m = dy/dx = kymcos(kx-wt)|,

vy =dy/dt = T oymcos(kx+mt)],

por tanto,
Mmooy
k ®
m= F vyk/o. (D)
pero
2n/h _ T
kio=——=—
“TomT
-1
Vo

Y sustituyendo k/m en (1),

= :
m Vy /Vp.




6. Una cuerda de 2.72 m de longitud tiene una
masa de 263 g. La tension en la cuerda es de
36.1 N. ;Cual debe ser la frecuencia de las
ondas viajeras de amplitud de 7.70 mm para
que la potencia promedio transmitida sea de
85.5 w?

Datos

L=272m

Ym=7.70 mm = 7.7x10” m
m =263 g=0.263 kg
Pn=85.5w

F=36.1N

f2

Resolucion

La potencia media transmitida por una onda
que se propaga en una cuerda viene dada por

Pn=" ymzuvp(oz.

Sustituyendo o = 2nf'y despejando:

f = L .
Antymuv,

Todos los datos son conocidos excepto Ly vp:
u=m/L=0.263/2.72
=0.097 kg/m

F_ f 36.1
Vo = == e
n 0.097

=19.3 m/s.

(1)

Sustituyendo en (1)

¢ = \/ 2x85.5
4%9.87x7.7>x10°%0.097x19.3

=197 Hz.
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7. Una cuerda fija en ambos extremos tiene
una longitud de 8.36 m y una masa de 122 g.
Esta sujeta a una tension de 96.7 N y se pone
en vibracion. a) ;Cudl es la velocidad de las
ondas en la cuerda? b) ;Cual es la longitud de
onda de la onda estacionaria mas larga posi-
ble? ¢) Indique la frecuencia de esa onda.

Datos

L=836m

m=122g=0.122 kg

F=96.7N

v?

Ainax?

£?

Resolucion

a)

v Fo [
n m
_ [96.7%8.36
0.122
=81.4 m/s

b) Una cuerda fija en ambos extremos es ca-
paz de mantener ondas estacionarias con lon-
gitudes de onda tales que

A=2Lm(n=1,23,..)

Una demostracion rigurosa aparece en Sears:
Mecanica, Movimiento Ondulatorio y Calor,
Ediciones R., Instituto del Libro, La Habana,
1968, sec. 17.6, p. 460.

La méaxima A posible se obtiene para el n mi-
nimo (n = 1):

A=2L=16.72 m.
c) vp =Af



f=v,/A=281.4/16.72
=4.9 Hz.

8. La ecuacion de una onda transversal que
viaja en una cuerda esta dada por

y = 0.15sen(0.79x-13t),

donde x e y estdn expresadas en metros y t en
segundos. a) ;/Cual es el desplazamiento en x
=2.3m,t=0.16 s? b) Escriba la ecuacion de
la onda que, cuando se sume a la dada, produ-
ciria ondas estacionarias en la cuerda. c¢) ;Cual
es el desplazamiento de la onda estacionaria
resultante en x =23 m, t=0.16 s?

Datos
y =0.15sen(0.79x-13t) (m,s)

Resolucion

a)
y = 0.15sen(0.79-2.3 - 13-0.16)

=0.15sen(-0.263)
Como sen(-x) = -senx,
y =-0.15sen(+0.263).
Para llevar los radianes a grados,
0.263x180/3.1416 = 15°
sen(15°) =0.26
y =-0.15x0.26
=-0.039 m.
b) Cambiando el signo del término en wt:
y = 0.15sen(0.79x+13t)
c¢) Para la onda resultante,
y = 0.15sen(0.79x-13t) + 0.15sen(0.79x+13t)
=-0.039 + 0.15sen(3.897).

Llevando a grados:
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3.897-180/3.1416 = 223.3°
sen(223.3%) = - 0.69
y =-0.039 + 0.15-(-0.69)
=-0.039-0.1
=-0.139=-0.14 m.

9. Las vibraciones que parten de un diapason
de 622 Hz producen ondas estacionarias en
una cuerda sujeta en ambos extremos. La ve-
locidad de la onda para la cuerda es de 388
m/s. La onda estacionaria tiene 4 rizos y una
amplitud de 1.90 mm. a) ;Cuadl es la longitud
de la cuerda? b) Escriba una ecuacion para el
desplazamiento de la cuerda en funcion de la
posicion y del tiempo.

Datos

f=622 Hz

vp =388 m/s

4 vientres

Ym =1.90 mm = 1.9x10” m

a) L?

b) y = y(x,t)?

Resolucion
" L @—
RN e s
Fa® et N W
:4_- p ]

Figura XV-9

a) A se obtiene de v, = Af

%= vy/f



=388/622
=0.624 m.

El valor de L se obtiene analizando la forma
de la oscilacion (4 vientres). Cada A cubre dos
vientres, por lo que L = 2A.

L =2x0.624

=1.248 m

b)
y = ymsen(kx-wt) + ypsen(kx+mt)

k =2n/A

=6.28/0.624
=10.1

o =2xnf
=6.28x622

=3906.2

y= 1.9x10 {sen(10.1x - 3906.2t)
+ sen(10.1x + 3906.2t)} 10.

10. Un extremo de una cuerda de 120 cm se
mantiene fijo. El otro extremo est4 unido a un
anillo sin peso que puede deslizarse a lo largo
de una barra sin friccion. ;Cuales son las tres
longitudes de onda mas grandes posibles de
ondas estacionarias en la cuerda? Trace las
ondas estacionarias correspondientes.

Figura XV-10a

Datos
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L=120cm=0.12m

Resolucion

Cuando una onda se refleja en el extremo libre
de una cuerda tensa, en el extremo libre apare-
ce un vientre, y necesariamente aparecen no-
dos en las distancias (medidas a partir del ex-
tremo libre) de x = M4, 3\/4, 5M/4, etc.

x =(2n+1)AM/4 donden=0, 1, 2, 3, ... etc.

(La demostracion aparece en Sears, Mecani-
ca, Movimiento Ondulatorio y Calor, Instituto
del Libro, Habana, 1968, Seccion 17.4, pag.
456).

Por tanto, en el caso aqui analizado necesa-
riamente debe haber un vientre en x = 0 y un
nodo donde la cuerda esté fija a la pared (x =
L).

Es decir, debe existir algun n tal que:
(2n+1)M/4=L

_ 4L
oan+1’

Los 3 menores valores de n (0, 1 y 2) corres-
ponden a las tres mayores A posibles:

n=0—A; =480/1 =480 cm
n=1-—2x=480/3=160 cm
n=2— A3 =480/5=96 cm

El grafico se construye considerando los valo-
res de A conjuntamente con el hecho de que en
un extremo hay un vientre y en el otro un no-
do. Por ¢j., 1/2 = 80. Combinando este resul-
tado con el vientre y el nodo en los extremos,
se obtiene la onda de dos nodos en 40 y 120.



h/4=120

\\\\\\

=730 1,790 0 607 80 - 100177

Figura X1V-10b

11. Una cuerda de 75.6 cm esté estirada entre
soportes fijos. Se observa que tiene frecuen-
cias de resonancia de 420 y 315 Hz, y ninguna
otra entre estas dos. a) ;Cual es la frecuencia
de resonancia mas baja de esta cuerda? b)
(Cudl es la velocidad de onda de ésta cuerda?

Datos

L=75.6 cm=0.756 m
fi =420 Hz
f,=315Hz

a) fiminima?

b) vp?

Resolucion

Una cuerda fija en ambos extremos es capaz
de mantener ondas estacionarias con longitu-
des de onda tales que A=2L/n(n=1, 2, 3...).

Estas son las frecuencias naturales de oscila-
cion de la cuerda. La demostracion rigurosa
aparece en Sears: Mecanica, Movimiento On-
dulatorio y Calor, Ediciones R., Instituto del
Libro, La Habana, 1968, sec. 17.6, p. 460.

Vp = A — fmin = Vp/xméx.

La mayor A posible serd aquella que corres-
ponde al minimo n (n =1, A =2L). Por tanto,
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\Y

fmin =2_p (1)

El valor de v, se desconoce, pero se puede
obtener a partir de los datos de frecuencia.

oLV,
= =_" 2
M n T, (2)
2L
A, =S—=_P 3
2= 0, 7, (3)

Dividiendo miembro a miembro (2) entre (3),
no/n; = H/f
=315/420
=0.75
n, =0.75n;.

Por dato, n; y n, son consecutivos (no hay otra
frecuencia entre esas dos). Ademas, n, < nj,
luego

np=0.75(n + 1)
ny(1-0.75) = 0.75
n, =0.75/0.25=3
n; =4
El valor de v, se obtiene de (2) o de (3):

b)
Vp = 2Lf1/1’11

=2x0.756x420/4
= 158.8 m/s.

v
f.o=_P
min 2L

=158.8/1.512

=105.0 Hz.



ANEXO 1. ENERGIA CINETICA DE UN SISTEMA
DE PARTICULAS

Figura Al

Considere un sistema de particulas, ya bien
sea discretas, ya bien pertenezcan a un cuerpo
continuo, y un sistema inercial xyz (figura
Al).

Es posible demostrar de manera totalmente
general que

E.=E/(CM) + E.’,
donde:

E. es la energia cinética del sistema respecto al
sistema inercial xyz;

Ecwm la energia cinética del CM respecto a ese
mismo sistema y,

Ec’ la energia cinética de las particulas con
respecto a un sistema de referencia ligado al
CM.

Nota: en el caso particular de un cuerpo rigido
que rota, entonces E.’ = 2 Io’ donde el mo-
mento de inercia debe estar referido a un eje
que pasa por el CM del sistema. Se acostum-

bra escribir este resultado como
E. =% Mvcm2 + Icmcoz,

(1.1)

donde o se refiere a la velocidad angular con
relacion a un eje que pasa por el CM.
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ANEXO 2. VELOCIDAD ANGULAR EN EL SIS-
TEMA DE REFERENCIA DEL CM

Observador 2

i ™
A B
OcM=-0

Figura A2

La velocidad angular que aparece en (1.1) es
la velocidad angular respecto al eje que pasa
por el CM. Sin embargo, en la mayoria de los
casos practicos usualmente la @ conocida esta
referida a un eje fijo instantaneo ligado a tie-
rra. Si ® es la velocidad angular respecto al
eje que pasa por P en (A), entonces vem = ©R.

No obstante, un observador parado en el CM
vera girar la rueda en sentido contrario, pero
con la misma velocidad angular ®, como en
(B), y ocm = - o (figura A2).

Por tanto, la velocidad angular respecto a un
sistema de referencia en el CM es la misma
que respecto a un sistema asociado al eje fijo
(pero en sentido contrario) y la ® obtenida
segin (A) se puede utilizar directamente para
evaluar la ecuacion (1.1).

ANEXO 3. TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS

En forma analitica, el teorema se puede expre-
sar de la forma siguiente:

1= ICM + Mhz,



Figura A3

donde:

Icm es el momento de inercia del cuerpo res-
pecto a un eje que pasa por el CM;

I el momento de inercia respecto a cualquier
eje paralelo al anterior;

M es la masa del cuerpo y h la distancia entre
los dos ejes (ver figura A3).

Si se conoce la masa del cuerpo y el valor de I
para un eje que pase por el CM, entonces es
posible calcular el momento de inercia para
cualquier otro eje paralelo, conocidos h y M.
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