Capitulo

Sistema de Numeragao e Erros

Objetivos do capitulo
® Entender como se compde um sistema de numeragdo e como fazer mudangas de base
® Conhecer o sistema de normatizagao de precisao simples, dupla e a idéia generalizagao

® Entender os erros de arredondamento cometidos no processo de armazenamento de dados



O numero é um dos elementos principais no estudo da matematica.
Apesar de usarmos 0 numero com muita freqiéncia parecemos ndo conhecé-lo
muito bem. Responder a pergunta, “o que é numero?” e entender em detalhes
a formacao deles ndo parece uma preocupacdo da grande maioria de quem
utiliza esse ente.

Um namero é algo bem intuitivo, ndo é uma coisa fisica, palpéavel.
Quando escrevemos 257, 0 niumero ndo é o que esta escrito e sim a idéia
formada pela visualizacdo dos simbolos, isto significa que, mesmo que
utilizassemos outros simbolos para representar 257, o0 nimero ndo mudaria. O
namero é uma idéia de grandeza e ndo a simbologia que o representa.
Considere o algarismo romano X, ele tem o mesmo significado de 10 no
sistema de numeracdo usual, ambos € a representacdo do mesmo numero
“‘dez”, s6 que expresso com simbologias diferentes.

Estamos acostumados a usar sempre simbolos, denominados
algarismos, do conjunto S = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, para representar qualquer
namero. Outros simbolos também sdo usados para representacdes de

ndmeros como fracionarios, irracionais e outros.

EXEMPLO 1

2 . ~ . L
4,325; 0,00001 e 3 sdo exemplos de representacdes de niumeros racionais.

m, In2 e /3 sdo exemplos de ndmeros irracionais.

Nosso objetivo € estudar os nameros na forma em que serdo tratados
pelos métodos numéricos, ou seja, humeros racionais e com representacao
finita, com uma virgula separando a parte inteira da parte fracionaria.

Para representar um nimero no sistema de numeracéo padrdo, usamos
um ou mais algarismos do conjunto S, descrito anteriormente. Este sistema é
denominado sistema de numerac¢éo decimal ou sistema de base 10, por conter
exatamente dez algarismos. Se excluissemos o algarismo 9, do conjunto S,
teriamos o conjunto {0,1,2,...,8} que contém exatamente 9 algarismos, e
mesmo assim seria possivel representar qualquer numero com apenas
algarismos desse conjunto, e teriamos um sistema de numeracdo denominado

sistema de numeracdo de base 9. Da mesma forma, podemos construir os

-



sistemas de numeracdo de base 8, 7, ..., 2. Parece estranho, mas realmente
podemos representar qualquer numero utilizando apenas os algarismos 0
(zero) e 1 (um). Além desses sistemas de numeragéo é possivel criar sistema
com base maior que 10. Neste caso é necessario definir simbolos para
representar os algarismos maiores que nove.

A seguir temos uma tabela mostrando a representacdo dos ndameros de

0 a 20, escritos em base de 2 a 10.

Base de numeracéo
Ndamero 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Zero 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Um 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Dois 2 2 2 2 2 2 2 2 10
Trés 3 3 3 3 3 3 3 10 11
Quatro 4 4 4 4 4 4 10 11 100
Cinco 5 5 5 5 5 10 11 12 101
Seis 6 6 6 6 10 11 12 20 110
Sete 7 7 7 10 11 12 13 21 111
Oito 8 8 10 11 12 13 20 22 1000
Nove 9 10 11 12 13 14 21 100 1001
Dez 10 11 12 13 14 20 22 101 1010
Onze 11 12 13 14 15 21 23 102 1011
Doze 12 13 14 15 20 22 30 110 1100
Treze 13 14 15 16 21 23 31 111 1101
Quatorze 14 15 16 20 22 24 32 112 1110
Quinze 15 16 17 21 23 30 33 120 1111
Dezesseis 16 17 20 22 24 31 100 121 | 10000
Dezessete 17 18 21 23 25 32 101 122 | 10001
Dezoito 18 20 22 24 30 33 | 102 | 200 | 10010
Dezenove 19 21 23 25 31 34 | 103 | 201 | 10011
Vinte 20 22 24 26 32 40 | 110 | 202 | 10100

Tabela 1.1. Representa¢é@o dos nimeros de zero a vinte, nas bases de 2 a 10.




A menor base de numeracao é 2, conhecida como base binaria e utiliza,
como vimos anteriormente, apenas os algarismos 0 e 1. Porém, ndo temos um
limite para a maior base, isso significa que podemos ter bases 11, 12, 13, e
assim por diante. O problema de se ter uma base relativamente grande esta na
guantidade de simbolos necessarios para representar os algarismos, por
exemplo, na base 12 os numeros dez e onze passam a ser algarismos e
precisamos representar cada um deles com apenas um simbolo, é inviavel usar
“10” e “117, respectivamente, para representa-los, pois isso geraria uma
confuséo, ndo saberiamos se estamos tratando de um ou dois algarismos.

E comum para bases maiores que dez, utilizarmos as letras maitsculas
do nosso alfabeto: A, B, C, etc. para representar, respectivamente, 10, 11, 12,
etc. A Tabela 1.2 mostra a representacdo dos numeros de zero a vinte nas
bases de 10 a 16, onde A, B, C, D, E e F representa, nessa ordem, 10, 11, 12,
13, 14 e 15.




Base de numeracéo

Ndmero 10 11 12 13 14 15 16

Zero 0 0 0 0 0 0 0
Um 1 1 1 1 1 1 1
Dois 2 2 2 2 2 2 2
Trés 3 3 3 3 3 3 3
Quatro 4 4 4 4 4 4 4
Cinco 5 5 5 5 5 5 5
Seis 6 6 6 6 6 6 6
Sete 7 7 7 7 7 7 7
Oito 8 8 8 8 8 8 8
Nove 9 9 9 9 9 9 9
Dez 10 A A A A A A
Onze 11 10 B B B B B
Doze 12 11 10 C C C C
Treze 13 12 11 10 D D D
Ouatorze 14 13 12 11 10 E E
Ouinze 15 14 13 12 11 10 F
Dezesseis 16 15 14 13 12 11 10
Dezessete 17 16 15 14 13 12 11
Dezoito 18 17 16 15 14 13 12
Dezenove 19 18 17 16 15 14 13
Vinte 20 19 18 17 16 15 14

Tabela 1.2. Representacdo dos numeros de zero a vinte, nas bases de 10 a 16.

A base 16, também conhecida como hexadecimal, é bastante utilizada
no armazenamento de informacdes em maquinas que processam os dados em
base 2, pois 0 processamento em base 2 € rapido, mas requer mais memoaria
no armazenamento do que em base 16, por exemplo, considere o namero
vinte cuja representacdo em base 2 é 10100 (veja Tabela 1.1), e em base 16
€ 14 (veja Tabela 1.2), assim, serdo necessarios cinco espacos ha memaoria
para armazenar o vinte em base 2 e apenas dois, em base de 16. Por outro
lado, o processamento é mais vantajoso em base 2, pois existem apenas duas
possibilidade distintas para cada um dos cinco espacos de memoria ocupado

pelo nimero dois em binério, totalizando 32 possibilidades. Ja em base 16,




temos dezesseis possibilidades para cada um dos dois espacos, constituindo
162 = 256 possibilidades. Assim, uma tomada de decisdo é mais rapida em
base binaria e 0 armazenamento é mais vantajoso em base hexadecimal. A
base hexadecimal ndo possui vantagem significativa em relacdo a base
decimal, porém a conversao de binario para hexadecimal (e vice-versa) é mais
rapida do que de binario para base decimal, pois as duas (binaria e
hexadecimal) séo poténcias de 2. Portanto em se tratando de processamento é
vantajoso processar os dados em base 2 e armazena-los em base

hexadecimal.

Definicéo 1.1

Seja f>2 um numero natural, se do, dy, ...,dn, d1, d-p, ...,.d-n € {0, 1, ... , B -
1}, entdo (dndn-1...do,d-1d-5...d-m)s € a representagéo, em base B, do numero
decimal
On x B+ dng x B+ .+ dox B +dax Br+doxB? + . +dmxp™.
onde:
(dnOna...do) p = dn x B" + dny x B"+ ...+ do x B° € a parte inteira

(0,d4d2..dm)p=da x B+ d-2x B? + ... +d.m x B™ € a parte fracionaria

EXEMPLO 2

(3412,05); é a representacdo de um numero em base B = 7. De acordo com a
Definicdo 1.1:
d0:2, dlzl,d2:4,d3:3,d_1:0, d_2:5

E assim,

(3412,05); =3 x 73+ 4 x 72 +1x 7' 2x 7%+ 2x 7°+ 0x 71 + 5 x 772
~ 1234,102041.




Ou seja, 0 numero que tem representacdo em base 7 dada por (3412,05);

corresponde, aproximadamente, ao nimero decimal 1234,102041.

Por questdes de simplificacdo de pronlncia e escrita, iremos tratar o
numero por sua representacao, por exemplo, ao invés de dizermos “o0 nimero
cuja sua representacdo em base 7 € (3412,05);” iremos dizer apenas “o
namero 3412,05 na base 7”. Para melhorar a notagdo, quando possivel
omitiremos os parénteses, deixando apenas o indice no final do namero, e
quando se tratar da base 10 o indice também podera ser omitido, por exemplo,
(3412,05); serd denotado simplesmente por 3412,05; e (1234,102041),¢ por
1234,102041.

Proposicéo 1.1

Se multiplicarmos o numero (dndn.1...d1do,d.1d-5...d.m)s por B obtemos o numero
(dndp-1 ... d1dod.1,d-2...d-m)p, iSto &, a virgula se desloca um algarismo a direita. E
ainda, se dividirmos o mesmo namero por B (multiplicarmos por p™), obtemos
(dndp-1...d1,dod-1d-> ... d.m)p, iStO €, a virgula se desloca um algarismo para a

esquerda.
Demonstracao
De acordo com a Definicdo 1.1, podemos escrever,

(dndn_l...dldo,d_ld_z...d_m) =d,x N+ dp1 x "1y ... +dp x o4 d.q x 14 d-» x 2
B

+ ...+ dmoxp™

Multiplicando, ambos os membros por 3 temos:

dn x Bn+l +dpgx B+ ... +dox Bl +d.gx BO + d-5 x B'l + ... +d.p,x B'm+1 = (dndn-1

... 0od.1,d-5...d.m)p, ISSO demonstra a primeira parte.




Analogamente, dividindo

nx B+ dnax B+ .+ dix B+ dox B +dax B+ dax B? + ...+ dmx ™

por 3, obtemos:

Onx B+ dnax P2+ . +dix BO+dox Br+dax B2+dox B3+ . +dmxp™

que é a representacdo do numero (dndp.1 ... d1,dod-1d-5...d.m)g €M base

1.1 Mudanca de Base

Mudar um numero de uma base a para uma base g significa encontrar

sua representacao no sistema [, a partir da sua representacdo em a. Para isso

estudaremos os seguintes casos:

Mudanca de uma base B para a base 10

Essa mudanca é feita com a aplicacdo imediata da Definicdo 1.1

EXEMPLO 4

Considere o numero 31,402s. A mudanca deste niumero, que se encontra na

base p =5, para a base 10 é, segundo a Definigdo 1.1, dada por:

31,4025 =3 x5 +1x5°+4 x5 +0x5%+2x5%=16,816

Mudanca da base 10 para uma base B




Na busca de um método para fazer a conversdo de um numero decimal
para uma base [, vamos propor 0 seguinte problema: converter o numero
decimal 6,625 para a base = 2 (base binaria).

Separamos a parte inteira da fracionéaria 6,625 = 6 + 0,625. E Dividimos o

problema em duas partes:

i) vamos encontrar a representacao binaria da parte inteira

Suponha que a representacédo binaria de 6 (parte inteira), seja dada por
dndn-l...d2d1d0

Pela Definicdo 1.1 temos:

6=dyx2" + dpyx 2"+ ... +dyx22+dy x 2 + dp

Colocando 2 em evidéncia no segundo membro e fazendo a diviséo inteira de 6

por 2, isto €, 6 =2 x 3 + 0. Temos:

2x3+0=2x(dyx 2" +dnyx 2"+ ...+ dyx 21+ dy) + do,
Comparando ambos os membros (com observancia ao algoritmo da divisao [x])
obtemos:

do=0 e 3:dn><2n_l+dn_1><2n-2+...+d2><21+d1.

Repetindo o processo, isto €, colocando 2 em evidéncia no segundo membro e

escrevendo 3=2 x 1+ 1, temos:

2x1+1=2x(dyx2"+dnyx2"3+ ... +dy) +ds

Logo,
di=1e 1=d,x2"+d 1 x2"+ ... +d3x 2 +dy

De modo anélogo, escrevemos 1 =2 x 0 + 1, e assim,




2x0+1=2x(dyx 2"+ dng x 2"+ .. + d3) + dy

Obtemos:
dh=1e 0=dyx 2™ +dpy x 2"+ ...+ dygx 2 + d3

Como 0 =2 x 0+ 0, escrevemos:

2x0+0=2x(dyx 2" +dnyx 2"+ ... +ds) +ds3

Isso implica que,

ds=0 e 0=dyx 2" +dpy x2"° + ... +ds

Observe que, dz3 =ds =ds =...=d, = 0, pois a diviséo inteira de 0 por 2 resulta

sempre em 0 =2 x 0 + 0. E assim, concluimos que:

do =0,
di=1
d=1
ds3=ds=ds=..=d,=0
Portanto,
6 = 0...00110,.

Como zeros a esquerda ndo tém valor significativo, podemos escrever
simplesmente,

6 =110,.

Se observarmos bem, d; é o resto da divisdo de 6 por 2, d; é o resto de
divisdo de 3 (quociente da divisdo anterior) por 2, e do € o0 resto da divisdo de 1
(quociente da divisao anterior) por 2. Portanto, podemos obter 6 em base 2,
usando o dispositivo pratico da divisdo, observando que o primeiro resto é o
ultimo algarismo (da esquerda para a direita), o segundo é o penultimo, e assim

por diante, veja a Figura 1.1.
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Figura 1.1. Parte inteira da mudanga de

i) Encontrar a representacao binaria da parte fracionaria

base.

Suponha que a representacdo binaria de 0,625 (parte fracionaria) seja 0,d.;d.

2...d., IStO €,
0,625 = 0,d.1d-...d.

Multiplicando ambos os membros dessa igualdade por 2 e usando a

Proposicdol.1, no segundo membro, obtemos:

1,25 = d_l,d_z...d_m<:>

1+025=d;+0,ds...dpm.

Comparando ambos os membros,

d_l =1

0,25 = 0,d.2d.3...d.m.




Aplicando novamente o mesmo procedimento na Ultima igualdade, isto €,
multiplicando ambos os membros por 2 (usando a proposi¢cédo 1.1 no segundo
membro),

0,5 = d-z,d-3...d-m =

0+05=d,+0,ds...dm

O que nos da
d-z =0

0,5=0,d.3d.4...d-m.
Repetindo novamente esse procedimento,
10 = d3,d4..dn &
1+00=d3+0,d4ds...d
Logo,
d_3 =1
e

0,0 = 0,d.4d_5...d_m.

Como o primeiro membro é nulo, a repeticdo do processo descrito

anteriormente, nosda d4 =ds=...=d.,, = 0. E assim,

0,625 = 0,10100...0,.

Como os zeros que aparecem a direita, neste caso, sao insignificantes,

podemos escrever simplesmente,




0,625 =0,101>.

Observe que d., d., ..,d.m sdo obtidos dos produtos de 2 pelo numero
dado e pelas respectivas partes fracionarias obtidas continuamente:

0,625 0,25 0,5
x 2 x 2 x 2
1,25 0,5 1,0 —» 0,101,

Observacao

Neste exemplo, repetimos o0 processo até que a parte fracionaria se tornasse
nula, mas em muitas situacdes pode ser que iSSO nunca aconteca, pois muitas
vezes um nuamero que possui uma representacdo finita em base decimal,
podera ter uma representacdo infinita em binario, porém para que isso
aconteca, certa sequéncia de algarismos deverdo se repetir indefinidamente,
formando uma dizima peridédica. Por exemplo, o nimero decimal 0,3 tem a

seguinte representacao binaria,

0,010011001100110011...,

Observe que os algarismos 0011 se repetem indefinidamente. Nesses casos 0
processo termina quando detectamos a repeticdo ou até obtermos a
guantidade de algarismos desejada. Como notacéo, utilizaremos uma barra

sobre a parte que se repete,

0,3=0,010011,

Portanto, juntando, em representacdo binaria, a parte inteira com a parte

fracionaria encontramos 110,101, ou seja,

6,625 = 110,101..

.



O processo utilizado para mudanca de um nimero da base decimal para
base binaria podera ser feito para qualquer base B, bastando proceder da
mesma forma, s6 alterando o valor 2 para o valor B, isto é, para mudar um

numero da base 10 para a base B devemos:

a) Parte inteira: dividimos o numero (divisdo inteira) e os respectivos
guocientes obtidos, por B, até obter um quociente igual a zero.
Devemos tomar como resultado os restos encontrados (em ordem

invertida).

b) Parte fracionaria: multiplicamos a parte fracionaria do numero e as
novas partes fracionarias obtidas, por 3, até obtermos uma parte
fracionaria nula ou até que ela comece a se repetir ou entdo até

obtermos a quantidade de algarismos desejada.

Mudancga de uma base a para uma base B

Essa mudanca é feita passando primeiro o numero da base o para a base
10, usando a Defini¢cdo 1.1, e em seguida da base 10 para a base B, utilizando

0s procedimentos descritos anteriormente.

Baseoa ——» Basel0 — > BaseB

Figura 1.2. Mudanga de uma base o para uma base f.

EXEMPLO 5

Passar o numero 6,5g para a base 2.




1° passo) Mudanca da base 8 para a base 10:

Pela Definicdo 1.1 temos: 6,55 = 6x8 + 5x87 = 6,625

2° passo) Mudanca da base 10 para a base 2:

Isso ja foi feito anteriormente e obtivemos 110,101,.

Portanto, 6,5s = 110,101,

1.2 Método prético para mudanca de base

Através de exemplos mostraremos como € possivel fazer, de forma

pratica, a mudanca de base com o uso de uma calculadora cientifica comum.

EXEMPLO 6

Vamos passar o numero 4325 para a base 3.

Quando dividimos um namero por 3, 0s possiveis restos sao: 0, 1 ou 2.,
porém a calculadora divide o resto também. A divisdo de cada um dos
possiveis restos citados por 3, gera os respectivos numeros: 0; 0,333... e
0,666... . Assim, 0 que aparecer apos o “ponto”, na calculadora, indica qual é o
resto da divisdo, e antes do “ponto” temos o quociente. Aplicando essa idéia ao

ndmero 4325, temos:

4325+3 = 1441.666666 = resto=2
1441 +3 = 480.3333333 = tresto=1
480 +3 = 160 = tresto=0
160 +3 = 53.33333333 = Tresto=1
53+3 = 17.66666666 = resto=2
17+3 = 5.666666666 = resto=2




5+3
1+3

1.666666666 = resto=2
0.333333333 = fresto=1

Assim, os restos obtidos sdo: 2, 1, 0, 1, 2, 2, 2, 1. Invertendo a ordem,

obtemos o nimero 122210125.

Se usarmos a calculadora, anotando sé os restos obtidos, podemos

fazer mudancas da base 10 para a uma base B em um tempo bastante

consideravel.

EXEMPLO 7

Vamos passar 0,378 para a base 4.

Usando uma calculadora, multiplicamos 0,378 por 4 e as partes

fracionarias obtidas, ou seja, os valores que aparecem apos

calculadora.

0.378
0.512
0.048
0.192
0.768
0.072
0.288
0.152
0.608
0.432
0.728
0.912
0.648
0.592

X X X X X X X X X X X X X X
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1.512, subtraindo 1: 1512-1
2.048, subtraindo 2: 2.048-2
0.192, ndo subtrali, pois ja é fracionario.
0.768, também ndo subtrai

3.072, subtraindo 3: 3.072-3
0.288, néao subtrai

1.152, subtraindo 1: 1.152-1
0.608, né&o subtrai

2.432, subtraindo 2: 2432-2 =
1.728, subtraindo 1: 1.728-1 =
2.912, subtraindo 2: 2912-2 =
3.648, subtraindo 3: 3.648-3 =
2.592, subtraindo 2: 2592-2 =

2.368,

Tomando-se as partes inteiras, obtidas em cada produto, temos:

0,378 = 0,12003010212322...4 .

o “ponto”, na

0.512
0.048

0.072
0.152

0.432
0.728
0.912
0.648
0.592




EXEMPLO 8

Vamos passar 2105,322 para a base 5.

Parte inteira: (2105)
Possiveis restos na divisdo por 5: 0 <> 0; 1< 0.4; 3+ 0.6; 4 <> 0.8.

Usando a calculadora:

2105 + 5 = 421 = resto= O
421 + 5 = 842 = resto= 1
84 + 5 = 168 = resto= 4
16 + 5 = 32 = resto= 1

3 +5 = 06 = resto= 3

Logo, 2105 = 314105

Parte fracionaria: (0,322)

0332 x 5 = 1.61, subtraindol, 1.61-1 =0.61
061 x 5 = 3.05, subtraindo3, 3.05-3=0.05
005 x 5 = 0.25

025 x 5 = 1.25, subtraindol1, 1.25-0.25=0.25
025 x 5 = 125

Observe que obtivemos uma dizima periédica. Logo,

0,322 =0,1301111...5 = 0,130i.

Portanto,

2105,322 = 31410, 13Oi5




EXEMPLO 9

Passar 43610,1052; para a base hexadecimal.

i) Vamos passar 43610,1052; para a base 10:

43610,1052; =4 x 74 +3x 72 +6x 72+ 1 x 7 +1x71 +5x73+2x 7%

= 10934,15827
i) Vamos passar da base 10 para a base 16 (hexadecimal)

Parte inteira: (10934)

Possiveis restos:

0 & O; 1 « 0.0625; 2 o 0.125;

4 « 0.25 5 « 0.3125; 6 <« 0.375

8 & 05; 9 ¢« 05625 10= < 0.625;
12=C « 075, 13=D <« 0.8125 14=E <« 0.875;
Usando a calculadora:
10934 + 16 = 683.375 — resto= 6

683 + 16 = 42.6875 = resto= 11=B

42 + 16 = 2.625 = resto= 10=A

2 + 16 = 0.125 = resto= 2
Logo, 10934 = 2AB636.
Parte fraciondria: (0,15827)
Usando a calculadora:
0.15827 x 16 = 2.53232, subtraindo 2;
0.53232 x 16 = 8.51712, subtraindo 8;
0.51712 x 16 = 8.27392, subtraindo 8;
0.27392 x 16 = 4.38272, subtraindo 4;
0.38272 x 16 = 6.12352, subtraindo 6;

2.53232 - 2
8.51712 - 8
8.27392 - 8
4.38272 - 4
6.12352 - 6

1T ¢ ¢

0.1875;
0.4375;
0.6875;
0.9375

0.53232
0.51712
0.27392
0.38272
0.12352




0.12352 x 16 = 1.97632, subtraindo 1, 1.97632- 1 = 0.97632
0.97632 x 16 = 15.62112, subtraindo 15; 15.62112-15 = 0.62112
0.62112 x 16 = 9.93792, Subtraindo 9; 9.93792-9 = 0.93792

Logo, 0,15827 = 0,288461F9...16.

Portanto, 43610,1052; = 10934,15827 = 2AB6,288461F9...1¢ .

1.3 Armazenamento na Maquina

As maquinas (calculadoras digitais e computadores) armazenam e
operam 0S numeros em uma notacdo especifica, denominada notacdo de
ponto flutuante. Assim, como na notacao cientifica (bastante conhecida por
alunos de matematica e engenharia), a notacéo de ponto flutuante € uma forma
de escrever um numero impondo-lhes certas propriedades, como definiremos a

sequir.

Definicdo 1.2

Seja f > 2 um namero inteiro e a; a;..., a; € {0, 1,..., B -1}, dizemos que um
numero real r # 0 esta representado em ponto flutuante de base p e mantissa
a1a...a; Se, r tem a forma + (0,a;a;...a; ) x B, com a; # 0 e e € um nimero

inteiro escrito em base p.

EXEMPLO 10

a) 0,3457 x 10%® é um nGmero escrito em ponto flutuante de base 10, com

mantissa 3457 e expoente 23.

b) 0,10221 x 3%%13 & um ntimero em ponto flutuante de base 3, com

mantissa 102213 e expoente 201s.




c) 0,043¢ x 52035 0,043 x 5% n&o esta4 em ponto flutuante de base

5, pois a; = 0.

Como ja citamos anteriormente 0 armazenamento e as operacdes em
maquina, segue uma normatizacdo baseada na notacdo de ponto flutuante. A
IEEE (Institute for Electrical and Eletronic Engineers) publicou normas de
pontos flutuantes binarios que atualmente é seguida pela maioria dos
fabricantes computadores. Duas categorias foram intituladas, as de precisao
simples que trabalham com 32-bits e as de precisdo dupla de 64-bits. Vamos
descrever como essas normas foram definidas para ambos os casos e em
seguida, faremos uma generalizacdo dessa idéia para uma dada base > 2

com uma precisao de t - bits.
Precisédo Simples

Nesse sistema um nuamero € representado por uma sequéncia de 32 bits
binarios. O bit mais a esquerda é usado para indicar o sinal da mantissa, 0
(zero) para positivo e 1 (um) para negativo. Os oito bits seguintes representam
0 expoente e 0s 23 restantes a mantissa.

Os oito bits do expoente correspondem a um numero de 0 a 255
formando 256 expoentes possiveis (de 0 a 255) onde: De 0 a 126 representam
0S expoentes negativos, de 128 a 255 para 0s positivos e 0 namero 127
representa o expoente zero. O valor, em base dez, correspondente aos oito bits
do expoente armazenado denomina-se caracteristica e € denotada por c.
Assim, o numero real representando na maquina é dado por:

c—127.

EXEMPLO 11

Se uma maquina de precisdo simples armazena o expoente 01001101, sua

caracteristica é,

.



C=0x2"+1x25+0x25+0x2%+1x2%+1x22+0x2'+1x2° =77,

Logo, ¢ — 127 = 77 — 127 = -50, ou seja, 0 numero real correspondente ao

expoente armazenado na maquina é -50.

Note que em ponto flutuante de base 2 o primeiro bit sempre € 1, assim,

todo nimero em ponto flutuante de base 2 é da forma,
+0,1azas...a; X 2° que é equivalente a +1,aas...a; X 2°*
E que corresponde ao numero decimal:
(Ax2°+a,x 2t +agx 22 +...+ a x 27) x 2127,

A caracteristica c € a representacdo decimal de e — 1 e s6 a parte da

mantissa f = acas...a; € representada na maquina, como mostra a figura 1.3.

’—> S e - 1 f = azas...ax
| i

sinal da expoente (8 bits) mantissa (23 bits)
mantissa(l bit)

[T~

Figura 1.3 — armazenamento em precisao simples.

Portanto, um namero de maquina dado pela figura 1.3 corresponde ao
namero:
(-1)SX(1,f)2 x 20—127
ou

(1P°x (1 x2%+@a;x27" +agx27% + . +ayx2 2 )x 207

-



EXEMPLO 12

Considere o nimero na maquina, representado por:

1 | 10000100 | 01101110100000000000000

s=1
e—1 =10000100; = c=2"+22=132=c—-127 =132 - 127 =5.
f=-01101110100000000000000,.

Logo o numero representado na maquina é:

(- 1)* x 1,01101110100000000000000, x 2132~ 127 =

(1)t x (2°+ 1% 22+ 1x 23 + 1x 2° + 1x 20 + 1x 27 + 1x 2% x 2° = — 45 8185.

Ou seja, 0 numero armazenado na maquina é — 45,8185

EXEMPLO 13

Considere o numero armazenado na maquina

0 | 01100001 | 10000011000000000000000

s =0, ¢ = 2°+2°+2° = 97 e f = 100000110000000000 =

1,f = 1,10000011000000000000000 = (1,f);0 = 1,511711875. Logo, 0 nimero
armazenado nha maquina é:

(-1)° x 1,511711875 x 297127 = 1, 407891395501792430877685546875 x 10° =
0,0000000014078913955.

EXEMPLO 14

Vamos representar 4692,34 em uma maquina de precisdo simples, de acordo
com o |IEEE.
4692 = 1001001010100, e 0,34~0,010101110000; =




4692,34=1001001010100,010101110000, =1,00100101010001010111000,x2"*
(-1)° x 1,00100101010001010111000,%2*2.

Assim,

f=00100101010001010111000 e c-127 =12 = c = 139. Logo,

e—1=139 =10001011,. Portanto, a representacdo de 4692,34 em preciséo

simples é:

0 | 10001011 | 00100101010001010111000

Precisé@o Dupla

O sistema de precisdo dupla, definido pela IEEE, é analogo ao sistema
de precisao simples, porém esse sistema € composto por 64 bits, sendo 1 para
o sinal da mantissa, 11 para 0 expoente e 52 para a mantissa, Como mostra a

Figura 1.4.

,—» S e-1 f = aras...as3
) )

Sinal da

mantissa (1 bit) expoente (11 bits)  mantissa (52 bits)

[~

Figura 1.4 — Preciséao Dupla

Um namero representado em precisdo dupla de acordo com a Figura 1.4
corresponde ao decimal
(-1)° x (1,f) x 01023
ou

((1P¥x (1x2%°+a,x2 " +azx2 2+ ... +aggx2 22 )x 207108

Preciséo de k- bits
A idéia usada para precisao simples e dupla pode ser estendida para um
caso geral de k bits. Além de consideramos k bits, iremos considerar também

uma base B qualquer.




Se 0, aja,...a; x B® é um numero em ponto flutuante de base B, sua

representacdo no sistema k-bits é dada pela Figura 1.5.

,—» s|le=bpn_ibn_>...bg| f =aia...a
i i

Sinal da

mantissa (1 bit) expoente (n bits) mantissa (t bits)

e

Figura 1.5 — Preciséo k-bits

Observe que nesse sistema a; deve ser considerado, pois a base néo e
necessariamente 2. Além disso, precisamos conhecer n e t, isto €, a
guantidade de bits do expoente e da mantissa, respectivamente.

Estendendo a idéia usada na formacao da precisao simples e dupla para
a preciséo de k-bits podemos encontrar o namero decimal correspondente ao

numero de maquina da Figura 1.5 pela expressao

(_1)5 x O,f x BC—?»
ou

((1°x (@ xBr+a;xB? +agxP P +..+axp)xpet

Onde:
e C € a caracteristica, isto €, a representacdo decimal do expoente e.
e L €& em base dez, a parte inteira da metade do maior expoente

representavel na maquina, ou seja,

(B—1)XBO+(B—1)XBl+...+(8_1)xsn—1
2

A = parte inteira de

EXEMPLO 15
Considere um sistema 11-bits, sendot=7 e n =4 com 3 = 3. Vamos encontrar

0 nUmero que possui a seguinte representacdo na maquina.

g



0| 2101 | 1022001

Primeiro encontraremos o valor de A.

(B=1)xBO+(B—1)xB"+-+(B—1)xp" "
2

A = parte inteira de = parte inteira de

2x3%+2x314+2x3%24+2x33 20
_ =

Para esse sistema 0s numeros tém a forma
(—1)°x (0,f)3 x2°~,
Calculando a caracteristica c, obtemos:
c=2x3+1x3*+0x3 " +1x3°=64.

Portanto, o nimero decimal armazenado na maquina €

(- 1)° x (0,1022001)5 x2** ~*° = 0,4325560128 x 3** = 122166594,2 x 10°

Memoria Excedida

Como vimos anteriormente, ¢ — A € 0 expoente de um numero
representado em uma maquina de precisdo k—bits. Esse expoente sera positivo
se c >, negativo se c < A e zero se C = A.

Se | e S séo respectivamente, o menor € maior e menor expoente
armazenavel na maquina, entdo | acontece quando c = 0, (pois ¢ > 0) isto
€, quando I=c —A =0 — A =-A. S ocorre quando ¢ assumir o maior valor
possivel, isto &, quandoc=(B—-1) x B’ + (B—-1) x B+ ...+ (B—1) x B"*, logo
podemos obter S por:

S=PR-1) xp°+(P-1) xp+ ..+ (B -1) x B - parte inteira de

(B—l)XBO+(B—1)x61+...+(B_1)xBn—1
2

= parte inteira de [(B — 1) x B° + (B — 1)
_ (B_l)XBO"'(B_l)XBl+---+(B—1)><Bn—1
2

PB-Dx'+(P-Dxpl+-+(B-1)xpr~1 .
> =

x B+ L+ (B-1) x BT

] = parte

inteira de A




Portanto, os expoentes representaveis em uma maquina de precisdo k —
bits estéo no intervalo [I, S] = [-A, A].

Se a maquina tentar armazenar um expoente menor que | ou maior que
S, acontece uma sobrecarga de memodria denominada, respectivamente,
UNDERFLOW E OVERFLOW.

EXEMPLO 16

Em um sistema 32 — bits binario comn =5 e t = 7, podemos calcular A por:

1x29 4121 41x224+1x2341x24+1x2°4+1x2°
2

A = parte inteira de = 63. Logo,

todos os nameros na forma +(1,f), x 2°, gera um UNDERFLOW se e < — 63 e
OVERFLOW se e > 63.

1.4 Erros de Maquina

Como vimos anteriormente, as maquinas armazenam e operam O0S
numeros em sistema de ponto flutuante que é limitado, e isso pode gerar erros
no processo de armazenamento e nas opera¢fes numéricas. Ao usarmos a
maquina para processamentos numeéricos estamos submetendo os resultados
a certa precisao, que depende das suas limitacdes fisicas e que em geral é
especificada pelo fabricante. Assim, em muitas situacées é importante analisar
as dimensdes dos erros produzidos pela maquina e julgar se tais erros sao
aceitaveis. A seguir, faremos um estudo sobre os erros de arredondamento que
podem acontecer na utilizacdo da maquina.

Considere o numero real r, escrito da seguinte forma:

r=0,byby... bybu1...x10°% b; €{0, 1, 2, ...,,9},i=0, 1, 2, ..., com b; =0.
Indicaremos por fli(r) a representacdo de r em ponto flutuante de base 10
com mantissa de t bits. Essa representacao é obtida limitando-se a mantissa de

r em apenas t digitos. Existem duas formas de se obter fl(r):

.



i) Por truncamento de t digitos, que consiste em desprezar todos os bits a partir
de b.

i) Por arredondamento para t digitos, que consiste em adicionar 5 x 10V a r
e fazer o truncamento no resultado obtido. Se observarmos bem, esse
processo é equivalente a: adicionar 1 em b; se b = 5 e em seguida fazer o
truncamento de t digitos ou simplesmente fazer o truncamento de t digitos se
b1 < 5.

EXEMPLO 17

V113 =10,63014581... = 0,1063014581... x 10°.

Por truncamento:

fl,(W113 ) = 0,1063014 x 10°.

Por arredondamento:

5x 10°®™Y = 5% 102~V = 5% 10 = 0,000005 = 0,00000005 x 10°. Logo,
0,1063014581... x 10% + 0,00000005 x 10% = 0,1063015081... . Fazendo o
truncamento com 7 digitos, obtemos

fl(v113 ) = 0,1063015.

Assim, dizemos que o truncamento e arredondamento de 113 com 7 digitos

significativos séo, respectivamente 10,63014 e 10,63015.

O erro cometido ao se trocar r por fli(r) € denominado erro de arredondamento
(mesmo que fly(r) seja obtido por truncamento). O termo "erro de truncamento”,
em geral, € usado para se referir ao erro cometido ao se calcular uma
aproximacdo de uma série infinita, simplesmente desprezando uma infinidade
de termos dela, a partir de um termo fixado, e maiores detalhes fogem ao
Nnosso proposito. Portanto, o erro cometido pela maquina sempre sera referido
como arredondamento.

Essa idéia pode ser generalizada para outras bases.




Erro Absoluto e Relativo

O erro cometido pela aproximacédo em ponto flutuante pode ser medido
como absoluto ou relativo. O erro absoluto esta relacionado com a a distancia,
na reta numérica, entre o valor aproximado; e o erro relativo,compara

proporcionalmente a dimensao dessa distancia com o valor exato.
Definigéo 1.3

Se r € um numero real, ndo nulo, definimos respectivamente, erro absoluto e

relativo gerado por fi(r) por :
lr—f11(r)]
EA:|T—fll(T')| e ER:jl:l”—l

Seja r = 0bjb; ... b ...x 10° (b1 #0). Se fi(r) = 0, b;b,...b; x 10° é obtido pelo

método de truncamento, entao

_ IT—fl l(T)I _ |0,b1b2...bt...Xloe—O,blbz...bt...Xloe| — |0:bt+1bt+2---|

Er= x 10"
R Ir| |0,b1by..b..x10¢] |0,b1by...|

Como, |0,b;41bs12]1 <1€0,byby ...| = 0,1 (b # 0), temos:
Er<—x107'= Er < 107*!

Considerando agora que fi(r) seja obtido pelo método de arredondamento,

temos:

fl(r) = 0,b1b,...b...x10° + 5 x 10° ~*V'=0,b;b, ...b;...x10% + 0,5 x 10° x 10 ™"
Logo,

.



Ir—f11)| _ |0b1b2..be.x10°—(0,b1by..b..x108+0,5x 10° x 1071
7| - |0,b1b5..b¢..x10¢€]

ER = —_—
|0be11bey2—0,5x107 ] |0byy1bryp—0,5]

= x 10t
|0,b1b5..by] |0,b1by..byl

Como
|O, bt+1bt+2| < 1 temOS |O, bt+1bt+2 T 0,5' < 0,5
E ainda |0, b1 b, ...| = 0,1,pois(b # 0),

Assim,

(=]

,5

Eg < x10?' = Er<0,5x10 "

(=
_

)

Portanto:
Er < 10 ! pelo método de truncamento

Er < 0,5 x 10 ! pelo método de arredondamento

Para estimar o erro relativo em outras bases basta seguir 0 mesmo processo,
nao € necessario saber como efetuar as operacdes nessas bases. Em binario
encontramos:

Er <2 ' pelo método de truncamento

Er < 2 7' pelo método de arredondamento

Definicdo 1.4
Dizemos que r* se aproxima de r com k digitos significativos se k € o

maior inteiro ndo negativo tal que

r—7T*
g<5 x 107%
7]

EXEMPLO 18
Os numeros reais r* que se aproximam de r = 2,7182 com trés algarismos

significativos satisfaz a inequacéo:

.



12,7182 —r*|
12,7182|

<5x%x1073 = 12,7182 — r*| < 0,013591 = 2,704609 < x < 2,731791.

1.4 Exercicios Propostos

1) Escreva o numero r na base  especificada.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

9)
h)
i)

)

K)

r=2,3459e B =2
r=-2342,3459 e p = 3
r=888,777ep=4

r = 45764,9876 € B = 16

r = 10010,001101, e B = 10
r = 1000101,00011, € B = 16
r=10221,2012215e B = 2
r=12342,3401s e f = 3

r = AO1B,34CF e f = 10
r=2E3B5Ele =2
r=100110,01101, e p = 16




